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PAR M1116 MARTHE GRANDEÏ-HUGOT.

INTRODUCTION.

L'objet de ce travail est l'étude des ensembles dérivés successifs de
certains ensembles fermés d'entiers algébriques sur le corps des rationnels,
ou sur un corps quadratique imaginaire.

Soit S(K) l'ensemble défini de la manière suivante : Un nombre 9eS(K),
si 0 est un entier algébrique sur K, si 9 > i et si tous ses conjugués autres
que lui-même sont, en module, inférieurs à i. (K étant soit le corps des
rationnels, soit un corps quadratique imaginaire).

On voit facilement que l'ensemble S==S(Q) est l'intersection de tous
les ensembles S(K). De plus, si 9 est imaginaire, alors 9 €82, ensemble
des entiers algébriques sur Q qui sont imaginaires et ont un seul conjugué
autre queux-même de module supérieur à i, les autres étant de module infé-
rieur à i. Mais tout nombre de Sa n'appartient pas nécessairement à un
ensemble S(K), en efïet, il faut, pour cela, que tous ses conjugués soient
imaginaires, et même, cette condition n'est pas suffisante; par exemple :
si 9 est l'un des zéros supérieurs à i, en module, de z°-('" z / l — I ?
alors 9€S_>, mais n'appartient à aucun ensemble S(K).

( ') Thèse Se. math., Paris, 1964.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 1
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Le lemme de Minkowski permet de montrer qu'il y a des nombres de S
dans toute extension réelle de Q, et même des unités algébriques. Et dans
toute extension imaginaire de Q, il y a des nombres de S^ et même des
unités algébriques [11]. On démontre de manière analogue que, dans
toute extension d'un corps quadratique imaginaire K, il y a des nombres
de S(K) et même des unités algébriques de cette extension.

Les nombres OçS interviennent dans un certain nombre de
questions : approximations rationnelles des nombres algébriques, répar-
tition modulo i [11], ensembles d'unicité des séries trigonométriques [15].
Certaines de ces propriétés s'étendent aux ensembles S(K) (approxi-
mations, répartition module i).

En associant à l'ensemble S, une famille de fractions rationnelles bornées
par i, en module, sur la circonférence-unité, M. Salem a montré que
Vensemble S est fermé dans la topologie de la droite réelle [11]. On montre
d'une manière analogue que V'ensemble SuS.2 et les ensembles S(K) sont
des ensembles fermés ([9], [10]).

De plus, l'étude de ces fractions rationnelles permet d'obtenir des
propriétés des ensembles dérivés successifs de S(K).

Dans le chapitre I, nous étudierons les propriétés de fonctions
méromorphes à l'intérieur du cercle-unité et bornées par i, en module,
sur la circonférence-unité. Nous pourrons alors écrire certaines inégalités
entre les coefficients de leur développement en série de Taylor au voisinage
de l'origine; ces inégalités généralisent celles qui ont été obtenues par
M116 Chamfy [1]. Parmi ces fonctions, nous considérerons plus particuliè-
rement les fractions rationnelles.

Dans le chapitre II, nous caractériserons les ensembles S" (K), dérivés
seconds de S(K). Nous pourrons alors écrire des inégalités entre les
coefficients de Taylor des fractions rationnelles associées à ces nombres.

Dans le chapitre III, nous étendrons ces résultats aux ensembles
dérivés h^ S^K).

Enfin, dans le chapitre IV, nous appliquerons ces résultats à la recherche
des plus petits éléments, en module, de certains des ensembles étudiés.

La plupart des résultats exposés ici s'étendent facilement aux
ensembles S,y définis par M. Pisot [l], qui sont des ensembles fermés de
nombres algébriques.

Certains de ces résultats ont fait l'objet de Notes à l'Académie des
Sciences ([8], [9]).
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CHAPITRE I.

FONCTIONS MÉROMORPHES A L'INTÉRIEUR DU CERCLE-UNITÉ.

Nous rappellerons d'abord les résultats obtenus par Schur [17] dans
le cas des fonctions holomorphes et par M116 Chamfy [1] dans le cas des
fonctions méromorphes. Puis nous donnerons une méthode pratique
pour former les inégalités entre les coefficients du développement en
série de Taylor d'une fonction méromorphe; nous nous intéresserons
ensuite au cas particulier des fractions rationnelles.

1. FONCTIONS HOLOMORPHES [17]. — Nous appellerons fonction de
Schur, une fonction F(z) holomorphe dans le cercle-unité et bornée par i,
en module, pour z ^i. Soit

00

F(^=^^:''l

71=0

au voisinage de l'origine.
D'après le principe du module maximum, on a alors

| ^'0 -= 1 •

Considérons la suite des fonctions ainsi définies :

¥ , ( z ) = V ( z )

F^(^)= ^p'^ ^ où y.=F,(o).
A — } n 1 - n {^ ) —'

Si Fn{z) est une fonction de Schur non constante, alors ¥n+i{z) est aussi
une fonction de Schur.

Si F,,(z) est une constante de module différent de i, F,(+i(;s) est définie
et égale à zéro eil tout point sauf à l'origine, nous poserons alors F,,+i (o) == o
pour tout z tel que z ^i, alors F,, ,(o)==o pour m > n, donc y/u = o
pour m> n et Fn+i(z) == o dans z ^i, on peut alors dire que F,^)=o
dans \z ^i pour m > M, et que v/u= o pour m > n.

Si [ F , , + i ( o ) | = i , F,,+i{z) n'est définie au aucun point et Fn{z) est une
constante de module i.
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On peut ainsi former, à partir de F(z), une suite de fonctions F n ( z ) :
ou bien cette suite est infinie [les fonctions F^(z) pouvant éventuellement
être identiquement nulles à partir d'un certain rang], ou bien elle s'achève
par une fonction constante, de module i, dans le cercle-unité.

A une fonction de Schur F(z), nous associerons la suite des coeffi-
cients Vn= F,,(o), qui s'expriment rationnellement en fonction de ^o, ..., ^n
et de leurs imaginaires conjuguée. Ou bien cette suite est infinie (avec
éventuellement ^rn= o pour m^rio), ou bien elle s'achève en un rang s
où |Y, - |== i, dans ce cas, nous dirons que F(z) est une fonction de Schur
de rang s, et dans le premier cas, nous dirons que F(z) est une fonction
de Schur de rang infini. Schur a montré que, pour que F(z) soit une fonction
de Schur de rang s, il faut et il suffit que

F^ Q^)^-odr
Q(z) et Q(z) étant deux polynômes premiers entre eux, de degré s,
Q(z) n'ayant pas de zéro intérieur au cercle-unité et tels que

Q(^ )^£^QQ^ OÙ |£ ]= I .

Pour qu'une fonction de Schur F(z), de rang infini, soit telle que ^m= o

pour m> n, il faut et il suffit que ce soit une fraction rationnelle •/' ?
\)n(^)

telle que An(z) et Q,?(z) soient deux polynômes de degré n au plus,
premiers entre eux et vérifiant

^n (^) Qn (Z) — A,, (Z)'\n (z) = CO^,

OÙ

Q, (z) E= z'1^ ̂  et À, (z) == ̂ A, ̂ ,

co,î étant réel positif.
Dans la suite, nous désignerons par s le rang fini ou infini d'une fonction

de Schur FÇz).
Pour n^s, il existe quatre polynômes An-i(z), Â^_i(z), Q^_i(z)

et Qn-i(z) de degré au plus égal a n — i tels que

(i) F ( : ) = An-i (z) + 3 (}ft-i (:s) Fn(:)) ,
Qn-l(^)-^Z^_,(z)Fn(z)î
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Q/î-i(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité, et ces polynômes
vérifient les relations

(2) A^) ^A^(^) ̂ ^Qn-i(z),

(3) B Q.(^)^Q.-i(^)^-ï^X^(^),
(4) Qn(^) ———7/,A,.-l(--) 4-^S,,_i(^),

(5) Â,(.-) ^7,A,_i(^) +3Q^(^),

(6) Q,^)=^Q^̂>

(7) À^)=E^À^,
^

avec

Q o ( ^ ) ^ i , Q o ( ^ ) ^ T , À o ( ^ ) ^ y o , A o ( ^ ) = y o ;
(8) - Qn(z)Qn(z) -A,(Z)^(Z)=E^^,

(9) A,^i(^) Q,,(^) -A^(^) Q^i(^) ^Y^ico^7^1,

où
n

(lu) ^=]^[(l-lï.|2)^= ^J[ (I
i=o

donc, pour n <; 5, 00,1 est réel positif, la suite est décroissante. Et en tout
point de la circonférence-unité :

|A. (^) |< |Q.(^) | ,
pour n = s :

A.,, ( z ) =EE £ Q.y(^) où £ | = = ï , alors ûi),==o.

On remarque, de plus, que si ^==0, alors F(z) == n ~ / \ dans ce
Y/i—i (-s^

cas F^-i(z) est constante, de module inférieur à i.

2. FONCTIONS MÉROMORPHES. — On peut exprimer, d'une manière
analogue, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f {z),
méromorphe à l'intérieur du cercle-unité, holomorphe à l'origine et bornée
par i en module sur la circonférence unité, ait un nombre donné p de
pôles intérieurs au cercle-unité.

M11® Chamfy [1] a montré qu'on peut obtenir ces inégalités en faisant
subir à f(z) un nombre fini de transformations des types suivants :

Posons f {z) = VQ 4" Vm^11 + • • • ? °ù ^m^o, au voisinage de l'origine.
1° Si ^ o l ^ i . Transformation i :

f^=wz)rr-l^
^-f(3)
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2° Si | ̂ o | = i. Transformation 2 :

, ̂ ) ̂  ^2m+ ̂ ^w- I) /(Z) - ̂  (Z^- 1 )

&1 M^-I)/(^) - (^-^^n^-ï)'

3° Si ^o < i. Transformation 3 :

M^)= ̂ )-^ I.
i-^o/^) ^

Au bout d'un nombre fini de ces opérations, on obtient une fonction
de Schur F(z). Si F(z) est de rang fini, f(z) est une fraction rationnelle
de module i sur la circonférence-unité, nous dirons que f(z) est de rang
fini s, s est le degré commun du numérateur et du dénominateur de f{z).
Dans le cas contraire, nous dirons que f{z) est de rang infini.

Les inégalités sur les coefficients de F(z) obtenues par la méthode précé-
dente, jointes à celles qui conditionnent le mode de formation de F(z),
constituent la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f ( z ] ,
holomorphe à l'origine, soit méromorphe dans le cercle-unité, bornée par i
en module sur la circonférence-unité et ait p pôles distincts ou non à l'intérieur
du cercle-unité.

Si les coefficients ^ sont réels, M116 Chamfy a donné une méthode pour
former pratiquement ces inégalités; nous allons montrer qu'il est encore
possible de le faire si les Vn sont complexes.

THÉORÈME 1. — I I existe, pour no^n^_s, un couple unique de polynômes
premiers entre eux An(z) et Q^(z), de degré au plus égal à n, tels que :

i° Q/î(o) == i et (^n(z) a p zéros intérieurs au cercle-unité.
2° En tout point de la circonférence-unité :

\^n(z) |<|Q/^) | SI ïl<S,

|A^)]=|Q^)

3° Au voisinage de l'origine :

A^)
.———— == Co -4- . . . + ̂ n^ + S,,^, ̂ +1 + . . . .
\^ t- ;

4° Si on pose

Â,(^)=-Â,(1-) , Q,(3)^^Q,f1) ,
\ z / \ ^ /

on a les relations (2) à (9), et de plus :

(ii)
( 1 2 )

( 1 3 )

1 ^n+l — ^n+1 | ^— ûù/î)

0)^+1 ==^( l—— |Y^I |2),

^ _ ^'n+î — •^/î+1
i //-+-1 — ———————~—— •

^n
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5° Les co» sont réels positifs et forment une suite décroissante.

6° La série de terme général \^n+i—Sn+i 2 converge.

i° Unicité de ces polynômes. — Supposons qu'il existe deux couples
de polynômes A,,(z), Q^) et A^(^), Q^), de degré au plus égal à n,
vérifiant

Q,(^) Q,(^) -A, (Z) ^(Z) EEEC ,̂

Ç. (^) Q. (^) - A, (z) X, (^) =- cx),^,

— — - ( / == ^0 4- . . . 4- ̂  S» 4- S^Y Z^ + . . . ,
Y/î \<*' ̂
A7 f ")
•————— = ̂ o + . . . 4- (•/, .S" + S'n+i Z^ 4- . . . .
\'/< ̂ z )

Considérons, pour tout £ de module i, les fonctions

dn^ (-^) ^A^(^) +£^Q.(^)
^^l(3) ~ Q,(3) +£^À , ( ^ ) '

<^-.(^ ^A,(^)+£.<),(^)
^i(^) Q , ( ^ ) + £ ^ Â , ( ^ ) *

Ce sont des fonctions de rang n + i? qui ont p pôles intérieurs au cercle-
unité, de plus :

c i l ^ ( / == ^o + . . . + r/, 37' + (^+1 + e^n) ̂ +l 4- . . .,
^+i\z)

——1 =^+. . . 4-r / / /s" 4- (^i.+s^)^-^1-^...,efl+^
d'où

^+i (s) ^+1 (^) — ^+, (^) ^+1 (^) = ̂ "+1 [£ (ûû/,— c^) 4- (.^4-1 — ^+i )].

d'où l'on déduit que
c*)/, = ̂  et .ç/^i = ̂ ^^.

En effet, soit a un nombre de module i, on a

dn+v (a) <?^ (a) — â?^ (a) ^+1 (a)

= a^1^^, (a) <^ (a) - <^ (a) ̂ i (a)] = o^ H (a)

et H (a) est imaginaire pur, or

H (a) = £ (^ — a/J 4- (^+i — ^+i ) - + - • • ^

cette quantité ne peut être imaginaire pure quel que soit £ de module i,
que si elle est nulle.

^n = C*4 et Sn+i = .4+1,

les polynômes A.n(z) et Q,^) sont donc uniques.



8 M. GRANDET-HUGOT.

2° Existence de ces polynômes. — Nous avons vu que Schur a défini
ces polynômes pour les fonctions holomorphes. Au moyen d'un nombre
fini de transformations des trois types indiqués, on peut faire correspondre
à la fonction f(z), une fonction de Schur F(js).

Des calculs analogues à ceux de M116 Chamfy [l], dans le cas où les 9n
sont réels, permettent, à partir des polynômes associés à F(z), de
construire un couple de polynômes premiers entre eux A»(js) et Q_n{z),
associé à f{z) pour no^n^s, ayant les propriétés suivantes :

1. An(z) et Q_u{z) sont, au plus, de degré n, Q^(o) = i et Q_n{z) a p zéros
intérieurs au cercle-unité.

2. En tout point de la circonférence-unité :

(i4) A^)[^|Q^)[.

3. On a Videntité (8) :

Qn (^) Q/. (^) — A,, (î) À^ (Z) == WnZ",

OÙ

Q,^)^^Q,(1), A„(z)=.^An(ï-\
\ -' } \z /

3° Formation des inégalités. — L'inégalité (i4) jointe à l'identité (8)
montrent qu'en tout point de la circonférence-unité :

et

\A.n(z) ^ [ Q ^ ( ^ ) ] pour jîp^ln^-s

\A,(z) =\Q,(z)\

de plus co^ est réel positif pour no^n < s et co,== o.
Considérons maintenant la fonction

,.^-_A^)-Q^)/(;Q T
é>^)~ Q^(z)-^(z)f(z)' z'

g(z) est une fonction de Schur, et

^(o)^^1-^1.

D'où l'inégalité (n), l'égalité ne pouvant avoir lieu que pour n = s —i.
D'autre part, les relations de récurrence (2) et (5) permettent d'écrire

A^i(^) Q^) —An(z) Qn+i(^) —Y^lûù^^1.

D'où l'on déduit (i3); on a donc encore

| ̂ n | < i pour nQ^n<^s et | Y ^ ] = : I .
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Les relations de récurrence permettent encore d'écrire (12), ce qui
prouve que la suite des co,, est décroissante.

De (12) on déduit
Un (û^+l —&)„)== | ('„+! — Sn+i |2

La série de terme général a),,+i—co,, converge et les co,, forment une
suite décroissante, donc si s est infini la série de terme général ] Vn^\—Sn+i I 2

converge.

4° Cas particulier p ==i . — En appliquant la méthode indiquée, pour
la formation des polynômes An{z) et Q_n{z), on obtient :

a. ^o > i :

b. ^o | = i :
A / \ , / ^)t'2\ ^1A^(Z) EEE ^-+- ^ i — —

^1 / V\

—— ' l̂" ^i' *

3. FRACTIONS RATIONNELLES. — Parmi les fonctions méromorphes
que nous venons d'étudier, se trouvent les fractions rationnelles bornées
par i en module sur la circonférence-unité et ayant p pôles différents
de zéro, distincts ou non, à l'intérieur du cercle-unité. Étant donnée une

A / r-\

fraction rationnelle de rang infini /-——' nous nous proposons de trouver

toutes les fractions rationnelles, bornées par i en module sur la circonfé-
rence-unité et, ayant même développement en série de Taylor au voisinage

A ( z }de l'origine que rr— jusqu'à un certain rang N.

Soient a et s les degrés respectifs de A.{z) et Q(z), posons

Q(z)^z^(î-\ Â^^-Af1).
\-'/ \z /

THÉORÈME 2. — Soit f^{z) une fraction rationnelle, bornée par i en module
sur la circonférence-unité, admettant au voisinage de Vorigine le dévelop-
pement en série de Taylor :

f^(z) ^Fo4-. . .-i-^N-l^N" - l-^-( /N^N+.• ., OÙ ^N^'N.

Alors, il existe un entier n et deux polynômes U(z) et V(z) tels que

^ ( - ) = = A ^ ) u ( ^ ) + " + f l Q ^ ) v ( ^ )
Q ( ^ ) U ( ^ ) 4 - - ^ Â ( ^ ) , V O ; ) '

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 2
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et, en tout point de la circonférence-unité :

\V(z)\^ V ( ^ ) [ ,

cette inégalité devenant une identité si f^{z) est de rang fini.

De plus le nombre de pôles intérieurs au cercle-unité de ^-^ est borné
V ( z )

par une constante qui ne dépend que du nombre de pôles de A^ et f^z).

Démonstration. — Soit /,-(z)=c^) la fraction rationnelle cherchée.UN^;
11 est commode d'introduire le polynôme t2(z) ainsi défini :

^ ( z ) ^ z a - S Q ( z ) Q ( z ) - A ( z ) Â . ( z ) si a > .ç,

^ ( z ) = E Q ( z ) Q ( z ) - z s - a A . ( z ) A ( z ) si a<s,

^ ( z ) ^ z - [ Q ( z ) q ( z ) - A ( z ) î i ( z ) ] si a=s.

r étant tel que i2(o) ̂  o. On peut alors, quitte à multiplier C,(z) et D^)
par un même polynôme, écrire :

(I6) ^(z)Q(z)-D^(z)A(z)==.^^(z)V(z),

où V(z) est un polynôme (pouvant éventuellement dépendre de N).
En remplaçant û (z) par son expression dans (16), on obtient :

a. Si a > s :

Q(^) [C^( . ) -^^ - . .Ç(^V^) ]_A(^ [D^(^) -^X(^)V(^) ] -O;

fc. Si a < 5 :

Q(^) [C^(^)- .^Q(^)V(G)] -A(^) [D^( .3)-^- . . . - .A(^)Y(^]^o; %

c. Si a = s :

Q(^ ) [ ^C^ (^ ) - . ^Q(^ )V(3 ) ] -A (^ ) [ ^D^ (^ )+^À(^ )V(^ ) ] - -o

et, puisque A {z) et Q(z) sont premiers entre eux, il existe, dans les trois
cas considérés, un polynôme U(js) tel que

f , , ,_A(^)U(3)+^<)(^)V(^)J ^ \ " ) — ——————————^———:—— ?
Q ( z ) V ( z ) - ^ z l i ^ A ( z ) V ( z )

ou
n == N — a si a > .?,
72 == N — ^ si a < 5,
^ == N — r si a=zs.

(dans ce cas le calcul n'est valable que pour N^r, mais si N^r, un
calcul analogue conduit à une expression semblable).
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A ( z}
Puisque ——Y est de rang infini, on a l'inégalitéQ(^)

| A ( ^ ) | < | Q ( ^ )

en tout point de la circonférence-unité, sauf, au plus en un nombre fini
de points où | A(z) | == | Q(js) |. Or sur \z -=i , on a

Q(z)=zsQ(z) et A^EES^A^

donc, sur | z == i :
^^(z) . A^)

f.w=^ v(z) ^L
Q(-) ^ ^ V ( , ) A Q -

\3(z) Q(^)

On reconnaît dans l'expression entre crochets une transformation
V ( z}homographique conservant -.—— ^i, pour \z =i.

Si fy{z) est bornée par i, en module, sur la circonférence-unité, il en

est de même de r—— et —— est de rang fini ou infini suivant que f^(z)
est de rang fini ou infini.

De (16), on déduit que le P. G. C. D. de C^(z) et Dy{z) est un diviseur
de i2(js), ce polynôme a donc au plus h = Max (a, s) zéros intérieurs au

cercle-unité. Soit p le nombre de pôles intérieurs au cercle-unité de /-y—-

et k le nombre de pôles intérieurs au cercle-unité de f^(z), soit u le nombre
de zéros intérieurs au cercle-unité de U(z).

Considérons le polynôme

Q ( z ) 1 L ] ( z ) - + - t z f î ^ ( z ) V ( z ) , où \t\<i,

d'après le théorème de Rouché, il a (p +u) zéros intérieurs au cercle-
unité et, en faisant tendre t vers i, on obtient que

D^(z)==Q(z)V(z) -^-zflt^.(^)\^(z)

a au plus (p + u) zéros intérieurs au cercle-unité. Soit A'^A, le nombre
de zéros intérieurs au cercle-unité de û(z), on a donc

À ^7? — u — li'\

d'où (17) :
u^_k 4- h — p .

Cas particulier des développements à coefficients entiers. — Alors, on
peut choisir U (z) et V(z) à coefficients entiers, (les coefficients de ces
deux polynômes étant premiers entre eux dans leur ensemble). Nous
allons d'abord montrer que U(o) divise û(o).
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Soit
/^)=: ̂ (z) ^A( .^ )U(^)+z^Q(^)V(^)

DN(^) Q(^)V(^ )4-^^Â( /s )V(^ )

CN^) et D^(z) étant premiers entre eux, donc Dp,(o)=i .
On a alors

A(z) U(^) + ̂ Q(s) V(^) EE: a%(^) CN(^),

Q(^)U(^)+^^î (^)V(^) -a%(.s)DN(^) ,

où a est une constante (pouvant être égale à i) et où % (z) est un polynôme
divisant û(z).

Posons de plus :
^ (z) ===. ̂  (z),

co étant une constante (pouvant être égale a i ) et û* (z) étant primitif. Alors
A ( ^ ) _ ^(^)V(^)

( 7 / ——^ 'Q^.-'^X^Q^DN^)

et ^(2;) étant un diviseur primitif de û(z), divise û*(z), donc %(o)
divise û*(o). De plus, cette expression admettant un développement à
coefficients entiers, si [a]^!, a divise tous les coefficients de il* [z)
V(z) oo. Si un diviseur premier p de a ne divise pas co, il doit diviser tous
les coefficients de û*(z) V(z); comme û*(z) est primitif, a divise tous les
coefficients de V(js), donc aussi ceux de U(z), ce qui est contraire à l'hypo-
thèse faite sur les coefficients de ces polynômes. Donc a divise co.
Et U(o) == a^(o) divise (oy/(o) = û(o).

Il résulte de ce qui précède que, si la fraction rationnelle —— est
donnée, U(o) ne peut prendre qu'un nombre fini des valeurs. En parti-
culier, si l'on considère une suite de fractions rationnelles ——— tendant

<l1

vers O-T^T? on peut en extraire une sous-suite telle que les fractions ——~
associées soient telles que U^(o) ne dépendent pas de M. Ces fractions
rationnelles ont alors les propriétés suivantes :

1. Vp,(z) et U^(z) sont à coefficients entiers et U^(o) = q est indépendant
de [̂  donc, au voisinage de Vorigine :

y ( z } ^^ wW
U^-2^^ ou ̂  est entier.

2. Pour | z == i
v^) ^|u^o

3. Le nombre de pôles intérieurs au cercle-unité de —-—- est borné indépen-
- - ^(^O

damment de ^. •
M. Pisot a montré que de telles fonctions rationnelles forment une

famille normale [12].
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CHAPITRE II.

CARACTÉRISATION DES ENSEMBLES S" (K).

Dans ce chapitre, nous rappellerons les résultats obtenus pour les
ensembles dérivés des ensembles S(K), et nous'en déduirons une caractéri-
sation des ensembles dérivés seconds S"(K). Ces caractérisations jointes
aux inégalités du chapitre 1 nous permettront d'écrire des inégalités
entre les coefficients du développement en série de Taylor des fractions
rationnelles associées.

Aux ensembles S(K), on associe les familles C(K) de fractions rationnelles
ainsi définies :

' . ' A ( z}une fraction rationnelle .—-— eC(K) si elle possède les propriétés
suivantes :

A ( 3) . . . i
( 1 ) — — a un pôle intérieur au cercle-unité—'

A ( ~}
(2) f—— admet, au voisinage de Vorigine^ le développement en série de

Taylor :
A(..)

: ^o 4- V\ ^ + . . . -4- Vn'fJ1 -+-. . .Q(^)
où les Vn sont des entiers de K.

(3) En tout point de la circonférence-unité :

|A(.-) ^|Q(^)| .

1. RAPPEL DES RÉSULTATS OBTENUS POUR LES ENSEMBLES DÉRIVÉS. ——

Si OeS(K) n'est pas une unité quadratique sur K, on peut lui associer,
au moins, une fraction rationnelle de C(K). En effet, si P(z) est le poly-
nôme irréductible de zéro 6, si s est son degré, posons

Q(^)=^P(^V
p / ^ \

alors —— €C(K). Si 9 est une unité quadratique sur K, on voit facilement

que pour z =i, on a l'inégalité

i^ P (--)!,

donc la fraction rationnelle . . €C(K).
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Dans la suite, nous appellerons Q(z) le polynôme irréductible de zéro -L

Ces fractions rationnelles forment une famille normale à l'intérieur
du cercle-unité [14]. Plus précisément, si l'on considère une suite de

A / „ \

fractions rationnelles ^^ €C(K) telle que les 0^ correspondants soient

bornés, en module, on peut en extraire une suite partielle tendant vers

une fraction rationnelle ^ v ) €C(K) . On en déduit que les ensembles S(K)
sont fermés.

Les fractions limites de la famille peuvent être caractérisées par une
propriété analogue à celle qui a permis à M. Dufresnoy et Pisot de caracté-
riser les nombres OçS', ensemble dérivé de S ([4], [5]).

THÉORÈME 1. — Pour qu'une fraction rationnelle ^^ €C(K) puisse

être considérée comme limite d'une suite de fonctions de la famille, il faut
et il suffit que l'égalité

| A ( z ) | = = | Q ( ^ )

soit vérifiée, au plus, en un nombre fini de points de la circonférence-unité.
Nous noterons par C4 (K) l'ensemble de ces fractions rationnelles.

COROLLAIRE. — Pour qu'un nombre 6eS(K) appartienne à S'(K),
il faut et il suffit qu'il existe un polynôme A (z) à coefficients entiers de K,
tel qu'en tout point de la circonférence-unité :

\ A ( z ) ^ |Q(^ ) .

L'égalité ayant lieu, au plus, en un nombre fini de points.l/?

Démonstration. — Soit
A ^) ^ i^ A^)
Q(--) ^.Q^(^)

et
A(^) A^) _

^=^-^)4-..Q(^) Q^)""^ ^
D'où

A ( ^ ) ̂ (z)-A^(z) q(z)^z^H(z)

Le théorème de Rouché permet de montrer qu'on ne peut pas avoir

A (z) =|Q(..)|

en tout. point de la circonférence-unité, car le premier membre aurait
un nombre constant de zéros intérieurs au cercle-unité.



ENSEMBLES FERMÉS D'ENTIERS ALGÉBRIQUES. l5

La réciproque se montre de la même manière que pour les nombres 6 € S.
A ( z}

Soient f—— êC^K), soient a et s les degrés respectifs de A(z) et Q(z),

posons

Â(^)^-Â^) , Q(^)-^y^)

et formons les polynômes

Ç^)^A(.3)4-£^Ç(^

Q^)^Q(^)+3^Â(^

c étant une unité de K, et ^^i.
D'après le théorème de Rouché Qp.(^) a, au plus, un zéro intérieur au

cercle-unité, et puisque Qa(o) ==== i et Qp,(o) == A(o) == ^05 ^ /\ ne peut
v^v^)

pas être holomorphe pour z ^i, donc --——€C(K), et l'on peut lui

associer une suite de nombres 6^ çS(K). Il en résulte que le polynôme Q^(^)

a un seul zéro — intérieur au cercle-unité où 9^€S(K), ses autres zéros
Op,

sont, soit extérieurs au cercle-unité, soit des racines de Vunité.

Posons, au voisinage de l'origine :

Q4r)=^)+...+^).^+...,
Q^(--)

on aura
^W == (^ pour n < M

et
^7^^

OÙ
M == ^ si a << 5,
M = p. -\- a — s si a>5,
M== | jL+r si a== s

et r étant le degré le plus bas du polynôme :

Q(^) Q(^ ) - A ( ^ Â ( ^ ) ,

on en déduit que
( 'M +1 — ^M -+-1 :== ^M — I

et, si p == i, on a l'inégalité

F / ^ i — ^ ^ j [ ^ ^ — i pour tout n ̂  Max (r + i, 2)
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. A ( z}THÉORÈME 2. — Si ^ , . €C1 (K), et si elle admet au voisinage de V origine
le développement

V^ 4- V\ .3 4- ... 4- Vn^114- . . . ,

les quantités Sn et oo,, qui lui correspondent vérifient les inégalités

\^n+i—Sn+i ^^n—i poiir /î^Max (r 4- i , 2).

2. CARACTÉRISATION DES ENSEMBLES S"(K).

THÉORÈME 3. — Pour qu^un nombre 9 appartienne à S"(K), il faut et il-
suffit quïl existe trois polynômes à coefficients entiers de K : A(jz), B(jz)
et C(z) avec A(o) ^zz o, B(z) ou C(z) pouvant éventuellement être identi-
quement nul, avec |C(z) |^Q(z) | et |B(z)|^ Q(^)| pour z =i, Zes
égalités ayant lieu au plus en un nombre fini de points, tels que, pour
tout entier positif [^, on ait, en tout point de la circonférence-unité :

[ A ( . ^ ) 4 - ^ B ( ^ ) ^ [Q( .3)4- ,^C(^) |,

Inégalité étant vérifiée, au plus, en un nombre fini de points.
Démonstration. — Un nombre O€S"(K) est limite d'une suite de

nombres O^eS'(K); à chaque nombre 6^, on peut associer une fraction
^ / - \

rationnelle r ^ / \ gC^K); de la suite de ces fractions, on peut extraire\f^{^)
une sous-suite convergeant, à l'intérieur du cercle-unité, vers une fraction

rationnelle —— associée au nombre 0. Nous appellerons C^K) l'ensemble

de ces fractions rationnelles, associées à l'ensemble S"(K).
Nous allons construire une nouvelle suite de fractions rationnelles

À ( z}appartenant à C^K) et convergeant vers/y— à l'intérieur du cercle-
unité :

A;(^) __A( . ^ ) 4-£^B(^)
Q^) ~Q^)4 -£^C(^ ) '

où £ est une unité de K; B(z) et C(z) étant des polynômes à coefficients
entiers de K.

Soient a^ et s^ les degrés respectifs de Ap.(;z) et Qp,(^). Posons

À^)=^QY

O^)^M^(^V



ENSEMBLES FERMÉS D'ENTIERS ALGÉBRIQUES. 1-7

On peut extraire de la suite des indices y., une suite partielle encore
notée [A, telle qu'à l'intérieur du cercle-unité :

lim ̂ ^ = A^)
p->«Qp.(5) Q(5 ) '

lim Q ^ ( J ) _ B * ( ^ )
^Q^-Q^)'

A^)_C^
^.Q^)-Q(^)

Formons alors les polynômes

Qt,v(5) =A;,(;;) + s ;;"+".<);, (s),
Q,,,(^) ^Q^(^) +î3"+^Aa(^).

^

La suite des fractions rationnelles ^W^) peut être associée à une suite
Q[1V (^)

de nombres 6^€S(K), et

I^A^)
p-^oo ^?[iv(-) yv (^)

Distinguons les différents cas suivants :

1. a^—s^ est borné : Alors, pour une infinité de valeurs de [J. on
a a^—s^= d. Posons v ' = v + ^ ? il vient

A;(^) _ A ( z ) 4-£^-^B" ( z )
W(^~~ Q(^)+£^ 'C^)

qui est bien de la forme indiquée.

2. a^—s^ nest pas borné supérieurement : Alors, de la suite, on peut
extraire une suite partielle telle que Oa—«s^——ce et, en posant
v'== v + s^ il vient

M(z)^ A(z)
Q;(^) Q(^ )4 -£^C* ( ^ ) '

3. a^—s^ nest pas borné intérieurement : Alors, de la suite, on peut
extraire une suite partielle telle que a^—s^->—oo. Et, en posant
v' = v + 1̂5 il vient

AÇ(^) __ A(z) -^-zz^'B^z)
W ( z ) ~ Q ( z )

Dans les trois cas considérés, ^ / est bien de la forme indiguée, d'où
\fv{Z) .1 7

l'existence des polynômes A(z), B(z) et C(z). Dans les cas 2 et 3 l'un des
polynômes B(z) ou C(z) est identiquement nul.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 3
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D'autre part, il résulte de la manière dont ils ont été obtenus que ces
polynômes vérifient les inégalités suivantes pour [ % = i :

|A(.-) ^ | Q ( ^ ) | ; | B ( ^ ) [ ^ | Q ( ^ ) [ ; \C(z)\^\Q(z)\,

les inégalités ayant lieu, au plus, en un nombre fini de points.

RÉCIPROQUE. — Supposons qu'il existe trois polynômes A(z), B(z)
et C(z) vérifiant les conditions du théorème, alors, pour tout entier [J. > o,
le polynôme

Q(^) +^C(^)+^[A(^) +^B(^) j

admet un zéro Q— intérieur au cercle-unité et 9vp.€=S(K), en faisant

tendre successivement v et [̂  vers l'infini, on en déduit que le nombre 9
associé à Q(^) appartient à S"(K).

D'autre part, on remarque que le nombre 6^ associé au polynôme

Q ( ^ ) + ^ A ( ^ )
appartient à S'(K).

Remarques sur les cas 2 et 3 :

1. Il existe deux polynômes à coefficients entiers de K, A(z) et A*(z) tels
quen tout point de la circonférence-unité :

\A(z) 4-|A^)|^|Q(^) .

Et Inexistence de tels polynômes entraîne que 9eS"(K).

En effet, on voit facilement qu'alors, il existe deux polynômes à coeffi-
cients entiers de K, A(z) et A*(z), tels que pour tout entier positif a la
fraction rationnelle

A(;p4-^A^)
Q ( ^ )

appartienne à C^K), c'est-à-dire que pour | z =i, on ait l'inégalité

|A(^)+^A-(^) |^ |Q(^) | .

Alors, si z == e2'710', où a est irrationnel, z^ est partout dense sur la
circonférence-unité, et l'on peut choisir [L tel que arg^) soit aussi voisin
qu'on veut de 27i+argA(z)—argA*(z) , alors | A(z) + ̂ A* (z) | est
aussi voisin qu'on veut de |A(z ) |+ A * ( z ) [ ; et, en tout point de la
circonférence-unité :

|A(^) ]+ |A^) |^ |Q(^) | .

Réciproquement, on voit _que l'existence de tels polynômes entraîne
que le nombre 9 correspondant appartient à S"(K).
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2. De ce qui précède^ il résulte quune condition nécessaire et suffisante
pour que Q(^) soit de ce type est quil existe une infinité de polynômes A^(js)
tels que, pour z\=i^ on ait

\A^(z)\^\q(z)\.
INÉGALITÉS ENTRE LES COEFFICIENTS. —— NOUS âVOUS VU que, si

.Y— €C2 (K), on peut la considérer comme limite d'une suite ———€ C1 (K),

ou
An(z) A (s) -{-3z^B(z) , , ,
Q^-Qi^^ci.) Po-1^^0- ou M-1-

Les fractions ———? ont un pôle intérieur au cercle-unité, sont de rang
Vp-(^)

infini, et
A ^ ( z ) _ A ( z ) ^ ^ A ( ^ ) C ( ^ ) - B ( s ) Q ( ^ )
Q ^ ( . G ) - Q ( ^ ) " Q ( ^ ) Q ^ ( ^ )

Soit
(Di (.-) ^ ^—[A (^) G (^) - B (.-) Q (^) J,

ri étant un entier positif ou nul tel que ^i (o) 7^ o.
Posons

A^)
Q^-')
A (^ )

:(;(^4_. . .4- yW^.

:PO+.. .+P/^"+. . .Q(^) - - - • •—— ] • • •

au voisinage de l'origine, on a alors
^P.) ̂  ̂  p^m. 71 ç^— ri

et
1 ^^ (̂  1 '̂ . T
| ̂ -/•i —— r^-^ | =^1 '

Si l'on pose

^ (^) ̂  Q^, (^) Qa (--) - ^-^Ap. (.-) Ây. (.-) si ^ > ̂ ,

^ (.-) = ̂ -VQp. (^) Q^ (^) - Ap, (.-) Âp. (.-) si a^> s^
^ ( z ) ==z-^[Q^(z) Q^(z) —^(z) ^ ( z ) ] si a^=s^

avec û^(o) 7^ o; on a alors r^^ra, rs étant le degré le plus bas du polynôme

^ ( z ) = = A ( z ) C ( z ) - Q ( z ) B ( z ) .

A ( z}On peut. à partir de la suite ^ . 5 obtenir une nouvelle suite pour
v^v^

laquelle les rôles des polynômes 3>i(^) et ^^{z) sont inversés. Comme les
A ( z }coefficients de—^——vérifient l'inégalité ( i) pour
Y^^-)

/î^Max (2, r^-[-1),
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les coefficients de —-— vérifient l'inégalité

(2) | ^+1—^+1 \-=^n— 2

pour
/ î^Max(2, r i+i , ^2+1).

THÉORÈME 4. — Si ^j—j-eC^K) admet, au voisinage de l'origine, le
développement

t'o+ ̂ +. . .+ t^+. . .,

les quantités ^ et co,, çiu Zui correspondent vérifient les inégalités

| (^+1 — Sn^ | ̂  C*),, — 2

pour
/ i^Max(ri4- i, / '2+i, 2 ) .

/•.
COROLLAIRE. — Si (o,,<-î l'indice n satisfaisant aux conditions du

théorème 4, il ne peut exister deux fractions rationnelles ' z gC^K)

distinctes, dont le développement commence par Vo + ViZ + . . . + P,^.

CHAPITRE III.

CARACTÉRISATION DES ENSEMBLES S^'^K).

Nous allons étendre les résultats du chapitre précédent aux
ensembles A16"168; de S(K), soient S^(K).

Nous noterons par H, l'ensemble des indices { 1 , 2 , . . . , / i — i } ,
1 désignera un sous-ensemble quelconque de H. Enfin, nous poserons

M(T)=^pL,, avec M ( 0 ) = o ,
ieï

où les [̂  sont des entiers positifs ou nuls.

THÉORÈME. — Pour quun nombre 6 appartienne à S^^K), il faut et
il suffit quil existe ^—i polynômes à coefficients entiers de K : Bi(z)
et Ci(z) où le H, et Co(^)=Q(z) , ayant les propriétés suivantes :

1. Pour tout 7"€H, il existe un ensemble JcH tel que jçj et que
l>j=>î/^^, et Vun des polynômes Bj(z) ou Cj(js) ne s'annule pas à
l'origine.
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2. Pour z = i, on a les inégalités

|B i (^) |^ [Q(^) | et \C,(z)\^\Q(z)\,

les égalités ayant lieu, au plus, en un nombre fini de points [sauf pour
Co(.)=Q(z)].

3. Pour tout système de h—i entiers positifs [J-i, . . . , [j-/,_i, le polynôme

]^Ci^)
;CH

a un seul zéro dans \z\ <i . Et pour z\ =ï, on a l'inégalité

^^)B^) ^ ^M(I)C^) ,
I C H I C H

Végalùé ayant lieu, au plus, en un nombre fini de points.

Ce théorème se démontre par récurrence sur À; il est facile de voir que,
pour h = i, on obtient le théorème 3 du chapitre II. Nous supposerons donc
ce théorème vrai pour S^^K) et nous le démontrerons alors pour S^^K).

Soit un nombre ôeS^^K), alors 9 est limite d'une suite de nombres
ôyêS^^K). A chaque 9^, on peut associer i11—i polynômes Bj^(z)
et Ci,v(z), où le H, avec C,,v(^) == Qv(z), et vérifiant les conditions du
théorème 1.

Soit &j,v le degré de Bj^(z) et c^ le degré de Ci,v(js), nous poserons

p^=:SUp6rv , et Yv==SUp(° i^ .
I C H ' I C H 1

De la suite des indices v, on peut extraire une suite partielle telle que :

Pv^^v et ^=CH^,

Io et ÎQ ne dépendant pas de v.
Posons alors >

A^(z) ^^M(I)B^).
I C H '

Q^y^S^Ci,^).icH
Si l'on fixe les entiers positifs p-i, ̂ , . . . , ^_^ il existe pour v assez

grand deux sous-ensembles de H : J et J' tels que A.^{z) et Q^v(z) soient
respectivement au plus de degrés M ( J ) + & j ^ et M(J ' )+Cj^; alors
Pv—&j' ,v et y^—Cj,^ sont bornés, et quitte à extraire à nouveau une
suite partielle, on peut les supposer constants. Nous poserons alors

p==pv—^j,v, Y=Y^—cj . ,v
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r /^ _ M ( . I ) + ^ , V A ^ I ^
A[IV (. -» ; = -5 A^ l ^ 1 î

K / ^ M ( J ' ) + c , . , p / I \
B^v(^) =^ B^ ^ P

alors
T /^ ̂ V ^M(J)-M(I)+6 ,-6 ^ /^
A^v(^;==^,-» ^LV^ / Î

ICH

. f\ / ^ x _V M(J')-M(I)+c^,-^^ / .
yp.v(^}==^,^ ' ' (-•^•,v( ;3}?

I C H

P(z) désignant le polynôme réciproque d'un polynôme P(^), qu'on peut
aussi écrire :

À^(^) ^^^^I(J)-M(I)B^(^),
ICH

Q^(.z) ̂  z-^z^-^CÎ,^)^
I C H

où
^(^^^-^^^(z) et Ci%(^) ^^"^-Ci,^^)

sont des polynômes, et 3^^(0)7^0, ainsi que C^^(o)^o.
Soit

V^'^Bi,^^) 4-^a/l+^+M(tl)^^M(J)-M(I)Ci:v(^)

/ x I C H _________IÇH________________
Cpva^(-s) = ——————————————————————————__——————————————î

^z^^C^(z) +^+T-+M(J^^I(J)-M(I)BI*v(^)

I C H ICH

où \^h est un entier positif assez grand pour que le numérateur et le
dénominateur de cette fraction rationnelle soient des polynômes. Alors
les fractions Çv^(z) €C(K) et sont associées à des nombres 6^^eS(K).

Soit a^=== inf(Pv, Yv), posons

^+M(J )+M(J / )4 -^= :^+M, avec M == M (H) ,

alors

^z^WB^(z) 4-^+OJ--av^^I-M(I)CI*.(^)

, . __ IÇH________________________IÇH______________
^^^h^) —— _ " — —

^^Ci^s) 4-^-+-^-a^.^M-M(I)BI',(^)
I C H I C H

et ces fractions rationnelles appartiennent à C pour tout entier p-/; > o.
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De la suite des indices v, on peut extraire une suite partielle, encore
notée telle que

lim^^^.
^B^^B^
^.Qv(3) Q(z)\ v>. Qv(^) Q(^)

avec Co{z) == Q(js);

1^ ̂ -a.Cl^) - Cl^). l̂  ̂ -q.Br;^) __ B; (.)
^ Q.(^) - Q(^ mn-1 -Q^iT-QTiT

Toutes ces fractions limites appartiennent à C^K), ou sont le produit
d'une fraction de C^K) par une puissance de z, certaines peuvent être
identiquement nulles, et d'après une remarque faite plus haut, l'un des
polynômes B^(z) ou C^(z) ne s'annule pas à l'origine.

Alors

^WB,(z) +^^-^)C;^)

lim cp^ (z) = ICH——————————ICH———————— =f^ (z).
^^M(I)Q(^) +^^^M-M(I)B;(^)V->ao ^^M-.

ICHI C H

Si l'on pose
H^ji, 2, ...,/ii.

et
Bip-i (.-) ̂  C; (^ ) , Cn--i(^) = B; (^) ,

compte tenu du fait que f^(z) €C1 (K), nous obtenons bien les inégalités
annoncées.

De même, en tout point de la circonférence-unité, on a l'inégalité

^-^B;^) ^ ^WC,(z)
I C H I C H

on en déduit que le polynôme ^.z^^-C^z) a un seul zéro intérieur a
ICH'

cercle-unité.

RÉCIPROQUE. — De l'existence des i11—i polynômes ayant les
propriété indiquées on déduit que, si l'on pose

Q^...,^,^) =^z^C,(z) +^^(I)B^^^ ̂
I C HI C H

ce polynôme admet un zéro intérieur au cercle-unité — et
^Lll,...,[i^_l,[JL

9^,...,^_i,(i€S(K). En faisant tendre vers l'infini sucessivement p-i, ..., \s^_^
et ^, on en déduit que QGS^^K).
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Remarque. — II résulte de la démonstration précédente que :

A ( z^
Si OeS^^K), on peut lui associer une fraction rationnelle TTT^ eC/^K),

et si 9^ est le nombre de S(K) associé au polynôme Q(z) + ̂ A^),
afc^ ees^-^K).

INÉGALITÉS ENTRE LES COEFFICIENTS. — Nous avons démontré que
si ôçS^^K), on peut lui associer une suite de fractions rationnelles
de C^K) :

^^Bi^)
I C H
^^)Ci(^)
I C H

On en déduit, par récurrence, qu'à partir d'un certain rang TZi, dépendant
uniquement des polynômes Bi(z) et Ci(js), on a les inégalités suivantes :

| ^n+l — ^714-1 ] ^- ^n — n'!

où le développement de 7—— au voisinage de l'origine est, Z^^n^'1^
n=0

les CJL),^ et les ^ étant les quantités définies au chapitre II.

THÉORÈME 2. — Si ôçS^^K), on peut lui associer une fraction

rationnelle ' / € (^(K) admettant au voisinage de Vorigine le dévelop-

pement

les quantités Sn et co,, qui lui correspondent vérifient les inégalités

A. ( z}
pour n^Ui, où n^ ne dépend que de la fraction Q—T*

(-Ï ïï 1 T

COROLLAIRE. — Si ^n^=.———? l'indicé n satisfaisant aux conditions

A ( z}
du théorème 2, il ne peut exister deux fractions rationnelles /y——€C / '(K)

distinctes dont le développement commence par
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CHAPITRE IV.

RECHERCHE DES PETITS ÉLÉMENTS DES ENSEMBLES ÉTUDIÉS.

Siegel [18] a montré que le plus petit élément de l'ensemble S est le
nombre 6*, zéro supérieur à i de i-{-z—z3, alors 6* = 1,3247. ...
En utilisant des inégalités analogues aux précédentes, MM. Dufresnoy
et Pisot [4] ont retrouvé ce résultat et ont, en plus déterminé les quatre
plus petits éléments de l'ensemble S. Cette méthode leur a aussi permis
de déterminer les deux plus petits éléments de S' [7]. De même, les
inégalités du chapitre II vont nous permettre de déterminer le plus petit
élément de l'ensemble S". Et les inégalités du chapitre 1 nous permettront
de déterminer le plus petit élément, en module, d'un ensemble S(K).

1. PLUS PETIT ÉLÉMENT DE S". — II est facile de voir que, -pour tout
entier positif [J., on a, en tout point de la circonférence-unité :

et
I — Z — ^-^(l — Z ) \ ^ \ 1 — ' 2 Z ^ - Z^

on en déduit que 26 S" et qu'on peut lui associer deux fractions de C2

i i — z——— et ————•
I — 2Z î — 2 Z

Par une méthode analogue à celle qu'ont utilisée MM. Dufresnoy
et Pisot pour déterminer les deux plus petits éléments de S' [7], nous
allons montrer qu'il n'y a pas de nombre 6e S" qui soit inférieur à 2,
donc 2 est le plus petit élément de S".

Nous allons d'abord étudier les développements en série de Taylor,

au voisinage de l'origine de —^—; et ———î puis nous utiliserons ces

résultats pour la recherche des fractions rationnelles de C2, associées à
des nombres 9 < 2.

Pour les fractions rationnelles de C=C(Q) , MM. Dufresnoy et Pisot
ont obtenu les résultats suivants, qui sont équivalents aux inégalités
du chapitre I.

Posons
En(z) ^Q^-i(Z) —zAn_i(z),

E ^ ( z ) =Qn_,(z)-^zA^(z)
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIL — FASC. 1. 4
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et soient

D,(Z) EEE-^E,f^,

D:(.-)= ^E:/1D;(.-)= ^E;/1),
\^ /

afors, D/z(jz) e( D^(z) OM( un 5euî zéro a^ e( a^ extérieur au cercle-unité et

si 0 e5^ le nombre associé à fr—? on a
Y (^)

a^^6^a;,

Inégalité n ayant lieu que pour n = s. De plus

——- (^==^+...+^_l3 / î-14-^^+...,
^n(^)

D;(^)
——-^ = ̂  4- . . . + ̂ _i^-1 + W,,^+ . . . ,
^n \ z )

OU

Wn^=_Vn^W\,

lî égalité n ayant lieu que pour n = s.

Alors les inégalités du théorème 4 du chapitre II s'écrivent :

Wn-{- 2^F^W;— 2.

Nous utiliserons aussi les relations de récurrence :

(1 ) D ,̂ (z) EEE (i 4- .3) D ,̂ (z) - z vn+l ~ wn+l Dn (z) pour ^^i,
^n — W/z

(2 ) <^l — ^n4-l= 2 -'+'1 ( / (Vn— Wn) pOUr ^^1.
-^rt { ' - )

(3) <^_^=i^__^_^ pour «^3.
7Î —Tt

Pour obtenir les polynômes Dn{z) et D,^(z), il peut être commode
d'utiliser, au lieu de ces relations de récurrence, le théorème 2 du
chapitre I.

Nous pouvons, en effet, poser

Dn(z) ̂  ̂ )IU5)+^^-<)(^)V^)

E n ( ^ ) Q(^ )U^)+^Â(^ )V^)

D:^) ^ A ( z ) L ^ ( z ) ^ z ! ^ ^ a - ^ ( z ) ^ ( z ) ^
E:(^) Q(^)U; ; (^ )+^Â(^)V;^)

OÙ
^i== ^ si a > ^,

^^ z= /i 4- 5 — a si a <i s
iiy=z n — r si a = 5,
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r étant le degré le plus bas de

Q ( z ) Q ( z ) - A ( z ) Ï i ( z ) ,

alors, pour z = i :

^n(z)\=\Vn(z)\ et V;(^)|=|U;(^)|.

Sachant qu'il ne peut y avoir de simplification que par des diviseurs
de û(z), on a une borne supérieure des degrés de UnÇz) et U^(z) et l'on
peut ensuite déterminer les coefficients de ces polynômes.

a. Étude de —^—-^ — Au voisinage de l'origine :

i
————— = I -+- . . . + 2^ + . . .
I — 2 Z

et
^(Z)=2(I-Z)\

alors 7Zi=n-(- i , et U,,(z) et U^(z) sont, au plus du premier degré, la
simplification ne pouvant avoir lieu que par ( i — z ) ou (i—z)12 . S'il y a
simplification par ( i — z ) alors Vn{z) est une constante et

(i-z)D,(z)== i-z-^-z),
( I - ^ ) E , ( ^ ) ^ I - 2 ^ + ^ ^ ,

d'où
r,,— w,,=2,
Wn= 2"— 2.

S'il y a simplification par ( i—z) 2 , posons

on a alors

et

d'où

et

donc

^(z)==i-anz,
V,*, (Z) ==E(Z — CLn), OÙ [ £ | = I ;

U ^ ( i ) -h V^( i ) -==. o, donc £ = = — i

A,^ (i - z)-1 D; ( z ) ̂  i - a,,z - ̂ (2 - z ) (z - 6^),

^'„==— a,,-^ n^-^z — 2) (z — an) + z ' ^ ^ z — an— 2)

^0) =— 2^— ^(i — a/,),

/î — 2
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et
4 ( ^ — i )

<— Wn=———————i?n — 2
* 2^^-^^r—,

et

(i-^r-D;(^)^(i--^-)^+^(^-2)^-—^V\ n— ï ] ' \ n— 2 /

&. Étude de - — — — • — A u voisinage de l'origine :

———^ ==l +. . .4- 2/^-1^4-. . .

et
i2( .s)E=i—3.s+^2 et ^i==/î,

donc U^(z) et U^(js) sont du premier degré.
Posons alors

U/,(^) EEEI——û^,

U ; , ( ^ ) ^ i — a ^ ;
d'où

A4^) ^ ( i - 3 ^ 4 - ^ ) D ^ ( ^ ) ^ ( i - ^ ) (i-^.s) +5 (2 -5 ) (5-a/,),
A ; (5 )^ ( I -35+^)D; (5 )^ ( I -5 ) ( I - a ; ^ )4 -£ / (2 -5 ) (^-a;),

on aura alors, si a est une des racines de i—3js+^ 2 ^
A / , ( a ) = A ; ( a ) =o,

c'est-à-dire
i + a"e := i a,i == ——————— ?

a(i+a^-2)
,_ *_ i — a "
£--!, ^-^^_^_.^

on remarque, dans les deux cas étudiés, que pour n^3, on a l'inégalité

(4) W,,4-2^^^W;—2.

Nous allons maintenant chercher à déterminer s'il existe des fractions
rationnelles de Coassociées à des nombres 9 < 2. Puisque 0 < 2, a,,<2
et D,,(2)<o, ce qui, compte tenu de (i) s'écrit :

/ î" \ ^ I)/l-M ( 2 )
(5) ^+1— Wn+i< - ^ . / (F/,— W^) pOUr TÎ^I.

2 -'^/îV 2 )

D'autre part
D i ( ^ ) = ^ o — ^ ; d'où ^0=1,

on a donc

D, (z) EEE i + ̂ z - ̂  et D,, (2) = ̂  - 3,2
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d'où ^i<3, il y a donc deux développements possibles : (i, i, . . .)
et (i, 2, . . . ) .

Examinons d'abord le développement (i , i, . . . ) , on a alors

D, ( z ) EE= i -+- - z — z2 et w., == ï-
2 " 2

et, d'après (5) : ^—w^ < 3, donc il y a trois développements
possibles : ( 1 , 1 , 1 , . . . ) , ( 1 , 1 , 2 , . . . ) et ( i , i , 3 , . . . ) . Mais la seule

fraction de C1 admettant le développement (i, i, i, . . . ) est —ï~z\

qui n'appartient pas à C2 [7]. Il nous reste donc à étudier les dévelop-
pements (i, i, 2, . . .) et (i, i, 3, . . .).

Auparavant, nous allons examiner les développements ( 1 , 2 , . . . ) ,
alors

Da ( z ) :EE i — z — z2 et w.2==2

et, d'après (5), nous devons avoir ^2—^2<3, il y a donc deux dévelop-
pements possibles : (i, 2, 3, . . .) et (i, 2, 4, . . .).

Montrons maintenant que l'inégalité (4) est valable pour n^3, c'est-
à-dire que ri ̂ 2, où ri est le degré le plus bas du polynôme

A ( z ) C ( z ) - B ( z ) Q ( z ) ,

B{z) et C(z) étant les polynômes introduits au chapitre II. Si B(o) ou C(o)
est nul, ou bien si ces nombres sont de signes contraires, on a ri == o.
Si B(o) et C(o) sont de même signe, on aura

A ( ^ ) C ( z ) _ B ( ^ ) __
Q ( z ) Q(z) Q ( ^ ) - ^ ( • • • )

et les fractions (-—T et Q—T auront un développement de l'une des formes

indiquées, donc
A(z)' C(z) _
0717 Q^y-14"^4"^^^"^

où [j.^5, on a donc ri ̂ 2.
Revenons au développement (i, i, 3, . . . ) , alors

Ds(z)^=ï—z-^2zsi—zï et w:î=5,

D'après (5), on doit avoir ( ^ 3 — W 3 < o < 2 , donc ce développement
ne correspond à aucune fraction de C2.

Examinons maintenant le développement (i, i, 2, . . . ) , alors

D,(z)^ï-{-z2—zs et w,=5
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d'après (5), il faut ^3—w;j<^ et il y a encore deux développements

possibles (i, i, 2, 4, . . .) et (i, i, 2, 5, . . .).
Examinons d'abord le développement (i, i, 2, 5, . . . ) , on a

D^(z) ^=i—z 4- 2^—^ et w/,.==9

3
d'après (5), on doit avoir ^ ,—w, < --> il n'y a donc pas de fraction de C2

correspondant à ce développement.
Il reste le développement (i, 1 , 2 , 4 ? • - • ) ? alors

D^)^-^+^+|.-^ et .,=5|

d'après (5), il faut (^.—w .-.<-.? il y a donc deux développements

possibles (i, i, 2, 4, g, . . .) et (i, i, 2, 4 8 . . .).
Examinons le développement (i, i, 2 4? 9? • • • ) ? alors

D,., ( z ) = i — z 4- 2^?4—^ et ^;,==i7

p.
d'après (5), on doit avoir ^5—w, < — et il n'y a pas de fraction de C2

correspondant à ce développement.
Il reste le développement (i, i, 2, 4? 8, . . .), alors

D,(^) ̂ i - -+ ̂ -+ 3^-^ et ^=i3,5,
2i A 2i

^—w-=~^ et seule la valeur P ,==I 6 vérifie l'inégalité (4). Le seul

développement possible est donc (i , i, 2, 4, 8, 16, . . .), il coïncide jusqu'à

l'ordre 5 avec celui de ^_~^ = i + . .. + 27l~-l z'1 + . . . ; nous allons

montrer que le seul développement possible est effectivement celui-là,
pour cela, il suffit de montrer que 2/'-l est le seul entier vérifiant (4)
pour n^5.

Pour n = = 5 w\—w,^5, et l'on voit facilement que dn= Sn—^ est

une fonction décroissante de n, or c î , , = - » donc pour n^4 : d,z<. ^

et w\—2/'-~l < 3 et 2 /< - l—w,,<3, donc le seul développement possible
est bien celui de ——:L-

ï — ÏZ

II nous reste à examiner les développements (i, 2, 3, . . .) et (i, 2, 4, . . .).
Considérons d'abord le développement (i, 2, 3, . . . ) , alors

D.., (z ) =E i + - ^ + - -s2 — ^ et w-> == 9

2 2 " 2
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avec.^—w;$=4, il n'y a donc pas d'entier vérifiant (4) et ce dévelop-
pement ne correspond pas à une fraction de C2.

Examinons alors le développement ( 1 , 2 , 4 , . . . ) , on a

Ds(^) E E = i + ^ - ( - ^ 2 — ^ et W3=6

d'après (5), il faut ^ — w , < 3 donc ^3=8 et Aci) doit admettre le
\? { z )

développement (i, 2, 4, 8, . . . ). Ce développement coïncide jusqu'à l'ordre 4

avec celui de 7—^; nous allons montrer que ce développement est le

seul possible, c'est-à-dire que i71 est le seul nombre vérifiant (4) pour n^4.
En effet, supposons que les développements coïncident jusqu'à l'ordre m,

on aura
A.,n(^) = . ( ï — z ) D ^ ( z ) E = I — 2 ^ 4 - ^ + 1 et 0 /42)= :—i ,

donc (5) s'écrit
(/„+! — Wm+} < 3 et V,n+i == 2m+l.

Le seul développement possible est donc celui de —ï—• Et il n'y a

pas de nombre 9 < 2 qui appartienne à S", donc 2 est bien le plus petit
élément de S".

2. PLUS PETIT ÉLÉMENT D'UN ENSEMBLE S(K). —— Si OQ est le plus

petit élément, en module, d'un ensemble S(K), on a nécessairement 60 ^ô* ;
d'autre part, M^ Chamfy [1] a montré que les plus petits éléments, en
module, de Sa sont les nombres d = ^ v / 9 * ? or, on voit facilement que ces
nombres n'appartiennent à aucun ensemble S(K). Nous allons donc
chercher des nombres de S(K) vérifiant les inégalités

V/O^IQ < 6*= 1 , 3 2 ^ 7 . . . .
A ( z}

Soit .—— une fraction rationnelle associée au nombre 0 cherché. Soit
Y { À ) )

. . A (^ ) 1-6.3§ ( z ) = QTz) T^T = ̂ o + ̂ i ̂  +... + ̂  3 " +... ,

alors g{z) est une fonction de Schur et

|^(o)|=|^o|^i,

or
ï ,, , , ,<^o== g-^o, d ou | <^o [ ==i,

^=^+-^-^
ï / ï - 62 ï - e2 \

^= Q [^n + ——^- ̂ -i +....+ ——^- ̂ \.
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Pour tout entier k > o, posons
k—ï

[

'~ k
^k

i0 \ • i / -v f •) v/^ 'iy^-(^) =-^^(^/^ 0" •^•=i,
/=1

g^{z) est aussi une fonction de Schur, et

(0 l ^ ( o ) ^i-|^o|2.

Quitte à multiplier la fonction par une unité de K, on peut
supposer Vo=ï. Pour /c=i , l'inégalité ( i ) s'écrit :

1 — v ^ I
^1+———7-——— ^ï er

d'où

| ^i | < 2 ( 0 | — — - — ) ? c'est-à-dire | ̂ j [ < i , 16,

on a donc ^i | == i et quitte à multiplier 6 par une unité de K, on peut
supposer ^i = i.

Nous sommes donc amenés à étudier les fractions rationnelles de C
admettant le développement (i, 1 ,^2 , . . . ) . Nous pouvons former les
polynômes

A,(.)=.i+^—^-^^i

Q,(,3)=I-^-^

d'où

pour que 0)2^0, il faut donc que R((^)^--

D'autre part, d'après l'inégalité (i) , on a

1^ < i e i — +I ~ TOT < I Î 6 Î

on peut donc avoir
| ('2 | == I OU 1 V^ \ == \/2 ;

de plus, si ^2 est imaginaire, on peut, quitte à changer 6 et 6, supposer
que ^(^2)^0. Maintenant, nous allons distinguer les différents corps :

a. Si K est le corps Q(i), alors on peut avoir les deux dévelop-
pements (i, i, i, . . .) ou (i, i, i + i, . . .).

6. Si K e^ le corps Q(^v/3) {corps des racines cubiques de l'unité}^ on

peut avoir les deux développements ( 1 , 1 , 1 , . . . ) ou (i, i , — — ' — • • • • ) •
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c. Si K est le corps Q(i \/7) on peut avoir les deux développements (i, î, î, ...)

( î + / V7 \ou ^i, i,——^,...J.

rf. <Si K M'e^ pas Vun des corps précédents, on a le seul développement
( î , î, î, . . .).

Etudions d'abord le développement ( î , i, î , . . .), alors

As (.s) :EEi-52, . ; . .
^ ( z ) = ï — — S — — - 3 ' 2 , ûi)2==I et 5;}== 2,

A C ^ )la fraction T—— cherchée est donc nécessairement de la forme

A(;) __ î — ^ 2 + r ^ / " ( I 4 - - — ^ 2 )
Q(3) " l- -S—^-hYÎ^( l - -^) '

où ^ est une unité de K. Si K n'est pas l'un des corps Q(i) ou Q(i^/3),
on obtient des nombres de S, si K est l'un de ces corps, on obtient encore
des nombres de module supérieur à O*.

Dans le corps Q(î), étudions le développement ( î , î, î + l? • • • ) î
alors

^ / ,\ ̂  ^ __ ^ - __ ^2

Q ^ ( z ) = ^ i — ( ï ^ - i ) z — , s 2 , c«J2==i et ^ = = i + 2 ( ,

on doit donc avoir
| C y — (l+ 2 î ) |^I

et d'après ( î ) :
[ ^ 1 ^ 2 , 2 4 .

On peut donc avoir les trois développements : ( î , î , î + l? i~ i~ ' 1 » • • • ) ?
( i , i , i + l \ 2 ^ . . . ) e t ( i , i , i + ^ i + . 2 i , . . . ) .

Examinons le développement ( î , î, î + l? 2l? • • • ) ? alors
A ( ^ ) _ i+ (î — i ) z — i ^ — y : ' . \
Q^y- I _ ^ _ ( I + , ) ^ _ ^ Î ,

mais le nombre 6 correspondant a un module supérieur à 9*.
Dans le cas du développement (î , î, î + î, î + ^? • • • ) ? on obtient

A ( z ) _ 14- iz2— i^
Q~(z) ~ î — z — i^

et le nombre 6 correspondant est encore de module supérieur à O*.
De même, pour le développement ( î , î, i+^ , i+ 2 ^ . . . ) , on obtient

les fractions rationnelles

A ( ^ ) _ î — iz — .s'2-}- 7^[i -+- (î — i) z — z2]
Q(z) î — ( 1 4 - ? ) ^ — ^ — h y î . s ^ i — i z — - s 2 ) '

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 5
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où ^==1^ et les nombres 6 correspondants ont encore leur module supé-
rieur à 6*.

Dans le corps des racines cubiques de l'unité, examinons le dévelop-
, / 1+^3 \ ,pement ( i , i , — — — — ? • - » ? alors

alors

A . ( z ) i — p z — z ' 2 , i + i^o^-T-fr^ ou P-——
, |9 = i ,3 i2 . . .<6*.

Il nous reste à étudier le développement ( i, i, - — — ^ i • • • i ? alors .-. .-

a la même forme que plus haut, mais p = 1—-7 et le nombre 6 corres-
pondant a son module supérieur à 9*.

Donc le seul nombre Ô€S(K), de module inférieur à 6* est le nombre 60,
. /Q

zéro extérieur au cercle-unité de i -\- — z — z 2 et si K nest pas le

corps des racines cubiques de Vumté, 6* est le plus petit élément de
V ensemble S(K).
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