
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

P. BERNAT
Sur les représentations unitaires des groupes de Lie résolubles

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 82, no 1 (1965), p. 37-99
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1965_3_82_1_37_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1965, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1965_3_82_1_37_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. scient. Èc. Norm. Sup.^
3e série, t. 82, 1965, p. 87 à 99.

SUR LES REPRÉSENTATIONS UNITAIRES
DES GROUPES DE LIE RÉSOLUBLES 0

PAR M. P. BERNAT.

INTRODUCTION.

L'étude des représentations unitaires des groupes de Lie résolubles
soulève encore de nombreux problèmes. En particulier, on ne sait
toujours pas caractériser les groupes de Lie résolubles réels de type I.
0. Takenouchi [i3], puis J. Dixmier [6] ont déterminé de larges classes
de tels groupes, et, F. I. Mautner [10] a donné l'exemple d'un groupe de Lie
résoluble réel de dimension 5 qui n'est pas de type I. Ces travaux mettent
toutefois en évidence le rôle important pour ce genre de question, du concept
de racine [2]. En outre, la théorie des représentations induites, due, dans le
cas de dimension infinie, à G. W. Mackey [8], semble bien constituer l'outil
essentiel dans cet ordre de recherches.

Les représentations unitaires des groupes de Lie niipotents réels
simplement connexes, par contre, on fait l'objet d'études assez complètes.
Ces groupes sont de type 1 [13]. En 1957, J. Dixmier obtint pour tous ces
groupes une formule de Plancherel « concrète » [3], formule qu'il explicita
dans de nombreux cas particuliers [5].

Ces résultats furent complétés par A. A. Kirillov dans sa thèse [7] dont
nous allons énoncer sommairement quelques résultats.

Soient :
G un groupe de Lie niipotent réel simplement connexe;
$ son algèbre de Lie ;
g* l'espace vectoriel dual de g;
7\

G le dual de G, i. e. l'ensemble des classes d'équivalence unitaire de repré-
sentations unitaires irréductibles de G.

0) Thèse Se. math., Paris, 1964.
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Le groupe G opère dans fi par la représentation adjointe Ad et dans g*
par la représentation contragrédiente de Ad. Notons Û l'ensemble; des
orbites de fi* sous l'action de G.

Un élément f de fi* étant donné, convenons de dire avec Kirillov qu'une
sous-algèbre I) de g est subordonnée à f si f\ [(), 1)] = o. A tout couple (/, t))
formé d'un élément f dé Q* et d'une sous-algèbre t) de fi subordonnée à f est
associée une représentation unitaire p(/*, ()) de G construite comme suit;
la restriction à 1) de la forme linéaire,/* définit un caractère %(/*, 1)) du
sous-groupe H == expt), caractère qui s'identifie à une représentation
unitaire de dimension i de H : pour tout .r€t), on a

X(/î [}) (exp^) =exp(^~^~if(^))',

la représentation ?(/*, 1)) est alors par définition la représentation unitaire
de G induite par ^(/, l)). Nous dirons que de telles représentations sont
obtenues à partir de /*.

Dans ces conditions, Kirillov montre d'abord que les sous-algèbres I) de $
subordonnées à un élément donné f de g* telles que p (/*, t)) soit irréductible
sont caractérisées par la propriété d'être de dimension maximale parmi les
àlgèbres subordonnées à /*. Il établit ensuite que si t)i et 1)2 sont deux telles
sous-algèbres, alors p (/', t)i) ~ ? (/*, t)2). On en déduit facilement que
si /i et fî sont deux éléments d'une même orbite co de û, et si t)i (resp. Ija) est
une sous-algèbre subordonnée à fi (resp. f^) de dimension maximale,
alors p (/'i, l)i) ~ ? (/'a, t)^). Cela permet de définir canoniquement une
application V de il dans G : l'image ^F(oo) d'un élément CL) de û est la classe
d'équivalence des représentations unitaires irréductibles obtenues à partir
des éléments de co. Kirillov montre ensuite que W est bijectif. Ces résultats
lui permettent d'analyser les relations entre les représentations unitaires
de G et celles de ses sous-groupes fermés.

Kirillov conjecture en terminant qu'un certain nombre de ses résultats,
et en particulier ceux que nous venons d'énoncer, restent valable^ pour
une large classe de groupes de Lie résolubles. C'est l'étude de quelques-unes
des généralisations ainsi proposées qui fait l'objet du présent travail.

Soient G un groupe de Lie réel connexe, g son algèbre de Lie. Disons
que G est exponentiel si l'application exponentielle fi -> G est surjective.
Disons que G est complètement résoluble si G est résoluble et si fi admet,
pour sa structure de fl-module, une suite de composition à quotients de
dimension i. On a les implications : G niipotent ==> G complètement
résoluble =^> G exponentiel, mais les réciproques sont loin d'être exactes [2].

Soient G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe;
g, fi*, û, G définis comme plus haut. Pour tout ^€fi* nous pouvons comme
Kirillov définir les sous-algèbres de fi subordonnées à /*, et si t) est une telle
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sous-algèbre, lui associer une représentation p (/*, I)) de G. On peut alors
définir de manière canonique une correspondance W entre û et G : pour
tout co eu, W{w) est l'ensemble des classes d'équivalence des représentations
unitaires irréductibles de la forme p (/', ()), avec /*eco et t) subordonnée à f.
Soient alors (A) et (B) les conjectures suivantes :

(A) Etant donnés un élément f de g et une sous-algèbre t) de g subor-
donnée à /; pour que p (/; I)) soit irréductible, il faut et il suffit que t) soit
de dimension maximale parmi les sous-algèbres subordonnées à /*.

(B) La correspondance W est une application bijective de Q sur Ô.
Nous montrons que (B) est vraie quel que soit le groupe exponentiel

résoluble simplement connexe G; par contre, nous donnons une réponse
négative à la conjecture (A). Plus précisément, nous montrons ce qui suit :

1. Un élçment f de fi* et une sous-algèbre \\ de g étant donnés, il ne suffit
pas en général que t) soit de dimension maximale parmi les sous-algèbres
subordonnées à /pour que p (/, t)) soit irréductible; et ceci — contrairement
à ce que semblait penser Kirillov — même si G est complètement résoluble.
On a même un résultât curieux (chap. IV, prop. 3.3) qui peut s'interpréter,
de manière imagée, comme suit : parmi les groupes exponentiels résolubles
simplement connexes, ce sont les groupes complètement résolubles non
niipotents qui mettent le plus facilement en défaut le critère de maximalité
obtenu par Kirillov dans le cas niipotent.

2. Un élément f de g* et une sous-algèbre t) de fl subordonnée à f étant
donnés, pour que p (/*, t)) soit irréductible, il faut que I) possède une certaine
propriété (P), beaucoup plus forte en général que la propriété de maximalité
considérée par Kirillov.

Essentiellement orienté vers la démonstration de ces résultats, notre
exposé s'ordonne comme suit.

Le rappel des éléments de la théorie des représentations induites dont
nous aurons besoin fait l'objet du paragraphe 1 du chapitre I. Le reste
du chapitre est consacré à une classification des groupes exponentiels
résolubles simplement connexes. Cette classification, esquissée déjà par
Takenouchi [13], est d'ailleurs d'un intérêt purement technique.
Le chapitre II groupe quelques lemmes; nous y étudions les propriétés
de réductibilité ou d'équivalence de certaines représentations induites.
Au chapitre III est établie l'existence pour tout groupe exponentiel résoluble
simplement connexe G, d'une bijection canonique de Û sur G. Le chapitre IV
est consacré à l'étude de la conjecture (A) énoncée plus haut et y apporte,
comme il a été dit, une réponse essentiellement négative. Les principaux
résultats de ce travail ont été résumés dans deux notes aux Compte-rendus
de l'Académie des Sciences (256, 1963, p. 5o35 $ 258, 1964, p. 53n).
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NOTATIONS ET TERMINOLOGIE.

La lettre C (resp. R, N) désigne le corps des nombres complexes
(resp. le corps des nombres réels, l'ensemble des entiers naturels) ; sauf
spécification contraire, i désigne une racine carrée de — i dans C.

Soient E un ensemble, F une partie de E, y une application de E;
la restriction de <p à F est notée 9 F. Si E est un espace vectoriel et si y est
une forme linéaire sur E, on note Kery le sous-espace ^ ( { o } ) . Si E est
une famille de sous-espaces d'un espace vectoriel de dimension finie,
on note 7(1 (E) l'ensemble des éléments de E de dimensioil maximum.

Soient :

$ une algèbre de Lie réelle de dimension finie ;
p un idéal de g;
f une forme linéaire sur g.

On note :

fi* l'espace vectoriel dual de g;
c(fi) ou, si aucune confusion n'est à craindre, c le centre de fi;
3(p) le centralisateur de p dans fi, i. e. l'idéal de fi formé des ^€f i tels

que [x, y]= { , o } ;
fi(/1, p) le transporteur de pnKer/* dans lui-même, i. e. la sous-algèbre

de fi formée des ^€f i tels que

[x, pnKer/J cpnKer/.

Si I est une famille d'idéaux de fi, un élément de I sera dit minimal
s'il est minimal parmi les idéaux 7^ j o } de I.

Enfin, l'équivalence unitaire de représentations sera notée ~.
Une référence telle que (3.i) renvoie au paragraphe 3.1 du chapitre

où elle figure; une référence telle que (I, 2 . i ) renvoie au paragraphe 2.1
du chapitre I. ,



REPRÉSENTATIONS UNITAIRES DES GROUPES DE LIE RÉSOLUBLES. 41

CHAPITRE I.

1. REPRÉSENTATIONS INDUITES.

1.1. Soit Go un groupe localement compact séparable; il agit dans
lui-même et dans ses sous-groupes distingués par les automorphismes
intérieurs. Soient E une partie de Go, g, A, . . . des éléments de Go; nous
noterons h^ l'élément ghg^ de Go transformé de h par g et nous noterons E^
l'ensemble des transformés par g des éléments de E. Si E est un sous-groupe
commutatif distingué fermé de Go, alors Go agit dans le dual Ê de E :
si % € E, le transformé de y par g, que nous noterons y^, est défini par l'égalité
TfW =XW P01111 tout A€E. Le stabilisateur de y est l'ensemble des
éléments g de Go tels que yf= y; c'est un sous-groupe fermé de Go. S'il existe
en outre une famille dénombrable (Ê / )de parties boréliennes de Ê stables
par Go qui séparent les orbites de Ê sous l'action de Go, nous dirons avec
Mackey [9] que E est régulièrement plongé dans Go.

1.2. A tout couple (G', p) formé d'un sous-groupe fermé G' de Go et
d'une représentation unitaire p de G', Mackey associe une représentation
unitaire de Go qu'il appelle la représentation de Go induite par p. Nous
noterons Ind(p, Go) cette représentation. Si p' est une représentation de G'
équivalente à p, alors les représentations Ind(p', Go) et Ind(p, Go) sont
équivalentes [8].

1.3. Nous utiliserons les propriétés suivantes des représentations
induites. Soient :
Go un groupe localement compact séparable;
g un élément de Go ;
A un sous-groupe commutatif distingué fermé régulièrement plongé

dans Go;
y un élément du dual A de A;
Gy le stabilisateur de y ;
Gi et Gj deux sous-groupes fermés de Go;
p une représentation unitaire de G^j.

Alors :

a. Si G^CGi , les représentations Ind(p, Go) et Ind (Ind(p, Gi), Go)
sont équivalentes ([8], th. 4.1).

&. Si p est réductible, alors Ind (p, Go) est également réductible
(E8], th. 10.1).

Ann. Éc. Norm^ (3), LXXXII. — FASC. 1. 6
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c. Si Go== G i X G ^ et si Gi n'est pas réduit à l'élément neutre,
Ind(p, Go) est alors réductible.

d. Si Gi = (Ga)^, on peut définir une représentation p^ de Gi par l'égalité
(p^ = p^ pour tout À-eG^.

Les représentations Ind(p, Go) et Ind(p°',Go) sont alors équivalentes.
(?. Soit, p' une représentation irréductible de Gy dont la restriction
à A soit un multiple de ^. Alors la représentation Ind(p', Go) est irréductible
et toute représentation irréductible de Go est équivalente à une représen-
tation obtenue de la sorte. En outre G/-1 = (Gy)^ et (cela résulte de rf),
la représentution de Go induite par la représentation (p')^ de G^ est
équivalente. à Ind(p', Go). Par ailleurs si p" est une représenta.tion irré-
ductible de G y dont la restriction à A est un multiple de /, et si
IndÇp', Go) ~ Wp\ Go), alors p' ~ p' [9].

2. GROUPES EXPONENTIELS ET GROUPES COMPLÈTEMENT RÉSOLUBLES. —

Soient Go un groupe de Lie réel connexe et fio son algèbre de Lie. Nous dirons
que Go est exponentiel si l'application exponentielle flo-^ Go est surjective.
Nous dirons qu'une algèbre de Lie est exponentielle si c'est l'algèbre de Lie
d'un groupe exponentiel.

Nous dirons qu'une algèbre de Lie go est complètement résoluble si elle
est réelle et si elle admet pour sa structure de flo-module une suite de compo-
sition à quotients de dimension i. Nous dirons qu'un groupe de Lie réel
connexe est complètement résoluble si son algèbre de Lie est complètement
résoluble.

La classe des groupes exponentiels contient celle des groupes complète-
ment résolubles et donc en particulier celle des groupes de Lie niipotents
réels connexes [21.

3. GROUPES EXPONENTIELS RÉSOLUBLES SIMPLEMENT CONNEXES.

3.i. Propriétés élémentaires. Notations.— Désormais nous désignerons
par :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe ;
fi l'algèbre de Lie de G;
exp l'application exponentielle g -> G.

Il résulte de [il] que tout sous-groupe fermé connexe (et donc simplement
connexe [1]) de G est exponentiel; et que exp est un isomorphisme de
variété de g sur G qui met en correspondance bijective l'ensemble des sous-
algèbres de g et celui des sous-groupes fermés connexes de G.

Soient en outre g, AeG, xç$, f^^\ t) un sous-espace vectoriel de g;
A un sous-groupe commutatif distingué fermé de G, a un élément de A;
A l'ensemble des caractères de A et j un élément de À. Le groupe G agit
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dans lui-même et dans A par les automorphismes intérieurs, dans g par la
représentation adjointe Ad, dans fl* par la représentation coxitragrédiente
de Ad, et dans A. On notera h8 (resp. x°\ /^, %^) le transformé de h
(resp. x, /', y) par g. Par conséquent hg= ghg~1 $ f8 est l'application^-^/'(ri^"1) ;
yf est l'application a -> ^(a^). Si u est l'élément de fi tel que g == expu,
alors x8 == expadu.rr. On notera 1)̂  le sous-espace formé des x8pour ^6t).
Si 1) est une sous-algèbre (resp. un idéal), alors \f est une sous-algèbre
(resp. \f= t)).

L'ensemble des transformés par les éléments de G d'un point quelconque,
fixé, de l'un des ensembles G, g, g*, A, sera dit Yorhite de ce point. L'orbite
de f sera notée co^, et l'ensemble des coy lorsque /'parcourt g*, sera noté t2.

3.2. Représentations unitaires de G associées à un élément de fl\ — Confor-
mément à l'usage, nous appellerons dual de *G et noterons G l'ensemble
des classes d'équivalence unitaire de représentations unitaires irréductibles
de G. Toutes les représentations que nous introduirons seront unitaires.

Soit/Sg*. Une sous-algèbre t) de g sera dite subordonnée à fsi [(), t)] C Ker/*,
ou encore : f\ [I), 1)] = o; alors f\ t) définit un caractère de expl), qu'on
notera y(/1, 1)) ; pour uGl), on a y(/*, t)) (expu) = expi./(n)., Le carac-
tère y(/, t)) s'identifie à une représentation unitaire de dimension i de expl).
Nous noterons ?(/*, t)) la représentation unitaire de. G induite pary(/ , I)).
Nous noterons en outre :
S(/*) l'ensemble des sous-algèbres subordonnées à /*;
1 (/*) l'ensemble des 1) € S (/*) telles que p (/*, t)) soit irréductible.

Donc I(/')CS(/1). Remarquons enfin que, pour tout gçGy 1)€S(/*)
implique ^eS^') et par conséquent (1.3, d), ?(/*, 1)) ~p(/^ 1)^).

3.3. Structure de g.

3.3.1. Racines de g. — Soit (S) == (g =^ fii D fla 3 . . . 3 g/. 3 gA-n = { o} )
une suite de Jordan-Hôlder du fi-module fl (les fiy sont donc des idéaux de g).

Comme G est résoluble, il résulte du théorème de Lie que, pour^' = i, ..., k :

L dim Sjl9j+i^ 2;
2. si dimjg[//fly+i= i, alors, pour tout supplémentaire $y de fiy+i dans fiy,

il existe un élément non nul aj de j^, un élément ^py de g* et une application
linéaire Uj : Q -> fiy+i tels qu'on ait pour tout x€:Q :

[ x , a j } ^ = i ^ j ( x ) dj-^-u^xY,

3'. si dimSjl9j+i= 2, alors, pour tout supplémentaire gy de gy+i dans 0y
il existe :

— une base (a/, a'y) de g^ ;
— deux éléments ^7, ^y de fl*, ^. étant non nul;
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— d e u x applications linéaires uj, u'y de fi dans fiy+i telles qu'on ait,
pour tout xçs :

[œ, ay]=:^-(^) ay—^.(^)^.+^(^),

[ ̂ , ̂ . ] == ̂ . (^) ay -4- ̂  {œ) dj + u^ {x).

A la suite (S) correspond de manière évidente des suites de Jordan-
Hôlder du fi-module fi, § désignant l'algèbre de Lie complexifiée de g.
Soit (S) l'une d'entre elles. Les quotients successifs de (§) sont de dimension i
et l'action de § sur ces quotients est définie par des formes linéaires sur g
indépendantes, à l'ordre près, du choix de (S) et de (§), ainsi qu'il résulte
du théorème de Jordan-Hôlder. Avec J. Dixmier [2], nous appellerons
racines de g ces formes linéaires. Identifiant fi* à une partie de l'espace
vectoriel dual de fi, et posant ^y= o pour les indices j tels que dimfiy/fi/+i = i
on voit que les racines de fi sont les formes linéaires ^jzb ^/- On peut donc
dire, en un sens évident, que les racines sont ou réelles ou deux à deux
imaginaires conjuguées.

Par ailleurs, comme G est exponentiel, il résulte de [12] (th. 1) que,
p o u r 7 = = i , . . . , /c, .̂ est proportionnel à ^y. Cette propriété des racines
caractérise les algèbres de Lie exponentielles [ibid.]. En particulier, si j est
un indice tel que dim fiy/fiy^ == 2, on a 4^ ° et îl existe un nombre réel
non nul aytel que ^/== ^/^y.

3.3.2. Idéaux de g. — Nous noterons c le centre c(fl) de g et nous dirons
qu'un idéal p de g est disjoint de c si pi ïc == { o }.

Soit p un idéal minimal de fi. Il existe alors une suite de Jordan-Hôlder
du fi-module fi dont p est l'avant-dernier terme. Il résulte dans ces conditions
du paragraphe précédent que p est commutatif, dimp ̂ 2 et qu'en outre
deux éventualités seulement sont possibles : ou bien p est disjoint de c,
ou bien p C c et alors dimp = i.

Par ailleurs, il est clair qu'un idéal disjoint de je est minimal (parmi
les idéaux de fi) si et seulement si il est minimal parmi les idéaux disjoints
de c : on peut donc sans ambiguïté parler des idéaux disjoints de c minimaux.
Nous noterons D(fi) l'ensemble des idéaux disjoints de t minimaux et
désignerons par do (fi), ou simplement do, l'idéal égal à :

•- M si D( f l )= 0;
— la somme des idéaux de D(fi) si D(fi) 7^ 0.

En outre, par analogie avec le cas associatif, nous appellerons socle de fi
la somme des idéaux minimaux de fi. Le socle sera noté $(fi), ou simple-
ment e. Il résulte de ce qu'on vient de voir que e = do + c.

L'idéal $ est commutatif. Il suffit, pour le voir, de vérifier que si pi, pa sont
deux idéaux minimaux de fi, alors [pi, p^] = { o }., C'est clair si pi== pa,
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car on a vu que tout idéal minimal est commutatif; si p i^pa , alors
[Pi, P 2 ] C p i H p 2 est la minimalité de pi, ^2 implique alors p lUt^ == { o j.

Il s'ensuit en particulier que do est commutatif.

4. CLASSIFICATION DES GROUPES EXPONENTIELS RÉSOLUBLES SIMPLEMENT

CONNEXES. — Nous noterons C le centre de G. Il résulte de [11] (th. 2)
que C est connexe et donc C == expc. Cela étant, nous établirons comme
suit une classification des groupes exponentiels résolubles simplement
connexes.

4.i. Nous dirons que G est de genre A si D(g) 7^ 0. Soit alors il €D(fl).
On sait que il est commutatif et que dimil^2. Il résulte en outre du
paragraphe 3.3. i que :

— s i dimiî = i, alors il existe un élément non nul a de ft et un élément
non nul ^ de g* tels qu'on ait, pour tout ^€fl:

{x, a} =.^>(x)a', .

— si dimiî = 2, alors il existe une base (a, a') de a, un élément non
nul ^ de fl*, et un nombre réel non nul a tels qu^n ait, pour tout xG$ :

[x, a}-==.^(x) (a — <ia'),

[^, a'\^^(œ) (aa+ûQ.

Donc,dans lesdeuxcas ,onacodimgj(n)=i .
Pour tout /*€:$*, notons Gf le stabilisateur du caractère ^(/, a) de expil.

Il résulte alors de [13] (p. i56), que :
— expil est régulièrement plongé dans G;
— l'orbite de /(/*, il) est simplement connexe;
— si f\ il 7^ o, alors 3(0) est l'algèbre de Lie de G/.
Il s'ensuit que G/ est connexe et que si / ' [ H T ^ O , alors G/== exp3(rt).
4.2. Nous dirons que G est de genre B si D(g) == 0 et si dinu>i.

Pour tout /'eg*5 il existe alors un idéal central non nul c' tel que le
caractère /(/', e') du groupe expc'CC soit égal a i .

4.3. Nous dirons que G est de genre C si D(g) = 0 et si dimC == i.
Tout idéal non nul de g contient alors c, car c est l'unique idéal de
dimension i de g. Soient :

— b un élément non nul de c ;
— il un idéal de g minimal parmi les idéaux distincts de { o } et de c ;
— / * u n élément de fl*.
4.3.1. Nous dirons que il est un idéal de première espèce si [g, il] = c.
Soit alors a un élément de il — c. Comme a ̂  c, on a { o } 7^ [fl, Ra (]) c] C -c

et donc [$, RaÇ^c] = r. La minimalité de il implique alors que il == Ra^c
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et par suite que d est commutatif. Il existe dans ces conditions un élément
non nul À de g* tel qu'on ait, pour tout rc€g :

\x^ a] = ̂  (x)b
et par conséquent :

^(a )= :Ker^ codimg(^ (a) ) ==i.

Notons G/ le stabilisateur du caractère /(/*, il) de exp il. Il résulte alors
de [13] (p. i56-i57), que :

— exp il est régulièrement plongé dans G ;
— l'orbite de y{f, il) est simplement connexe;
— si f \ c est 7^ 0, alors j (n ) est l'algèbre de Lie de G/.

Il s'ensuit que G/ est connexe et que, si f\ c 7^ o, alors G/== exp3(n).

4.3.2. Nous dirons que il est un idéal de deuxième espèce si dimil = 2
et [fl, il] ̂  r.

Soit alors a un élément de i l—c. Il existe dans ces conditions deux
éléments A, ^ de g* tels qu'on ait, pour tout xç$ : .

[ x^ a] =z ̂  (x) a + À (x} b.

Il est clair que ^ -^ o : sinon on aurait [fi, il] C c et par suite [fl, il] = c.
Si par ailleurs il existait un nombre réel a tel que X = a^, alors on aurait

'. [x, a + Œb] =z [x , a\ == ̂ '(^) (a + ab)

et par suite R(a + a&) €D(g), ce qui est exclu. Donc A et ^ sont
linéairement indépendants.

Notons que il est commutatif. Soit G/ le stabilisateur du caractère / (/, a)
de exp il. Il résulte alors de [13] (p. 157), que :

— exp ft est régulièrement plongé dans G ;
—- l'orbite de /(/*, ft) est simplement connexe;
— s i f\ c ̂  o, alors G/7^ G. ^

II s'ensuit en particulier que le groupe G/ est connexe.

4.3.3. Nous dirons que a est un idéal de troisième espèce si dimil = 3.
Il résulte alors du paragraphe 3.3.1 que, pour tout supplémentaire k de c
dans il, il existe une base (a, a') de k, un élément non nul ^ de g*, deux
éléments X, ^ de fl*, et un nombre réel non nul a tels qu'on ait pour
tout x € % :

( [x, a} ==^(^ ) (a -aa^) + ̂ ) ̂
( [x, a'}=^»{œ) (eau-}-a') -^-^(x)b.

Je dis que ^, À, y. sont linéairement indépendante.
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.Pour le voir, nous ferons d'abord les remarques suivantes. \
Ri. La donnée de quatre nombres réels ?, y, o/s tels que P^+y^o

définit un automorphisme Œ = Œ (^, y, S, E) de l'espace vectoriel a si Pon
pose

o-(a) =^o-==|3a— Y^+ ôb,
( 2 ) ^(^) ==^4=ya4-.3^-4-£^

cr(^) -=,b^=b.

Par rapport à la base (a,, a,, &,), Faction de g sur rt s'exprime alors par
lès formules

;,: . ix,a^\=.^{x,a\-^{x,a]\ '
=^W ( ( P ^ — y ^ ) —a^a+P^) ) + (p^(^) —y^(^ ) )ô ,

[^, 64]==Y[^ a]+P[^, a^
=^(.r) ( a (^a -y^ ) + ( Y a + P ^ ) ) + ( y À (^)^+ ̂  (^))^.

Soit
[>, ̂ ]=^(^) (^—aa^) +^o(^)^,
[x, a'^=.^(œ) (a^+a^) 4-^(^)6,

(3)

avec

(4) ( ̂  = ̂  - W - (^ - as) ̂
( ^= yÀ -{- p .̂ — (a ô 4- £) ̂ .

Soient par ailleurs P', y', o', c' quatre nombres réels tels que [^+ y'^ o.
On vérifie aussitôt que

cr(p, y, ô, £ ) . Œ ( P ^ y', ̂  s / )==c^(^ / -YY^ ^+P^p ô+pô' -ys^ s+yô'+p^).

Posant en outre A = ?--+ y^, A'^: [i'2+ v'^ on obtient facilement que

. :/ . • (^-ïïr+^+^YJ^AA^o
et

o-(p, Y. ^ £)- l=c^(pA-^ -yA-1 , - (pô+y£)A-S - (p£-yô)A- 1 ) ,

ce qui montre que les automorphismes cr considérés forment un groupe ^.
7?2. Les formes linéaires X, [L ne peuvent être toutes deux proportionnelles à r^..

Supposons en effet qu'il existe deux nombres réels §1, £, tels que X = S^
et ^=£1^. Posant c r i=c r ( i , a, o,, £1), on déduit alors de (4) que X^= ̂  == o
et donc, eu égard à (3), R.a,© Ra, €D (fl), .ce qui contredit l'hypothèse
que G est de genre C.

7?3. Si X == o, afor^ ^ est proportionnel à ^.

Supposons en effet que X == o et que [L et 4' soient linéairement indépen-
dants. Il existe alors des éléments x, yç^ tels que

^(œ) =^(y) ==i et ^ (^) = ^ (^) =:o.
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Par ailleurs, la forme linéaire 4? étant proportionnelle à une racine de g,
s'annule sur l'idéal dérivé d3jji de fi, et donc ^([^,î /])=o. Appliquant
alors l'identité de Jacobi au triplet {x, y, a), on obtient

o=[[iï'^ y]^ ^^-[[y^ a^ ^ ]4- [ [<%, ^], j ]==o4-o+ [— (a—a^) , j ]=a^

ce qui est absurde.
Cela étant, il résulte aussitôt de jRi que les assertions R^ et R^ restent

vraies si l'on remplace X, [j. par A^ ^.7, cr étant un élément quelconque de ^.
Nous sommes donc ramenés à montrer que si A, p., ^ étaient linéairement
dépendants, alors il existerait un élément cr de ^ tel que ^<r= o.

Si en effet il existait des nombres réels ^3, ^2? ^ non tous nuls tels que

(5) P^-ï^=^

on aurait alors, puisque ^ n'est pas nul,

Pl+ïl^0 '

Posant 0-2 ==(7(^2, Ya, o^, o), on obtiendrait, eu égard à (4),

^==0.

Donc ^p, X, [̂  sont linéairement indépendants.

Il s'ensuit en particulier qu'il existe des éléments rro, Xi de g tels que

ti'(^o) = I? ^( -Pu) =^.(^0) =^(^ i ) ==0, ^ (^ i ) =1

et par suite les éléments

• a — a<%'== [.TO, a], a a -h 0^=: [^o, a7], ^ == [^i, a]

appartiennent à û3g et donc r tCcOgcKer^ , ce qui implique [ n , r t ] C c
(ce point était d'ailleurs évident). Par conséquent :

o==[^o, [a, u'\\ 4- [a, [a', ^o]]+ [a^ [^^ a]^
=o—[a^a'J+l^^j^^a^a],

ce qui montre que a est commutatif.
(Signalons que ces résultats sont établis de manière plus ou moins

explicite dans [13].)
Soit par ailleurs G/ le stabilisateur du caractère /(/', il) de exptf. Il résulte

alors de [13] (p. i58) que :

— expil est régulièrement plongé dans G;
—l'orbite de /(/', ft) est simplement connexe;
— si f\ c 7^ o, alors G/7^ G.

Il s'ensuit en particulier que le groupe G/ est connexe.
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4.3.4. Notons enfin que, G étant toujours supposé de genre C, il résulte,
d'une part de la discussion précédente, d'autre part du paragraphe 3.3.1,
que :

— tout idéal de g minimal parmi les idéaux distincts de { o } et de c est
un idéal d'une, et d'une seule, des trois « espèces » que nous venons
d'étudier;

— en particulier, g possède toujours au moins un idéal de première,
ou de deuxième, ou de troisième espèce.

CHAPITRE II.

Dans ce chapitre, nous dégageons un certain nombre de résultats, pour
la plupart assez techniques, qui nous seront utiles aux chapitres III et IV.

LEMME 1. — Soient G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe
et g son algèbre de Lie. S'il existe un idéal aeD(g) de dimension i tel que 3(0)
soit le produit de d et d'une sous-algèbre de g, alors on peut trouver une
base (a, a') de (T, un nombre réel non nul a, un élément x de g et un sous-groupe
fermé connexe K de G ayant les propriétés suivantes :

(i) exp j(n) est le produit de K et de expit;
(ii) pour tout g€G, il existe des nombres réels [3, [3', y et un élément k de K,

déterminés de manière unique par g, tels que

g = exp ( P a + Ç)' a ) . À- . exp ̂ x ;

(iii) quels que soient les nombres réels P, [î', y, on a

exp y x. exp ( j3 a + [37 a' )
== exp (e" (|3 cosay + (3' sin ay) a -+- e^ ( — j3 sin ay + ̂  cosay) a') . expy^c.

Démonstration, — On sait (I, 4. i) qu'il existe une base (a, a') de rt et un
élément x de g — j ( f t ) tels qu'on ait

( [ x. a\ == (2 — y. a' \
(i) , , et 9 = ^ ( 0 ) ®R^.( [.r, a'J == a6< 4- a' }

Par hypothèse il existe une sous-algèbre k de g telle que 3(11) = kÇ[)a.
Posant alors K = expk, on voit que G est le produit semi-direct de expR^
par expj(rt), et que exp3(r t ) est le produit direct de K et de exp il, ce qui
montre (i) et (ii).

Se plaçant alors dans l'algèbre de Lie complexifiée Q de g, et identifiant g
à son image canonique dans §, on déduit des formules (i) que, pour y € R :

ady^ (a + i a ' ) = y ( i + ?a) (a -4- i a ' )
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 7
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et par suite, pour tout zzçN :

(adv^)" (a+ ia') =z (y ( i+ i o ^ ) ) ' 1 ( a - ^ i a ' ) .

Il en résulte que
exp(ady^) . (a + /a') =:^(i+^'a)Y (^4. ̂ ^

Soit, séparant parties réelles et parties imaginaires :

exp(ady^) .^ = = ^ T ( c o s a Y . a — s i n a y . ^ ) ,
exp ( ad y .r ) . a' = ei ( s i 11 av. ̂  4- cos ay. <7/ )

et par conséquent on a, pour P, R'çR :

exp(ady^) (Ra + ^ a ' ) =z e'( ((3 cosay -+- ^ ' s inay) <% + <?T (— (3 sinav + p' cosaY) a'.

Par suite :
expY^.expdS^+jSW) .exp(— y^) r= exp (j3a + ̂ a')^^

==. exp (exp (ady.r) (pa + ^ ' a ' ) )
= exp (eT (j3 cosay 4- P7 sinay) a -{- e^ (— (3 sinav + j3' cosay) a'),

ce qui établit (iii).

LEMME 2. — Soient :
g une algèbre exponentielle résoluble;
rt un idéal minimal de fi;
t) une sous-algèbre de g.

5i t) H ft 7^ { o } et si [(), a] 7^ { o }, alors

h 3 [ b , b ] 3 ^

Démonstration. — On sait (I, 3.3 .2) que a est commutatif et que dim d^ 2.
Le résultat est trivial si d ima===i , car alors, a désignant un élément
non nul de ft, on a a€l) et il existe un élément x de t) tel que [x, a] = a.
Si dim a = 2, alors ft est disjoint du centre (I, 3.3.2) et il existe (I, 4 . i )
une base (a, a ) de a, un nombre réel non nul a, et une forme linéaire non
nulle ^ sur fi tels qu'on ait, pour tout u€ f i :

[u, a} =^(u) (a— a^),
[u, a']=^(u) (aa+a').

Il résulte alors de l'hypothèse qu'il existe des éléments a^ x de 1) et deux
nombres réels P, ^/ tels que

^^pa-h-pY, P^P^o et ^ ( ^ ) = i .

Dans ces conditions :

[x, a,]==^(a—aa')-^^^a^-ar) =z ((3+ai3 /)a+ (—ap+P') ̂
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et par suite, comme

P+% -a^ ^——^P^o,

ai et [x, ai] forment une base de rt. On montre de même que [x, a,] et
[x, [x, a,}} forment une base de rt, ce qui entraîne le résultat.

LEMME 3. — Soient :

G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe;

g l'algèbre de Lie de G;
rt un idéal minimal de fl ;
f une forme linéaire sur fl;
1) un élément de S(f) {cf. I, 3.2).

Si l )Ur t = { o j et si [1), rt] 7^ { o }, alors la représentation ?(/; ()) de G
[cf. I, 3.2) est réductible.

Démonstration. — Notons d'abord que r t€D(f l ) : cela résulte par exemple
de la démonstration du lemme précédent. Posons

H==expl) , i î=exp( l )+a) , A==expa , p == Ind(%(/, 1)), H).

Il suffit de montrer que p est réductible {cf. I, 1.3, a et b).
Nous distinguerons deux cas :

a. dim rt = i : Soit a un élément non nul de rt. Il existe alors x € t) tel
que [x, a} == a. Les sous-espaces t )n j ( r t ) et rt + ( t )Uj ( r t ) ) sont des idéaux
de I) + a- Posons, pour tout açR:

^(a) =:expa<%, ^•.z-(a) ==expa.r.

Soient en outre Hi = exp(t) U3(r t ) ) , X = expR^. Alors H est produit
semi-direct des sous-groupes X et exp(rt + (I) U j ( r t ) ) ) et le sous-groupe
exp(rt+ ( l )n3(^))) est produit direct de Hi et A. Si AeH, il existe donc
des nombres réels a, ? et un élément Ai de Hi tels que

A=^(a)./^,(p)

et l'on a par suite, pour tçR :
^)/< ==^ (a 4-^) .Ai .̂ . ((3)

==/^.^((3)[(/^.^,(P))-'.^(a+<)./^.^,(p)]

= ̂ r^(P) .[^(- P) .̂  (a + t) .^((3)]
= Ai .̂ .r (P) . exp (exp (ad ( — ̂ x) . (a + t) a) )
==/^,(P).^(^(a+^)).

On peut alors identifier l'espace de p à Lc(B) : la mesure de Lebesgue
est quasi invariante par H. (Il en sera de même dans les cas que nous
envisagerons plus bas, au lemme 7 notamment.)
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Si donc 9€Lc;(R), on a
_ &

(PA?) (t)=•)C(^h) (Ai.^( i3)).?((a+<)^)^ 2.

Effectuant la transformation de Fourier, on obtient la représentation
équivalente p définie par

(W) (t) =%(/, h) (/^,.(P)) exp(^+ ^cp^),
\ 2 /

qui est réductible : le sous-espace formé des ç€Lc(R) tels que y(t) = o
presque partout pour t ^o (par exemple), est invariant. Donc ? est
réductible.

&. dima == 2 : II existe alors (I, 4 . i ) une base (a, a ) de a. un nombre
réel non nul a, et une forme linéaire non nulle ^ sur g tels qu'on ait, pour
tout u € fl :

[u, a]=z^ (u) (a— ci.a'),

[u, a'} = ̂  (^) (a<2 -+- ̂ ).

On peut en outre choisir x dans t) tel que ^p(^) ^^i. Définissons Hi,
X? ê^^( )? comme au paragraphe a; le sous-espace t )n3(d) est une sous-
algèbre, a est un idéal central de l'algèbre (l) 4~ a )nJ ( a ) == (b ̂ J^)) © (î-
Donc (t) + a)nJ(l l ) est le produit des algèbres t ) n j (d ) et rt; on est dans
la situation du lemme 1, H (resp. Hi) jouant le rôle du groupe G (resp. K)
de ce lemme. Posons, pour P, ^' €R :

^(^P^exp^a+P^//).

Dans ces conditions, pour tout /i€H, il existe hiÇîîi et des nombres
réels P, P', y tels que

A=^(P,^).A^(y)

ainsi qu'il résulte du (ii) du lemme 1, et l'on a, pour ^, t^ €R, compte tenu
du (iii) de ce même lemme :

^(^ ^)./i=^.^(Y).[^(-Y).^((3+^, ̂ -}-t,).^W]=h,.^W

X ga{e-^ ((,3 + ti) cosaY— ((3'+^2) sinay), e-ï((|3+^) sinay4- ((^-t-^) cosay)).

Identifiant alors l'espace de p à Lc(R2), on a, pour y€Lc(R 2 ) :

(PA?) (^l, ^) =^-W, ^) (^l^(ï))

X cp(e-T((j3+ ^i) cosay— (P'+^a) sinay), e-T((i3 + ti) smay+ (|3'+ ^2) cosay)).

Effectuant la transformation de Fourier, on obtient la représentation
équivalente ^ définie par

(W) (t^ t,) =exp(^(p^+(3 /^) +y)%(/, /z) (Ài.^(T))

X îp (eï (^i cosay — ^ sinay), eï (ti siïi ay + ̂  cosay) ).
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Soient alors (r, 9) les coordonnées polaires de R2 associées aux coor-
données cartésiennes (d, t,), et, pour oe[o, 2îi[, soit Q la spirale d'équation

/ 9 + ô \r=exp

Les courbes Q sont les orbites du groupe à un paramètre de transfor-
mations de R2, ^ = { g^ yeR } défini par

ti (y) == eî (ti cosay — ^ siuay) ,
t.i (y) == <?ï(^ sinay 4- t^ cosay).

^(^,^)=(^(y)^,(y))

Soient alors :
1 un intervalle fermé C[o, ir.[ non réduit à un point;

E^U^
Ser

Vi Fensemble des y€Lc(R 2 ) nulles presque partout sur le complémentaire
de Ei.
Alors Vi est un sous-espace fermé non nul de Lc(R2), distinct de Lc(R2)

et invariant par p. Donc ^ et p sont réductibles.

LEMME 4. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe;
fi l'algèbre de Lie de G;
f une forme linéaire sur g ;
t) un élément de ï(f) (cf. I, 3.2);
a un idéal minimal de fl ;
9 (g) le socle de Q (cf. I, 3.3.2).

Dans ces conditions :
(1) 1)3^(8);
(ii) si f\ a 7^ o, alors l )Cj(a) .

Démonstration. — Montrons (i) : Comme ô(g) est engendré par la réunion
des idéaux minimaux de g et que il est quelconque parmi ces idéaux, il suffit
de vérifier que t) 3 a.

Supposons en effet it<ttl? et notons p un supplémentaire de t)n a dans a :
par hypothèse p ̂  { o }. Comme I) + il est une sous-algèbre de g, exp(t) + a))
est un sous-groupe fermé connexe de G. Posons

H==expl], I I = = e x p ( l ) + a ) , P==expp, p = Ind (%(/, I)) , H ) ,

%(/*, t)) étant le caractère de H défini par/ '(I, 3.2).
Nous distinguerons deux cas :

1- l )Cj(v) : Alors, a étant commutatif, on a [() + a, p] === { o }, et P est
un sous-groupe central de H. Comme par ailleurs t) + a = I) (f)p,
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l'algèbre I) + a es^ le produit des sous-algèbres t) et p, et H == HxP, ce qui
implique (I, 1.3) que ? et par suite p(/*, t)) sont réductibles.

2. t)^3(P) : Alors ï ïeD(g) et l)<t:3(n). Donc (lemme 2), ^f\a=={o}
et par suite (lemme 3), ?(/*, 1)) est réductible.

Notre hypothèse était donc absurde, ce qui établit (i).

Montrons (ii) : Si a est un idéal central, alors t) Cfl == 3(d). Supposons
donc f teD(g) . Si 1) n'était pas contenue dans j(tt), alors, compte tenu
de (i) et du lemme 2, on aurait Ker jf3[l), 1)] 3 tt, ce qui contredirait l'hypo-
thèse que f\ il 7^ o.

Rappelons que si p est une représentation irréductible d'un groupe G
dans un espace de Hilbert, et si C est le centre de G, alors, pour tout g€C,
Çg- est un opérateur scalaire ; car il commute, pour tout h € G, aux opéra-
teurs p/,. Par suite la restriction de p à C s'identifie à un caractère du
groupe C; ce caractère est appelé le caractère central de p. Si G est un groupe
exponentiel résoluble simplement connexe, et si p = = p ( / ^ l ) ) 5 avec j f€g*
et t) €!(/*), alors I) Dr (cela résulte par exemple de I, 1.3 c) et le caractère
central de p est déterminé par f c. Cela étant, énonçons le lemme 5.

LEMME 5. — Soient :
1. fli V algèbre de Lie réelle niipotente de base [xi, ̂ 2, ^3) définie par le crochet

non nul
[cZ'i, x^ J == x-^ 5

ki l'idéal de gi de base (^1,^3);
k\ l'idéal de fli de base (^2, Xs) ;
fi une forme linéaire sur gi telle que f i ( x ^ ) 7^ o;
Gi le groupe niipotent simplement connexe d^algèbre de Lie ji.

2. $2 l'algèbre de Lie réelle niipotente de hase (î/i, 2/2, y^ î//,, î/s) définie par
les crochets non nuls

[j^j3]==[j2,j4]==j5;

Û2 l'idéal de ^2 de hase ( 2 / 1 , ^ 2 , 2 / 0 ) ;
k', l'idéal de ^2 de base (2/3, îA? 2/o) ;
/'2 une forme linéaire sur ^ telle que /^(î/s) T-^O;
G2 ^ groupe niipotent simplement connexe d'algèbre de Lie $2.

3. j l'un des entiers 1 ou 2.
Alors :
(i) h, €!(/:,) ^k,el(^) ;
(ii) les représentations p(/y, k/) ^ ?(/*,, ky) ^ G/ ^OM^ équivalentes.
Démonstration. — II est clair que ^(resp.î/o) engendre le centre

de $i(resp. $2). Par ailleurs, il résulte des propositions 3(i) et 5 (i) de [4]
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qu'une représentation unitaire irréductible de Gy dont le caractère central
diffère de i est déterminée à l'équivalence près par ce caractère. Par
suite (i)==>(ii). Il suffit donc de vérifier (i). Pour ce faire, établissons
d'abord le résultat suivant :

(R) Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe de genre C'y
Q l'algèbre de Lie de G, c le centre de g, a un idéal de première espèce
des{cf. I , 4 . 3 . i ) ;
/'une forme linéaire sur $ telle que f\c^o'y
1) un élément de S{f) tel que a C l ) C j ( r t ) ;
p=Ind(^(/ ; ()), expj(a)) .

Si ? est irréductible, alors 1) €!(/').
En effet ?(/*, 1)) ~ Ind (p, G) (cf. I, 1.3, a) et Ind (p, G) est irréductible

d'après les paragraphes 1.3,<3 et 4.3.1 du chapitre I.
Cela étant, notons d'abord que les algèbres k/, k^ étant commutatives,

sont subordonnées à /*/. Distinguons alors deux cas :

1. j == i : Alors, d'une part, Gi est de genre C; ki (resp. k\) est un idéal
de première espèce de gi, et j (k i ) =^ ki [resp. j (k i ) = k'J.

Par ailleurs x (A,^) = x(/i, j ( k i ) ) [resp. /J/\, »<) = x(/\, J(k /J)] est
une représentation irréductible de exp j (k i ) [resp. expJ(k /J]. II résulte
dans ces conditions de (R) que kiel( / \ ) et k\çï{fi).

2 . 7 = 2 : Posons rt= R^QRî/o, b = = r t n K e r / * 2 ; alors b est un idéal
central de j (r t ) = a Q) Rî/i® Rî/3. Notons a- l'homomorphisme canonique
j (û ) -^ j (n ) /b , et ^ l'image canonique de f^ j ( r t ) dans 0(iï) /h)*$ on a
donc f.,{ay,) =f^(y,)^o, et o-(3((i)) est une algèbre de Lie niipotente
non commutative de dimension 3, donc isomorphe à g i ; le raisonnement
précédent montre alors que la représentation p(/'2, ^ks) de expa-( j (a))
est irréductible; or p(/'2, aka) s'identifie à la représentation p(/* |3( ï ï ) , k^)
de exp3( f t ) ; comme G^ est de genre C, que a est un idéal de première
espèce de jCh, et que J ^ D k ^ D a , il résulte alors de (R) que k^e l^ ) .

On montre de même que k^el^). Il suffit pour cela de remplacer dans
le raisonnement précédent il par il' ^Rî/3® Rî/s, b par b'= a'n Ker/'a,
j(a) par 3(0') == rt'^ Rî/^R^, cr par l'homomorphisme canonique a '
de j((i') surj(a')/b',/Vpar l'image canonique f, de ̂  j(a') dans (3(n')/by.

LEMME 6 . — Soient :

"W MM espace sectoriel réel^
3^, tô deurr sous-espaces de W distincts de dimension i ;
cco (resp. &) un élément non nul de X (resp. tô) ;
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V un supplémentaire de X 4- ai dans W, somme directe de deux sous-
espaces "Vi, V^ de même dimension d = i ou 2;

ç une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur V telle que y(Vi, ^\) 7^ { o } ;
CT un automorphisme de V ayant les propriétés suivantes :

a. aucune valeur propre de a n'est imaginaire pure:,
&. Vi et V^ sont minimaux parmi les sous-espaces non nuls de V stables
par a;
c. pour tout couple (^, ^]çVxV, on a

( 1 ) Ï^O^ ^) + ?(^ 0"<y)) =0.

Alors :
(i) l'application bilinéaire WxW->-W définie, pour E, ^', ?, P'eR

^ ^, p' € ̂  par l'égalité
(2) [^o+P-t-p^ ^o+^+p^]^:^^) —^(7(r ) + Î?(F, ( /)^

mumt W d'une structure d'algèbre de Lie exponentielle résoluble g; le sous-
espace (S (resp. y+(®) est le centre (resp. l'idéal dérivé) de fl. En ou^-e :

Si d=i, il existe une base {x, ^i, ^2, &) de fl, a^c ^ i€Vi , ^L^G^, xçX
telle que % soit définie par les crochets non nuls

[ x , ^ ]==—F^ [x, ^]==^, [v^ y.^]==b.

Si d == 2, il existe un nombre réel non nul a et une base {x, ^i, ^, ^2, ^.,, &)
rfe g, avec xçX et ^y, ^.€^(7= i, 2) tels que fl 501^ définie par les crochets^h ^7^= vy

\x, ^i] =— ^i— a^, [œ, ^ ]==^— a^,

[ ̂ , t^ ] == a Ci — v\, [ j-, v\_ ] = a c.̂  4- t\ ,

[^, r,]=[p,, ̂ ]=b.

7non nuls

(ii) La structure du groupe niipotent simplement connexe d'algèbre de
Lie V -\- ûb est déterminée par l'égalité
(3) exp p.exp v'=- exp ^\exp ^.exp 9 (c, r') ^ pour tout v^ v'ç.V.

Démonstration. — Comme y est une forme alternée, l'opération sur W
définie par (2) est anticommutative ; il est clair par ailleurs que
(4) [V,V]=Ôï et [W,W]c^+tô et [W,d3]=o.

Il s'ensuit en particulier que, quels que soient î/i, 2/2, y s G'V-}- cB,
on a [2/1, [î/2, 2/3]] == o : le crochet défini par (2) munit donc V + ̂  d'une
structure d'algèbre de Lie niipotente. Notons flo cette algèbre de Lie, et
notons Go le groupe niipotent simplement connexe d'algèbre de Lie go.

Soient ^ ^'e^. Il résulte de (4) que exp oi [resp. exp(Rp'+tô)] est
un sous-groupe central (resp. un sous-groupe commutatif) de Go.
La formule (2) implique par ailleurs que

ad y.^= (f (P, ( /) b et, pour À ̂ 2, (ad^== o.
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Donc exp(ad ^).^'= v -\- y(^, ^) & et par conséquent :

exp ^.exp ^== exp(exp(ad ^) V) .exp v
==exp(^+ c p ( p , ^ / ) ^ ) . exp^
= exp ^.exp ^.exp 9 (c, v ' ) b ,

ce qui montre (ii).
Posons, pour P, yeR, ^e'y :

D((B)(^4-^)=(3o-(P).

Eu égard à ( i ) et (2), on a alors, pour ^, y, y'€R, ç^, (^'e^ :

[D( i3) (^+y^) , ^+y^J+[, '+y^ D((3) ( ^+y6) ]
^(^(^ ^) +?(^ o- (^ ) ) ) ô=o=D(p) (cp(p, ^) ô)
= D ( P ) ( [ ^ + y ^ , ^ + y ^ ] ) .

Donc l'application P ^ o — D ^ ) est un homomorphisme de X dans
l'algèbre de Lie des dérivations de go, ce qui montre que le crochet défini
par (2) munit "W d'une structure d'algèbre de Lie fi. Comme (j(^V)==V
et que ç n'est pas dégénérée, on a [fi, fi] = fio et tô est le centre de fi.

Il ne nous reste plus qu'à expliciter la structure de fi. Dans ce qui suit,
notons j l'un des entiers i, 2.

Si d= dim V/== i, il existe un élément non nul Wj de Vj et un nombre
réel Py^o tels que [xo, Wj\ == cr(wy) = ^jWj. Or

o = c p ( o r ( w ^ ^-) + î p ( w i , c r ( w ^ ) ) = ((3i + P..) ? ( w i , w.J.

Comme 9(^-1, ^) = R?(wi, ^2) 7^ o, il s'ensuit que [w^w^^o
et Pi+ P2==o . On peut dans ces conditions trouver xçX, et ^G'Vy tels
que fi soit définie par les crochets non nuls :

[x,{\}=—v, [^^,]=:^ [^,^_]=b.

Si d= 2, il résulte alors de nos hypothèses qu'il existe une base (w/, w.)
de Vj et deux nombres réels non nuls Oy, ?y tels que

( [^U, ^ ]=Cr(Wy)=(3;(Wy-ay^) ,

{ [X,, Wy] . -=0- (Wy) =(6y(ayWy+ ̂ . ) .

Par suite :

0= (cp ( (7 (Wy ) , .̂) + îp (Wy ,Cr ( ^ . ) ) ) ^==2p , (Wy , .̂ ) ̂  == 2 (3; [ Wy, .̂ ] .

et donc

(6) [^^.]=o.

Posant alors

S l = ? ( W l , W,) , Ï .2=?(Wi, W , ) , S^?^ W - 2 ) , S4=?«. ^),

P=^+P,, yi=ai^ T2=a,(3,
Ann. £c. IVorm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 8
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et écrivant l'identité ( i) pour (^, ^') € { Wi , ̂  } X {w^ w.,_}, on obtient
le système

Ki --T^—ïi^ =0,
T^i+P^ — T i ^ = = o ,
TiSi +K:i —y^4==o,

Ti^+Ys^+P^ ==o.

(S)

Or 9(^1, Va) 7^0, et donc ($1, $2, ^3, ^) 7^ (o, o, 0,0). Écrivons que (S)
a une solution non triviale, en égalant à zéro le déterminant de (S) développé
suivant les éléments de la première ligne :

o^^+^+T^+yj^+vl-Y^+Yn^+Y^-Y^)
= (^+ (ïl+Ï2)2).(P2+ (ïi+Y.)2).

Donc P = ̂  —^(l == o et par suite :

(7) (32==—Pi, a2=:—sai avec £ = = ± i

et le système (S) se réduit dans ces conditions à

(8) ^ - ^=^ ^=-£^ avec ^4-^0.

Si l'on pose x =—(Pi)"1^ et a =—ai, on obtient alors

( [ x^ WY ] ==— Wy — a w'^, [je, w^ ] == w-2 — sa w',,

(9) ^ [^, w'i ] == a w j — w'i, [^, w^ ] == £aw2+ w^
( [W l î W^}=E[w'^W'^}=^b, [W^ W1^} =— £[^i , W.i]=^.b.

Compte tenu de (8), il existe deux nombres réels non tous deux nuls ai, 82
tels que
(10) ^1-^2=1 et ^ ^ + ô i ^ = o . <

Posons alors

(11) VY~=- Wl , V\ = W\, (^ == <5i W-2 — 0.2 W^ , ^ -==. £ ( 0.2 Wa 4- ^i W'9 ) .

Les éléments x, ^i, ^, ^2, ^2? ^ forment dans ces conditions une base de g,
et l'on a, compte tenu de (6), (8), (g), (10) et (n) :

[ x, ^j ] ==— ̂  — a r'j, [ .z-, p'i ] == a ̂  — r'j,

[ x^ v.)_ ] = ôi ( w.2 — sa vv'.) ) — 0.2 ( so ^2 + ̂  ) ^'.2 == a F'., ,

[ ^c, (-̂  j == £^2 ( w.2 — ^a ^ ' ' - ) ) + soi ( sa w.2 4- w7., ) == a c.2 + ̂ ,

[p^ ^]=[^, ̂ ]=°.
[^i, ^2] = (^i;i - <^) ^ = & = £ (ô,^4- ̂ )b = [^ , r, ],
[r,, ̂ ]=z(^+^^)b=o=(^-S^)b^-[^, ̂ ].

Les algèbres de Lie que nous venons d'expliciter admettent pour leur
structure de g-module la suite de composition

(I)=(^, 90, ^4-^, ̂ ).
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Examinant l'action de g sur les quotients successifs de (S), on en déduit
aussitôt {cf. I, 3.3.i) que g est exponentielle résoluble.

LEMME 7. — Les notations étant celles du lemme précédent, soient en outre :
G le groupe exponentiel résoluble simplement connexe d'algèbre de Lie g;
f une forme linéaire sur g telle que f{b)== i et f\ X + V = o ;
t)y le sous espace X 4- Vj -}- (Ji(j = i, 2).

A^t),eS(/1)^ p(/;t),)~p(/;t),).
Démonstration. — Comme dans la démonstration du lemme précédent,

nous noterons j l'un des indices i, 2, et go (resp. Go) l'idéal dérivé ^+ tô
de g (resp. le groupe niipotent simplement connexe d'algèbre de Lie go).

Il résulte du lemme précédent que
[^ ^]==[8, ôï]=o et [̂  ̂ ]=^.

Donc
[ ̂ , l)y ] = [ X + ̂ y + ̂ 3, .T + V, + tô ] = [ X, Vj\ = Vj c I)/ n Ker/.

ce qui établit la première assertion.
Pour vérifier la seconde, notons d'abord que G est le produit semi-direct

de exp X par Go = exp go ; Go le produit semi-direct de exp Vi (resp. exp ^2)
par exp^Va+tô) [resp. exp (^\ + <®)] ; exp(^+tô) le produit direct
de exp Vj par exp d3. Nous poserons pour P, P' çR :

^.(P)=expp^ ^(i3)==exp(3ô

et, lorsque d == i,
^/•(.s) = e x p p ^ y ;

lorsque rf == 2,
^•(P,^)=exp(p^+P /^).

Distinguons alors deux cas :

a. r f = d i m V / = i : II existe alors, pour tout g G G, des nombres
réels P, Yi, ^2, S, P', Y',, y^, ^/, déterminés de manière unique par g tels que

g=g, (y,) .̂ , (y,) .^(p) .̂ ) ==^ (^) .̂  (^) .^(^) .^,(^).

La formule (3) du lemme 6 implique alors
^1 (ïl) •^2 (ï2) ==^2 (ï-2) .̂ 1 (ïl) .̂  (ïlï-2)

et donc
0) ^=^ ïy=ïy, ^=P+ÏIÏ-

La même formule implique en outre, pour tGH quelconque :
^ (t) .^=^ (t 4- yO .̂  (y.) .̂  (P) ̂ , (0

=^ (y,) .̂  (p) .^(;) .[(^ (y,) .^(O)-1.^ (t + TO .̂  (y.) .^0)1

=^(ï.).^(P).^.(0.[^(-0.^i(^+Yi).^(Y,(^+yi)).^(S^
=6 r2(T2).6^(P+^2(<+Tl)).^•(S).^(^(^+Tl)),
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et de même, compte tenu de (i) :

g.. (t) .§=^ (t + y,) .^ (Yi) .̂  (p + y, y,) .̂ )

=^l(ïl).^(p+Ylï•2).^(0.[(^(Yl).^(a)- l.^(^+Y2)•^l(ïl)•^(c)]
: :=^l(ïl)•^(P+Yl^-).^(0.[(^.^•(-0).^(^4-Y2).^(-Yi(^+ï•2)).^(^)J
î (ïi) .̂  (P - ïi 0 -^ (S) .^2 (^ (^ 4- Y2) ).

L'espace de ?(/; t)y) s'identifie à Lc(R), et l'on a pour $eLc(R) :

(p(/,l)i)^)(^)
=%(/^i) (^(ï i)-^p-ï iQ.^(^))^(^(^+Y-2))exp^- ̂

= exp (i^ - y, ^) - | ) ̂  (^ (^ + y-.) ) .
\ 2 /

(P(/l)2)^) (^

= % ÇA 1)2) (^2 (ï2) .̂  ((3 4- Y2 (^ + Yi) ) -^ (^) ) ̂  (^ (^ + Yi) ) exp ^

= exp (^ ('P + Y2 {t + Yi ) + | V» €> (^ ( ̂  + YI ) ).
\ \ 2 / /

Soit alors ^r l'isomorphisme de Fourier de Lc(R) sur lui-même. On a
pour les éléments <D d'un sous-espace dense de Lc(R) :

(^(p(/^,),(D)) ( t )
i r^ r n

= -7= / exp / T ^ + ^ ( p 4 - Y , ( ï + Y i ) ) + ^ €>(^(T+Yi) )^
\/27TJ_^ L 2J

soit, en effectuant le changement de variable T-^ T'= e^(ï + Yi) :

(^(P(/,I),)^)) (^)

=—— r expl^T^-Yi) +<(p+Y2T^-?-) 4- s -^IO(T')^
^27rJ_^ L 2 J

= expr<(p-Y i^ ) - i1 (^O) (^(^+Y2))
L ^J

=(P(/^l)6-(^-1^)) (0-

Donc ^-^p^ t)i)^= p(/1, t^^o^-1 pour tout g€G, et par suite,
P(Ath)~F(/;lh).

&. d = = d i m V y = 2 : Pour tout g€G, il existe alors des nombres
réels P, P', E, ^/, Yy, y^., ây, o^ . ( j= i ,2 ) déterminés de manière unique
par g tels que

^=^(ïl, Ï2).^l(^, ^).^(P).^.(0

=^(^1. ^).^(Y^Ï2).^(P /).^(S /).
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La formule (3) du lemme 6 implique alors

^(Y,,Y,).^(ô,, ô,)

=gi(^u 0.2).^(ïi, ï -2 ) .^ (<p(Yi^24-Y2^ <^ i+Ô2^) )
=^i(^. ^.^(Ti, Ï 2 ) . ^ ( — ^ Y i — ^ Y , )

et par suite :

(2) ^=^ ï/=ï/. ^-=^ P'==p-^Yi-ô\Y2.

La même formule donne en outre, pour t^ ^€R, compte tenu du
lemme 1 : •

î, t,) ^=^2(ïi4-^Y2+^).^i((^ ^).^((3).^(Ç)

=^(01, ^).^(P).^(;).[(^(^, ^).^(S))- l.^(ïL+^,Y.+/,).^(^, ^.).^(,)1

==^(^, ^).^.r(;).^(P-^l(Ti4-^)

- à, (y,+ ̂ ) ) .[̂ .r (- S) •^ (ïl + ̂ i, Y-2+ ^2) .̂  (0]

=^i (^i. ^) •^(0 .^(P - 01 (Yi+ ^i)
— ^(y2+^) ) .^ .2 (^ [ (Yi+^) cos ;a—(y24-^) sin^a],

^[(yi+^i) smÇa+ (Y.2+^) cos^a])

et de même, compte tenu de (2)

^ (^ ^) .^==^1 (ôi + ̂ i, 0, + t,) .̂  (ïi, T..) .̂  ((3 - ̂ Yi - ̂ y,) .̂ )
=^ (ïi, T.) .̂  (P - âiïi - 02 Y,) .^(l) .[(^ (y,, Y,) .^(^) )-i

^l(^+/l, ^4-^).^2(Yl, Ï2).^.r(£)J

^^(•ri, Ï2).^(l3-3iïi-^T2).^(a.^(Ti(^4-^i)
4- Y2 (Ô2+ ^,)) .[^(- ^) .̂  (Ôi + ̂ i, ̂ + ̂ ) .,^(0]

^^(ïi, Ï2 ) . ^ (^ ) . ^ (P4-Yi^+Y2^) . ^ i (^[ (ô i4-^ i )cos^a— (^+^)sm^a] ,
^[(ôi 4-^1) sin^a4- ((^+ ^)cos^a]).

Identifiant à Lc(R2) l'espace de p(/1, ()/), on obtient alors,
pour $€Lc(R2) :

(p(/,l)i)^) ( t ^ t , )
=%(/. l]l) (^l(^l. ^2).^(^).^(p-^(Yi+^,) -^(•p_+^,)))

X exp (- ^) .0) (^[(Yi4- ^i) cos^a - (^4- ^) sm^j,

^[(ïi+^i) sin^a4- (y.2+ ^2) cos^a])
=exp[ / (p -^ (y i4 - / i ) - ^ ( Y 2 + ^ ) ) -S]

X ^(^[(ïi+^i) cos^a— (y24-^) sin^a],
<°-^(Yi4-^i) sin^a4- (^^4-^) cos^a])

et de même :

(P(/.ll2)^) (^.2)

=X(/^ !)2) (^(ïi, Ï2).^(S)•^((3+ïl^+Y2^)).exp^
X ^(^[(^i4-^i) cos^a— (^4-^.) sinÇa], ^[((^+^) smÇa 4- (0.24-^) cos^a])

==exp[ î ( (34 -Yi^ i4 -Y2^) +^] .€>(^[(^+^)co3;a- (^+^)sm^],
^[(^1+^1) sinÇa 4- (024-^) cos^a]).
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Notant alors ^ la transformation de Fourier de L^R2) sur lui-même,
on a, pour les éléments $ d'un sous-espace dense de Lc(R2) :

(^(P(/^i)^)) (^2)
i r4'30

^ ^ n j exp(-^(T^i+T^,) +?((3-ôi(yi4-Ti) -^(ï-2+^)) -^)

X ^(^[ (Yj+ï i ) cos^a— (Y2+T.2) sin^a],
^[(yi4-Ti) sin^a -+- (Y2+Ï2) cos^a]) ^1^2.

Effectuant le changement de variables T : (^i, ^2) -^("i? ".) défini par

^^^[(ïi+'î'i) œs^a — (Y.2+T2) sinÇaj,

Ï2== ^[(yi+Ti) sin^a 4 - ( y ^ + T î ) cos^a]
ou encore

Yj 4- Ti == e^ (T^ cos^a + TS sin^a)
YS + ̂ 2= ̂  ( — Ti s in ̂ a + T'q cos^a )

on obtient, le jacobien de T étant égal à k T 1 ? T- == er^ :u (^"i? ^"2}
(^(P(/,I)O^)) (r,,/,)

i r^= ^— f exp(/[P — ôi^ (T', cos^a +T^sin^a) — Ô 2 ^ ( — T^ sinÇa + T^cos^a)])

X exp (— its[e^ (r\ cos^a 4- T', sii]^a) — yi ]

— ^ [ ^ ( — T ^ s i n ^ a + ^ c o s ^ a ) — ^2] — S 4-2^) .0» (Ti , T'J â?T,^
= = e x p ( ; ( p + ^ Y , + < , Y , ) + ^ )

i r4'30
X ̂  f ^(Yi, ^2) .exp ( — ^ ^ [ ( ^ ^ + ^ ) cos^a— (<^-4-^) sili^a]

* ' — — 00

— i^ e^ [ ( ôi + ti ) sin ̂ a + ( ̂ 2 + ̂ 2 ) cos ̂ a ]. d^\ d^
=exp(^((3+^Yi+^Ï2) +^).(^4)) (^[(ôi4-^)cos^- (ô,+^)sinÇa],

^ [ (^+^1) sm^a+ (^+^) cos^a])
^(P^^)^^^)) (^1^2).

Donc ^ o p ^ t j ^ ^ p y ^ ^ o ë F , et par suite ?(/•, t),) ~ ?(/-, 1)2).

LEMME 8. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe;
fi l'algèbre de Lie de G-,
c le centre de fi;
rt un idéal de fi, minimal parmi les idéaux distincts de { 0 } et de c ;
fi* l'espace sectoriel dual de fi;
f un élément de fi* ;
fi(/, (l) le transporteur de ar\Kerf dans lui-même.

Dans ces conditions :

(i) Si neD(f i ) {cf. 1,3.3.2) et si f\a 7^0, alors l'orbite de f contient
tous les éléments de fi* qui coïncident avec f sur 3 fil).
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(ii) Si G est de genre C(cfi I, 4.3) et si f\ c^o, alors :
— exp $(f, rt) est le stabilisateur de /(/, il);
— rorbite de f contient tous les éléments de g* qui coïncident avec f sur $(/', il).

Démonstration. — Vérifions (i) : Soit donc rt€D($). On sait ( I , 4 . i )
que codim^ j f r t ) = i. Si donc xç$—îW, il suffit de montrer qu'il
existe gçG tel que f^{x)=o et f^ j (n ) = f\ j (n) . La deuxième égalité
sera vérifiée si gGexp rt. Distinguons alors deux cas :

a. d i m r t = = i : Soit a un élément non nul de rt. Choisissions xç$—3(rt)
de sorte que [x, a] = a. On a alors, pour a€R, xG^oi^=x—aa, et donc
^expa«^^^^—^f(a). Comme f(a) 7^0, on peut déterminer a par la
condition que f{x) = a/*(a), et il suffira alors de prendre g = exp a a.

&. d i m r t = 2 : On peut alors choisir xç$—j(rt) et trouver une
base (a, a') de a et un nombre réel a ̂  o tels que

\x^a'\=a—a6^ et [.r, a'] == a<2 + a'.

On a donc, pour P, P' €R :

^exp(?a+^')^ ̂ p ad (p6? + ^ ' a ' ) x = x — (3 (a— y.a'} — ^ (aa 4- a ' )

et par suite :

yexp(^^)(^ ^y(^) _ p^(^) _ ̂ (^^ _ ^(^f(a) +f(a')).

Comme f\a 7^0 par hypothèse, l'une au moins des deux quantités
f{a)—^f{a), y.f[a) + /'(a') n'est pas nulle. On peut donc choisir ?, ?' de
telle sorte que

/(^)=P?)-a/(^))+P /(a/(a)+/(a /))

et il suffit alors de prendre g= expfpa4- ^'a').

Vérifions (ii) : Supposons donc que G est de genre C et que f\c^o.
On sait alors (I, 4.3) que a est un idéal commutatif de dimension 2 ou 3
contenant c; il s'ensuit en particulier que anKer/*est un supplémentaire
de c dans a. Notons b un élément non nul de c et distinguons deux cas :

1. d i m r t = 2 : II existe dans ces conditions (1,4.3) une base (a, b)
de rt et deux formes linéaires ^p, X sur fl tels que :

a. A 7^0 et a€Ker/*;
&. pour tout M€f l , on a [u, a] = ̂ {u)a+ X ( u ) & ;
c. ou bien ^ = o, ou bien ^ et X sont linéairement indépendants.

Il résulte aussitôt de a et b que %{f, r t ) = = K e r X , que $(/*, rt) est de
codimension i dans fl et que le stabilisateur de %(/*, rt) contient expfl(/', rt) ;
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or, comme f c^o, l'orbite de y ( f , rt) sous l'action de G est une droite
(cf. [13], p. 157); ce stabilisateur est donc connexe, de codimension i dans G,
et coïncide par suite avec expj(/, il).

Pour vérifier la deuxième assertion de (ii), il suffit dès lors, notant x un
élément de g—jg;(/*, ft) et raisonnant comme plus haut, de trouver un
élément g de G tel que

/^)=o et F\^U\ d)=/|9(/, a).

Supposons A = o : Alors (((/*, a) == j (a). Soit ^ o C g — j ( a ) tel que
[rro, a] == &. Nous avons dans ces conditions, pour aç=R :

^expa^ç^p ^gj Q^ .To== «^o— a^

et donc
/expa.(^)^y(^)_^(^

II suffit alors de prendre g== expaa, a étant choisi tel que f(x) = a/'(&),
ce qui est possible puisque f(V) 7^ o par hypothèse.

Supposons '^, À linéairement indépendants : Soit alors (a;i, x^) une base
d'un supplémentaire de 3(11) dans fi telle que

À C ^ i ) =^(^.2) =o et 7(^) = = ^ ( ^ i ) ==i .

Dans ces conditions :

8 :=9(/^)®R^ et 9(/, f t ) = = ^ ( a ) © R ^ i .

Il suffit donc de trouver un nombre réel a tel que

(i) /^P^^) =o et fe^a•n(^,) ==/(^i).

Or il résulte des égalités [^i, a] = a et [x^y a] = b que

^1®^°'^== exp (adaa) ^i== ^ i — a a,
^exp a a ̂  ç^p ( ad os. a ) x^ == x^_ — en. b

et par suite, compte tenu de ce que f{a) = o,

yexpaa(^) =f(^,) - a/(a) =/(^,), /exPaa(^) = f(^) - O^f(b).

Comme fÇb)^o par hypothèse, on peut toujours choisir a de manière
à vérifier les égalités ( i) .

2. dim a = 3 : On peut alors trouver une base (a, a') de anKer/ , des
éléments ^, A, p. de g* linéairement indépendants {cf. I, 4.3.3) et un nombre
réel non nul a tels qu'on ait, pour tout u € g :

[^, a] == ̂  (^) (a — OLO') + À (^) b^

[u, a']=^(u) (aa+a') -+-p.(u)b.
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II résulte aussitôt de ces formules que fl(/; a) == Ker À n Ker ̂  Comme
par ailleurs f(a) == f(a) == o, il est clair que le stabilisateur de ^(/; a)
contient e x p ( K e r À n K e r ^ ) = e x p ( f l ( / ; f t ) ) ; or il est connexe et de
codimension 2 dans G car l'orbite de /J/; a) est un plan {cf. [13], p. i58);
le sous-groupe exp fl(/; a) est donc le stabilisateur de %(/; a).

Par ailleurs, comme ^, X, [L sont linéairement indépendants, on peut
trouver une base {x, y , z) d'un supplémentaire de 3(11) dans g telle que
^ (œ) = À (j) == ̂  (.-) == i et ^ (j) ==: ̂  (^) = -k {œ) =^(z)=^(^)=^. (y) = o.

Comme dans ces conditions fl = fl (/*, a) © Ri/ ® Rs et que fl(/; a) == j ( a) ® R^,
on voit, raisonnant comme plus haut, qu'il suffit pour achever la démons-
tration de vérifier l'existence deux nombres réels (i, P' tels que

yexp(^+P^) (^) =f(œ) et yexp(^+?^) ̂ ) ^yexp(pa+^^) /^) ̂  Q

Or on a, pour v, y' €R :

[^, ya4-y^ / J==Y(»— aa') +^(004-^),
[j. T^ + T^'] = T^, r^. T^ + T'^] = T^

et par suite, ft étant un idéal commutatif,

^ e x p ( T a + r " ) = e x p ( a d ( Y ^ + y / a / ) ) ^ = ^ - y ( a - a a / ) - y / ( a a + ^ ) ,
^exp(^+r^)^ ̂ p ̂ d (y^ + y^') ) y =y - y^,
sexp(Y^+Y^')^ ̂ p ̂ j ̂ ^ ^_ ^^^ ̂  ̂  ^ _ ̂

Et donc, puisque f[d) = f{a} == o,

yexp(^+-^)(^) =/(^)
et, en outre :

fGx^a+-at)(y)=f(y)-^f(b),
fex^a^'a')(z)=f(z)-Yf(b).

II suffit donc, pqur vérifier (2), de choisir ?, ?' tels que
f(y)=^fW et /(^)=py(^).

ce qui est possible puisque /*(&) ̂ o.

LEMME 9. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe de genre C;
g V algèbre de Lie de G;
c le centre de g;
a un idéal minimal parmi les idéaux distincts de {o} et de c ;
g* l'espace sectoriel dual de g;
f un élément de g* tel que f\ c ̂  o ;
fl(/*, a) le transporteur de an Ker/' dans lui-même;
I) un élément de S{f) contenant c.

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. a
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Alors :
(i) l )nf l ( / - ,a )+a€S( / - ) ;
(ii) Fune au moins des deux éventualités suivantes est réalisée :
(A) dim 1) = dim(t) n fl(/; a) + a) ^ p (/; t)) ~ p (A t) H fl(A a) + <ï) ;
(B) ?(/*, ()) e5< réductible et il existe un idéal p de Valgèbre t) + tt, contenu

dans t), ^ gué e((()+ rt)/p)ct:l)/p ^ /'|p=o.

Démonstration. — 1. Il résulte du paragraphe 4.3 du chapitre I que ft est
commutatif et contient c. Comme f\cy^o par hypothèse, il s'ensuit
en particulier que a == (an Ker/') (j) c et par conséquent :

[$(/, a), a]=:[9(/, a), anKer/] c anKer/.

Dans ces conditions :

[bn^CA d) +^ bnî(/. a)+<i]c[l), l)]n9(/, ^+[?(/, a), a]
C(t)nKer/n8(/, a))+(anKer/)c( t )nî( / , o) +a)nKer/,

ce qui montre (i).

2. Pour vérifier (ii), nous commencerons par fixer nos notations et établir
quelques résultats liminaires : ce fera l'objet des paragraphes 2 et 5; Pétude
des divers cas particuliers qui se présentent fera l'objet des paragraphes 6
à 8.

Nous poserons

^^(.A a) +^ l)i=bnKer/, b = l ) i n ? ( a ) ,
H=expl), I-T== expl/, H =z exp (l) 4- a) ,

A==expa, Z (a ) == exp^ ( a ) , B===expb,

?=Ind(^(/, 1)), H), ^=Ind(%(/, 1)-), H).

Par conséquent p(/, t))c^Ind(^, G) et p(/', t)') ^^ Ind(^', G). Si donc p
et p' sont équivalentes, il en est de même de ?(/', 1)) et p(/*, t)').

3. Comme l)eS(/*), nous avons
[Mi]c[M:]cbnKer/=l),

et par conséquent :
[ l )+a,b]=[ l ] ,b]c[ l ) , l ) i ]n?(^)Cb,

ce qui montre que t)i(resp. b) est un idéal de l)(resp. 1)4" t t)- P311 suite B
est un sous-groupe distingué fermé connexe de H, H et H'.

Comme ^ |b=o, la restriction de f à t) + a s'identifie à un élément
de ((t) + ^V^)* q116 nous noterons f. Nous désignerons par p la surjection
canonique de 1) + d sur (t) + <ï)/b, et nous poserons

i)=7^ V=pV'
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D'une manière générale, nous noterons u l'image dans (t) + d)/b d'un
élément quelconque u de t) + a.

Dans ces conditions, la représentation p(resp. ^') de H s'identifie à la
représentation ?(/*, 1)) [resp. ?(/*, 1)')] de H/B : pour u€ l )+ (l? o^ a

?exp^= ?(/, i))exp<7 [reSp. ^exp^= ?(/, l))exp^].

Nous poserons
P1^/^)- Pi^/^)'

4. Par hypothèse, f\c 7^0 et d imr=i . Il existe donc un élément de c,
que nous noterons &, tel que

f(b) =i et c=Tib.

Comme I )DC, on a par ailleurs

l]=:()i©r=l),©R^

et I) est le produit des algèbres t)i et r.

5. Avant de passer à l'étude des cas particuliers faisons encore deux
remarques.

Si t)3tl, alors [t), a] C (tO Ker/* et par conséquent, t )Cfl( / ' , ( ï ) ;
partant I) = t)' : l'éventualité (A) est trivialement vérifiée.

Supposons maintenant qu'on ait

ï)t»(i et \}C^(f, n) et dim ( an Ker/)==!.

Comme t )Dc et que 'a == (an Ker/') ̂  c, il s'ensuit que t):l> rtH Ker/*.
Comme aCg(/1, a) et que t ) C f l ( / , a ) , on a 1) + nCfi(/*, a). Comme
[$(/*, a), anKer/ 'JC an Ker/' et que d im(anKer / ' )==i , il en résulte
que an Ker^C^l) + a). Le lemme 4 implique alors que l'éventualité (B)
est réalisée, avec p = { o }.

Nous pourrons par conséquent nous limiter désormais à la considération
des cas suivants :

i° dim ft = 2 et 1) H a = c et t) C^ f l ^ a ) ;
2° dim ft = 3 et t) 1> a.

6. Supposons que ft 50£( un irfea^ rfo première espèce (cf. I, 4.3).
Il existe alors une base (a, b) de a et un élément non nul X de fl* tels

que Ra == a H Ker /* et qu'on ait pour tout u € fl :

[M, a] == À (^) ^.

Par suite, fl(/*, ( i ) = = j ( f t ) = = K e r A . Nous pouvons supposer (§5) que

!)na=r et l)i© r== l)C):î(/, f t) = KerÀ.
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Il s'ensuit alors que ( ) i< tKerA et qu'il existe rc€t)i tel que

l(œ)=i et l)i==R^© (l)inKer^) ==R^©b.

Par conséquent :
l ] = = R ^ ® b ® R ^ , j / = = R a © b © R 6

et
I) + a = R^ ® b ® R^ © R6.

Il en résulte que ï, a, fc forment une base de l'algèbre (t) + ^/b, laquelle
est isomorphe par suite à l'algèbre gi du lemme 5; et que l'algèbre 1)
(resp. i)'), qui a pour base (ï, î) [resp. (a, &)], est isomorphe à l'algèbre ki
(resp. k'J de ce même lemme. Par conséquent p i ~ p ^ , et donc p!~p',
et P (A t)) ̂  ? (A ^ / ) - Comme dim t) = dim t)' == dim b + 2, il s'ensuit que
l'éventualité (A) se trouve réalisée.

7. Supposons que a soit un idéal de deuxième espèce.

Il existe alors une base (a, b) de (l et deux éléments ^, ^ de g*, linéairement
indépendants (I, 4.3) tels qu'on ait, pour tout u€g :

[«, a] = ̂  (^) a 4- ^ (^) b.

Par suite :
(1) 9 ( / , a ) = K e r À , ? (a) = KerÀnKer^.

Nous pouvons supposer (§ 5) que
(2) \}r\a=c et l)i®^=l)Ct:9(/^) ==Ker^.

Nous poserons
^ = d i m ( l ) / ( l ) n ? ( a ) ) .

Comme t) = l)i®c, que b = l ) in3(a) et que cCj(a) , on a

(3) i )m(<i)==^©^
et par suite :

d= dim ( (l)i ® r ) / (b ® ^) ) = dim ( l) , /b).

Il résulte par ailleurs de ( i ) et de (2) que d= i ou 2, ce qui nous amène
à distinguer deux cas :

7.i. d = i : Supposons d'abord \\ (f. Ker ^.
Comme I) == t)i (f) c et que c C Ker ^, il s'ensuit que t)i <( Ker ^p. Par ailleurs,

la deuxième relation (2), et le fait que ccKerX, impliquent que t) i<tKerX.
Il existe donc :

— un élément x de t)i;
— deux nombres réels a, ^ tous deux non nuls tels que

[x^ a] = aa+ (3^.
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Comme xç^—h et que d = dim(t)i/b) =i, il s'ensuit que l ) i=Rrc®b,
et par conséquent, compte tenu de ce que I) H a == r :

b+^== (l)i © c ) 4-a=: l ) i©o=R^©b©Ra©R6.

Donc (t) + a)/b est l'algèbre de base (x, a, &) définie par le crochet
[x, a] = aa+ ^b, ce qui montre que R(aa+ [3&)eD((l) + a)/b).

Par ailleurs :
i )==i),©^=R^©b©R^

et par suite :
ij^R^R^rt^aa+P^),

ce qui, compte tenu du lemme 4, implique que l'éventualité (B) est réalisée
dans ce cas, avec p = b.

Supposons maintenant 1) C Ker ^.
Pour les mêmes raisons que ci-dessus, nous avons encore l)iCJ:KerX

et il est clair que t)i cKer^. Il existe donc ^e t ) i—b tel que

[x, a]=b.

On a alors, compte tenu de ce que dim (l)i/b) =i e t t ) n ( ï = = c :

^ = R^ © b, 1] == l)i © i = R^ © A» © R^,

1)4-a=l)i ® a = R ^ © b © Ra©R6.

Par ailleurs, comme t) C Ker ^ et que t) n rt = c, il résulte des formules (i)
et (3) que

\\'= (J)nKerÀ) 4-ii=((l)nKer^)nKerÀ) +a

=(^^a)) 4 -a=(b©r ) + a =: b © a == b ® Ra ® R^.

Nous sommes donc dans la situation déjà rencontrée au paragraphe 6,
et nous pouvons, de la même manière, en conclure que l'éventualité (A)
se trouve réalisée.

7.2. d= 2 : II existe alors une base {x, y) d'un supplémentaire de b
dans l)i telle que

+(^)=^(j)==i et ^(j)=^(.r)=o

et par suite :
l)i=R^©Rj©b,
i) = i ) i © ^ = R ^ © R y © b < 9 R ^

et donc, puisque t) H a == c :

I) + a == l)i © a == R^ © Rj © b © Ra © R^.

Il est clair par ailleurs que

bin^/, a) =l)inKerÀ==R^©Jb
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et par conséquent :

W= ( l ) i ® ^ ) n î C A a) 4 - a = R ^ © b © R a © R ^ .

Dans ces conditions :

1)=R2c©Rj®R^ ij^R^eRaCR^
7^==R^®Ry, ( l ) + a ) / b = R ^ ® R y © R a © R ^ .

Il s'ensuit d'une part que '

diml) == dimi/m dimb + 3

et d'autre part qu'il existe des nombres réels E, r^ tels que [x, y] = E^+ r^y.
L'identité de Jacobi, appliquée au triplet (x, y , a), donne alors $ = o, Y] ==—i.
Par suite, l'algèbre (t) + <ï)/b, définie par les crochets non nuls

[œ^y}=—y^ [œ,a}=a, [y , a} = b,

est isomorphe à l'algèbre g du lemme 6, lorsque, avec les notations de ce
lemme, d imVi==dimV2=i . II résulte alors du lemme 7 que p i ~ p ^ ,
et donc ?(/, t))~p(/*, t)') : l'éventualité (A) se trouve bien réalisée.

8. Supposons maintenant que û soit un idéal de troisième espèce.
8.1. Il existe alors (I, 4.3) :
— une base (a, a') de anKer/*;
— un nombre réel non nul a;
— ^p, X, [^€fl* linéairement indépendants;

tels qu'on ait, pour tout u € g :
[u, a]=^(u) (a— cf.a') +1 (u) b^

[u, a'}=i ̂  (u) (a a -t- a') -+- p.(u)b.

Il s'ensuit que

g(/, a) =KerÀnKer^. et ^ ( a ) =<?(/, a) nKer^.

Nous poserons
k := a n Ker/.

Dans ces conditions :
— keD(g(/*, a)) et k est un idéal central de j (d) ; 3(0) est le centrali-

sateur de k dans fl(/', a);
— Ker ^, transporteur de a dans c, est un idéal de fl.
Nous supposerons (cf. § 5) que

l]:t>a.

Comme 1) 3 c et que a == k (]) c, il en résulte que

l)3>k.
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Nous noterons l un supplémentaire de t) n k dans k : donc l ̂  o.
Distinguons alors plusieurs cas :

8.2. 1)C8(/*, a) : Si t )C3(a), alors 1)+ acj(a) et par suite l est un idéal
central de 1) + a. Si t)<t:j(a), alors t) + <i<t j ( t ï ) , et k e D ( l ) + a ) . Par
conséquent (lemme 4), l'éventualité (B) se trouve réalisée dans les deux cas,
avec p == { o } .

8.3. t)<tfl(A (l) ^ l )na^c : Comme t)=t)^c, nous avons alors :
dim t) H a = 2 et le sous-espace t)i H k = t)i n Ker /'U a = t)i H a est un idéal
de dimension i de t)i. Soient P, P' deux nombres réels non tous deux nuls
et a^ un élément de t ) i nk tels que a^= ?a+ P'a'. Il existe alors v€^ tel
qu'on ait, pour tout u€t) i :

[^, a^]=^(^(u) (a—aa') -{-^ (u) b) -^ ^ (^ (u) (aa+a') -^-}j.(u)b)
=v(u) (^+(3^^,

ce qui implique
/ ^(^) ((3+ap')=^(^),

(4) ^) (-ap+^r^p'^^),
( (3À(^) + (3'^(^) =o pour tout ^€l)r

Si ^| l)^o, alors (P + ap')?^ (—^+P') p, soit
a( (^+^)==o,

ce qui est exclu. Donc l) iCKer^ et 1) = l)i® ce Ker ^. La troisième
égalité (4) implique en outre dim (t)i/t)i ng((/*, (ï)))^i. Or ^(tfly, a) :
sinon on aurait I) == t)i® €€$(/', rt), éventualité que nous avons écartée.
Par suite :

dim(t)i/(l),n8(/, a)))=i .

On peut alors trouver un élément x de t)i, engendrant un supplémentaire
de l)ing(/*, il) dans t)i, et un élément 03 de k — R a i tels que

[x, a^\=b.

Comme l)iCKer^, on a
bin^/, a)==l) inKer^n9( / . ft) = = b i n ? ( a ) ==b

et par conséquent :
l ) i==R^®b et ! )=1^9^==R^9b®R^.

Comme par ailleurs l ) i n k = R a i et k = R a i © R a 2 , et d == k® r, on a
en outre :

l)+a=(li i®r)+k==(l)i4-k)®r=l)i©R^©r
==R^®b®Ra2©R6

^= ( ï ï i®^) n0(/î o) 4- a==l)inî(/, a) - { -a==h+a
==.b©Ra2©R&.
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Nous retrouvons la situation étudiée au paragraphe 6 : l'éventualité (A)
se trouve donc réalisée.

8.4. t)<tî(A d) et 1)0(1= c.
8.4.1. Supposons d'abord l)CKer^.
Les hypothèses et l'égalité t)==()i(])c impliquent alors les relations

^ ( ^r\a=o, h i < t ? ( a ) , l)iCKer^

( bn?(d)==bn9(/ . a)nKer^==l)n8(/, a)^l).

Comme par ailleurs cCt )Hj ( ( ï ) , on a en outre :

dim(h/bnî(/, a)))==dim(l)/(l)n^)))=dim((),/b).

Il résulte alors de (5) que la valeur commune de ces trois nombres est i
ou 2, ce qui nous amène à distinguer deux cas :

8.4. i . i . dim(l)i/b) = i : Soit r un supplémentaire de b dans l)i;
comme dimr== dimc = i, que d i m k = 2 et que, compte tenu de (5),
[r, k] == [r, a] = c, il existe un élément non nul ai de k tel que [r, Rai] = {o }.
Comme par ailleurs l)+^ : :=^)i+a==: : r4~l î+ tt, il s'ensuit que [1)4- ïl? R^i] = { o { .
Donc Rai est un idéal central de t) + a non contenu dans t), ce qui montre
(lemme 4) que l'éventualité (B) se trouve réalisée, avec p = { o } .

8.4.1.2. dim (t)i/b) == 2 : On peut alors trouver une base Çx, y) d'un
supplémentaire de b dans l)i telle que

(6) [x, a}=[y, a'}=b et [x, a ' } == [ y , a} = o.

Dans ces conditions, nous avons, compte tenu de (5),

l)i==R^®Rj©b, ^==^9r=R^9Ry9b©R^,

l]'==l)n0(/, a) +a=l)in9(/, a) (^a^bea^beRaeRa^R^
I) + a = l)i ® a = R^ © Rj © b ® Ra ® Ra'® R^

et par suite :
i) = R^ © Rj © R b, ^= Ra © R-^ ® R^,

(I) + a)/b == R^ © Rj © Ra © R^® R^.

Par ailleurs, comme xçKer^ et 2/eKer^ et que [Ker^, a] Ce, on a
[[^,j], a]c[Ker^ [Ker^, a]]c[Ker^ r ] = { o }

et donc [x, y] €3(0) nt)i = b, soit

(7) [^jj^o.

Il résulte alors des égalités (6) et (7) que l'algèbre (1) + ft)/b (resp. 1), I)')
est isomorphe à l'algèbre fia (resp. ha, k^) du lemme 5. On en conclut que

pi-p, et p(/,l])-p(/,t0,
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Comme par ailleurs diml) == dimt)'== dimb + 3? 1! s'ensuit que l'éven-
tualité (A) est réalisée.

8.4.2. Supposons maintenant l)<tKer^.
Comme 1) = 1) i 0 c et que t) n 3 ( a) 3 c, nous avons alors

(8) l)i<]:Ker^ et dim (!)/(!) nî (a) ) ) == dim (!]i/b).

Donc b est un idéal de codimension i, 2 ou 3 de l)i, ce qui nous amène
à distinguer trois cas :

8.4.2.1. dim (t)i/b) == i : II existe alors deux nombres réels ?, y et un
élément x de l)i tels que

_ ( \x.a~\=a—aa^+6^,
h i = R ^ © b et \ \ ' J , 7/1 ^ ( [.r, a'] =0(04-^4-y^

et dans ces conditions :
1) + a = l)i © a = R^ © b © Ra ® R^ © R^,

(1) + (ï)/b == R^ © Ra © R^® R^".

Posant alors
a^=a—aa'-hp^ ' ^ == a a -h a'-}- y^,

on obtient
[2r, ai ] == ai — aa^,
[2r, a'J == aoi+^'i.

Par suite, Rai©Ba, €D((t) + iî)/b). Or, t) ne contient pas Rai®Ra,
(puisque t ) n f t = = r ) . On en déduit, compte tenu du lemme 4, que l'éven-
tualité (B) est réalisée dans ce cas, avec p == b.

8.4.2.2. dim(l)i/Jb) = 2 : On peut alors trouver une base (^1,^2) d'un
supplémentaire de b dans l)i telle que

^ ( ^ i ) = = i et ^ (^ )==o .

Si l'on pose Ày== ^(^y), [^== ^{^j),j = i, 2, l'identité de Jacobi, appliquée
aux triplets (rci, ^2, a), {xi, x^, a ' ) donne alors

[[^i, ^], 6?]==[^, [^2, a]] 4- [>2, [^, ^i]]==[^2, [^ ^i]]
==— [.z-2, a — aa'+ ^i^l ==— (?i2— 0^2)^

[[^l, ^2], ^ j r r^ t^ i , [^2, a'}} +[^2, [^S ^i]]==[^2, [^î ^i]]

==— [^25 a^+ ̂ 4- ̂ ib] ==— (aÀ2+ ^.2)^.

Or ^2 engendre un supplémentaire de b dans l'idéal t^nKer^ de t)i.
Il existe donc un nombre réel ? tel que

[^i, ^l^p^

et ? vérifie donc le système d'égalités
(3^2==-— ( ^ 2 — a^-),
(3p.2=— ( a À 2 + ^ ) î
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ce qui implique Xa== [^2== o, soit x ^ G ' ) ( c i ) , ce qui est absurde : V éventualité
que nous venons (Ï envisager n est donc pas possible.

8 .4 .2 .3 . dim (l)i/b) = 3 : II existe alors une base {x, y , z) d'un supplé-
mentaire de b dans l)i telle que

^)=À.(j)=^)=i
^(y)=^(z)==^(^)=^(z)=p.W=^ (j) = o

et dans ces conditions :

l ) i=R^©Rj®R^®b,
bi ̂  9 (/î a) == bi r» KerÀ n Ker^. == R.3? ® b,
!) = l)i ® r = Rœ © Rj © Rz © b © R^,
1) + a == l)i © a == RJC ® Rj © R^ © b ® Ra © Ra^® R^,
^=l)n0(/, a) +a==( l ) in8 ( / , a ) ) ©a

^ R ^ 9 b © R a ® R ^ © R 6 ,

ce qui implique

(I) 4- a)/b = R^ © Rj (g) R^ ® Ra © R^ © R6,
(9) i )==R^®Rj©Ri©R^

1]' == R^ © Ra © Ra' © Rô
et
(10) dim I) === dim Ij'm dim b + 4'

Déterminons la structure de l'algèbre de Lie (t) + ^)/b. La forme
linéaire ^ est proportionnelle à une racine de g : elle s'annule donc sur
l'idéal dérivé de fi; il s'ensuit que [x, y ] , [ y , z] et [x, z] appartiennent
à I j iHKer^ == R î /®Rz®b. Il existe donc des nombres réels ï]i, ï]2, Tja,
Ci, ^2, ^3 tels que

[^ j] = ̂ ij + Çl^^ [^ ^] = ̂ 2^ + ̂  [j, ^] = ÏÎ3J 4- ̂ Z

et par suite :
[['œ, j], a]=Yîi^ [[^, z], a]=^b, [ [ y , z], a]=r]^b,

[[x, j], a'} = ̂ b, [[œ, z], a'} = ^~b, [[j, z], a'] = ̂ î.

Par ailleurs l'identité de Jacobi donne
[p, j], a] = [x, [~y, a]] + [j, [a, œ}} = [y , [a, ~x}}

==—[j, a — a ^ ] = = — 6 ,
[[^ j], ̂ ] == [^ [j, a'}} + [j, [a', ̂ ]] == [j, [a', ^J]

== — [j, a a 4- a' ] == — a 6,

[[^, z], a] = [x, [z , a]] 4- [z, [a, ^]] = [z, [a, ̂ ]]

= = — [ z ^ a — a a ^ ^ a ^ ,

[[^ z], a!}= [œ, [z , a']] + [i, [a^]] = [^ [a', œ}~\

==—[^,aa4-a' ]==— î .
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Soit
y h = = — i , ïî.2==a, ^i=— a, ' . ^=—1.'

Par ailleurs, comme y, ^€Ker^ et que [Ker^p, il] Ce, on a
[[^^ (ï]c[Ker^ [Ker^, a]]c [Ker^, r-] = f o }.

Donc [y, z] e/ii n j( t ï ) == b et, partant :
7Î3=Ç:î==0.

L'algèbre (I) 4" a)/^ es^ donc définie par les crochets non nuls
[œ, y}^=—y— y.z, [~œ,a}= u — y.a1\

[^,z]== a j—5, [,^, a'] == a^+ ̂ /,

[j, ̂ ]=[^, a']==6.

Elle est donc isomorphe à l'algèbre 1) du lernme 6, lorsque, avec les nota-
tions de ce lemme, dim Vi= dim ^2=== 2. Il résulte alors du lemme 7,
compte tenu des égalités (8), que

pi^pi et p(/, t))~p(/, tf)

ce qui, compte tenu de (9), implique que l'éventualité (A) est réalisée
dans ce cas, et termine la démonstration.

CHAPITRE III.

1. Dans ce chapitre, G désigne un groupe exponentiel résoluble simple-
ment connexe; la définition des objets g, g*, û, G, . . . attachés à G et la
terminologie y afférant sont celles du chapitre I. Nous nous proposons

^de définir une bijection canonique de û sur G.
Pour la commodité du langage, nous noterons :

(A^c) l'assertion que !(/') 7^ 0, /"étant un élément fixé de g*.
(By^) l'assertion que toutes les représentations

p(/ , l ) ) , avec l)€l(/)

sont équivalentes, f étant un élément fixé de g*.
(Ac) [resp. (Bc,)] l'assertion que (A^c) [^^P- ^-E^o)] est vraie pour

tout yeg*, G étant fixé.
(Ce) l'assertion que, pour G fixé, et pour tout couple (/*, /*') d'éléments

de fl*, s'il existe Ï}eî(f) et t)' el(f) tels que p(jf, 1)~P(/"5 1)'), alors /* et f
sont sur une même orbite.
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(A,,) [resp. {Bn), (C^)] l'assertion que (A^) [resp. (B^), (C^)] est vraie
si dim G < n, n étant un entier fixé ̂ 2.

(A) [resp. (B), (C)] l'assertion que (A^) [resp. (B,,), (C^)] est vraie pour
tout entier yi^.2.

(D) l'assertion que, quel que soit le groupe exponentiel résoluble
simplement connexe G, et quelle que soit la représentation irréductible p
de G, il existe/*€ g* et Ï)eï(f) tels que p~p(/ ; I)).

2. Convenons de dire qu'une représentation de G est obtenue à partir
d'un élément f de fl* s'il existe t) € I(/*) tel que p == pf/*, 1)).

Cela étant, montrons tout de suite comment (A), (B), (C) et (D) impliquent
le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe [cf. I, 2) ;
g Valgèbre de Lie de G;
g* l'espace vectoriel dual de $;
î2 l'ensemble des orbites de g* sous l'action de G;/\
G le dual de G.

Alors :

(i) Toute représentation irréductible de G est équivalente à une représen-
tation obtenue à partir d'un élément f de g*.

(ii) Pour tout /*€$*, il existe des représentations irréductibles de G obtenues
à partir de f.

(iii) Toutes les représentations irréductibles de G obtenues à partir
d'éléments f d'une orbite fixée ooeû sont équivalentes.

(iv) Si deux représentations irréductibles de G obtenues à partir d'éléments f
et /*' de g* sont équivalentes^ alors f et f/ sont sur une même orbite.

(v) II existe une bijection canonique de ii sur G : elle fait correspondre
à toute orbite coçû la classe d'équivalence des représentations irréductibles
de G obtenues à partir des éléments de co.

En effet (D)4=>(i), (A)4=»(ii), (C)<=>(iv) et (v) résulte immédiatement
de (i), (ii), (iii) et (iv). Il suffit donc de vérifier que (B) implique (iii). Soient
en effet

co€^, /€co, f'ç^ l)€l(/) et l/elCf).

Il existe alors g€G tel que f'=f^\ Par suite, compte .tenu de (I, 8.2) :

^eS^^SCf) et p ( / , l ) ) - p ( A ^ ) = p ( A ^ ) .

Donc tf € I (/") et (B) implique alors

p^b^pCA^-pCfin.
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3. Nous sommes donc ramenés à vérifier (A), (B), (C) et (D).
Il résulte de [13] que toute représentation irréductible p de G est équi-

valente à une représentation induite par une représentation p' de
dimension i d'un sous-groupe fermé connexe (et donc simplement
connexe) G'. Soit fl' l'algèbre de Lie de G'. Alors p' s'identifie à un
caractère ^ de G', ^ à un élément fi de g' : si donc f €fl* prolonge f^, il est
clair que jg'eS(/1) et que p~p( / , fl'), ce qui montre que (D) est vraie.

Pour vérifier (A), (B) et (C), nous procéderons par récurrence sur la
dimension de G. Les assertions (Ac), (B(,) et (Ce) sont trivialement vérifiées
lorsque G est commutatif; il s'ensuit en particulier que (As), (Bs) et (€2)
sont vraies et qu'on peut se limiter à la considération des groupes G non
commutatifs. Nous supposerons désormais que l'entier n^2. est fixé et que :

— dim G = n ;
— G n'est pas commutatif.

Au paragraphe 4, nous montrons que {An) et (B,,) impliquent dans ces
conditions (A(,) et (Bc), et donc (A^+i) et (B^+i), ce qui établit (A) et (B).

Au paragraphe 4.i , nous précisons nos notations et établissons quelques
résultats liminaires.

Au paragraphe 4.2, nous traitons le cas où G est de genre A; au para-
graphe 4.3, celui où G est de genre B\ au paragraphe 4.4, celui où G est
de genre C.

Nous montrons au paragraphe 5 que (A), (B) et (C^) impliquent (Ce),
donc (Cn+i) et par suite (C).

4. VÉRIFICATION DES ASSERTIONS (A) ET (B).

4.1.1. Nous adopterons jusqu'à la fin du chapitre les notations suivantes :
— n et G étant choisis conformément au paragraphe 3, g désignera

l'algèbre de Lie de G et fl* l'espace vectoriel dual de g.
En outre, nous noterons :

c le centre de fi;
a un idéal de g choisi une fois pour toutes :

— qui appartient à D(fl) si G est de genre A,
— qui est minimal parmi les idéaux distincts de c et de { o } si G est

de genre C\
f un élément de g* ;
C le centre de G$
Z(f t ) le groupe exp 3(û).

4.1.2. Toute algèbre 1) €!(/*) contient c. Si en effet on avait I)ÎK,
alors c ^ - [ o } et /(/*, 1)) induirait une représentation réductible du sous-
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groupe exp(t)+^) (I, 1.3, c), et a fortiori une représentation réductible
de&(I, 1 .3 ,ae t fc ) .

4.1.3. Soit p un idéal non nul de g, cr la surjection canonique g -^ g/p,
P le sous-groupe exp p.

1. Supposons / ' |p== o. Alors / s'identifie à un élément f de (o-g)* et
il résulte de (A,) que ï(f) ̂  0. Soit i) € l(/1). Alors ^(J)) eS(/*) et la repré-
sentation ? (/, ()) de G/P s'identifie à la représentation ?(/*, ^(t))) de G,
ce qui montre que cr-1 (J)) e I(/1) et donc !(/') 3 cr-1 (l(/*)) ̂  0 : (A^c.) est donc
vérifiée.

Par ailleurs, l'hypothèse de récurrence (B,,) implique que toutes les
représentations p(/*, I)), avec ^eo-1!^), sont équivalentes.

2. Supposons en outre que p soit central (avec, toujours, f\y=o).
Il résulte alors du paragraphe 4.1.2 que les algèbres de I(/*) contiennent p,
et par suite !(/')= cr"'1 I(j), ce qui, compte tenu de ce que nous venons
de voir, implique (B^c).

4.1.4. Supposons qu'il existe une sous-algèbre 8/7^ g de g ayant la
propriété suivante :

Pour tout l)€l(/1), il existe ^ €!(/') tel que

P(/.b)-p(/.h') et i/c^.

Alors (By;c) est vérifiée. Soit en effet f^=f\^. Alors toutes les
algèbres ^çïÇf) contenues dans g/ appartiennent aussi à I(/'i) (I, 1.3, fc),
et (B,,) implique dans ces conditions que toutes les représentations corres-
pondantes p(/i, l)7) de exp g/ sont équivalentes; il en est donc de même
des représentations p(/*, t)7) de G; (B^c) résulte alors de la propriété de g/.

Une telle algèbre existe en particulier si toutes les sous-algèbres 1) €!(/')
sont contenues dans une même sous-algèbre g7 7^ g : il suffit de prendre g/== g'.

4.2. Supposons que G soit de genre A.
Alors rteD(g). Posons / \= j^ j (d ) et distinguons deux cas :

1. f\a==o. Il résulte alors du paragraphe 4.1.3 que I (/*)=== 0, ce qui
équivaut à (Ay^), et du lemme 4 du chapitre II que tous les éléments
de ï{f) contiennent a, ce qui implique (B^ç) d'après le paragraphe 4.1.3.

2. f\ ft^o. On sait alors (I, 4 . i ) que Z(ft) est le stabilisateur de %(/*, a)
et que 3(0)7^ g. Comme a est central dans 3(d), les éléments de ï{fi)
contiennent rt (4.1.2), donc (I, 1.3, e et 4 . i ) I(/"i) C I(/*), ce qui
implique (Ay,c,). Par ailleurs (II, lemme 4), les éléments de !(/') sont contenus
dans j ( f t ) , et par conséquent (4.1.4), (B^c,) est vérifiée. Il en résulte en
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outre que !(/')== I(/*i) et que les éléments de ï{f) contiennent a et sont
contenus dans 3 (rt) ; ce dernier point nous sera utile plus loin (§5).

Les assertions (Ac,) et (Bc) sont donc vérifiées si G est de genre A.

4.3. Supposons que G soit de genre B.
Alors dim c > i et, pour tout /*€=$*, en Ker/* est un idéal central -^ {0}

de fi; dans ces conditions (4.1.3), (A,,) et (B,<) impliquent (Ac) et (B(,).

4.4. Supposons que G soit de genre C.

4.4.1. Alors d i m c = i , Notons b un élément non nul de c. Compte
tenu du paragraphe 4.1.3, on peut se limiter au cas où f{b)^o, ce que
nous ferons. Comme les éléments de !(/*) contiennent c (4.1.2), nous pouvons
alors leur appliquer le lemme 9. L'éventualité (B) de ce lemme étant exclue
pour ces algèbres, il s'ensuit que, pour tout t)€ H/*)? on a

p(/, l))-^/, bn8(/. û0+a).

Or Ï)rtS(f, a) + aCS{f, a)^$, donc (4.1.4), (B^(,) est vérifiée. Pour
établir (A^o)? nous distinguerons trois cas :

4.4.2. il est un idéal de première espèce.
On peut alors trouver une base (a, b) de a et un élément non nul X de fl*

tels qu'on ait, pour tout xç.^ :

[x^ a] = À {x) b.

Comme f{b)-^o, on sait (I, 4 . 3 . i ) que Z(a) est le stabilisateur
de ///*, ft). Soit fi==f\3W' Comme a est central dans 3(tt), si l)el(/'i),
alors 1)3(1 (4.1.2) et par suite (I, 1.3, e),ï)eï(f) et !(/') 3 I(/*i), ce qui
implique (A/;o) puisque 3(0) = KerX ̂  g.

4.4.3. a est un idéal de deuxième espèce.
Il existe alors un élément non nul a de an Ker/1 et A, ^€ g* linéairement

indépendants (I, 4 .3-2) tels qu'on ait, pour tout ^€f l :

[x^ a]=^ (x) a-}-^ (œ) b.

Il est clair que dans ces conditions :

a=Ra®R^ , ^(/, a) = KerÀ ̂  g et R a € D ( K e r À )

et par suite, f tCô ($(/*, d)).
Par ailleurs [II, lemme 8 (ii)] le stabilisateur de ^(/>, a) est le sous-

groupe exp(KerX) == exp$(/, a). Si donc fi=f\ KerX et t)€l(/*i),
alors (II, lemme 4), t ) D a et, partant (I, 1.3, e), t )€ l ( f ) , soit I(/*i) C !(/'),
ce qui implique (A^c).
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4.4.4- ^ est un idéal de troisième espèce,
II existe alors (I, 4.3.3) :
i° une base (a, a7) de anKer/*;
2° un nombre réel non nul a;
3° ^, ^, P-€fl* linéairement indépendants tels qu'on ait, pour tout xç.^ :

[œ, a ] = z ^ ( ^ ) ( a — a L a ' ) ^ ( x ) b ,
[œ, a ' ] = ^ ( £ c ) ( a < % + a ' ) ^ ( œ ) b .

Il est clair dans ces conditions que

9(/, a) :=Ker}.nKer^8 et anKer/eD (^(/, a) )

et par suite, ace(fl(/, a)).
Si donc f,=f\s{f,û) et liel^i), alors (II, lemme 4), t ) D f t et par

suite t) € !(/*), donc !(/•) D I(/i) ̂  0, ce qui implique (A^,).

5. VÉRIFICATION DE L'ASSERTION (C).

5.1. Nous gardons les notations du paragraphe 3 : G désigne toujours
un groupe exponentiel résoluble simplement connexe de dimension n,
non commutatif. Il résulte du paragraphe 4 qu'il existe une application
canonique û -> G, et cette application est surjective d'après (D) (c/*. §3).
Nous noterons W^ cette surjection. Nous allons montrer qu'avec les notations
du paragraphe 1, (C.) implique que W^ est injectif, donc implique (Ce)
et par suite (C).

Le paragraphe 5.2 est consacré à quelques remarques; en application
immédiate, on traite le cas où G est de genre B. La vérification de (Ce)
dans les autres cas fait l'objet des paragraphes 5.3 et 5.4.

5.2.

5 .2 .1 . Partition de û associée à un idéal de fi.

Soient p un idéal de fl, P = expp, /•€ $*, t] e 1 (/'). Il résulte de la définition
des représentations induites (cf. [9], §3) que, lorsque l)Dp, ?(/; 1)) P est
trivial si et seulement si f\y==:o. Soit (fl*)p la partie de fl* formée des f
tels que f\y=o. Comme p est un idéal, (fl*)p et son complémentaire
dans g* sont stables par G, et p définit par conséquent une partition
(ûp, û;) de Q :

ûp est l'ensemble des orbites dont tous les éléments s'annulent identi-
quement sur p.

tîp est l'ensemble des orbites dont aucun élément ne s'annule identi-
quement sur p.

Nous poserons
^=WG i4 Wp==^|i4
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5.2.2. Gardant les notations précédentes, montrons que, si p nest pas
nul, alors (C,,) implique que ^Tp est injectif. Pour u€fl , g€G, /*e(fl*)p,
désignons par u, g, f respectivement, l'image canonique de u (resp. g, /')
dans fl/p [resp. G/P, (fl/p)*].

Dans ces conditions, pour x, u€fl ,ona[^, u] = [x, u], soitad^.u= adï.u;
par récurrence sur A-, on en déduit que (ad^) / lu= (ad^'u pour tout /c€N
et par suite exp^.u= expï.u. On a donc, pour g€G, ^€g : 1^=1?, ce qui
implique, pour ^€(fl*)p :

7^) ̂ .m^) =/(^) =7(^)=7(^)=7^)
et par conséquent :

r=r8'
Soient alors /, /^(fl*)? tels que les représentations irréductibles de G

obtenues à partir de f soient équivalentes aux représentations irréductibles
de G obtenues à partir de /v. Il existe (4.1.3) des algèbres t) € 1 (/*) et l/ € 1 (/v)
telles que t )Dp et 1/3 P. Soit t) (resp. t)7) l'image canonique de t) (resp. t/)
dans fi/P. La représentation ?(/*, t)) [resp. p^, t)')] de G s'identifie alors
à la représentation p(/1, ()) [resp. p(f, l)7)] de G/P : donc ?(/; 1)) et p(f, t)')
sont équivalentes et irréductibles. Par suite, comme P 7^ o, il existe
d'après (C,<) un élément g de G tel que

î=f=T^
L'application canonique (f l*)p— (fi/P)* étant bijective, il s'ensuit

que /v= /^, ce qui établit notre assertion.

5.2.3. Supposons que p ait la propriété suivante :
(P) p 7^ { o j et pour tout /^fl* il existe ()€!(/') tel que ()Dp.
Il résulte alors du paragraphe 5.2.1 que ^Py (ûp) 0^ (ûp) == 0, et par

suite, compte tenu du paragraphe précédent, pour que ï^; soit tnjectif,
il faut et il suffit que Wy le soit.

5.2.4. Jusqu'à la fin de ce chapitre, nous noterons :
— t le centre de g ;
— pour /*€t)* fixé, p/ la classe d'équivalence des représentations irréduc-

tibles de G obtenues à partir de /*.

5.2.5. Montrons comment (C,,) et nos remarques précédentes
impliquent (Ce.) lorsque G est de genre B. Supposons en effet dimc > i.
Soient :

/,/'€9' tels que p./=p/.;
l)€l(/) et l)'€l(/').

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 11
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Alors l)3e et t)'3c (4. i .2). Le caractère central de ?(/; 1)) [resp. p(/1', I)')],
prend la valeur i sur exp(cnKer/') [resp. exp(enKerf)] {cf. 5.2.1),
donc (5.2. i), en KerjT = en Ker/'et (Co) résulte alors du paragraphe 5.2.2.

5.3. Les couples (3.

5.3.1. Notons, pour tout idéal commutatif p de g et pour tout f^S* :
H (/', p) le stabilisateur du caractère /(/*, p) de expp;
()(/; p) l'algèbre de Lie de H(/; p).

Cela étant, nous dirons qu'un couple (m, n) d'idéaux de fi est un couple C
si :

(Ei) non 7^ | o } et m est commutatif et n vérifie la propriété (P) du
paragraphe 5.2.3;

(Ea) expm est régulièrement plongé dans G;
et si, pour tout /*efl* tel que f\ n ̂  o :

(Ea) H(/*, m) est connexe et dim H(/*, m) < dimG;
(Ë4) il existe t)^I(/*) te! q^ h^^ et 1)C !)(/', m);
(Eo) l'orbite de f contient tous les éléments de g* qui coïncident avec f

surl)(/;m).

5.3.2. Montrons que V existence (Kun couple C implique (Ce).

Soit en effet (m, n) un tel couple. Comme n vérifie (P), il suffit (5.2.3)
de montrer que Wn est injectif, i. e. que si /*, /''Gg* sont tels que
(i) /l^o et /' n^o et 9f=Pf^

alors il existe g € G tel que f'= f^.
Soient donc /*, f vérifiant (i). D'après {E,) il existe heï{f) et ^el^7)

tels que t)Dm, l/Dm, tiCt)^, tn) et l^Ct^f, tn). Posons

/o=/lb(/. ̂  /o^/'lb^ m), po==p(/o, b). po=p(/o, h').

Comme, d'après (Es), H(/, m) et H^7, tn) sont connexes (et donc
simplement connexes), ces derniers symboles ont un sens : po(resp. po)
est une représentation de H(/", tn) fresp. H^', m)] telle que

Ind(po , G ) € p y [resp. Ind(po , G)€p/4

Donc po et po sont irréductibles (I, 1.3, &), et, comme t)Dtn (resp. ^Dm)
et que H(/*, m) [resp. H^, m)] est le stabilisateur de %(/, m) [resp. ^(y*', tn)],
po | expm(resp. p^ | exptn) est un multiple de ^(/*, tn) [resp, ̂ (f\ tn)].
Par ailleurs, comme Ind(po, G) ~ Ind(po, G), les mesures de Stone
de Ind(po, G) expm et Ind(po, G) expm sont équivalentes. Or, Ind(po,G)
[resp. Ind(po, G)] étant irréductible, la mesure de Stone de Ind(po, G) | expm
[resp. Ind (po , G) [ expm] est concentrée sur une orbite <î (resp. (S') du dual
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de expîît : donc S) = S»7. Comme %(/*,m)e(S et /^(/v, tîi) G^y il existe
donc gi eG tel que ^(/'/, in) = ^(/, m)^. On peut donc, remplaçant /*par /'°\
se ramener au cas où

X(/^ »n) ^ZCA ̂  H(/7, m) = H (/, m), 1)(/^ m) =!)(/, m).

Mais dans ces conditions p o ~ p o (I, 1.3, e). On peut alors compte tenu
de (Ea) appliquer l'hypothèse de récurrence (C/,) : il existe go € H(/*, m)
tel que ^ = fï= f°°\ t)(/*, w), et (Es) implique alors que /v et /'oïo sont sur
une même orbite; il en est donc de même pour f et fr.

5.4. Il nous suffit donc, pour terminer la démonstration, d'établir
l'existence d'un couple (3 lorsque G est de genre A ou C.

Si G est de genre A, notons a un élément de D(j). Alors (a, a) est un
couple G : les propriétés (Es) et (Ea) résultent de (I, 4. i) ; les propriétés (Ei)
et (E/,) du paragraphe 4.2 et de (I, 4. i ) ; la propriété (Es) de [II, lemme 8 (i)].

Si G est de genre C, notons ft un idéal minimal parmi les idéaux de fi
distincts de { o } et de c; alors (a, c) est un couple (3 : les propriétés (Ei),
(Es), (Ë3) résultent du paragraphe 4.1.2 et de (I, 4.3); la propriété (E/^)
résulte de (II, lemme 9); la propriété (Es), de [II, lemme 8 (ii)].

CHAPITRE IV.

1. Notant toujours G un groupe exponentiel résoluble simplement
connexe et g son algèbre de Lie, nous nous proposons dans ce chapitre
d'étudier les ensembles ï(f), pétant un élément donné de g*.

Convenons de dire qu'une sous-algèbre 1) de g possède la propriété M(f)
si t) est de dimension maximale parmi les sous-algèbres subordonnées à /*.

Nous montrons au paragraphe 2 que les éléments de ï(f) possèdent une
propriété Mi(/*) plus forte que M(f) ; au paragraphe 3 que M(/*) carac-
térise ï(f) lorsque G appartient à une certaine classe de groupes exponentiels
résolubles simplement connexes, classe plus large que celle des groupes
réels niipotents simplement connexes, mais bien différente de celle des
groupes complètement résolubles simplement connexes. Nous donnons
au paragraphe 4 quelques exemples qui montrent qu'en général Mi^) est
strictement plus forte que M(/*) et ne caractérise pourtant pas I(f).

Signalons enfin qu'il existe, dans le cas général des groupes exponentiels
résolubles simplement connexes, une caractérisation des ensembles !(/')
en terme d'algèbre de Lie, caractérisation à vrai dire de peu d'intérêt en
raison de sa complexité : aussi bien ne la donnerons-nous pas.

il.
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2. PROPRIÉTÉS DES ENSEMBLES I(/*).

2.i. Notations et terminologie. — Nous conservons celles du chapitre I.
Les objets G, g, g* sont supposés fixés, f désigne un élément quelconque
de g*. Si k est une sous-algèbre de g, ft un idéal de h, nous noterons :
cr(k, a) la surjection canonique k -> h/a;
^"^(k, a) la correspondance réciproque de cr(k, d).

Si t), k sont deux sous-algèbres de g, nous dirons que t) est (/, k)-5a(urée si :
i° 1)€S(/') e t l ) C k ;
2° pour tout idéal a de k tel que f a = o, on a

l ]3^(k,a).(.(k/a)).

Cela étant, nous noterons :
Eo(jf) l'ensemble des sous-algèbres t) de g qui sont (/*, fl)-saturées;
E(/1) l'ensemble des sous-algèbres t) de 0 qui sont (/*, k)-saturées pour toute
sous-algèbre kDl) .

Si %' est une algèbre exponentielle quelconque, f/ un élément de (fl7)*,
on définit de même les ensembles E^7), Eo^). En particulier, si ki est une
sous-algèbre de g, p un idéal de g tel que f p = o, f l'image canonique
de f dans (fl/P)*, alors :
E(/ ' [ki) est l'ensemble des sous-algèbres l)i de ki subordonnées à f\hi
qui sont (/* ki , k'J-saturées pour toute sous-algèbre k'i Dt)i de k i ;
E(^) est l'ensemble des sous-algèbres t) de (fl/P) subordonnées à /* qui sont
(^, k)-saturées pour toute sous-algèbre kDt ) de (fl/P).

Il est clair dans ces conditions que tout élément de E(/*) contenu dans ki
appartient à E(/'[ ki), et par suite :

E(/)nS(/|k,)cE(/|k,).

Par ailleurs, nous noterons S(/*, ô(f l ) ) , ou plus simplement S(/*, ô),
l'ensemble des algèbres de S(f) qui contiennent ô(fl) . Nous définirons
de manière analogue les ensembles S{f\ ^( jg 7 ) ) , lorsque f est une forme
linéaire sur une algèbre exponentielle quelconque g7.

Cela étant, nous nous proposons de montrer qu'on a pour tout j fGf l* :

- I ( / )C^(E(/))c^1l(S(/))

et que, si -M(S(/1)) = JTl(E(/')), alors I(/1) = 311 (S (/•)). Ce sera l'objet
du paragraphe 2.3. Pour ce faire, nous aurons besoin de quelques résultats
préliminaires rassemblés au paragraphe 2.2.

2.2. Quelques lemmes.
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LEMME 2.2.1. — Soient :
V un espace sectoriel de dimension finie;
E, E/ deux familles de sous-espaces de V.

Si E' C E et si 3R (E) H E^ 0, alors 3YL (E7) = 3R (E) H E'.

Démonstration. — II résulte des hypothèses que E, E7 et donc JH^E')
ne sont pas vides. Soient donc 'We^^E^E' et WeJT^E'). Alors
dimW^dimW^dimW. Donc We^E7) et We.m(E)nE', ce qui
revient à dire que JTl(E) H E7 C ̂ (E') C^(E) H E'.

LEMME 2.2.2. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe de dimension ̂  2;
fi l9 algèbre de Lie de G;
/* ime forme linéaire sur g.

Afor5 Z'unê au moins des deux éventualités (A), (B) suivantes est toujours
réalisée :

(A) II existe un idéal p 7^ |o } de Q tel que

y |y==o et^ si \\ ç. !(/)? alors 1)3 p.

(B) II existe une sous-algèbre $(/') de g, distincte de Q, ayant les propriétés
suivantes :

(B') si 1) € I(/*), i7 existe ̂  €!(/*) ^Me çue

diml)=dim!)' ^ l ) / C$l( / ) ;

(B77) 51 1)€S(/1), i7 ̂ i^ tl'eSy) ^Zfc que
dimij^diml) ' ^ b 'C8(/ ) -

Démonstration. — Nous distinguerons trois cas.

1. Le groupe G est de genre A. Soit alors n€D(jg) .
L'éventualité (A) est réalisée pour p = a si f\ a = o [II, lemme 4 (i)].
Supposons donc f\a^o. Les algèbres de I(/*) sont alors contenues

dans 3(0) [II, lemme 4 (ii)]; soit par ailleurs t) une algèbre subordonnée
à /*non contenu dans j (d ) ; dans ces conditions, t )na = { o } (II, lemme 2)
et par suite, I) n 3 (a) + a = t) n 3 (a) Q) a, et l'on a

dim (l)n? (a) 4- a) == (diml) — i) + dim a^diml).

En outre
[ijn^) + ̂  b^K^) + ̂ ^[^ l ] ]^?( ( l)c^)n?((ï)nKer/

et par conséquent, l )n3(n) + tt est une sous-algèbre de g subordonnée à /*,
évidemment contenue dans 3(11) : l'éventualité (B) est réalisée,
avec s(f) = 3W'
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2. Le groupe G est commutatif ou de genre B.

Alors l'éventualité (A) est réalisée pour p = c(g) H Ker/1 (II, 4.1.2).

3. Le groupe G est de genre C.

L'éventualité (A) est réalisée pour p == c(g) si /'[ c(fl) = o (II, 4.1.2).
Supposons donc f\ c(g) 7^ o. Notant a un idéal de g minimal parmi les
idéaux distincts de { o } et de c(g), nous allons montrer que l'éventualité (B)
est réalisée si l'on prend g (/*) == $(/*, ft). Notons l] un élément de S(/*) et
posons t)7 = t)ng(/ , a) + ll- II résulte dans ces conditions du lemme 9
du chapitre II, d'une part que jj(/, a) possède la propriété (B7), d'autre
part que t/çS^). Comme par ailleurs t/Cfly, n), il nous suffit donc de
montrer que dimt) ̂  dimt/. Nous pourrons évidemment nous limiter
au cas l)<tfl(/1, tt).

Nous distinguerons deux cas.
a. dima= 2 (rt est donc dans ces conditions un idéal de première ou de

deuxième espèce.)
Il existe alors (I, 4.3) un élément non nul b de c(g), un élément non nul a

de dû Ker/, et deux éléments À, ^ de g*, X étant non nul, tels qu'on ait
pour tout xGQ :

[^, a]=^ {x) a +À(.z1) b.

Par suite, fl^, a) == KerX. Si donc ^( t f lÇA a)? alors a^*) : sinon
il existerait un élément x^\\ tel que \(x) = i, et par suite on aurait

o==/ ( [^a] )= / (^ )a+^)==/ (^ ) ,

ce qui est exclu par hypothèse. Par conséquent :
dimt/=: d im(l )nKer^ + a) == (diml) — i) 4- i == diml).

6. d imf t==3 (a est donc dans ces conditions un idéal de troisième
espèce.)

Il existe alors (I, 4.3.3) un nombre réel a ̂ z o, un élément non nul b
de c(jg) une base (a, à/) de anKer/ 'et trois éléments ^, X, [L de g* linéaire-
ment indépendants tels qu'on ait, pour tout XÇQ:

(i)
( [œ, a ] = = ^ ( ^ ) ( a — aa') + ^ (^) ^,
{ [.z?, ^j^:^^) (aa+ a') + ̂ {œ)b.

Il est clair que jg(/, ft) = KerXnKer^. Si donc t) <(: fl (f, a), alors t) H g (/*, a)
est de codimension i ou 2 dans 1).

Si dim(t)/(t)nfl(/, it))) = i , alors 1) H (an Ker/') ̂  an Ker/' : sinon les
formules ( i) impliqueraient X t) = .̂ 1) = o, et donc l)Cfl(/, a). Par suite
l)7^ t)ng(/, ft) et par conséquent :

dim^'^dim ( ( )nâ( / î a ) ) +i==:diml).
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Si dim(t)/(t)nfl(/', a))) = 2, alors les éléments A t) et [L | t) de t)* sont
linéairement indépendants. Si donc il existait des nombres réels P, ^ tels
que PO + ^ a' ç.\\ — [ o }, on aurait, pour tout ^€t) :

o==/([^ pa+P^])^:^^) 4-P^(^)) / (&)=8À(^)+(3^(^)

soit P ( A [ ()) + ^(p, [ 1)) = o, ce qui est absurde.
Donc t) H Ker/*n a == o et par suite :

dimi/^dim^n^/, a ) ) 4- 2== ( dirai 1] — 2) + 2==d]'ml),

ce qui achève la démonstration.

LEMME 2.2.3. — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe^'
fl son algèbre de Lie;
f une forme linéaire sur g. ?

Alors ï{f)C3}t (S (/•)).

Démonstration. — Procédons par récurrence sur la dimension de G.
Le lemme est trivialement vérifié si G est commutatif [car alors
!(/') = JH(S(/1)) == { g }], et donc en particulier si dimG = i. Supposons-le
vérifié pour les groupes exponentiels résolubles simplement connexes
de dimension < n. Soit donc G de dimension n. L'une des deux éven-
tualités (A), (B) du lemme précédent est réalisée pour /*.

Supposons £abord que ce soit Véventualité (A).

Soit alors l) € !(/'). Par hypothèse, il existe un idéal p de g tel que f\ y = o
et 1) Dp. Soit I)(resp. 7) l'image canonique de t)(resp. f) dans fl/p [resp. (fl/P)*].
Dans ces conditions t]|€l(/1) et, par l'hypothèse de récurrence, J) est de
dimension maximum dans S(/*). Soit par ailleurs ^ç^TL{S(f)) ; alors

[ l f+y, l^+p]c[l / , ^ / ] - ^ - y c ( l ) / + v ) n K e r /

et donc t)7 + P € S (/*) ; la maximalité de 1)' implique par conséquent que t)' 3 p.
Or t)7peS(/') et donc dim(t)7p) ̂ dimÇ= dim(l)/p). Par suite,
dimi/^dimt), ce qui implique que 1) €3Tl (S (/*)).

Supposons maintenant que l'éventualité (B) du lemme précédent soit réalisée
pourf.

Soient alors 1) un élément de 1 (/*), et $(/*) une sous-algèbre de fi vérifiant
les propriétés (B^) et (B77) de ce lemme. Il existe donc 1/el (/*) tel que

l/C^/) et dim^dim^

et par conséquent t^e ï(f\ Q (/*)). Par l'hypothèse de récurrence, 1)' est donc
de dimension maximum parmi les algèbres de S {f\ g (/*)). Soit alors l)^ une
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sous-algèbre de g appartenant à 3TI (S (/*)). D'après la propriété (B^), on peut
trouver une sous-algèbre \\'" appartenant à S(/*) telle que

dimif^dimif et ^Cî(f}

et donc ̂  çS{f\ fl(/')). Il s'ensuit que
dim^dimi/^dimif^dimif^diml), '

et, partant, diml) = dimt)^, 1)€^(S(/')), ce qui termine la démonstration.
2.3.

PROPOSITION 2 . 3 . 1 . — Soient :
G un groupe exponentiel résoluble simplement connexe^'
S Valgèbre de Lie de G;
E(/*), Eo(/'), S(/, $) les familles de sous-algèbres de fi définies au para'

graphe 2. i $
JTi^E^)), c?1l(Eo(/1)), 3R(S(f, $)) l'ensemble des éléments de E(/1), Eo(/1),

S(/', ô) Je dimension maximale.
Alors :
(i) l(/-)c^(E(/-))c^(Eo(/-))c.ni(Sy,e))c.)Ti(S(/-)).
(ii) Les algèbres de !(/') son^ Je même dimension, et cette dimension ne

dépend que de l'orbite de f sous l'action de G.

Démonstration. — On sait déjà, par le lemme précédent, que

(1) I(/)c^z(S(/)),

ce qui établit la première assertion de (ii). Pour toute forme linéaire f
sur g, notons dÇf^) la dimension commune des algèbres de I(^). Si g G G
et si ()€!(/'), alors (I, 3.2), ^)8~lçï{f^, et par suite

d(fs) :=dim(lp"~1) ==diml)==^(/) ,

ce qui termine la démonstration de (ii).
Montrons (i) : Remarquons d'abord que

(2) E( / )cEo(/ )cS( / ,e)cS( / ) .

La première et la dernière inclusions (2) résultent trivialement des défini-
tions de E(/*), Eo(/*), S(/, ô) (2. i) ; la deuxième de ce que, si \\ est un élément
de Eo(/*), alors avec les notations du paragraphe 2. i :

^ ^ ( ^ { o } ) (^/(o}))=^(<0=..

Montrons maintenant que

(3) I(/)CE(/).
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Soient en effet :
1) un élément de !(/*);
k une sous-algèbre de g contenant t) ;
a un idéal de k tel que f \ il == o.

Alors p^ l^ IndCp^ lM^G) (1,1.3, a), donc ( I , 1 . 3 , & ) ^Uf\k)
et par suite (lemme 2.2.3) l)e^1t(S(/*| k)). La maximalité de t) dans S(/*[k)
implique dans ces conditions que 1) D a. Soit alors l)(resp. /*) l'image cano-
nique de l)(resp. /* |k ) , dans k/ft[resp. (k/a)*]. La représentation p ( /* |k , I))
du groupe expk s'identifie à la représentation p(/*, t)) du groupe exp(k/rt),
et par conséquent t)€l(/1), ce qui entraîne (II, lemme 4) que l)Dô(k/f t ) et,
partant,

l)=^(k, a)(i))3Œ-i(k, a) (^(k /a)) .

Donc^eEy), et ï{f)cE{f).
Rapprochant (2) et (3), on obtient

. I ( / )cE(/)cEo(/)cS(/^)cS(/)

et par suite, compte tenu de (i) :

j lz(S(/))nS(/^)c^z(S(/))nEo(/)c^(S(/))nE(/)cI(/)^0.

Le lemme 2.2.1 implique alors

;)lz(S(/))nE(/)=^i(E(/)), ^z(S(/))nEo(/)=^z(Eo(/)),
^(S(/))nS(/^)==;m-(S(/^))

et donc, finalement

I( /)Ccm(E(/))C01Z(Eo(/))C01Z(S(/^))C<)1Z(S(/)) .

Les inclusions de la proposition précédente ne peuvent pas, en général,
être remplacées par des égalités (c/*. § 4, infrd). On a cependant la
proposition suivante :

PROPOSITION 2.3.2. — Les notations étant celles de la proposition précé-
dente, si JIZ (S (/•))= JTl(E (/•)), alors 3R{S{f)) = I(/1).

Démonstration. — Supposons que 311 (S (/*))== J11(E (/*)).

1. Nous allons d'abord montrer que dans ces conditions, si :
k est une sous-algèbre de fl telle que S(/*| k)n^(S(jf)) 7^ 0;
p un idéal de g tel que /'| p = o;
7 l'image canonique de /"dans (fl/P)*;
alors

W(S( / |k ) )= . )1Z(E( / ]k ) ) et .)1l(s(7))=On(E(7)),
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Notons d'abord qu'il suffit pour cela de vérifier que

^ ( S ( / | k ) ) c E ( / ] k ) et ^(S(7))cE(/).

Comme en effet E{f\ k) C S(f\ k) et que E(/')cS(/'), il s'ensuivra,
compte tenu du lemme 2 . 2 . 1 :

et de même
.)1l(E(/|k))=^(S(/|k))nE(/|k)=J1l(S(/|k)

.)11(E(7))=^(S(7)).

a. 3îl(S(/1! h)) C E(/*| k) : Comme S{f\ k) C S(/1) et que S{f\ h) H 3YL (S(/1)) ̂  0
par hypothèse, il résulte du lemme 2.2.1 et de la remarque du para-
graphe 2. i que

^(S(/|k))=^(S(/))nS(/|k)=.)lz(E(/))nS(/|k)cE(/)nS(/|k)cE(/|k).

6. 3rcÇs(f)cEÇf) : Soient i)€cm(s(/1)), k une sous-algèbre de (fl/p)
contenant 1), q un idéal de k tel que f \ ij = o. Il s'agit de montrer que

l )DGr- i (k ,q) .6(k7i ï ) .

Posons pour ce faire :
k=c^ - l(13^ P ) - ^ !)=cr-1 (9, p). i j ' , (^o-1^, p ) . 4 .

Dans ces conditions :

1° k est une sous-algèbre de g;
2° t)(resp. q) est une sous-algèbre (resp. un idéal) de k;

3°^=o ;_
4° l'algèbre k/ij s'identifie canoniquement à l'algèbre k/q et cr(k, il)

s'identifie au produit o"(k, q) . ( (7( jg , p) k).

Cela étant, montrons que t) ç3Yi (S (/*)). Il est clair d'une part que l)eS(/*).
Si par ailleurs t/ est un élément de 3Ti (S (/*)), alors la maximalité de l/
implique .^Dp; comme en outre, 0(3, l^t/eSf^), il s'ensuit que

diml] == diml] + dimp ^dimo-(3, y ) l]^ dimy == dim^.

Donc t)ec)1l(S(/1)) = 311 (E (/•)), et par conséquent :

l^Œ-^k^iO-^A),

ce qui implique :

i ) 3 c r ( ^ y ) . c r - ^ ( k , q) ., (k/iy) == Œ-i(k, q) . .(k/^).

2. Ce point étant acquis, nous établirons la proposition par récurrence
sur la dimension de G. Elle est trivialement vérifiée si G est commutatif
[puisque alors !(/') === Jll(S(/1)) = { g } ] , et donc en particulier si G est de
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dimension i. Supposons-la donc démontrée pour les groupes de dimen-
sion < n, n étant un entier ̂  2, et supposons que G soit de dimension n.
Compte tenu du lemme 2.2.3, il suffit de vérifier que si
ï)ey(t{S{f))=3ri{E{f)), alors p(/1, t)) est irréductible. Distinguons deux
cas :

a. Il existe un idéal non nul p de g tel que f \ p == o.

Posons 1) = cr(g, p)l) et notons f l'image canonique de f dans (g/?)*.
Dans ces conditions, 1)€S(/1). Par ailleurs la maximalité de 1) dans S{f)
implique t) Dp et par suite diml) = diml) + dimp. Si donc i/ est un élément
de -M(S(/1)), alors a-^, ?) .l/eS^) et

dimij^diïi^o-1^ y) .J)') = dirni^ dimp ^diml) + d imy = dim!).

Par conséquent,
dimi):=diml^ i)e^z(S(/)).

Il résulte d'autre part de l'hypothèse de récurrence et de la première
partie de la démonstration que ^Z(S(/1)) = l(/1). Donc t) €!(/') et la repré-
sentation ?(/*, 1)) de G, qui s'identifie à la représentation ?(/; 1)) de G/expp,
est irréductible.

&. La forme linéaire f ne s'annule identiquement sur aucun idéal 7^ { o}
de fl. Ce cas ne peut se produire que si G est de genre A ou C.

Supposons que G soit de genre A. Soit alors a un idéal de D(fl). Comme
E^CSy, $(g)) [cf. par exemple la démonstration de la proposition 2.3.1,
formule (2)], 1) contient f t ; il s'ensuit puisque / ' [ a ^ o , que t )Cj(a)
(II, lemme 2). Donc ^Z(S(/1)) H S(f\ j (a) ) ̂  0, ce qui signifie que j (a)
possède la propriété de l'algèbre k de la première partie de la démonstration;
l'hypothèse de récurrence implique dans ces conditions que

^ ( S ( / ! ? ( û ) ) ) = I ( / | ? ( a ) ) .

Par ailleurs S{f\ j(a)) C S(f) et donc (lemme 2.2.1),

^(S(/ l?(^)) )=^(S(/ ) )nS(/ | î (a)) ;

par conséquent ^çl{f\ j (a)) , ce qui entraîne (I, 1.3, e et 4 . i ) que p(/*, I))
est irréductible.

Supposons que G soit de genre C. Notons alors c le centre de g; a un idéal
minimal parmi les idéaux distincts de { o } et de r. Par hypothèse f c ̂  o.
Appliquons alors le lemme 9 du chapitre II. Il suit de la définition de E(f)
que l'éventualité (B) de ce lemme ne peut être réalisée pour I), et donc

diml)=dim(l)n9( / , a) + a) et p(/, 1]) ~ p(/, 1) n ?(/, a ) + a ) .
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 1. 12
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Il en résulte en particulier que ^(SÇ/*)) H S(/*[ g(/*, il)) 7^ 0 ; l'hypothèse
de récurrence et la première partie de la démonstration impliquent alors que

I ( / |9( /^))=^MS(/ l î ( /^)) ) .
Or (lemme 2.2.1),

^(S(/l8(/, ^)))=^(S(/))nS(/ ]0( / , (t.)),

et par conséquent, 1) ng(/1, ci) + ne I^l g(/*, n)). Dans ces conditions,
p(A b^f l (^? a) + rt) est irréductible [I, 1.3, e et 4.3; II, lemme 8 (ii)].
Il en est donc de même pour p(/*, t)), ce qui termine la démonstration.

3. GROUPES DE LIE QUASI NILPOTENTS.

3.i. Définition, — Nous dirons qu'une algèbre de Lie g7 est quasi niipotente
si elle est exponentielle résoluble et si, pour tout xç^y les valeurs propres
réelles de adrr sont toutes nulles. Nous appellerons quasi niipotents les
groupes exponentiels dont l'algèbre de Lie est quasi niipotente.

Dire qu'un groupe de Lie réel connexe est mlpotent revient donc à dire
qu'il est à la fois complètement résoluble et quasi niipotent.

Il résulte du paragraphe 3.3. i du chapitre 1 que, si g7 est une algèbre de
Lie résoluble, et si ^Gfl7 , les valeurs propres de ad x sont les valeurs en x des
racines de g7. On peut donc encore définir les algèbres quasi niipotentes
comme les algèbres exponentielles résolubles dont toutes les racines réelles
sont nulles.

3.2. Propriétés de stabilité.

LEMME 3.2 :
' (i) Toute sous-algèbre^ toute algèbre quotient dune algèbre de Lie quasi
niipotente est quasi niipotente.

(ii) Tout sous-groupe fermé connexe^ tout groupe quotient par un sous-groupe
distingué fermé connexe^ d^un groupe quasi mlpotent simplement connexe^
est un groupe quasi niipotent simplement connexe.

Démonstration. — Soient :
g une algèbre de Lie quasi niipotente;
1) une sous-algèbre de g;
il un idéal de g;
x un élément de g:

Comme il est stable par Qidx==8id^x, l'opérateur ad^ sur g définit
par passage au quotient un opérateur ad^/a^ sur g/il dont les valeurs propres
sont des valeurs propres de ad^rr. Or adg/n^ est égal. à ado'(fl, a)x :
l'algèbre de Lie g/il est donc quasi niipotente.

Si r^el), alors les valeurs propres de adtjo; = adrc t) sont des valeurs
propres de adg^, ce qui montre que 1) est quasi niipotente et établit (i).
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L'assertion (ii) résulte aussitôt de (i) et des propriétés générales des
groupes exponentiels résolubles simplement connexes (I, 3.i).

PROPOSITION 3.3. — Soient G un groupe exponentiel résoluble simplement
connexe et g son algèbre de Lie,

Si G est quasi niipotent, alors, pour toute forme linéaire f sur g, on a

• î(f)=^(S(f)).

En d'autres termes, pour quune représentation ?(/, 1)) de G soit irréductible,
il faut et il suffit que t) soit une sous-algèbre de g subordonnée à f de dimension
maximum.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 2.3.2, il suffit de vérifier
que 3Tl(S(/1)) == 311 (E(/*)) pour toute forme linéaire f sur fi; or (lemme 2.2.1)
cette inégalité est impliquée par l'inclusion jn(S(/')) C E(/'), qu'il suffit
donc d'établir. Il s'agit donc de montrer que si :

— t) est un élément de cTTI (S (/'))$
— h une sous-algèbre de fl contenant 1) ;
— y un idéal de k tel que f\y == o;

alors llDcr-^k, p) .s(k/p) .

La maximalité de 1) dans S{f) implique 1)3 p. Posons

o - = = o - ( k , p ) , i )==<7^ k = = ( 7 k = k / p , ï=e(ï)

et notons f l'image canonique de f\ k dans k*. Il suffit dès lors de vérifier
que I) 3$.

Pour ce faire, remarquons d'abord que i) e3Tl(S(/')) : sinon il existerait
t)7 € S (/•) telle que

diml/—diml] == dima^1^')—diml)>>o,

et l'on aurait cr'^I)7) eS^j h) C S(/*), ce qui est absurde.
Il s'ensuit d'abord que t), maximal dans S[f), contient le centre de k.

Montrons donc que t) contient les éléments de D(k), ce qui terminera
la démonstration.

C'est clair si D(k) = 0. Sinon soit açD(k) . Alors (lemme 3.2) dimi= 2.
Distinguons deux cas :

Si t )C j ( i ï ) , alors ï)-}-aGSÇf), la maximalité de t) implique donc I) D il.
Sii)Ctj(i) , alors (II, lemme 2), t ) D a o u t ) n r t = { o } . Mais cette dernière

éventualité est exclue : sinon l ) H j ( t ï ) + (ï serait une algèbre subordonnée
à f de dimension supérieure à celle de I], car on aurait

d i m ( ^ n ? (i) 4- i) == dim(i)n? ( a ) ff) a) == (diml) — i) 4- 2 = diml^4- i.
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4. QUELQUES CONTRE-EXEMPLES.

4.1. Les notations étant celles du paragraphe 2, nous avons établi
(prop. 2.3.1) les inclusions

l ( / )c^(E(/))c .m(Eo(/))c^(S(/^))c .m(S(/)) .

Nous allons donner quelques contre-exemples montrant que, dans le cas
général, elles ne peuvent pas être remplacées par des égalités. Dans ce qui
suit, pour toute algèbre de Lie 8, nous noterons û3(fl) ou plus simple-
ment CD l'algèbre dérivée de g.

4.2. Exemple d'algèbre t) €«5U(S(/1)) qui n appartient pas à JH(S(/*, $)).

Soient :

g l'algèbre de Lie réelle de base {x, y) définie par le crochet [x, y] = y ;
/* une forme linéaire sur fi telle que f{y) ^zz o$
t) = B.X.

Alors
.(8)=Ry, 1]€S(/) et 9^(S(/)).

Donc
l)€^(S(/))-Oîl(S(/^)).

4.3. Exemple d'algèbre t)€^(S(/, 6)) qui n'appartient pas à c7Tl(Eo(/*)).

Soient :
g l'algèbre de Lie réelle de base {x, u, a) définie par les crochets non nuls

[x^ u] == u 4- a-, [ x ^ a ] = a ^

jfune forme linéaire sur g telle que f(a) == o et f(u) 7^ o;
t)=Ro;^Ra, k=Ra .

Il est clair que k est un idéal non central de g, et que d3=Ru(:E)Ra.
Par conséquent (fl, (S, k) est une suite de Jordan-Hôlder du g-module g,
donc g est complètement résoluble et par suite exponentielle. Par ailleurs
/•(d3)^o et / • (û? ( t ) ) )= / ' (k )={o} , ce qui montre que l) €cm(S(/')).

Vérifions que k == 0(fl).

Il est clair que c(fl) = o et que k € D ( f l ) . Par suite :

k c ^ ( 9 ) =0o(8 ) C^==R^®Ra.

Si donc on avait k^^g) = do(fl), comme les idéaux de D(g) sont deux
à deux disjoints, il existerait a! ç.(^ — k tel que [g, Rû/] = Ro/. Par suite,
CD étant commutatif, il existerait deux nombres réels non nuls ?, y tels que

a'==^u-}-^a et [x^a'}=:^a'
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et par suite :
(^4- a) +P^=Y(? /+pa ) , ^==ï, i+P==3y,

ce qui est impossible.
Donc k=$( jd) , et par conséquent (lemme 2.2.1) :

be^(S(/))nS(/^(9)) =;)îi(S(/^(9))),

Montrons que l)^Eo(/*).
Si t) appartenait à Eo(/*), alors, comme f\ k == o, on aurait

^Œ-^^k).^^).

Or il est clair que $($/k) = (7(jg, k) .Ru, et donc
(T-1^, k ) . 8 ( 0 / k ) = = R ^ © R ^ = o ) ( 9 ) .

Mais t)])û)(jg).
Il s'ensuit a fortiori que l)^=Jll(Eo (/')), et donc que

l)e;m(S(/^))-.m(Eo(/)).
4.4. Exemple d^algèbres appartenant à Vun des ensembles

^(Eo(/))- .m(E(/)) , ^Z(E(/)) -!(/).

4.4.1. Soient :
fl l'espace vectoriel réel de base {x, y, u, a, &) muni de la loi interne définie

par les crochets anticommutatifs
{ [ x , y } = — y , [œ, a ] = [ y , u]=a, [^,^]=2^,

\ [y^ a]=b, [œ, b}=[y, b]=[u, a]=[u, b]=[a, b]=o,

f une forme linéaire sur g telle que
/(^)=/(j)=/(^)=o, f(u)^o et / (6)^o;

l)i le sous-espace R^^Ra^Rfc ;
1)2 le sous-espace I { x Q ) ' R y Q ) ' R b ' ,
a le sous-espace Ra®R&.

4.4.2. Montrons d^abord que les crochets (i) munissent g d'une structure
d'algèbre de Lie complètement résoluble.

L'identité de Jacobi est trivialement vérifiée pour les triplets

(•^ y^ b)^ (•^ ^ ^ ) î (^^ ^ b)^ (j^ ^^ ^ ) ^ ( y - , a, b), (u, a, b).

Par ailleurs :

[[œ, j], u] + [[j, u], x'\ + [[^, ^], j]

==—[j, ^]+[a, ̂ ]+2[j, ^]==— a— 0+20== o,
[[.r, ^ ] ,a ]+ [ [ tz ,a ] , ^ ]+ [ [ ^ ,^ ] , ^ ]=2 [^ ,a ]—[a, ^]=:o,

[|>,j], ̂ ]+[[j, a], ^]4-[[a, ^],y]==-[j, a]+[^, ̂ ]-[a,j]==o,

[[j, ^], ^]+[[^, a], j]+[[a, j], i/.]==[a, ^]+o+[^, b]=o.
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Ce qui montre que les crochets (i) munissent fl d'une structure d'algèbre
de Lie, Par ailleurs, les inclusions

93^(8 ) =Rj©R^©Ra©R^oRa©Ra©R^O( i :=Ra©R^oR^

définissent une suite de Jordan-Hôlder du g-module g, ce qui montre
que g est complètement résoluble.

4.4.3. Montrons que D (fl) == 0.

Comme fl est complètement résoluble, il suffit de vérifier qu'il n'existe pas
d'idéal de dimension i non central.

Supposons qu'il existe un tel idéal, soit p. Comme <®(fl) est niipotent
et que g = ^(fl) © Ro;, il s'ensuit que [p, (î)(fl)] == o et donc :

v== [9. v ]==[R^ p].

Par conséquent il existe des nombres réels a, ?, y, o, £ et un élément z
de g tels que

y=R-s, ^ == aj+P^-h ya+ô^, [ ^ , ^ ]==£^
et

s^o, a2 -^[32+Y2+ô2^o.

Par suite, compte tenu de ( i) :

— aj + 2(3^ + ya=='£ (aj + (SM + y a 4- ô^)
soit

sô==ô==o, sa ==:—a, £|3=:2j3, sy == y.

Donc deux des trois quantités a, ?, y seraient nulles : l'idéal p serait
l'un des trois sous-espaces Rî/, Ru, Ra, mais les formules ( i) montrent que
c'est impossible.

4.4.4- Par ailleurs, on vérifie aussitôt sur les formules (i) que R6 est
le centre de g. Par suite, compte tenu du paragraphe précédent, fl est
l'algèbre de Lie d'un groupe de genre C, et tout idéal non nul de g contient b :
par conséquent f ne s'annule identiquement sur aucun idéal non nul de g,
ce qui implique que Eo(/*) == S(/,' ô(fl)) . Comme • a ( g ) = = R & est le centre
de fl et que les éléments de <ni(S(/1)) contiennent le centre de $ en raison
de leur maximalité, il s'ensuit que

(2) ^it(Eo(/))=.m(S(/)).

4.4.5. Montrons que t)i ç3Ti (S (/*)).
Il résulte des formules (i) que a est un idéal de deuxième espèce

{cf. I, 4.3.2). Par ailleurs an Ker/*=== Ra. Nous avons donc [cf. formules (i)]:

W 9(/, a ) = R ^ ® R ^ © a .
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Or
[bi, ̂ ]=T{a=ar\Kerf et [^(f, a), 0(/, f t ) ] == R^ © Rac|=Ker/.

Comme t)i est contenue dans fl(/1, a), il s'ensuit que 1)^ çJTi{S{f\ fl(/1, a))).
Par ailleurs, il résulte du lemme 9 du chapitre II que

l ( / )nS(/ l8(/ . f t ) ) ^ 0
et a fortiori (lemme 2.2.3) :

01Z(S(/) )nS(/ |9( / ,a))^0.

Par conséquent (lemme 2.2.1), ^l{S{f\ $(/; a))) C3Tl(S(/1)), ce qui
établit notre assertion.

4.4.6. Montrons que t) i ̂  E (f).
Il résulte des formules (i) que Ru€D(j ( / , a)). Or l)i^Ru. Donc t)i n'est

pas (/*, $(/*, a))-saturée (c/*. 2 . i ) .

4.4.7. Montrons que ̂ ^E{f).

Remarquons d'abord que 1)2€S(/1) : [1)2, 1)2] = Rî/Ct)2 H Ker/*. Par
ailleurs, il y a au moins trois sous-algèbres de g contenant 1)2 :

— une de dimension 5, savoir fl, et c'est la seule;
— une de dimension 4? savoir l ) 2+ f t ;
— une de dimension 3, savoir 1)2, et c'est la seule.

Il est clair que 1)2 est (/*, ^-saturée. Comme f ne s'annule identiquement
sur aucun idéal de g et que par ailleurs D(fl) = 0 (4.4.3), 1)2 est également
(/*, g)-saturée. Il suffit donc de vérifier que :

a. 1)2 + rt est la seule sous-algèbre de dimension 4 contenant 1)2;
b. 1)2 est (/", 1)2 + i^-saturée.

Montrons (a) : Soient a, ^ deux nombres réels non tous deux nuls, z un
élément de g tels que

z=au-^^a et [(),, R^]cl]2®R^.

Comme [x, z] = 2au + Pa€[l)2, R^], il s'ensuit que a ou [3 est nul;
comme [î/, ^] == a a + ^b on a donc,

a==o, ^==j3a, 1)2©R^==1)2+r t .

Montrons (6) : On vérifie aussitôt sur les formules (i) que 1)2 + il est
complètement résoluble et que son centre est égal à R6.

Montrons que D ( t ) 2 + r t ) = 0 . Sinon, 1)2 + il, étant complètement
résoluble, posséderait un idéal non central p de dimension i. Cet idéal
serait contenu dans ̂  (1) _> + a) =Rî/®Ra®R&. Comme ̂  + iî==R^çf)0) (^ + a),
il existerait des nombres réels a, [3, y, S et un élément z de ̂ (^ + ft) tels que

V=R^ ^:=aj+i3a+Y^ f ^ , ^ ]=ô^
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avec
a2^- (S^+y^o et ô ^o

et par conséquent :

[.r, ^] ==— aj 4- p^ = ̂  (aj 4- [36? + y&) ,

soit
— a = = ô a , i3=ôp, y=o.

Par suite on aurait p == Rî/ ou y = Ra, ce qui est impossible puisque
[y, a] = &.

Donc D(t)2 + ûQ = 0, et l)a + lt est l'algèbre de Lie d'un groupe de genre C,
tout idéal non nul de 1)24" a contient Rfc. Comme f(b)^o, f ne s'annule
identiquement sur aucun idéal non nul de ^s^-11- Par suite, les sous-
algèbres de 1)2 + ft q^ sont (/, t)2+ oQ-saturées sont celles qui sont subor-
données à f et contiennent ^(ï)^-{- a) ='Rb:, c'est le cas en particulier de 1)2.
Donc lh€E(/').

4.4.8. Soit G le groupe exponentiel résoluble simplement connexe
d'algèbre de Lie fl. Remarquons que

^i=^r\ï(f, a) + a.

Comme 1)2 €E(/') (4.4.7), que f (6)7^0, il résulte du lemme 9 du
chapitre II que les représentations ?(/*, l)i) et p(/*, 1)2) du groupe G sont
équivalentes : le fait que 1)2 eE(/*) exclut l'éventualité (B) de ce lemme.
Comme par ailleurs (4.4.6) t)i^E(/*) et que E^DU/*), ce5 rfeu^ représen-
tations sont réductibles.

4.4 •9- Nous pouvons dès lors montrer que t)i et 1)2 fournissent les contre-
exemples annoncés. Plus précisément, nous allons vérifier que

(4) l ) .e^u(Eo(/) . )-^(E(/))
(5) h-2e^c(E(/ ) ) - ! ( / ) .

Il résulte :

— du paragraphe précédent que 1)2 ̂  !(/*);
— du paragraphe 4.4.6 que l)i^E(/'), et a fortiori que ()i^Jll(E (/*));
— des paragraphes 4.4.4 et 4.4.5 que t)i €^Tt(Eo (/*)).

La relation (4) est donc établie et il suffit, pour vérifier (5), de montrer
que 1)2 €^Z(E (/')). Or t)2€E(/ ') (4.4.7) et diml)2 = dimt)i. Comme
t)i€3U (S (/*)), il s'ensuit que

l].€<m(S(/))nE(/)=.)iz(E(/)).
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