
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

P. BILLARD
Séries de Fourier aléatoirement bornées, continues,
uniformément convergentes

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 82, no 2 (1965), p. 131-179
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1965_3_82_2_131_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1965, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1965_3_82_2_131_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. scient. Èc. Norm. Sup.,
3e série, t. 82,1965, p. i3i à 179.

SÉRIES DE FOURIER ALÉATOIREMENT BORNÉES,
CONTINUES, UNIFORMÉMENT CONVERGENTES

PAR M. P. BILLARD.

PREMIERE PARTIE.
SUR QUELQUES SÉRIES ALÉATOIRES.

INTRODUCTION. RAPPEL DE PROPRIÉTÉS. NOTATIONS.

Dans (i) nous nous sommes intéressés aux fonctions périodiques réelles
aléatoires F(x) définies par leurs séries de Fourier

( i) Va^cos(/?^+^)
/i==i

ou par leurs séries de Fourier permutées

( i/) Y ̂  cos ( m,, x 4- ^m, )
n ==1

(m,,) étant une permutation de la suite des entiers, arbitraire mais fixée

où la suite (an) est réelle fixée, les déphasages aléatoires réels ^n étant
équirépartis modulo 27t et indépendants.

Parallèlement, nous nous sommes également intéressés au cas où les
fonctions F(rc) étaient définies par les séries

( a ) ^ ± On cos n x
71=1
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ou à leurs permutées

(2') ^± a/^cosm,^
n=:1

(mn) étant une permutation de la suite des entiers, arbitraire mais fixée

la suite (a^) étant encore réelle fixée et les signes ± étant mis au hasard,
indépendamment les uns des autres avec probabilités égales.

Nous avons étudié les propriétés suivantes :

Pi : Appartenance de F{x) à L";
Pa : Continuité de F {x) ;
Pa : Convergence uniforme de la série de Fourier de F(rc);
P/, : Convergence uniforme de la série de Fourier permutée de F ( x ) .

Les équivalences : Py presque sûre<==>P^ presque sûre ( j ^ j ^ j y
] ' = i, 2, 3, 4) ont été obtenues pour (i).

Pour (2), seule l'équivalence : Pi presque sûre <=> P^ presque sûre,
soulevait des difficultés. Néanmoins, nous avons observé que cette équi-
valence valait si valait la proposition suivante :

Pi presque sûre pour (2) =^ Pi presque sûre pour (3) V ± a^ w\nx.
n=l

L'objet du paragraphe 1 est de résoudre cette question par l'affirmative
ainsi que d'autres qui s'y rattachent, selon la méthode qui a été indiquée
dans (II).

Au paragraphe 2 nous introduirons les propriétés suivantes :

Pô : Convergence en chaque point x de la série de Fourier de F(^);
Pc : Convergence en chaque point x de la série de Fourier permutée

de F(oQ,

et nous montrerons les équivalences : Py presque sûre <=> Pj presque sûre
( jT^ /? 7? Ï ' = ][? • • • ? 6) pour les séries (2).

Au paragraphe 3 nous montrerons comment nous pouvons passer du
cas fondamental des séries (2) à des cas très généraux.

Enfin au paragraphe 4 nous donnerons quelques indications sur les
difficultés qu'il y a d'exprimer au moyen des O n | ( n = i , 2, ...) une
condition nécessaire et suffisante pour que (2) satisfasse presque sûrement
P,C/-I,..,6).

Nous utiliserons les résultats suivants établis en détails dans (I).
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PROPOSITION 1. — Si Pi {ou P^) est presque sûre pour (2), pour chaque
suite réelle Ç^n) avec o^À^i (n = i, 2, ...) P^ouPa) est presque sûre
pour

( 2 " ) ^ ± 7.i, On COS /? X

n=î

(Ici le fait d'utiliser une série de purs cosinus ou de purs sinus est sans
importance).

PROPOSITION 2. — Si Pi est presque sûre pour (2) et ses conjuguées (3),
alors Ps est presque sûre pour (2) et (3).

PROPOSITION 3. — Nous avons les équivalences

PS presque sûre pour (2 ) <==> P,. presque sûre pour ( 2 ) <==> P/, presque sûre pour (2')

(Ici encore le fait d'utiliser une série de purs cosinus ou de purs sinus est
sans importance.)

PROPOSITION 4. —- Si Pi est presque sûre pour (2) et ses conjuguées (3),
alors la série

00

^^cos(/?^+^)

du type ( i) obtenue avec la suite (a,,) des coefficients de (2) a presque sûrement
[au sens du champs de probabilités [<Ï>] des suites (<&i, <t>2, ..., 0,,, ...) de dépha-
sages] la propriété Pi.

i. Faisons l'hypothèse (H) que (2) est presque sûrement la série de
Fourier d'une fonction bornée.

Pour éviter des confusions dans les notations, nous écrirons également (2)
sous la forme

(2) ^q^COS(/l.C + Gi)/Q,

n=i

où co,, ==o ou T., co,,eû,,, (ru,, co;,, ..., co,,, ...) € û = JJ û^ û étant le champ

de probabilités.
T désignera le cercle trigonométrique avec sa mesure ordinaire de

Lebesgue.
Pour chaque yçT fixé, changeant x en x -\- 9 dans (2), nous obtenons

les séries

(/! ) ^ , [û^cos ( /2 îp) cos(/î.a? + c*)^) — û^ sin^cp siii(^^ + &)„)]
/î=i

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 2. 17
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ou si l'on préfère

(4) V[(±)^cos(^cp) cos(nx) — (±) ^sin(^cp) sm(na:)]
71=1

qui sont presque sûrement des séries de Fourier de fonctions bornées et,
par changement de x en — x, il en est de même des séries

(4') ^[(±:) a^cos (/îîp) cos(nœ) -+-(±) dn sin (n^) sm(/î^)].
n=l

Ainsi en retranchant (4) de (4') nous obtenons que les séries
00

(5) ^^n sin (n^) sin (nx 4- ^n)
n=l

sont presque sûrement des séries de Fourier de fonctions bornées et, par
application de la proposition 1 à la série (2), il en est de même pour les
séries

(ô^ ^ ^ dn sin ( n cp ) cos ( n x 4- ^n ) .
n=l

Les séries (5) étant les conjuguées des séries (ô7), la proposition 2 montre
que (5) et (5^) sont presque sûrement des séries de Fourier de fonctions
continues et par suite, d'après la proposition 1, les séries

00 00

(6) ^â^sm^^q^cos^î.^-hûL^), ^ a^ sin2 (n<^) sin (nx -h ̂ n)
n=:l n=.l

sont prçsque sûrement des séries de Fourier de fonctions continues, donc
sont presque sûrement uniformément convergentes (proposition 3).

Ainsi, pour chaque yçT fixé, la première série (6) est presque sûrement
uniformément convergente (au sens du champ û).

D'après le théorème de Fubini, il s'ensuit que la première série (6) est
presque sûrement uniformément convergente au sens du champ produit
T X îî. Ainsi, toujours d'après le théorème de Fubini, pour presque chaque
suite (oL)°,)€Û fixée, la série

(7) Voisin2 ( / î<?) cos(^^+ c*)°,)

est uniformément convergente pour presque chaque y€T.
Fixons une telle suite (co,0) et posons

n

(8) G^(cp)=sup ]^,,,(^) , où ^,,(^)= V a^sin^cpcosO^r+c^).
n>N p=V+ï
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Pour presque chaque y € T nous avons Gi,(y)^o. Appliquant alors

le théorème d'Egoroff et compte tenu de^a^<oo, nous voyons que

si £ > o est arbitrairement fixé, il existe N, et un ensemble mesurable
EcT tels que i
(9) E ̂ I, V ajj ^s, cp€E=>G^(9)^£.

i
2'7 | ^-J ^

L/?=Ne-4-l ,

Dans ces conditions fixons arbitrairement x = ̂ o, N^N, et ?.==^i.
Nous avons

N'

9€E=»À ,̂ a^sm2^^) cos(7?^o+^)^£,
^=N,4-1

soit

9€E=»À V a p ( ï — ï c o s < 2 p ^ ] c o s ( p ^ - i - w o ) ^ ^
•̂ " \ ^ ^ /

/.=N,+1

d'où en intégrant sur E
N' N'

7,\E\ ^ ^cos(7?.To+^°) — ^ ^ ^^ ^ cos27?9r/çp^cos(7)^o+GJp^£|E[,
/.=N,4-1 /,=:N,+1 ^^ -/

ce qui conduit à
N' N'

(10) À ^ a^cosQo^o+c^) ̂ 2 £+ -—— V ^( ^ cos27?cp6/(p) cos(7?^o+ûûp.
»-N--+-i l L - ^ , - v^ //?=Ng+l /?=Ng+l

Or
N''̂  / /l \

F-r ^ ^( / cos2^cpo?cp )cos(7?^o+^)
' N - . . 1 V^ /

^TET 2. ^ 1 U608
-^=N,+i1 J L^+A^

avec

——^•î et 1 Y< , | , ,, , , ,
E| — 2.J a^ ^£ daPres (9).^/?

..^=N,-+-1 J
1

N' -l7

^ ("rcosa^y^Y ^[7r|E|p
=N.4 l^1' / J^^^E
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d'après la formule de Parseval, et puisque [TI | E \f~ ̂ [i^f < 6, nous
avons d'après (10),

N'

^ ^ ^COS(7?^o+ûûp ^2£ + 12 S== l 4 £
/^=Ne+t

de sorte que, X étant arbitrairement ± i, nous sommes conduits à
N'

( i l ) Y^
J^ ^cos(7?^o+cx)p ^i4£.

/?=Ne-h-l

Puisque £ > o est arbitraire ainsi que N'> Ns et ^o, (n) montre la conger-
gence uniforme de (2) pour (co^) = (co^) et puisque ceci a lieu pour presque
chaque ((o°Jet2, la convergence uniforme de (2) est presque sûre (au sens
de û). Ainsi l'hypothèse (H) entraîne la convergence uniforme presque
sûre de (2) ce qui établit l'équivalence :

PI presque sûre pour (2) <^=> P^ presque sûre pour ( 2 ) .

Observons maintenant que si nous étions partis de la convergence uniforme
presque sûre (au sens de T X û) de la deuxième série (6), les mêmes calculs
aboutissaient à la convergence uniforme presque sûre (au sens de û) de

(^) ^,(7/,sm(/?.r 4- (,-)„).
n=i

Ainsi (2) et (3) étant, en particulier, presque sûrement des séries de Fourier
de fonctions bornées, il en est de même, d'après la proposition 4, des séries

(T) ^a,,cos(^.r-4- ̂ ),
n-=-\.

mais au sens du champ [$] de suites (<&i, $2, ..., <î^, ...) de déphasages.
Inversement, faisons l'hypothèse que les séries (i) sont presque sûrement

(au sens de [$]) des séries de Fourier de fonctions bornées. Le changement

de 3>n en ^n — TI montre que les séries
00

V^sin(/î^+^)
n=-l

sont également presque sûrement séries de Fourier de fonctions bornées.
En écrivant ces séries sous la forme

^ [a^cosC^cos/^ — ^sin^sin/î^j,

00

^ [an sin <!)„ cos n x + a^ cos 0^ sin nx~\
n=l
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et en ajoutant à chacune celle que nous obtenons en changeant x en — x,
nous voyons que presque sûrement (au sens de [$]) les séries

N û^cos^cos^.r,
n=:l

^. a^ sin <î^ cos n x
n=l

sont des séries de Fourier de fonctions bornées.
De là, pour chaque suite ((On)eû fixée, il en est de même des séries

^ a^ cos (^+ ̂ n) œs^,

30

^ an sin (<Ï^-h c»)^) cos ̂ .r.
n=i

D'après le théorème de Fubini, ces séries, ou si l'on préfère les séries

V an COS^COS (îîX + Un)

^ an sin<D^cos (nx -+- w^)an sm<l»^cos {nx -+- Ci)^
^=1

sont presque sûrement (au sens de [<!>] X û) des séries de Fourier de
fonctions bornées. Toujours d'après le théorème de Fubini, nous pouvons
nous fixer une suite (^°,) telle que les séries

^ an cos (^°,) cos (nœ 4- Un),
n=Ll

00

^, dn sin (0^) cos (nœ -\- c*)^)
/î==l

soient presque sûrement (au sens de û) des séries de Fourier de fonctions
bornées.

Utilisant alors la proposition i, nous voyons que les séries
00

^a^cos2^) cos(/i^+ûû^),
/;==!

00

^ ar, sin2 (^) cos (nx + ^n)
n=l
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sont presque sûrement (au sens de û), des séries de Fourier de fonctions
bornées d'où finalement, en ajoutant, la même propriété pour les séries

(2) ^ dn. COS (nx + Wn) •

n=i

Nous aboutissons ainsi à l'équivalence

Pj presque sûre au sens de [€>]) pour ( i ) <==> Pi presque sûre (au sens de 12) pour ( 2 ) ,

de sorte que nous obtenons les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. — Si la série
'XI

(2) ^ ± a^cosn^,a^ Wsnx^
n=l

définie comme dans V introduction est presque sûrement la série de Fourier
d^une fonction bornée, elle est presque sûrement la série de Fourier d^une
fonction continue.

Même résultat pour une série de purs sinus.

THÉORÈME 2. — Pour une suite (an) réelle fixée, les séries

(1) Va,,cos(^^+ <^),
n=l

(2) V±a^cosn.r,: a^cosn.r,
n = 1

définies comme dans Vintroduction sont en même temps presque sûrement
séries de Fourier de fonctions bornées.

Même résultat pour des séries de purs sinus.

L'équivalence Pi presque sûre pourVj^ ancosnx^=> Pi presque sûre
n-=^l

pourV ̂  ansinnx que nous avons rencontrée peut s'exprimer au moyen
n=l

des séries de puissances par le théorème suivant qui améliore le résultat
de (I), page 3n à.

THÉORÈME 3. — Si la série de puissances

2 -^-r ^— Cn^

n=l

où la suite (en) est complexe fixée, les signes ̂  étant mis au hasard, indépen-
damment les uns des autres avec probabilités égales, représente presque
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sûrement une fonction holomorphe dans le disque ouvert z < i dont la
partie réelle est bornée dans ce disque, elle est presque sûrement uniformément
convergente dans le disque fermé \z ^ i.

Comme nous l'avons fait observer dans (II), le théorème 2 permet
d'atteindre le résultat suivant qui, précisément dans le cas de la série (2),
échappe à l'énoncé général donné dans (III) page n, théorème 3.

THÉORÈME 4. — Si la série

(2 ) ^. ± an cos n x^
n=l

définie comme dans l'introduction est presque sûrement la série de Fourier
d'une fonction bornée^ alors nous avons

SA.<
en posant

r-^.-t ~p

A^ 2^ •
L n^

Même résultat pour une série de purs sinus.

Démonstration. — En effet, d'après le théorème 2, la série
ao

( i ) ^^cos(^^ 4- ̂ ),
n == 1

définie comme dans l'introduction, est presque sûrement la série de Fourier
d'une fonction bornée. Or précisément dans le cas d'une série telle que (i),
il résulte de (III), page n, théorème 3, que

^A^.< oo.

2. Reprenons le cas de la série

(2) V±:a/,cos^^,,
n=l

définie en introduction, que nous écrirons aussi sous la forme

(2) ^ ancos(nx -4- c^),
n==l

où (On=o ou 'ïi, (ù= (coi, coa, ..., o^, ...)e]~] û^=îî, û étant le champ

de probabilités.
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Naturellement nous avons

P?, presque sûre pour (2) ==> Pg presque sûre pour ( 2 ) ,

Inversement, si nous avons Pô presque sûre pour (2), il résulte du théorème 1
et de la proposition 3 que nous avons Ps presque sûre pour (2) si nous
avons Pi presque sûre pour (2).

De là, d'après la loi du o ou i, nous aurons l'équivalence
P.3 presque sûre pour (2 ) <==> Ps presque sûre pour (2 )

si nous montrons que les hypothèses
(12 ) Pô presque sûre pour ( 2 ) ,
( î 3 ) non Pi presque sûre pour ( 2 )

(IT)

aboutissent à une contradiction. Faisons donc les hypothèses (H').
D'après (î3) nous sommes presque sûrs que la suite des sommes partielles

de (2) n'est pas uniformément bornée, car à chaque fois qu'une série
trigonométrique a ses sommes partielles uniformément bornées, elle est
la série de Fourier d'une fonction bornée [cf. (IV), p. i36 et i48].

D'une façon générale, étant donnée une série trigonométrique

( 1 4 ) ^^cosn^ (^i< ^2 <...),
k=i

les séries de la forme

( 1 5 ) ^>bkjGosnf,^ (Â-i<Â-2 <• . .)
/=i

seront appelées sous-séries de (i4)- L'opération consistant à former, à
partir de (i4) les deux sous-séries

( ï6) ^^ cos/î.^/^
/=!

^
/=!

(17) V &2/-i ces ̂ 27-1 ̂

sera dite la décomposition en deux de (i4) et (16), (17) seront dits les
morceaux de la décomposition.

Cela étant, si nous décomposons en deux la série (2), un des deux morceaux
soit Si a nécessairement ses sommes partielles presque sûrement non
uniformément bornées.

Ainsi pour presque chaque (o€Û, il existe un plus petit entier n(co)
tel que la somme s^ de rang n(où) de Si vérifie

SUp |^)) (X) \ > 2,
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si donc l'entier Ni est pris assez grand pour que

Probf^ (û t ) ) ^N1] > i — J ,

le polynôme trigonométrique aléatoire s^\ a, avec probabilité > i — ï-
des sommes partielles qui, en certains points x, dépassent 2 en valeur
absolue.

Considérons alors la série S^ définie par S^== Si— s^\ que nous décompo-
sons en deux.

Un des deux morceaux, soit 83 a nécessairement ses sommes partielles
presque sûrement non uniformément bornées.

Ainsi nous pouvons choisir un entier N3 > Ni assez grand pour que,
s^ désignant la somme de rang n de 83, nous ayons

( 1 8 ) Probf sup K;2^) >22-|>l--.
I

2'2Ni<n^Ns 2-

Nous pouvons poursuivre indéfiniment cette construction. Dans ces
conditions, nous formons la série

(19) ^=^)+^)+...+^)+...

qui est une sous-série de (2) ayant les propriétés suivantes :

(20) S* a presque sûrement ses sommes partielles non uniformément
bornées ;

(21) S* est presque sûrement partout convergente;
(22) Quel que soit l'entier n, il existe un entier N(^) tel que la série

S* — ^N (n)

[où 5^) désigne la somme de rang N(^) de S*] ait tous ses termes invariants
27:par le changement de x en ^+ —^-'i

(28) II existe un couple (s, ï]) de nombres positifs (s > o, ï] > o) tel que
quel que soit l'entier N, il existe un bloc

Vn,m= S^n — S^ (N ̂  n < m)

de S*, situé ainsi au-delà de N, tel que

Prob ["SU? | Vn^n (X) \ > S 1 > Yî.
L x J

(20) résulte en effet de la définition (19) de S* et des formules

Prob[- sup ]^(^) |>2^]>i--^ (k=i, 2, ...)
Vk-i<n^k J ^

L x
Ann. Éc. Nom., (3), LXXXII. — FASC. 2. 18



l42 P. BILLARD.

analogues à la formule (18) qui correspond à k = 2, car il est presque sûr
que les événements entre crochets se réalisent à partir d'un certain rang
(dépendant de hasard).

(21) résulte d'un raisonnement classique sur les sous-séries de (2)
[Cf (IV), p. 220].

(22) résulte immédiatement de la construction de S* par décompositions
en deux successives. Il suffit en effet de prendre pour N(/z) le rang le plus
élevé des termes de

o(l ) _1 £.(2) 1 _1 (.(/^)•^Ni -+- s'^' -4- . . . 4- ̂  .

(28) résulte enfin de ce que, dans le cas contraire, nous pouvons construire
une suite croissante d'entiers

N ; < N : < . . . < N ; < . . .
telle que

Prob ^sup [ s^^ (x} > ^ J ̂  ̂^N^(^) >^ ^^ ( ^ = 1 , 2 , . . . )

(où sy^^== s^—s^) d'où le fait que la suite (N^.) est une suite
d'indices de convergence uniforme presque sûre de S*, donc que S* est
presque sûrement série de Fourier de fonction continue, donc (proposition 3)
que S* est presque sûrement uniformément convergente, ce qui est une
contradiction avec (20).

Utilisant maintenant (20) - (28), nous voyons la possibilité de sélec-
tionner un bloc Ui de S*

Ui==^^, 7îi <Wi avec Probfsup | Ui (œ) \ > st > YÎ.

27TCe bloc Ui admet une période de la forme —^ (vi entier). En raison de la

continuité de Ui par rapport à x^ pour chaque co€fsup U i ( ^ ) [ > £ t
L x J

il existe un plus grand Si (oo) tel que o < Si (co) ^- - \ —^ } ? pour lequel,

dans un intervalle ouvert de longueur §i(co), nous avons | Ui{x) \ > £.

Nous en déduisons la possibilité de sélectionner §1 > o, §1 < —^ assez
petit pour que l'événement

Ai = f a) e [" sup l L\ (x) \ > £ 1, ôi (c*)) ̂  ôi (
( L x J )

vérifie Prob (Ai) > r,. Nous énoncerons ainsi :

(Ei) Nous avons un bloc Ui= s^rn,{rn < ^i) de S* ayant une période de
la forme —^ (vi entier), un nombre §1 avec o <; §1 < —^-î et un événement Ai
avec

Prob(Ai)>7î
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tel que pour chaque (oeAi, il existe une chaîne (3i(co) de 2^ intervalles
ouverts de mesure commune §1, ces intervalles étant obtenus à partir

de l'un d'eux en effectuant les translations multiples de 2^? de sorte que

^eei(ûo) ==>]Ui(.r) | >s.

Sélectionnons maintenant un nouveau bloc Ua de S*, V^=s^^
(m-i < 7Î2 < m^) avec

ProbrsuplU,^) |>s1>y},

où 7Î2 est pris suffisamment grand pour que Uj admette une période de la
n 27T 27T Ôi ,. i ^ ^ 2 7 Ttorme ̂  avec ^7 < 7-' JNous prendrons ©2 > o, 02 < —^ assez petit pour

qu'il existe, avec une probabilité > ï] un intervalle ouvert de longueur
§2 sur lequel IJ2 {x) \ > £. Nous énoncerons ainsi :

(Ë2) Nous avons un bloc V^= s^,^ {mi< n^< m^) de S* ayant une

période de la forme —,- (^2 entier) avec — r < — ? un nombre §2 avec
2 ' 2 2 LJ.

^ 27T , , . •
o < 0 2 < - v 7 î e t un événement Â2 avec

Prob (A^) >YÎ

tel que pour chaque coeA2, il existe une chaîne e^[^>) de ll î intervalles
ouverts de mesure commune §2, ces intervalles étant obtenus à partir

de l'un d'eux en effectuant les translations multiples de -^ de sorte que
xç.e^(w) => |U2(^ ) | > s.

Poursuivons indéfiniment cette construction. Nous formons ainsi une
suite de blocs disjoints Ui, U2, ..., U/,,... de S*, de nombres entiers V i ,
V2. . . , v/,, ..., de nombres positifs §1, §2, ..., SA, ... et d'événements Ai,
Â2, ..., A/,,... de sorte que l'énoncé de rang k est l'énoncé :

(E/,) Nous avons un bloc V/,= ^^(m/,_i < ni,< m/,) de S* ayant

une période de la formel (v/, entier) avec ̂  < J-1 un nombre S/, avec
^ 27r , , .o<ô^<-^ et un événement A/, avec

Prob(A^.) >YÎ

tel que pour chaque œeA/,, il existe une chaîne ^(où) de 2^ intervalles
ouverts de mesure commune % ces intervalles étant obtenus à partir

de l'un d'eux en effectuant les translations multiples de 2^? de sorte que
^çCk(w) =>|UÂ:(^) | >£ .

Observons maintenant que des inégalités Prob (A/,) > Y] ( / c== i , 2,...)
résulte que presque sûrement, une infinité des événements A/; se réalisent.
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Or si co G Si est tel qu'il existe une suite illimitée kj (/Ci < /Ça < ... < A*y <; ...)
avec

coeA^. ( j = î , 2, ...)

nous déduisons aussitôt des conditions 2^ < -^ (A* == 2, 3, ...) que

Ç\e,^)^0.
7=1

oc

Prenant alors ^ € : / ^ C/-. (^), nous avons
f=i

[U/./^) [ > £ ( y = i , 2, . . . )

ce qui montre, vu la disposition des blocs U/,, que S* est divergente au
point x.

Ainsi S* admet presque sûrement un point de divergence, ce qui
contredit (21).

Les hypothèses (H7) aboutissant à une contradiction, nous avons,
comme il a été observé au début du paragraphe, l'équivalence

P.3 presque sûre pour (2 ) <=» Pg presque sûre pour (2 ) .

Si nous voulons établir un résultat analogue pour la série
00

<27) V ± a,^cosm/,^,
n=l

[(m^) étant une permutation de la suite des entiers, arbitraire mais fixée],
c'est-à-dire, si nous voulons établir l'équivalence

?4 presque sûre pour (2') <=> Pg presque sûre pour (2 / ) ,

le raisonnement fait au début du paragraphe s'appuyant sur le théorème 1
et la proposition 3, montre qu'il suffit d'établir que les hypothèses

( (^4) Pc presque sûre pour (2')
( (25) non Pi presque sûre pour (2^

aboutissent à une contradiction. Pour ne pas alourdir, disons seulement
que pour atteindre ce but, il suffit de reproduire la démonstration précé-
dente, avec cette différence que les décompositions en deux successives
sont celles relatives aux séries reprises dans leur ordre naturel.

Nous aboutissons ainsi à une sous-série S'* de (2') ayant les propriétés (20)-
(23), ce qui conduit, comme il a été montré, à une contradiction.

Finalement, avec la proposition 3, résumons avec le

THÉORÈME 5. — Considérons une série

(2) Y±^cos^^,
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définie comme dans V introduction^ ou Vune de ses permutées

(2/ ) 2 ± amn cos mn x

n=l

{mn) étant une permutation de la suite des entiers^ arbitraire mais fixée.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

Pi (2) est presque sûrement série de Fourier d'une fonction bornée;
Pa (2) est presque sûrement série de Fourier d'une fonction continue;
PS (2) est presque sûrement uniformément convergente;
?4 (2') est presque sûrement uniformément convergente;
Pg (2) est presque sûrement partout convergente;
Pe (2') est presque sûrement partout convergente.

Même résultat pour une série de purs sinus.

3. Le théorème 5 s'étend à des cas très généraux. D'une façon précise
nous avons le

THÉORÈME 6. — Le théorème 5 reste valable si les séries (2) et (27) sont
remplacées par les séries

(26) ^X/,cos(/î^+^)

W ^X^cos(m^+<Î^J,
n=l

où {mn) est une permutation de la suite des entiers^ arbitraire mais fixée.
Les variables aléatoires X^ sont réelles^ les variables aléatoires ^n sont à
valeurs sur le cercle trigonométrique et nous supposons seulement qu^ :

(o^) Le système X^, 3>^ {n,m == i, 2, ...) est un système de variables
aléatoires indépendantes ;

(03) Les variables aléatoires X,z sont symétriques {ce qui signifie que la
loi de X,i est la même que celle de — X^).

Même résultat pour des séries de purs sinus.

Démonstration. — Traitons par exemple l'équivalence
PS presque sûre pour (26) <=> Pô, presque sûre pour (26).

Naturellement il suffit de montrer l'implication
PS presque sûre pour (26) ==> P^ presque sûre pour (26).

Désignons par t2* le champ de probabilités des Xn et $„ et soit toujours û
le champ des suites de signes j^, soit des suites £ = (£1, £3, ..., £^,...)€Îi,

£.=±I, £.€û,, ii=[Jt2,.


