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NOMBRE
DES

CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES
POUK UN DÉTERMINANT D O N N É ,

PAR LE P. PÉPIN.

Cette question a été résolue parDirichlet dans ses Recherches sur les
applications de l'Analyse à la théorie des nombres [Journal de Crelle^
t. XIX, p, 324, et t. XXI, p. i et i34).

M. Hermite a proposé dans les Comptes rendus des séances de F Aca-
démie des Sciences (t. LXXXV, p. 684) une simplification qui abrège
notablement la solution de Dirichlet; mais si l'on veut développer les
raisonnements nécessaires pour rendre la démonstration complète, on
ne laisse pas que de rencontrer quelques difficultés. Par exemple, au
n° V, si l'on veut démontrer que la limite du rapport

y /^ r. y(^, „,., -1 ; ; ^ y /©^ ̂ )
^ji \ i / LI m J ^ \ i / i tn

il faudra démontrer que la limite de l'expression
x V^ /Œ)\- 7 — } ^ est o.n Z^i\U

Or, comme ̂  est positif ou négatif, il n^est pas évident qu'il n^aura pas
ordinairement le même signe que (-j . Supposons, par exemple,

^•=: ( L j ^2; l'expression précédente devient x- y a\, et elle a pour
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limite a2, a2 désignant une valeur moyenne entre les diverses valeurs
de a?. Cette difficulté ne peut être levée sans recourir à des considéra-
tions assez délicates, qui font perdre a cette simplification une partie
de ses avantages.

La solution, dont on trouvera ici le développement complet, n'em-
prunte à FAnalyse supérieure que les notions les plus élémentaires sur
la quadrature des surfaces planes. Nous obtenons par là un théorème
général, d'où nous déduisons sans peine, soit les formules données
par Gauss dans deux Mémoires présentés à la Société royale de Gôt"
lingue (18^4 et 1837) pour exprimer le nombre des systèmes de va-
leurs de x et dey, qui donnent à la forme

F ==-- a^t"2 -!- 2 hxy -t- cy3,

dont le déterminant est un nombre négatif, des valeurs qui ne surpas-
sent pas une limite donnée; soit les formules analogues données par
Dirichlet pour les déterminants positifs. Nous déduisons 'de ces for-
mules le rapport entre les nombres de classes proprement primitives
pour deux déterminants dont le rapport est un carré, ainsi que le rap-
port entre les nombres de classes comprises dans les deux ordres pri-
mitifs, pour un même déterminant. Le problème se trouve ainsi ramené
à celui de trouver le nombre de classes proprement primitives pour un
déterminant qui n'est divisible par aucun carré. Cette condition rem-
plie par le déterminant permet de généraliser la formule employée par
Dirichlet pour exprimer le nombre des représentations de n parle sys-
tème des formes quadratiques diverses qui représentent Perdre pro-
prement primitif pour ce déterminant. Cela nous conduit à une
simplification analogue à celle de M. Hermite, mais qui en diffère en
ce que la fonction $ (a?) s'y trouve remplacée par la fonction plus
simple E (a?). Grâce aux propriétés de cette fonction, nous arriverons
aux formules cherchées;, sans emprunter aucune notion préalable à la
théorie des suites.

I.
1. Soient A l'aire comprise dans un contour donné sur un plan; u

et v les coordonnées d'un point de ce plan. On aura

-ffA== I j dudv.
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On obtiendra une valeur approchée de cette aire, si, donnant à u et
à v des accroissements très-petits du == dv= X, on fait la somme d'au-
tant de carrés X2 qu'il y a de systèmes de valeurs de u et de (^ qui,
étant prises dans les deux progressions arithmétiques u === ̂ , v ==yX,
correspondent à des points situés dans l'aire A. On pourra exprimer
cette condition au moyen de certaines inégalités

(a) cp(^y)<o, yi (^,y)<o^,

que devront vérifier les nombres entiers x^ y.
Soit m le nombre des systèmes de valeurs de x et dey, qui vérifient

les conditions (a). Le produit mX2 représentera l'aire A avec une
approximation d'autant plus grande que l'accroissement X sera plus
petit, de telle sorte qu'en représentant par s une quantité qui s'an-
nule avec \ on obtiendra pour l'aire A la formule

A+e==wÀ 2 ;

ou bien, en faisant - =M,

( b ) A M - { - M Ê = = m .

2. Transportons l'origine en un point infiniment voisin yX, (?À, puis
désignons par u^ ^ les nouvelles coordonnées du point {u, ç^), et par
0X9 pX les accroissements infiniment petits du^ dv^ Les valeurs
de u^ p, seront comprises dans les deux progressions arithmétiques
akcc^ |3Xy^ et l'on aura

A = ( Çdu, dv^ = a(3 j ( À2 =: a(3 mi À2 4- €,

mi désignant le nombre des systèmes de valeurs entières de^i etj^
telles, que les valeurs correspondantes àeu^ ^ soient les coordonnées
de points situés à l'intérieur de Paire A. Or, si, dans les formules de
transformation u ==: ̂  4" yX, v = ^ 4- c?X, nous remplaçons ^, v, u^ v^
par leurs valeurs^, y\, aa;^, ^y^ nous obtiendrons, en divisant
par X,
(c) ^==a^,-4-y, j- === (âj-i 4- ô.
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Dans la dernière équation;, qui peut s^écrire
AM + M e == /ni ap ( lim e == o pour M == oo ),

m^ représentera le nombre des systèmes de valeurs de x et de y , qui,
étant prises dans les progressions (c), satisfont aux conditions (a).

Ajoutons aux formules (c) K — i autres couples de progressions
arithmétiques, de mêmes raisons a, ?, mais tels que chacun d'eux dif-
fère de tous les autres par la valeur de Fun des résidus 7 ou S. En com-
binant par addition K équations semblables à la dernière, nous aurons
l'équation
/ T \ KAM — T^ ,,. ,( I ) • — — 4 - M y î = = ^ W i : = m , (hm7î == o pourw==co) ,

dans laquelle m exprime le nombre des systèmes de valeurs de x et
dej qui, étant prises dans les K formules semblables à (c), vérifient les
conditions (a).

3. Supposons que l'aire A soit celle de l'ellipse représentée par
l'équation

au2 -4- 2 buv -{- cv'2 == r,

dans laquelle b'2 -- ac == D == -— D,, < o. On aura

' , A 7T :A=-^,

et les conditions que les nombres entiers x et y devront vérifier pour
que les valeurs correspondantes de u= x\ et v ==yX soient les coor-
données de points intérieurs à l'ellipse se réduiront à une seule

(A) OX1-^ib^xy-^cy^- ou M;

en même temps l'équation (I) deviendra

(II) -—_+Me=--w ( l im£=:opourM=:(X)) .

Si dans cette formule nous faisons K == î , <% =•= ^ == JF, nous obtenons
le premier théorème de Gauss : « Le nombre m de tous les systèmes de
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valeurs entières des indéterminées x et y pour lesquelles les valeurs d^une
forme (a, &, c) de déterminant négatif — D^ ne dépassent pas une limite

TUT

M est donné parla formule —=-j avec une approximation qui croît indé-
^/Di

finiment avec M, c'est-à-dire que^ si l'on fait croître indéfiniment le

nombre M, le rapport ,j a pour limite —•• » (GATJSS, Werke, t. II,

p. 17^.)
En faisant a == ? =•= ^D^ dans la même équation (II), et choisissant

les K couples de progressions de telle sorte que la forme (a, b, c) ne
prenne que des valeurs premières avec ^Do et qu'elle prenne toutes
celles des valeurs premières avec aD^ quelle peut prendre, on obtien-
dra un second théorème de Gauss {Wer/ce, t. II, p. 380) qui permet
d'évaluer approximativement le nombre des systèmes de valeurs en-
tières de x et de y qui donnent a la forme (a, b, c) des valeurs infé-
rieures à une limite donnée et premières avec D. Ce second théorème
est celui dontDirichlet fait usage dans le Mémoire cité, et dont il donne
le correspondant pour les formes de déterminant positif.

4. Supposons que la forme (a, &, c] soit proprement primitive. Nous
pourrons assujettir les indéterminées x ety à ne lui donner que des
valeurs impaires. Si les deux éléments extrêmes a et c sont impairs,
x et y devront être pris dans les deux systèmes

W
^=2^,

( ^=27.4'-I,

X ̂ -. 3 X\ -r ï ,

y ̂  3j, ;

si au contraire a et c sont de parité différente, nous prendrons pour
premier élément (a) celui qui est impair, et nous exclurons les valeurs
paires de la forme (^ b, c), et celles-là seules, en prenante et y dans
les deux systèmes

r^==2^i-M, ( ^ = 2 1 ^ 1 - 4 - 1 ,
( y=2.y,, { y-^^y, 4-1.

Dans les deux cas nous aurons

K==%, a ==(3 ==a,

Annales de l'École'Normale\ 2e Série. Tome III. 22
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et par suite
(III) -^r+Mer^m ( l i m e = = o p o u r M = c o ) ,

20D(

m désignant le nombre des systèmes de valeurs entières de x et dej,
qui donnent à la forme (a, &, c) des valeurs impaires et inférieures à
la limite M.

5. On obtiendra des théorèmes analogues pour les déterminants po-
sitifs^ en remplaçant l'aire de F ellipse par celle d'un secteur hyperbo-
lique compris entre Faxe des x^ la droite j==- ^ , ., x^ et l'hyperbole
représentée par l'équation

a se2 •4- 2 b ocy 4- cy2 === i,

dans laquelle & 2 — a ^ = = D > o, a > o etc < o; en supposant de plus
que T et U désignent les plus petits nombres entiers et positifs qui vé-
rifient Féquation

T^—DU2^^,

où nous représentons par e le plus grand diviseur commun des trois
nombres a, a&, c. Comme nous n'aurons à considérer que des formes
primitives, nous aurons toujours c==:i ou 3- Pour évaluer Faire A du
secteur hyperbolique considéré, nous prendrons Féquation de Fhyper-
bole en coordonnées polaires,

" ^ _,_______L..______ — _______î_______.
" «cos^cp -T- sùcosq? sinç -4- ^sin'^cp 008^9(0 •+- aôtang^ -î- ctang^o)

L'aire A sera exprimée par l'intégrale
ï fo^œ^i f___-^"iî--—-—^ \ yetangy-^^/D ̂  bV
^ J 1 T aj a+-26tangy4-ctang2y ^/D ^B + &+c ttang9/

prise entre les limites y == o, et y== arctangF.r-^-T-rr- On a donc

^ i^r/^u+^D-^d^-éuA2 ^-/D^YI
8V1)L Vs /B+&)(T-&U)+acU/ \^D + 6^ J

• ^-^zYï^^iPV.
8^1) \ ï-~-,v 'BU/"
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Où a donc, en ayant égard à l'équation T2 — DU2 = e2,

^——^^^ï).
2</D \<? <? ' 7

de telle sorte que l'équation (I) devient

(IV) -^î J f Ï+^^D^-h.M£=w (lime==:opourM=:<X).)v / 2ap^D.-^ e v ; ^ p /

6. Supposons que la forme (a, &, c) soit proprement primitive. On
verra, comme dans le cas où D est négatif, que les valeurs de oc et dey
qui donnent à cette forme des valeurs impaires sont toutes comprises
dans deux couples de progressions (c) ou (c'). Faisant doncK==;2,
(%==?== a, et remarquant que e ==i, on a

(V) ^^(T+UyIï) 4-Me===m,
4^1)

m désignant le nombre des systèmes de valeurs des indéterminées x etj
qui, satisfaisant à la double inégalité

/ A / \ /„ < „/* < J'L -•»••(A; Ô^^^^__^A,

donnent à la forme (a, &, c) des valeurs impaires et inférieures à M.
Nous pouvons ajouter que toutes ces valeurs seront positives; car de
l'inégalité (A')

rm

a^>(T—&U)y ax-^by^^y

on déduit
/p-^BUs)^

a^ax^-^-ïbxy-^cy2) = (a^+ by)2—•ï)y2^>-———_———9

y^

â(^^2-4-2è^y4-<?y2)>y:î•

Comme nous supposons a >" o, nous avons

ace1 -^ îb xy -h- cj'2 ̂ > o.
aa,
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II.'

7. Désignons par 9. l'ensemble des formes quadratiques

(^6,c), ( a ^ b ^ c ' ) , (^^c^...,

propres à représenter toutes les classes du même ordre primitif de
déterminant D; par A ie nombre de ces classes, par m', m",... les nom-
bres qui,pour les formes (a', V, 0, (a^ 6//, 0,..., ont la même signifi-
cation que le nombre m pour la forme {a, b,c}. De plus, si le détermi-
nant est positif, nous supposerons les premiers éléments a, a\ a\...
positifs. Enfin, quand le déterminant est négatif, nous ne considérons
que les formes positives.

Si les K systèmes de progressions (c) ont été choisis de manière que
les valeurs (a, &, c) soient tous les nombres premiers, relativement à
un nombre donné A, et qui peuvent être représentés par cette forme, le
nombre m dans les formules (II) et (IV) sera le nombre des représen-
tations parla forme (a, 6, c) des entiers premiers avec A, inférieurs à
la limite M, et qui, si le déterminant est positif, satisfont en outre aux
inégalités (A').

Supposons que, pour donner aux diverses formes Q toutesles valeurs
premières avec A dont elles sont susceptibles, il faille prendre les va-
leurs des indéterminées œ et y dangi K systèmes de progressions tels
que (c), et que ce nombre K, ainsi que les raisons a, ? des progres-
sions, soit le même pour toutes ces h formes û.; les équations [II)
et (IV) subsisteront pour chacune de ces formes, et l'on en déduira par
addition les deux suivantes :

/ , KAîrM „, V / ^ K// y / 1 1 u m\ TU- V(i) ——=4-M£==>m, (a) ———=? --4-—1/D -t-Me= > m,v / ap^D. ^J aa(3^D V» ^ v / ^

dans lesquelles y m exprimera le nombre de toutes les représentations
des nombres entiers premiers avec A et inférieurs à la limite M, qui de
plus, si le déterminant est positif, satisfont à la double inégalité (A'),

^ pour la forme ( a ^ & . c ) , et à des inégalités semblables pour chacune
des autres formes.



POUR UN DÉTERMINANT DONNJÊ. I'j3

8. Soient e\ e'2 ^2,... tous les diviseurs carrés, autres que i, d'un
nombre impair n, et désignons par rs {n) le nombre de toutes les solu-
tions des diverses congruences G

^rEsD(mod.^), ^=sD (mod. ̂ )?
\ e /

^^Dfmod.-^ ^^Dfmod.4^->-- -
\ e / \ e /

Si D est négatif et différent de ~ î , le nombre des représentations de n
par l'ensemble des formes û, qui représentent l'ordre proprement pri-
mitif de déterminant D, sera 2^ {n); il sera 4^ (^), si D ===---1. Si D
est négatif et différent de — 3, et que les formes Q. représentent l'ordre
improprement primitif de déterminant D , le nombre des représen-
tations de 2n par l'ensemble des formes û sera 2%r [n] ; il sera 6^ {n)
s iD=~3 .

Ces théorèmes sont une conséquence immédiate des principes établis
par Gauss, relativement à la représentation des nombres par les formes
{Dùq., n° 180 et 181).

9. Si D est positif, le nombre des représentations de.n ou de 37^, sui-
vant que l'ordre û est proprement ou improprement primitif, est égal à
vs (n), pourvu que chaque représentation soit assujettie à vérifier Finé-
galité(A'),(6),

Soit N Pun quelconque des quotients - -; -7^ ' • ? et désignons par co
le nombre ï ou le nombre 2, suivant que Fordre û est proprement ou
improprement primitif. Si le nombre des représentations propres
de <x)N par l'ensemble des formes û est égal au nombre des valeurs di-
verses de l'expression V D ( m o d . N ) , et qu'on ait égard au u° 181 des
Disquisitiones, on conclura immédiatement que le nombre de toutes les
représentations, tant propres qu^mpropresy du nombre ^n par les
mêmes formes û est égal à w (n). Or c'est ce qui a lieu quand toutes
ces représentations sont assujetties à vérifier les inégalités (A'). En
effet:

Toutes les représentations propres de o>N qui appartiennent à une
même valeur, l'expression \/D (mod, N), sont données par une seule
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forme (a, b, c) du système û, et se déduisent de l'une (Tentre elles
(a, p), au moyen des formules

i7 (t}Xn ==• a in — ( 6 ce + 6' (3 ) î ,
œ^=(3^-h(aa+6(3) ^n,

(^ /T u ^N" û) /T U
4 ==-(--+--i/B 4 - ~ - — - ~ <w ^"(î-.11^)",-"^-11^",j 2 \û) co y 2 \&) a» /2\ûi) & ) / 2 \& ) û)

&) /T U ,^Y w /T U ^y'Un == —~ - + - </D — —~= - — — yD ?
s^D \" ^ / 2</D \^ » /

dans lesquelles nous supposerons a positif, ce qui est permis, puisque
nous ne cherchons que les représentations dans lesquelles OQ et y sont
des nombres positifs. Or, parmi les représentations déterminées par ces
formules, il y en a toujours une et une seule qui vérifie la condition

, . , , . ,/,T-&IJ(A') o^,_^^.

En effet, on déduit des équations (a), entre deux représentations
consécutives x^ y/i» et oon-\, yn^\ ? l^s relations

(ùXn = T^n-i — ( b^n^ + c?j^-i) U, ûoy === Tju-t + (ûWn-i -l- éy«-i) U,

qui résolues par rapport à yn-\ donnent

((3) coj«^>==^(ï-6U)-aU^.

Si «r^ et yn vérifient la double inégalité (A7), l'équation {^} donne
y^^o; et réciproquement, si l'équation (?) donne pour y^ une va-
leur négative ou nulle, tandis que y^ ne sera pas négatif, x^ et yn véri-
fieront les conditions (A^)- Or il y a toujours-une valeur de n, et une
seule, qui fait succéderdans la série des valeurs dey^ une valeur posi-
tive à une valeur négative ou nulle. Pour le démontrer, nous mettrons
Inéquation

û^-haéap+c^^N

sous les deux formes

( ^ ^ ^ & P ) 2 — D ( à 2 = = a N , ( c p 4 - & < x ) a — D a 2 = c N , :
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d'où, à cause des inégalités a^> o, c<o, N > o, a > o, on conclut

^^<^<^py,

la valeur numérique du rapport ^——r est donc supérieure à \/D,

tandis que -"-5 ou
i Un

fT U _\^
-+-S/D) +i

^D^—"—^__y î

(ï^^
\ûù &) '' ^

peut prendre une valeur numérique aussi rapprochée qu'on le veut
de \/D, qui est sa limite pour n === ± oo : donc, pour deux valeurs de 72,
numériquement très-grandes, mais de signes contraires, le produit

(y) puJ^^—Âê)^
\ ^n p /

prendra deux valeurs de signes contraires; carie dernier facteur aura
le signe de son second terme, tandis que Un change de signe avec n.
Nous pouvons donc supposer que la valeur particulière j3 dej^ soit po-
sitive; dès lors, quand n variera de •— oo à -+- OD , y^ d'abord négatif
finira par devenir positif; car de Inéquation

aa+b^ (ba -4- c ^ ) _ N^ , 4 - . ^ _ . ^

on conclut, quand j3 est positif, que cu——'? le plus grand des deux
termes du premier membre, est positif: les valeurs de y^ qui corres-
pondent à des valeurs positives de n, seront donc elles-mêmes positives.
Nous pouvons donc supposer que {S est la première de ces valeurs po-
sitives, de telle sorte qu'on aitj^, 5 o; l'équation (^3)

&)j^^ (3 (T-&U)—aUa
donnera

p.< ^ .
^f'^Tu^
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II existe donc une représentation (a, |3) de N, qui? appartenant à la
valeur considérée de l'expression \/D (mod. N), vérifie les conditions (A'),
et il n'y en a pas d'autres, car pour toutes les valeurs positives de n
yn reste positif: il n^y a donc plus pourj^ de passage du positif au né-
gatif, ce qu'il fallait démontrer,

10. Les résultats obtenus dans les deux numéros précédents peu-
vent se résumer dans ces deux théorèmes, où nous désignerons indéfi-
niment par n tous les nombres impairs compris entre zéro et — et par
rs (n) le nombre de toutes les solutions des congruences G.

i° La valeur de \ m dans F équation (i) est égale à 2 y ^{n), ex-

cepté quand D =^ i y si l'ordre û est proprement primitif, et quand D == 3,

si l'ordre i2 est improprement primitif. Dans le premier cas^ m === 4 / w (n) »

tandis que dans le second y m == 6 ^ ̂  (/î).

2° La valeur de y m dans l'équation (2) est toujours égale à y vs (n).

m.
11. Quand les formes ù représentent Perdre proprement primitif,

nous avons vu que, pour leur donner toutes les valeurs impaires dont
elles sont susceptibles, il faut prendrez ety dans deux couples de pro-
gressions {c) ou (<?'). Chacune des formes û donne lieu a une équation
semblable à réquation (111 ) ou à l'équation (V). L'addition de ces équa-
tions nous donnera l'une des deux formules

( 3 ) ^E+M^-Vm, (4) ^^(T+U^D)4-M-,=ym,
a ̂ l). ^j 4v^ —

dans lesquelles ^ est une variable qui s'évanouit avec— et la somme

y m a la valeur déterminée dans le n° 10.
Désignons par À' le nombre des classes improprement primitives de
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déterminant D, et par T, IT les plus petits nombres entiers qui véri-
fient l'équation

T^—D'ir2:^..

Pour établir les formules qui correspondent dans ce cas aux équa-
tions (3) et (4)? nous allons d'abord résoudre ce problème :

« Trouver le nombre K des systèmes de progressions x= iu -+- y,
y === ap -h- dedans lesquels on doit prendre x et y pour que là forme
improprement primitive (a, b, c) reçoive toutes les valeurs impaire-
ment paires qu'elle peut représenter. »

Comme toute forme improprement primitive peut représenter une
infinité de nombres impairement pairs, et que toute classe peut être re-
présentée par une forme dont le premier élément soit l'un quelconque
des nombres représentés par cette classe, nous pouvons supposer que
dans les formes iî les nombres a, a\ a",... soient impairement pairs.

Si le déterminant b2 — ac ==D est de la forme ± 87 4-1, ac est divi-
sible par 8; et comme a est simplement pair, -^ a sera impair, et |-c
pair. Pour que le nombre n = ^ asc2 + hooy 4- ^ c/3 soit impair, il faut
que les indéterminées <x", y soient prises dans le système unique
x^-^u -h î , y === iv : on a donc K = = ï .

Si, au contraire, D est de la forme ±81+5, ac sera de la forme
8 m 4-A, et par conséquent les deux nombres ^a, -|c seront impairs.
Le nombre n sera donc impair si les indéterminées oc et y sont prises
dans l'un des trois systèmes

X -̂  2 U -4- î , ( X^=.1U "+- 1 \ X ̂  2 U,

y :•„.:: 2 v -1--1 ; ( y ==-• a v ; ( y == 2 ̂  •4- r •

On a donc dans ce cas K == 3.
12. La valeur de K étant la même pour les À'formes û, nous pou-

vonsappliquerlesformules(i) e t ( 2 ) dun°7, eny faisant w. ==?=&> =2,
et remplaçant À, T, U par h', T, U\ De plus, pour que la limite par
rapport au nombre impair /îsoit la même dans les deux ordres primi-
tifs, nous remplacerons la limite M de 2/z par une valeur double ^M.
Nous avons ainsi

<5 ' '̂ "—«-s- <6 ' ̂ -^-"-s"-
Annales de l'École Normale. 2e Série. Tome III* 2 3
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Puisque dans ces formules Vw a la même valeur respectivement que
dans les formules (3) et (4) {voir n° 10), en exceptant le cas où
D == — 3, nous pouvons égaler les premiers membres, puis passer à la
limite après avoir tout divisé par M. Nous obtenons ainsi les deux
équations

h == K A', si D est négatif et différent de — 3 ;
/nr/ Tjf ,-̂ .\

^(l^iL^/D)
h^-KJt'^——î-——-? siBest>o.

Z ( T + U ^ / D )

PourD == — 3, on a (10)

^ m^ ÎS.Y v5(n) .

dans la formule (3), tandis que dans la formule (5)

Y m ̂ 6 Y OT (n);

on aura dans ce cas
3A:-=K/^.

Or nous avons trouvé ( i i ) que K est égal à i ou à 3 suivant que D
est de la forme ± 8/4-1, ou de la forme ±.8l+ 5. Nous pouvons
donc énoncer ce théorème :

Le nombre des classes pour un déterminant négatif est lé même dans les
deux ordres'primitifs, si le déterminant changé de signe est de la forme
8^4-7; si, au contraire, il est de la forme 8^4-8 , V ordre proprement pri-
mitif contient trois fois plus de classes que l'ordre improprement primitif.

Le déterminant D == — S-fait exception; les deux ordres primitifs
de déterminant — 3 renferment chacun une seule classe.

13. Si D est positif et de la forme 8 / - h ï ? l'équation
1^_Dip:=4

n^admet pas de solutions en nombres impairs; on a donc
. . ^ r=2T, U'^aU; ' :
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et comme dans ce cas K = = i , la formule précédente donne h == h\
Donc

î Pour un déterminant positif 8 l -h i, les deux ordres primitifs ren-
ferment le même nombre de classes. »

Si D == 8 ̂ -4- 5, K == 3; mais il faut distinguer deux cas;, suivant que
l'équation

T^—DIP^

est possible, oui ou nony en nombres impairs. Dans le premier casy on
aura la relation

t r ^ f TT/ \ 3

T+U^B- T + ' J ^ J D ) ,
2 2

d'où

(Ï^)_, , , K .
/r , u'

- , . // — ""•", — //———————-—^—— — — 5 fi, ,— —~—. .— ff, ,
Z ( T + U \ / 0 ) 3 • ^

Dans le second cas on aura

T'=2T, U ' — ^ U ,

et par conséquent h == 3 A'. Donc
jPo^r z^n déterminant positif 8 / + 5 /<? nombre des classes propre-

ment primitives est ou égala celui des classes improprement primitives, ou
triple de ce dernier nombre, suivant que Féquation

T^—DW^i

réadmet pas de solutions en nombre impair'y ou quelle en admet.
Gauss fait remarquer que, sur y5 nombres de la forme 8/ + 5 et in-

férieurs à 600, il y en a 16 pour lesquels l'ordre proprement primitif
renferme trois fois plus de classes que Fordre improprement primitif,
et £9 pour lesquels les deux ordres primitifs admettent le même nombre
de classes.

IV.

14. Les équations (i) et (^) déterminent aussi le rapport des nombres
déclasses pour deux déterminants dont le rapport est un carré. Pour
l'obtenir, nous devons d'abord résoudre le problème suivant :

23.
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tf Déterminer le nombre K des systèmes de progressions x == ^p u + y,
y = 3 . p v + S , dans lesquels il faut prendre les indéterminées ce, y,
pour donner à la forme proprement primitive (a, &, c) toutes les va-
leurs premières avec ^p dont elle est susceptible. Nous désignons par
p un nombre premier impair, »

Comme les résidus y et § doivent être pris dans la suite o^ ï , 2,
3 , 4 » - - - » ^p — l y l e nombre de tous les systèmes possibles est ^p2; mais,
pour obtenir le nombre K, il faut retrancher de 4^2 le nombre de tous
ceux de ces systèmes qui rendent (a, 6, c) divisible par 2 ou par p. Or
on a

ci (ax2 -h- 2 bx'y -\- c\ï2) === {ax -h 6y)2 — Dy2 == an»

Comme le nombre a est impair, on ne peut rendre n impair qu'en pre-
nant y et à dans l'un des deux systèmes

y=:2^-t-i, ô==2"/?; ou y=:2^ + a, S =~- 2 ri -+-1 *

Dans le second système a est égal a i ou à zéro, suivantque c est pair
ou impair; mais il faut exclure de ces deux systèmes toutes les valeurs
de Ç et y? qui vérifient respectivement les deux congruences

[<2(2Ç+i) -+- 267?]2—4D7î2H=::o (mod.p),

[^(2^ 4-a)-4- ^ ( a y î + i ^ — D Ç a T î -M^EESO (mod.p).

i 0 ^ , ) = = — i . Chacune de ces congruences n'admet qu'une seule
solution, savoir la première

71^0, 2^ 4-1 =/;,

et la seconde

27î •+ ï '===p, ^ 4" cc^== p ou o, suivant que a == ï ou o;

donc
K == 2 p2 — a := ^ (p2 — ï).

20 ( „ ) ^ i - Pour chaque valeur de ^ comprise entre ï e t ? — ï , in-
clusivement, la première congraence fait correspondre deux solutions,
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tandis qu'il n'y en a qu'une seule quand ^ = o, savoir

^P-1 _
2

De même la seconde congruence donne une seule solution quand
D ==£—î", et deux pour toutes les autres valeurs. Le nombre des solu-
tions de chaque congruence est donc

9. ( p — i) 4- ï == ^p — l ;
donc

K == 2/?2 — 4p 4- 2 ^= a ( p — ï. )''.

3° Ds=o(mod.p). Les deux congruences considérées se réduisent
aux suivantes :

a (aî; 4-1) 4- 2673 s o, < 2 ( a ^ 4 - a) + b (277 4-i)===o (mod.^).

Pour chaque valeur de ï?, chacune de ces formules détermine pour ë
une valeur unique; ce qui fait en tout 2p solutions. Donc

K == 2p2 -"- a p —-: a p (p — ï ).

15. Cette valeur de K étant indépendante des coefficients de la
forme ( a » & , c ) , nous pouvons appliquer ici les formules ( i )et (a) en
y faisant a == ? == 2p.

Prenons d'abord deux déterminants négatifs D et Dp2. Désignons
par h' le nombre des classes proprement primitives pour le dernier dé-
terminant, et par K' le nombre des systèmes de progressions spu 4- y,
^py 4- ^ dans lesquels il faut prendre les valeurs des indéterminées
pour obtenir tous les nombres entiers premiers avec ^py qui peuvent
être représentés par les formes proprement primitives de déterminant
Dp2. Enfin désignons par ?^ {n} le nombre de toutes les solutions des
congruences

(G') ^^Dp^moà.n), ^sDp2 (mod.^)? ^ssD^2 (mod.^y-?

qui correspondent aux congruences (G) du n0 7. Comme le module n
est premier avec p, toutes ces congruences admettent les mêmes nom"
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bres de solutions que les congruences (G) auxquelles elles corres-
pondent respectivement. On a donc ̂  ( /%) = vaÇn), et par suite y m
conserve dans l'équation (i) la même valeur, quel que soit celui des
deux déterminants D et Dp2 auquel on l'applique. On aura donc

KAîr K'/^TT "-î-6'—- g, lime'=Iim€==:o,
4p2^""" 4p3v/^

d'où
hf^ph^

Or, d'après le numéro précédent, K' = s p ( p —ï) (3°), tandis que
K a r u n e des valeurs ^ ( j? 2 —!), ^ ( p — î ) 2 ou s p { p — ï ) , suivant que
Fon a ^ , j = = — i , ^ , j == + i, ou D=Eo(mod .p ) . On a donc res-
pectivement dans ces trois cas

h^ip^h, h^{p^ï)h, h^ph.

On peut réunir ces trois formules en une seule^P[.-(^]/.,
pourvu que l'on convienne de réduire à zéro le symbole (D) quand D
est divisible par p.

16. De même, quand D est positif et qu'on applique l'équation (a.)
aux déterminants D etDjo2, on reconnaît que Vw a la même valeur
dans les deux cas; caries raisonnements précédents pour établir Péga"
lité ^^{n} == CT (n) sont indépendants du signe de D. Nous avons donc

^^T^U^).-Me-^Z(T^II/^B).M.;

d'où

(8) h'=hp[.-(1D}L[lil±VJ/DL,
L V^PJ l(T-+.V'pi/D)
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T' etU' désignant les plus petits nombres entiers et positifs qui véri-
fient Féquation

T^—^DU^ï.

17. Le rapport des nombres de classes proprement primitives pour
deux déterminants D et 4D se déduit immédiatement des formules (III)
et (V), en remarquant que, les deux*congruences

^ssDf m o d . — • ) et ^s^D 1 naod. •^•)\ •me2] ^ \ e 2 ]

ayant le même nombre de solutions, y m conserve la même valeur
quand on passe du déterminant D au déterminant 4D. On a donc

^=J^^^ ^^T+U^^^^r+^U'^+e'-^
2^/Df 4</Bi 4 v D 8 ^ D ' '

d'où, en passant à la limite,

(9) A '=2À, s iD=-D,<o; ^ ^ ^ h J ^ ± ] } ^ l ^ , siD>o.- /(T^U^D) ,
T' et U7 sont les plus petits nombres entiers et positifs qui vérifient
Féquation

T^-^DU'2^:!-

18. Les formules précédentes conduisent sans peine au rapport des
nombres de classes pour deux déterminants D etDS2. Soient h et À' ces
deux nombres, et

S^^p^p^'... ^ç^...

^,p',... désignant des nombres premiers diviseurs de D, y , ^ /,... des
nombres premiers non diviseurs de D. On passera du déterminant D au
déterminant DS2? en multipliant successivement par les carrés des fac-
teurs premiers de S, et à chaque multiplication les formules (7), (8)
ou (9) feront connaître comment varie le nombre des classes.

Supposons D <; o. On passe du déterminant D au déterminant ja^D,
en multipliant v fois par 4" Chaque multiplication double le nombre
des classes» Le nombre 7^ pour le déterminant ^D sera donc ^h.
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On passera du déterminant a^Dau déterminant a2^20^, en multi-
pliant a fois par p2. Comme à chaque multiplication le nombre des
classes est multiplié parp, il devient ^p^h. Il en est de même pour
les autres facteurs T/,^,.... Posons ̂ ^"//^...D^Do le nombre des
classes de déterminantD^ sera donc ^p^p1^... h.

Or on passe du déterminant D, au déterminant D^y 2 ^ en multipliant
P fois par q2. A la première multiplication le nombre des classes est
multiplié par q\ i— ( — ) ï- y et à chacune des multiplications sui-
vantes il est multiplié par^. Il deviendra donc

^^...^T1- f1^L \'1'' J ' L \q} îJ

De même, lorsqu^on multiplie le déterminant par q^2^, q^2^,.. .,
le nombre des classes est lui-même multiplié respectivement par

^[I- (^) ?} ̂ "[1- (^) ^'••••Onadoncréquation

(.0) A'=ASn[r-(-^}

où II indique le produit de toutes les valeurs que prend le binôme
i^_ ^.-^ -., lorsqu^on égale q aux diviseurs premiers inégaux de S, qui
ne sont pas en même temps diviseurs de D.

19. Pour un déterminant positif D, nous poserons

S =-: m m'm" „ . . m;, '

en désignant parm^/^^m^, . , . tous les facteurs premiers tant égaux
qu'inégaux, du nombre S; et nous représenterons par T, U; T, v; T', y';
T^Z/';.... T, U'les pîus petits nombres entiers et positifs, qui véri-
fient respectivement les équations

T'—DU2^!, r—D^u^i, r^—DmW2!/2:^:!,

T//2--•D:w2m/2m^u^'==I,... T2 — I)S2 U'2^ i. '

Lorsqu'on passera du déterminantD aux déterminants Dm2, Dm^m^,
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Dw'TO'2»?"2,... DS2, le nombre des classes h sera multiplié successive-
ment (16) par les facteurs

/nr.-W-'-l -̂ -Î tILv.5)-
L \mj "U /(T+umt/ f l )

m'\i- f^} -Ll ^+"^\/D^
L \ m' ] m'\ l^'+u'mm'^)'

m"[î—(ï)-mw\ -L} l^r'~{~v'mm' ^P)
L \ m" ] m"\'l^"^.v"|nnllm"\|}ï}'!

F.- ̂ •2DSÎ) ±1 ̂ -r̂ iî,J. (^J)s1} rl^7'--'-"--^-^
L1 \ m, / mj /"(T'+U'Si/D)

On aura donc, en supprimant les facteurs communs, et réduisant à
zéro le symbole [ — ) quand M est divisible parjo,

( x r ) A-ASnI^^J^UI^iï-îJ"^
L \q} q j ^(T+U'S^D)

Les formules (io)et ( i i), jointes aux résultats obtenus dans les n0812
et i3, ramènent la recherche du nombre des classes de formes qua-
dratiques de même déterminant et de même ordre au cas ou le déter-
minant n'est divisible par aucun carré, et où l'ordre considéré est pro-
prement primitif. Elles font aussi connaître le rapport des nombres de
classes pour deux déterminants dont le rapport est le carré d^un
nombre rationnel quelconque,

V.

20. Posons D rrrS2^, S2 désignant le plus grand carré qui divise D,
et continuons à exprimer par ^{n} le nombre des solutions de toutes
les congruences G (n° 8). Les recherches suivantes ont pour point de
départ la formule

, , V 1 /Œ)\^^^L^r
ÂnnaUs de l'École Normale, 2e Série. Tome ÏIÏ, 2; (
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dans laquelle le signe y s^étend à tous les diviseurs de n, désignés in-
définiment par i. Quand le nombre n est premier a ^D, elle revient aux
deux théorèmes démontrés par Dirichlet au paragraphe VII du Mé-
moire cité (CRELLE, t. XXI, p. i). Mais nous avons besoin de Retendre à
des valeurs impaires quelconques de n, dans le cas où S -"= i.

Nous allons d'abord la démontrer pour une valeur quelconque S,
mais en supposant n premier à ^D. Nous reproduisons cette démons-
tration de Dirichlet pour ne pas obliger le lecteur à recourir à un re-
cueil étranger.

Supposons d'abord que tous les facteurs premiers de n soient divi-
seurs de la formule x2 — CD; et posons

^J^V^—

Chacune des congruences x^ —(o===o (mod. -^) admet un nombre de
solutions égal à ^y en désignant par p. le nombre des facteurs premiers
inégaux du quotient -^ Tout se réduit donc à faire la somme des di-

cs

verses puissances ai\ qui correspondent à toutes les valeurs différentes
de "^a Pour cela, considérons le polynôme

F,-^^^^"2^^^1"-'1^...

qui doit être continué tant que les exposants ne sont pas négatifs, et
dans lequel le coefficient du dernier terme est supposé égal à ^ ou à i,
suivant que l'exposant de ce terme est i ou o. Le produit développé
de ce polynôme et des polynômes analogues relatifs à/^ /a,... étant
évidemment composé de tous les termes de la forme ^ — ^9 on ob"

G

tiendra la somme des puissances ̂  en remplaçant les nombres/o/a,
/g,... par l'unité. Mais par ce changement les nombres F^ Fa , . . .
deviennent X^ 4-1, X a + i , . . . . Donc la somme cherchéeest égale à
(Xi +1) (^2 -4-ï) (5i3 4-r)..., c'est-à-dire au nombre des diviseurs de n.
Comme ce dernier nombre est égal à V ( ^ ) ? le théorème est démon-
tré dans ce premier cas.
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Supposons maintenant

^^^•••g^-

en désignant par g-les diviseurs premiers de n dont(£) n^est pas résidu,
Parmi les congruences G y dont la forme générale est

.^sssD ( mod. —}ï\ ^ ]

il n'y aura de possibles que celles dans lesquelles le quotient -^ ne ren-
ferme que des facteurs du premier genre/. Pour que cette condition
soit remplie, il faut que e2 soit multiple de g^ g ' ; . . . , ce qui exige que
tous les exposants ^ ^ a » - - " soient pairs; et dans ce cas

vsÇn) ==(Ài -hï) (Âa4- i) (^+ i).. . ;

si au contraire l'un des exposants i^, ^••- ^st impair^ aucune des con-
gruences G n'est possible; de sorte que^ (^) === o. Nous devons donc
prouver que la somme y ((-) se réduit à ()^ -hi) (^-r-i) (^3+1) . . .
dans le premier cas et à o dans le second. Pour cela faisons le produit
des polynômes

Ï+/l+jC+-^/^ ^/.+/^-+^%- Î ^ -̂.̂ ,...,

dont les termes sont les diviseurs de n. L'un quelconque de ces divi-
seurs étant désigné par K, on a ̂ j = = ; i o u ( ^ j = = — j , suivant que le
nombre des facteurs g contenus dansK est pair ou impair. La somme
V / Q ^ est donc égale à la valeur que prend le produit

(ï+^+/^^-^l)(I+^+^^t••^/^)<••^

lorsqu'on y remplace/^/2,.». par i, g^ ^a^-par — ï ; donc

^)=(^,)(^,)(^,).,.C=^^[^^
a4.



î88 NOMBRE DES CLASSES BE FORMES QUADRATIQUES

Or il est évident que cette expression se réduit à ()^ -4-1) (^ -+-ï)...
quand tous les exposants ^,, ^2, . . . sont pairs, et à o quand l'un de ces
exposants est impair. Donc:

THÉORÈME. — SiD = CD S2, S2 désignant le plus grand carré que di-
vise D, *et que TS [n] représente le nombre de toutes les solutions des con-
gruences

(G) ^=-D(mod./î), ^^Dfmod.^), ^s=D fmod.-^,-^
\ e 1 \ ' e j

dans lesquelles n est un nombre premier avec 2 D, dont tous les diviseurs
carrés, autres que i, sente2, e'2,...» le nombres (/z) est exprimé par la
formule .

(-) -^-SOI)'
où la somme y doit être étendue à tous les diviseurs i den.

Ce théorème, combiné avec celui dun° 10, donne les deux théorèmes
de Dirichlet.

21. Soit S = = i , et par conséquent D =(D. La formule ( la ) subsiste
dans le cas même où n n'est pas premier avec CD, pourvu que l'on con-
vienne de réduire à zéro le symbole {^\ lorsque m'est pas premier
avec(©. En effet,posons

n^nfKt1, ' .

n' désignant un nombre impair premier avec Œ), K et l ne renfermant
que des facteurs premiers diviseurs de Q, et K n'étant divisible par-
aucun carré. La congruence

^=0 fmod.-^\ e2]

est évidemment impossible, si le quotient ̂  renferme le carré d'un fac-, 1 1 ' 1 1 1 ! ! ! ! e '
teur premier de ©; elle n'est donc possible qu'autant que e == pj. Les
seules congruences possibles parmi les congruences (G), sont donc celles
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qui se rapportent aux modules n'K, ̂  ̂  ..- Donc^ ^i

V5[n)=:•!55(nrK).

D'ailleurs le nombre des solutions de la congruence

^=0 fmod.^^
\ P2 1

est le même que celui de la congruence

y 2 ^ ( j ^\K^=_- mod.— ;
A. \ [ } } j

car dans la première congruence x doit être divisible par K. Or les
deux congruences

1Lx\ sg (mod.-^ j î et ^SQ (mod.7^')

admettent le même nombre de solutions. Comme en outre les diviseurs
carrés p:\ ^/1,... de n'K sont les diviseurs de n', le nombres (^K)
de toutes les solutions des congruences

^^Œ)(mod.^K), fmod.^, fmod.^,...
\ ^ 7 \ ^ 2 /

est le même que le nombre de toutes les solutions des congruences

^sCD(mod.^), (mod.7^ /^od.^^-.-
\ P' / \ /x 7

On a donc
OT(^)=: Ç7 (^).

Or la formule (12) est applicable au nombre n\ D'un autre côté, la con-
vention qui réduit à zéro le symbole f^V quand les nombres <D et i ne

sont pas premiers entre eux, réduit la somme V (^\ rétendue à tous
les diviseurs i de n, aux seuls termes qui se rapportent aux diviseurs
de n\ On a donc toujours ""•>=sœ-
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22. PROBLÈME. — Trouver la limite du rapport^ " -, quand p. croît

indéfiniment, et que la somme indiquée au numérateur détend à toutes
les valeurs impaires de n, qui ne surpassent pas la limite p..

En remplaçant sr(^) par la valeur que nous venons de trouver, on
obtient .s^-ssœ-

La première somme se rapporte au nombre impair n, que l'on fait
varier de i à;x, et, pour chaque valeur de n, la seconde somme s'étend
à tous les diviseurs i de n. Or le nombre de fois que le même terme
{ . " j entrera dans cette double somme est égal au nombre des termes
divisible par ïdans la suite des nombres impairs i, 3, 5,... qui ne sur-
passent pas la limite ^. Or, en supposant y. impair, ce nombre est
E (""^T-")3 E(;r) désignantle plus grand nombre entier contenu dans x.
En effet, posons

p.^ 2 i K + 2 r — i .

La suite des nombres impairs i, 3, 5,..., ^pourra se partager en
groupes dei termes chacun, à l'exception du dernier groupe qui n'aura
que r termes :

i, 3, 5,..., ï y . . . , 2 i — î,
^i+ï, îu-4-3,..., 3^..., 4z—i ,

(2K-2) î+ I , (2K~2)î-+3,. . . , (2K-I)^..., 2Kf -X,

' 2 'Kî--+-i , 2K;'-4-3,..., 2Kz+2r-~i .

Chaque groupe de i termes contient un multiple de i, et un seul,
tandis que le dernier groupe n'en contient aucun si r < ï^, et un seul, ^ ' ! ! 1 ! ! ! 1 ' s 1

sir^-^—. Le nombre des multiples impairs de i compris entre i et^,
est donc K dans le premier cas, et K 4-1 dans le second cas; or c'est
aussi la valeur de la formule E fï-t^V ; car on a\ ïi ' j

r+'——l
^^('S-^^t-)^-^———!
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Nous pouvons donc poser

y.(.)^y^^E(^.
^ v / ^J( \ Z / \ 2 ? ;

Soit y. = 8 Œ) 7i2 — i , et partageons la somme précédente en deux
parties, l'une comprenant toutes les valeurs impaires de i, comprises
de i à 8 ( D n — i , et l'autre s'étendant de 8 (D^-I-T a 8 (D^ 2 —i. Celle-ci
pourra se partager en sommes partielles dont chacune s'étendra aux
valeurs de i comprises entre deux multiples consécutifs de 8(0; elle sera
ainsi exprimée par la double somme

f A ) V ^ - i V 8 C D ^ i / ^ \ / 8 K Q ^ ^ + . ^
( A ) ZK^Â [7) ^ÔKcD+^r;5

dans laquelle nous écrivons ( — ) au lieu de (5-^——,(5 à cause de
\ ï / \on.a) -+- v

l'égalité de ces deux expressions.
Si, pour une valeur de K, le second facteur E (^-———^—\ ne

- \ ibK(0-4-2Z J
change pas de valeur quand on fait varier / d e i à 8 ( E ) — r , I a somme par-
tielle correspondante est nulle; car on a„, ^-(8Œ)~i /(D^

T. —: o.

D^ailleurs ce facteur ne peut changer qu'une fois de valeur dans Fune
quelconque des sommes partielles qui, dans la formule(A), corres-
pondent aux diverses valeurs de K. Supposons en effet que, pour une
valeur deK, il y ait deux changements de valeurs; désignons par m
la première valeur, et posons, pour abréger, 8Kc04-i=/?; on aurait
les deux inégalités

u-4-P, . a - 4 - P - + - 8 C D - — 2 _m +1 >>r-——Jl > m, m —-1 "> l——'—^———7-- > m — 2 ;' " ïp - ' ' 2p4- i60c)—4 ?

d'où

et a fortiori

a + p a - { -D+8(D—2
• —— " ..„,„„ *____________•*__________ ____________________ ^> TVf, ._____ ( YYÎ. .n.,n..,,,r T )

ïp '2//-!- I60c)—4w ' v / ?

^(8(0^—a)>^(2p4'• x6c0--4),

8 ̂ (j^. 8 (D > 2 jE)2 > 2 82 (jD2 n2,
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puisque K^/z . Cette inégalité étant impossible, le second facteur
dans la formule (A) ne peut changer qu'une seule fois de valeur dans
l'une quelconque des sommes partielles qu'elle renferme. Soit^la va-
leur de /pour laquelle s'opère un changement de valeur. On aura, en
se rappelant la formule (B),

V^CD-i /(o\ /^.+. 8KC© -4-A V /CD\ V8(D-i f^\
L \7r [~76KQ^^) "^JL [7) "2/ [ l )

-^V8^--1^ ^Y^/^\^ Lf \i)^L. \ i )
La valeur numérique de cette somme partielle est donc inférieure à aco,
et, par conséquent, on pourra l'exprimer par la formule aeo, e dési-
gnant un nombre compris entre — i et 4-1.

O r p o u r K = = ^ o n a

^ /^+8/iŒ)+-1\ . ï
^ x6^^. )<I^^

e t p o u r K = 7 ^ 2 — I ,

/=8(D-r, Ef^J^®——^,;\ i6K(D+ 2^ / )

donc, dans retendue de la somme (A), ce facteur ne peut pas changer
de valeur pour un nombre dégommes partielles supérieur à ^/i.Ch^
cane de ces sommes partielles ayant une valeur numérique inférieure
à 2(0, et toutes les autres se réduisant à zéro, on aura

VM /©\ Tp fp.+i\
Z8.CD^(T)E^)^

s étant compris entre — ï et 4-1. D'un autre côté,

S8^-1/(M {p^i\ l V / ^ V , l V / ^ \ . .. ATr^rJ-ïZlT^ ^<^.

chaque produit f^J étant inférieur à l'unité, tantôt positif et tantôt

négatif, il est évident que la somme V (Q) ^ est inférieure numéri-
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quement au nombre de ses termes 4 ^ Œ > * On a donc

sœ^Hsœ^'"»8^--
s et 61 étant compris entre — x et .-4- ï . Si l'on divise par [i = 8 n2 (D — i,
et qu'on fasse croître n indéfiniment, on trouve

( , 3 ) r^^\(^\ï(^}^^y(^^\im^ Z ^ \ i } \ ^i } ^^u\i ] ï ^

23. Nous avons vu (10) que, pour l'ordre proprement primitif du dé-
terminant négatif (D, le nombre ^m dans l'équation (ï) est égal à

2 > z y (/î) ou à 4 7 ^ (^)» suivant que l'on a — (D >>i, ou — (D ==i .
De plus, pour nous mettre dans l'hypothèse de la formule (i3) où n
reçoit toutes les valeurs impaires inférieures à pi, il faut (n° 4) poser
a == ^ = K == 2. L'équation (ï) deviendra donc

-^^+M.=.y^(^-y^
2 \/— © ^ ^\î j l

En divisant par (x == 8 n2 (© — ï , et faisant tendre 7î vers oo , on obtient

, _ a^'1^® Y^ /(DN ï
/^ —-^ ————————— y ( —— j — *

71 ^\l ) î

Cette équation, Jointe à l'équation (10), donne, pour exprimer le
nombre A des classes proprement primitives du déterminant négatif
<DS2, la formule'-^"[-œilsœ^
Si (D = -1, il faut doubler le second membre de cette équation.

24. De même, si (D est positif, l'équation (;2), dans laquelle on fera
a==|3== K== 2, afin que le nombre n puisse recevoir toutes les valeurs
impaires inférieures à la limite M, pourra se mettre sous la forme sui-
vante :

A M ^ ( T ^ u ^ ) + M ^ - y ^ ( ^ ) - ^ y
4 V(D — — v /

Annales de V École Normale» 2® Série. Tome UL 20
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car Y m ==V vs (n ) (n° 10). Or en divisant par jx, comme précédem-
ment, et passant à la limite, on en déduit la formule

h: t/CD V /CD
S)2i^ T + U V % ) i / i ?

qui, combinée avec l'équation (n), donne, pour exprimer le nombre
des classes proprement primitives du déterminant (DS2, l'équation

(.5) /^-—-^^nr^^^ iyf^^
^(r-i-irsv^) L V î / d ^ V 2 / 1

Dans cette formule, comme dans la précédente, q désigne indéfini-
ment tous les facteurs premiers inégaux de S, pour lesquels (^ n'est
pas divisible,

La convergence de la série ^ ( — ) •ï- est démontrée par la manière
même dont nous l'obtenons; mais, comme les modules de cette série
forment une série divergente, la limite vers laquelle tend^ [ — ) 4 dé-
pend de la loi suivant laquelle on s'avance parmi les termes positifs et
les termes négatifs. Dans les formules précédentes, cette série doit être
réduite a sa limite principale, celle vers laquelle elle tend quand on
prend les valeurs de i dans l'ordre croissant de grandeur; car, dans la'
formule

y^)=Y(sw^\
^Ji LÀ \ î 1 \ 2 Z )

on ne peut prendre aucune valeur de i supérieure à la limite de ̂  et
Fon ne prend aucune valeur de i sans prendre toutes celles qui lui sont
inférieures.

25. Comme le nombre des classes proprement primitives h peut se
déterminer directement, les formules précédentes donnent les limites
principales des séries que Ton déduit de là série harmonique en affec-
tant du signe — i une partie de ses termes, suivant certaines lois déter-
minées. Nous en donnerons ici quelque's exemples* Prenons d^bord la
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formule (i4) en y joignant S==i , ce qui réduit à l'unité le produit
II i-- ( — ) î- h nous auronsL \q} qJ

Y/CD\ I 7TÀ V /—I \ Ï V, ^ Ï T;
Y —)-.==——^^ et > - — — ) - - = = > (~-ï) 2 -"=-7.
^ \ z / z a^/~(D ^ \ z / ï ^ ï 4

La seconde formule nous donne la série de Leibnitz

^^^^i+i.
4 3 5 7 9

soit (D === — 2. Or (:::-2 ] = = = ( - - •r ) 8 j> === î ou — î, suivant que i est
de l'une des formes 8 n+i , 3, ou de l'une des formes 871 --h 5, 7. On
a donc, comme h ==i,

77 Ï X Ï 1 I Ï I^___^_ — , i_ _ __ _ _ i_ _ _i __ _ __ __ _i~^. — •«• "T" .1 <w »~^ "i~ ^ —"' —? "~r" • - • .
a v/û ;> ô 7 9 ï I I3 Io

Pour o == —3, on trouve
TT Ï , I T Ï Ï 1 Ï^ _l^ g 4, ̂  — ̂ . -{- ^ — ^ + ̂  -« ̂  + . . . .

1 . 1Dans les deux premières séries, les termes r,——— et r.—— ont les
A 0 ̂  -1-ï 0/2 + 7

mêmes signes, tandis que les autres termes ont des signes contraires.
On aura donc, en les ajoutant,

{l±^^ =: i -- i + L ̂  -L -L. -1- »- -L -L. -1- -
8 7 9 î3 25 3i 38 '" *

De même, en faisant S ==ï dans l'équation (i5), on en déduit

V f^ I == ̂ C14^^).J L \ t ) i ^^)
Soit Q = 2, on a 'œ= 1 t3^.1

î =(-.)-•-,
i i i r T i i i Z (3 -4- 2 \/2)ï^.^_^+^+^,^-^+^-+- ^^...:= ^ ^ ^

2^.
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soit (© === 3, •

i i ^ ! _ _L _ JL . — ^ C 2 "4" s/3 ),i _ ^ - - ^ . ^ - ^ — ^ ^ . « . „ - ^

Ces exemples suffisent pour indiquer les applications que l'on peut
faire des formules précédentes dans la théorie des suites,

VI.

26. Quand le déterminant CD est négatif, la transformation de la série

S / ^ j Ly que nous désignerons par V, met en évidence une relation
\ l 1 l

remarquable entre le nombre des classes proprement primitives du
déterminant — n et l'exposant ^, qui permet de résoudre, au moyen
de certaines fonctions 0, Féquation

4j^ == X'2- -h ny1^

dans laquelle? désigne un nombre premier de la forme n^ +i. Nous
trouverons, pour exprimer le nombre des classes A, les mêmes fonc-
tions numériques au moyen desquelles Cauchy a exprimé la valeur de
l'exposant p. (Mémoires de l'Académie des Sciences^ t. XYII). Nous
commencerons par rappeler que la suite

sin3ç sîn5îp sîmo)(i) sincp + ——T 4- ——T -h ——/-T +. . .

est égale à ^ lorsque y est compris entre ^mn et ( ^ m + i ) ^ , et à

— j quand y est compris entre (aw-l- i )?? et (am 4~ 3)7r, m désignant
un entier quelconque.

Si dans la série (ï) nous remplaçons y par7T 4- o/, elle devient

/ v , COSScp' COSScp' COS'70'
( ^ } • PrtCS (V __ -_____Î-- -4-. _____' ____'L-L-, —L.{ ) tubT 3 " 5 "'"'""" .7 +1"- , 1
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Cette seconde série est donc égale à ^ ou à — j? suivant que Farc

^ -h y' est compris entre 2 TUTT et ( -2 m -+- T ) n, ou entre ( a m -+" i ) 77 et
(aw-h-3)7r.

27. Posons dans la série (i) y == ]- .-± ̂  et transformons le résultat
au moyen de la formule

sinp ^±ç'l=sinJ9TCcosy'±:cosJ9Ïsin(p /

^(^i^^^^^^^^sn^^
^ ^ ^/^

Nous obtiendrons les deux formules suivantes :

^-^^^^-.F^-.y^

^(_,^^."sp:_^_,^s,»y^
" r 2^ /2

dans lesquelles/ et g sont deux nombres entiers qui vérifient respec-
tivement les deux équations

j+ç'^/TT+y", ^ - <f' == gv -Kp"/,

où y'7 et y'" désignent deux arcs compris entre o etw. En combinant ces
formules par addition et par soustraction, on obtient

(3) ^-^'-^^^^

(4, S(-,^^'.^[(_,,_(_,),,

Dans ces formules les sommations indiquées s'étendent à toutes les
valeurs impaires de p.
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Nous emploierons aussi la formule suivante :

sa)^^2)^'^
dans laquelle n est un nombre positif impair; ( J ) est le symbole de
Legendre généralisé par Jacobi, avec cette condition qu'on le réduise
à zéro quand p et n ne sont pas premiers entre eux. La somme V
s'étend à toutes les valeurs entières de l comprises entre o et n. On
trouvera la démonstration de cette formule, soit dans le Mémoire de
î)\richlet (Journal de Crelle, t. XXI), soit dans les Notes X et XI du Mé-
moire de Cauchy indiqué plus haut (n° 26).

28. Soit d'abord (D == — n. Le nombre n étant impair, on a la rela-
tion

(f)=(-^,sl»=4^3, et (2)^(-,)'-?(;),,,»=4^..

Or la formule (6) devient

^ (re)1'3"1 V 2 ^ ) =: (^) v/n dans le premier cas, si n =4^4- 3,

^ \n) cos ( z ̂ 7r) = (^) v/re dans le !second-

On trouve donc

V.-V^®^ x I V ^ V / ^ • f - ^ l T T : \
^-llTj T-^ljK-n)51^1-^)- sin=4^+3,

v I V 1 [ V ^ ^ ^ Y.377r\v==^l^iwcosl^-^-)' sin=4^-n.
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Comme la seconde intégration relative à luxe s'étend qu'à un nombre
limité de termes, on peut renverser l'ordre des intégrations : on a
ainsi

. / .2Z7: \

v ^ V ^ V ^ V ^ . . .
v=^zyz-——5 s-^+3,

/ .2^7r\
M-I / 7\ v- i-i cos l ———

V^-V^ V(-i)^- { n ) , sin=4^.
^n ̂  \^7 ^J ^

Si dans la série (i) nous faisons y --= —7r? y sera compris entre o et rc
quand l sera Fun des nombres m' compris entre o et-^n; ç> sera compris
entre TT et STT quand Jsera l'un des nombres entiers m" compris entre

. /.^7T\
sin ( i — 1

^net n. Or la somme ^ — . n ' est égale à ^ dans le premier cas,

à — j dans le second : on a donc, si n == [\x -+- 3,

^[sœ-sœ} «<-<-<-»"<••
Or la relation

V/m^ V/w7^
> — + 7 — 1 ^^Li\n ] ^\n )

donne -sœ=sœ-
On a donc

(6) v^-^Vf^V ^==4^+3, o<w'<^.
2V^ ̂ \n 1

f .^l7!\
«-« i±l COS ( î —— }

De même^ ( — i ) 2 ——l—Ï— est égal à ^ quand / est compris entre
, n , 3n , , ^ TT 1 / 1 . " ^ . ^ A 3'7r ^,»o et j ou entre -y" et n, et a "-"-• , quand / est compris entre j et — Si
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donc nous désignons par p., y!, ^/ les nombres entiers compris respec-
tivement dans ces trois intervalles, nous aurons

v^-^ryM-yf^-yf^t- —4^.4^LZ. W LA \n] Za\n 1 }

Or les valeurs de p. et ^ff se correspondent une à une par la formule
^/ == n — |UL; d'ailleurs on a

^-=1^=^
\ n ] n

donc
yf^\^y(^
^\n) /^\n)

D'un autre côté, la formule

yY^-,y^\-i-^^o
Z^\n) ^\n/ \nj

donne
__y^\^y^Uy^\=,y(^.

Z ^ \ r a / Z^\n) ^ \ » / ^\n]

On a donc

(7) v=——y(^), n=4^+i, o<^<}n.
^re jU Y»/

29. Soit œ = — ara : on aura

^-(^œ^-^'-œ'-'-'-- •
1° Si n =4^ + î ?

(^(-.̂ (i-) e. (L')=-y('.)c.s(,2;î).
\ ï / ' \^/ \^/ V/i^\^/ \ ^ 7
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2° Si 7i ==-•4^4- 3,

(^=(-r^(i). et (^^^y^sinf^).V ^ / w V} ^nL. W \ n )

En substituant ces valeurs dans la série V, et intervertissant Fordre
des intégrations, on obtient

i" — 3 ( — 1 / r \—« -+-—. / ^ 2 [^\

V l \ ( l \ \ (~ î } cos(^-«- . ,v:=^2y2———?—-—-' sln=^+l'
, î _ _ _ _ l - y

/ v'~T~ • f ' 2 ^ V^-ros " v ' ^ s"-^3-^^J \ny ̂  i ^

La transformation de ces formules, au moyen des équations (3) et (4)»
donnera

V=T——V(^[(-r) /+(-.n
4 ya^^J \^/

OU

v=—=y^) [(-.,)/+(-.H
4 V27^A^ \^7

suivant que le nombre 72 sera de la forme 4 ^ + 1 ou de la forme
4^+3.

Dans ces formules, les intégrations s'étendent a toutes les valeurs
de / premières avec n et inférieures a n ; les nombres entiers sont dé-
terminés respectivement par les deux équations

il x /, i l i ,
n-4-^4^ -^^S^

dans lesquelles e et ^ doivent être compris entre o et ï. Or, quand le
nombre / varie de o à 7 ,?

0
/==0, g=^Q;

Annales de l'École Normale, 2e Série, Tome IÎÏ. 26
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quand le nombre / varie de ^ à —î?
0 0

/-:0, ^==--1;

quand le nombre l varie de ~,r à -rr?
b b

/==I, §^--1;

quand le nombre / varie de -7? à ̂b o

f-==i, g^-^;

quand le nombre l varie de ̂  à n,

/==:2, g-^—2.

Si nous désignons indéfiniment par ^ //, ///, ////, l^ les nombres entiers
compris respectivement dans ces cinq intervalles, nous trouvons

^ 7r rv/^ v / r \ v/^'M . /v=w^Liy^w -.==4^^
v^^ry^-yn} .^4^3.^^nL^\n) L à \ n ] } t

Les nombres Z17 et ^ se correspondent deux à deux par la formule
l^-^n— l : donc

VYZ I VV--Vf^
L\n]~'L\n)

De même, les nombres l" peuvent se partager en deux groupes, les uns
compris entre ^- et L? que nous désignerons par /^ et les autres com-

pris entre ^ et -g-? qui seront donnés parla formule n ~ ^. On a donc

yn^v(^,
^\nj Z^ \n]
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et la première des deux formules obtenues devient

/ Q \ -v 7r rY /^ Y f^\ r ^ î ̂ n 3n ^1^n(8)v=^L^w""iw? ^4^1, o<^ ^<^<^
Les nombres V et //// se correspondent deux à deux par la formule
r== n — //; d^ailleurs, le nombre 7î étant de la forme 4^+ 3, on a

fn—V\ / l ' \ Y / ^ \ V /^——— = — ( - y d ou > — == — > — ;
\ n ) \n) ^\nf Z^\nj'

donc
/ \ -cr 71: \^ fl'\ . ^ n ^ y, „ 3n
(9 V = - „ = > , - , ^==4^+3, ^.<^<—.

^n^ \^/ o o

30. En substituant, dans la formule

/ — ^zE^ v l^ ï — î-Y^-^vI I / —— " " "- ^ i "~T' j "î* —— '- - — — . — — — y

^ Z»À\l } l 7T

les valeurs de V que nous venons de trouver, nous obtiendrons, pour
exprimer le nombre des classes proprement primitives pour un déter-
minant négatif (D, les quatre formules suivantes :

L (D =-= -- îi, fz ==-'-' 4 ̂  •̂  3,

^SC^)^^ ^<^<^
î désigne le nombre des termes de la suite î, à, S,..,, ——? qui véri-

fient la condition ( — ) == î, et y le nombre de ceux qui vérifient la con-
,.,. /w'\dition — s= — i . ,\ n )
il, ! 0===—^, ^==41•Z '^ I?

/(:=2Sfâ==2^-^ ^^i-
a6.
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a désigne le nombre des termes delà suite i, .2, 3,..., ^ ? qui vé-

rifient la condition ( p : } =i, et 6 le nombre de. ceux qui vérifient law
relation ( ' i ^ — i .

vî/
Quand le nombre n est premier/a est le nombre des résidus, et p

celui des non-résidus compris entre o et j n.

III» o = — 2n, n :== 4 ̂  •+"l ^> I ?

f rv/^ v f^\ ^ 1 ^ n 3 n ^ I ^ n
A = = 2 > - — > - î O < / < Q ? "q-<^<.Z'LZj w Zj \^y 8 8 a

Si l'on désigne par A et A' les nombres des valeurs / et ^ qui satisfont
à la relation (-/) == i ? par B et B' les nombres de celles qui vérifient

la relation opposée ( - j = — i , l a formule précédente peut se mettre
\n/

sous la forme suivante :

A^^A—B—A'- t -B^ ,

IV. (^=—-3.n, n==^.x+3y

f V /^\ n ^n ^ 3nf

^^W 8<^<T•

Lorsqu^on désigne par A le nombre des valeurs de /' qui vérifient la

( l'\condition - )== ry et par B le nombre de celles qui satisfont à la rela-nl
tion opposée, la formule obtenue prend la forme suivante :

7i '==2(A-B).

31. Cauchy, dans la note XII du Mémoire cité, donne diverses trans-
formations de la fonction numérique i—j\ qui fournissent autant
d'expressions diverses du nombre À. On a (p. 696)

—['-œ^H'-œ]^--
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A ^ A a , . - désignant respectivement les sommes y ( - ) l, y ( - ) P, .*.
étendues à toutes les valeurs de /premières avec n et inférieures à n. En
désignant ces valeurs par a ou par b, suivant qu'elles vérifient la rela-
tion ( - ) ==i , ou la relation opposée ( - ) = = - — i , on aura\n I \n l

- . . f / 2 \ l 26 -2a r /aM^3—^2

II = < — / = = = 2 — - ———————— = 2 — ( - —————.——— ==....J L wJ ^ L WJ ^3

La première de ces transformations se trouve aussi parmi les formules
de Dirichlet, qui donnent en outre une transformation analogue pour
chacun des trois autres cas.

Quand n désigne un nombre premier [^x -{- 3, la formule
iir

, F f2\~]2b—Sa
h ̂  2 —• ~ ) ————————L WJ n

est équivalente à celle que Jacobi a publiée dans le Journal de Crelle,
(i832) et qu'il avait trouvée par induction.

Dans le même cas, où n est un nombre premier 4^+3 , Cauchy
donne une règle fort curieuse pour déterminer la différence i—j\ et
par suite le nombre des classes A : « Soit B^ le nombre de Bernoulli
qui correspond à Findice i, et n un nombre premier 4^+3; la diffé-
rence i—J\ définie plus haut (I), est déterminée par la congruence

y==2iB^, sîn ==8Z+7,
4

et par la congruence
i — j =Es—6B^.i, si n =-= 81 -4- 3. "—

4̂

Enfin, dans le même casy on peut déterminer le nombre h au moyen
d'un nombre limité d'opérations effectuées sur le déterminant, en in-
troduisant la seule fonction numérique E(^), que nous désignerons,
pour abréger, par {oc} == le plus grand entier contenu dans x. On a

y F /2\"1 ^(27"+- I)(4^+I) Y^fmi 7 % ~ 3^r^wR—"3——^^y ^-4—
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VII.

32. Quand le déterminant (0 est positif, la transformation de la série

/ ( - — ) ' - peut s'effectuer au moyen de la formule

/ v . , , 9 cos3 <p cos5®( 1 0 ) iZcot-^cosy 4- ——1-}-——' •+•..., o<y<7r,
2 0 0

que nous avons démontrée au n° 26. Nous nous bornerons à un seul
cas, celui où

(Q ==:7Z===4^ -H.

La formule (5) devient alors

Y1 (m\ ( ^ITT:\ 1 i\ /-> — ces ( m —— =.= - ) Uîï ;
^W V ^ / \^/ ' '

d'ailleurs
^^^~/i\.
IJ-'^-^i^5

donc
/ . '?.mrc\

^(^^^yiy^eosf^
^\i j i ^ n ^ ï ^ \ ^ ) \ ^ j ^nZ^\n)Z^ i

Or, d'après la formule (10), on a

S ^ / .2m7r\ , , mucos(.-^^cot-^

si w est compris entre o et ^- En y posant y === ^TZ- — y', on trouve

Scos(îV) , , / ^\
1 : ———\———-=^COt^7r-^^ 7T<9/<27r. •

On a donc
/ . 2W7T\cos( i ——^——'-^{^y -:<»<»,
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et par conséquent

's? /co\ i ï rv /^ î ^^ Y^ /^\ » / ^— m f \i
> -- _:=——^ X -- ^C0t———-h > ( —— ZcOt ——————7T h
^ \ ï } 1 {2.^f^L^\ri} n Li\n] \ n ) ]

o < w << - << m1 <i n.
2

D'ailleurs
/ W \ _ / 7 Î — W ' \

^;-^-~i-^

la seconde somme peut donc s'écrire

Y» (n—m^ y fn—m1 \ \^ (m\ , W7rx ( ———— Z cot ( -——— TT == > — ) / cet — 5
^\ ïf ) \ n ; ^ \ n / n

car chacune des valeurs de n — m' est égale à l'une des valeurs de w.
En substituant dans la formule

7 — ^^ V (^\ î-?"" l{T^V^~)2j[i ) i '

on obtient l'équation
TT . a<KIIcot—

(II) '"^ï'^'nco^'
n

dans laquelle nous désignons les nombres entiers premiers a n et com-
pris entre o et ^ n par a ou par &, suivant qu'ils vérifient la relation
( a } ==i ou la relation opposée ( - ) == — ï .W rr \^/

Dirichlet, effectuant sa transformation par une autre méthode,
trouve, dans le même cas,

2 — ( -) II sin& --
j,^._ ^LL î___?,

Z ( T + U ^ ) n^^̂

Dans cette formule a et & ont la signification que nous venons d^indi-
quer; seulement les produits indiqués par II s'étendent a toutes les va-
leurs de a et de b comprises entre o et n.
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33. Pour obtenir les formules analogues a la formule (11) dans les
autres cas, il faut transformer la formule (10) en y remplaçant y par
^4- y', ou par ^ dry', comme nous avons fait aux n05 26 et 27 pour
la série (i). Ces formules, combinées avec l'équation (5), conduiront aux
formules cherchées par une méthode toute semblable à celle que nous
venons de suivre dans le cas où n==. [\x 4-1. Nous n'insisterons pas
davantage sur ces transformations, qui offrent moins d'intérêt que celles
qui concernent les déterminants négatifs.


