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SUR LES LIMITES PROJECTIVES ET INDUCTIYES.

PAR M. OLAV ARNFINN LAUDAL.

INTRODUCTION.

Dans ce travail nous allons construire une théorie de cohomologie
et d'homologie sur la catégorie des ensembles ordonnés.

Dans la littérature on a vu de nombreux essais dans cette direction,
voir par exemple: ([5], [6], [7], [8], [13], [15], [19] et [21]).

Cependant, il n'existe jusqu'à présent aucun exposé complet de la théorie.
Nous nous proposons maintenant de commencer un tel exposé.

Le travail est composé de trois chapitres, dont les deux derniers seront
publiés ultérieurement. Le premier chapitre traitera la théorie des limites
projectives et inductives, et contient le corps essentiel de la théorie.
Le second chapitre expose la théorie élémentaire de la cohomologie et
de l'homologie des ensembles ordonnés, généralisant la théorie Cechiste
classique. Nous démontrons par exemple des théorèmes de dualité généra-
lisant ceux de Poincaré et de Lefschetz, des théorèmes de coefficients
universels et nous sommes en mesure de construire une théorie assez
satisfaisante de cohomologie et d'homologie locale.

Dans le troisième chapitre, nous trouvons des relations entre la théorie
générale du chapitre II et la théorie singulière, la cohomologiç de Cech,
Fhomologie d'Alexandrofï [l], l'homologie de Borel-Moore [3] et la coho-
mologie de Vietoris. A titre d'exemple, nous montrons que les résultats
de Zeeman ([3l], [32] et [33]) sont des conséquences presque immédiates
de théorèmes généraux des chapitres 1 et III {voir [17]). Une première
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rédaction de ce travail a paru miméographiée à l'Université d'Oslo
(janvier ig63).

Notations,

II, X , produit direct;
II? (Bî somme directe;
C, D, . . ., catégories ;
F, G, . . ., foncteurs ;
F, A, . . . , ensembles ordonnés ;
AQ, ensemble ordonné opposé de A;
PA, ensemble ordonné des parties de A;
R^ F, dérivé à droite du foncteur F;
L(^) G, dérivé à gauche du foncteur G.

Nous désignons par [20] la référence au numéro 20 de la Bibliographie,
et par l.i (resp. 1.2.3) la référence au paragraphe 1 du chapitre 1 (resp.
la référence au résultat 1.2.3 du chapitre I).

Introduction. — Dans le premier paragraphe nous introduisons le foncteur
limite projective (resp. limite inductive) sur un ensemble ordonné A,
relatif à un sous-ensemble Ai de A, lim /resp. l im\, et nous étudions les

1/Ai \ A/A'i,

dérivés de ce foncteur.
En particulier, nous trouvons des conditions pour que ces dérivés

s'annulent. La proposition l . i . Q généralise des résultats de Yeh [30] et
de Roos [24],

La notion de x-foncteur, qui, plus tard, jouera un rôle fondamental,
est introduite, et nous en déduisons quelques résultats élémentaires.

Nous montrons, l . i .n, que dans des cas particuliers, la cohomologie
et Fhomologie des ensembles semi-simpliciaux s'identifient avec les dérivés
des foncteurs lim et lim sur des ensembles ordonnés bien choisis.

Ceci généralise un résultat de Deheuvels [7] et sera le point de départ
pour l'étude de la théorie singulière du chapitre III. Le reste du premier
paragraphe est voué à l'étude de deux schémas simpliciaux canoniquement
associés à un ensemble ordonné. Nous en déduisons des foncteurs résolvants
pour lim et lim, et nous montrons à titre d'exemple que pour des espaces

topologiques normaux la cohomologie de Cech s'identifie avec les dérivés
d'un foncteur de la forme lim lim, ce qui justifie la construction générale
du chapitre II.

Dans le deuxième paragraphe nous construisons des complexes résolvants
pour lim et lim utilisant la méthode de [14]. Le résultat généralise des
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résultats de Deheuvels ([5], [6], 17]) et de Rops [24]. Nous introduisons
la notion de cofinalitude et nous trouvons des conditions sur un sous-
ensemble Ai de A pour que les dérivés de lim /resp. lim\ soient isomorphes

<•— [ —•>- f
A \ Ao /

aux dérivés de lim /resp. lim\. Il y a peut-être lieu d'appeler ce théorème,
<-— [ —> ;

Ai \ AS /

1.2.4, le théorème de cofinalitude.

Le troisième paragraphe est consacré à la formulation et à la démonstra-
tion de la proposition 1.3. i qui généralise un résultat de [14]. Cette propo-
sition est fondamentale pour le reste de ce travail, et contribue à la justifi-
cation de la notion de x-foncteur.

Il faut dire que indépendamment de nous, Deheuvels ([6], [7]) a étudié
une situation analogue mais plus particulière.

Le quatrième paragraphe est consacré à l'étude de lim et lim comme
A Ao

fonction de A.
On verra que lim et lim sont de beaux foncteurs sur la catégorie dont

•<— —>
les objets sont les ensembles ordonnés et dont les flèches sont les x-foncteurs.
Nous introduisons la notion de I-homotopie entre deux x-foncteurs et
nous montrons que ceci généralise la notion d'homotopie classique.

Le cinquième paragraphe aborde la théorie homologique du chapitre II.
Ici nous introduisons la notion de foncteur de supports qui nous permet,
plus tard, d'étudier la cohomologie à supports contenus dans un anti-
filtre, respectivement l'homologie localement finie et ces généralisations.

A titre d'exemple nous démontrons un théorème généralisant la dualité
de Poincaré pour les complexes simpliciaux localement finie.

l . i . Systèmes projectifs et le foncteur lim /resp. lim\.
~^"— \ —"^/

Soit A un ensemble ordonné. Si Ai est un sous-ensemble de A nous allons
toujours considérer Ai comme ensemble ordonné, l'ordre étant induit
par celui de A.

Nous désignons par Ai l'ensemble des éléments de A, majorés par au
moins un élément de Ai. Nous posons en particulier pour tout X € A

)̂.
On sait depuis longtemps que la catégorie C^ des systèmes projectifs
de L-modules sur A est une catégorie abélienne possédant suffisamment
d'objets injectifs et projectifs. Nous écrivons C(resp. Co) au lieu
de ÇA (resp. ÇA,,) si aucune confusion n'est à craindre.
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Soit Ai un sous-ensemble de A tel que A i = A i , alors nous allons définir
un foncteur

lim : C —>- modL
A/Ai

/resp. l im: Co->modi\/resp. l im: Co->modi\
( —->-
\ Ao/A; /

Pour tout objet F (resp. G) de C (resp. Co) lim /resp. lim\ sera l'unique,
<— l —> )A/AI \ AO/AÎ/

à un isomorphisme près, L-mbdule possédant une famille d'homomor-
phismes { II> }̂  (resp. {îf }^^).

Il), : lim F -> F).
^/Ai

/resp. 11̂  G\-> lim G\
\ AO/A$ 7

qui satisfait aux conditions suivantes :
(i) La famille [lï\ ]^ç^ (resp. { I I ^ ^ ^ A ) définit un homomorphisme

du système projectif constant lim F (resp. du système projectif G) dans
A/AI

le système projectif F /resp. le système projectif constant lim G\.
\ AO/AS )

(ii) Pour tout X ç A i on a ïï\= o (resp. IF ==o), et
(iii) lim F /resp. lim G\ est universel pour des propriétés.

A/AI \ AO/A; )

On démontre facilement que lim /resp. lim\ existe et qu'il est exact
A/Ai \ Ao/A?/

à gauche (resp. à droite).
Posons :

limO==RC)lim
A/Ai A/A,

/resp. lim(.)=: L(,) lim \
l —>. _^ )
\ AO/A? Ao/A? /

alors il est facile de montrer qu'on a un isomorphisme de foncteurs :

limC)^ExtC)(LA/A^)
A/AI(0 rresp. Hom / l i m / . , R\ ~ Ext^ (*, R y O I ,

L <—— coL \AO/AS / - J

où Lv/Ai (resp. Ry/A,) est un système projectif sur A (resp. Ao) défini par
_ ( L si Î^Ai,

( ̂ A/Ai }\ — \ . .( o si ^eAi

[ _ . ( R si À ^ A i , (R un L-module injectif) 1
resp. (RA/A,)).= . . ./ ( o si ^ ç A i J
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les homomorphismes associés au couple Xa < ^i (resp. ^i < Xa) étant
nuls si X a ^ A i , et l'identité sinon.

Soit Ai un sous-ensemble quelconque de A, alors on peut considérer
lim /resp. lim\ comme foncteur sur ÇA (resp. Ç^), composition de la restric-
~^ V "Y; /

tion évidente

et le foncteur
CA—^CA, (resp. CA^ÇAÎ)

l im: CAi—^modi,
^vT

/ resp. lim : C A î — ^ m o d i \ .

Ceci fait, il est clair comment définir l'homomorphisme de foncteurs
sur Ç (resp Co) :

A (A, Ai) : lim* -> lim*
A Ai

/resp. V ( A , Ai) : lim*->lim*\.
Y -^ ~^)

Soient maintenant F et A deux ensembles ordonnés, et considérons
une application

x : r-^PA

satisfaisante aux conditions suivantes :

(x)i Pour tout yer on a x(y) = x(y) ;
(>^2 Si y i<Ï2, alors ^(yi)^^).

Nous dirons alors que x est un x-foncteur de F dans A. Si I\ est un sous-
ensemble de F, alors on pose

^ri)=^Jx(yi).
ï.el\

En particulier on désigne par
imx

le sous-ensemble x(r) de A.

Remarque 1. — Soient X et Y deux espaces topologiques, et soit /*: X —^ Y
une application continue. Les ensembles Ox et Oy des ouverts de X et Y sont
ordonnés, et l'application f~1 : Oy-^ Ox conserve l'ordre.

Définissons
xy-.: Ox—POy

et
Xy: Oy->POx

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 3. 31
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par ^ ( U ) = { V [ / - l ( V ) Ç U i x^(V)=/^(V), alors il est clair que x/_.
et Xy sont des x-foncteurs. En général, si

A: r — A
est une application conservant l'ordre on peut y associer deux x-foncteurs

x^,: r — P A ,
Kh: A-^pr

définis par

^-^(ï) =hW^
^(l)=h-^î).

Notons que dans la définition de x-foncteur on n'exclut pas la situation
triviale

x ( v ) = = 0 pour tout y çF.

Soient donnés deux x-foncteurs
x , x i : r — P A

tel que pour tout y € F on a
Mï)^5^'^

et posons
r(x, xi) = = { Y | x ( Y ) = = Z i ( y ) }.

Partant d'un système projectif F (resp. G) sur A (resp. Ao) on définit
un système projectif sur F (resp. Fo) par

y —> lim F
<—

^ (T)Ai (T)
/resp. y — > lim G\.
\ ît (7)o/xi ("f)o 7

II est clair que pour tout y € F on a un homomorphisme canonique
lim —>- lim F

imx/imxi x(y)o/Xi(y)

G^/resp. lim G—^ lim
^ (DO/XI (T.Jo imico/imxî

et que la famille de ces homomorphismes définit un homomorphisme
canonique

lim ->-Iim lim F

(2)
im %/im Xi r/l\ x (x)/Xi (Y)

/resp. lim lim G->- lim G^
\ \ ro/r? x(y)o /%i (Y)o imxo/imxî

pour tout ri çr(x, xi).
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LEMME l . i . i . — Supposons que Ai et AQ sont des sous-ensembles de A./\ /<
tel que A^ == A^ A^ = A^ A =A'i U A^. Alors on a un isomorphisme canonique :

lim F ~ Um F
$\T Ag/ATn Aa

/resp. lim G <^ • lim G\,
\ Ao/AS A§/(AinA2)o /

Démonstration. — Pour tout A ^ A g on a un homomorphisme canonique

H).: lim F—F),
As/Ai n Aa

/resp.lP-: G),-> lim G\,
V A^/(AinA2)o 7

nul si X ç A i n A a .
Posons pour tout X € A , X ^ A ^ :

II), == o ( resp. IP == o ) ,
alors

lim F et la famille { I I ) jAeA
As/Ai n As

/resp. lim G et la famille J U ^ ^ Ç A ^
\ A^/(AinAa)o )

satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). Donc par l'unicité de la solution
d'un problème universel on a bien l'isomorphisme cherché.

ç. E. D.

Il est immédiat que la condition suivante sur un x-foncteur
x : r — P A

(x) .{ : Si yi et y2 sont des éléments de F et si X G x ( Y i ) HX^) alors il existe
un T<y i , Ï2 tel que Xex(y) ,

est plus forte que la condition suivante

(x)4 : Si fi et ^2 sont des éléments de F et si ^€x (y i ) HX^), alors il existe
des éléments Yi<Yi , ^2 < ^2 et Y > Y i , ^2 tels que :

^e^y'jn^).

LEMME i.i. 2. — Supposons que x satisfait à la condition (x)4, alors
Vhomomorphisme (2) est un isomorphisme.

Démonstration. — Pour Y < Y' (resp. y > y') notons par 11̂ ' (resp. 11̂ )
rhomomorphisme

lim F -> lim F

^(rv^id') ^(ï)Ai(ï)
/resp. lim G-^ lim G\.
\ '^(ï)o/xi(Y)o ît(T')oAi(T)o /
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Soit A e x ( X ) et considérons les homomorphismes canoniques :
lim
r/t\

lim F
x(

lim
^ (ï)Ai (T)

|n,
Y

ï)Ai (Y)
k
+

FX l l'o/l'î îc(T)oAi(Y)o

G»

1°; ,Y
lim G

t^P- ^(ï)o7t(ï)o

k
Y

lim lim Glim lim G
l'o/l'î îc(T)oAi(Y)o

Si ^ € x ( y i ) n x ( Y 2 ) , alors par (x)/, il existe des éléments y^, y^ et y de F
tels que

ï;<ïl, Ï2<Ï2, ïl, Ï2<ï î

^ e x ( Y i ) n x ( Y 2 ) C x ( y ) .

Nous avons donc
npo n^= n^ o in^o n^== n^o m^o nr=: nîo nr,
npo n^= ul^ o m^ ̂ o n^== nl^o nr^ ïo nï== nîo nr,

(resp. n^ou^=n^on^^ou^=u^ou^^ou^=n^on^
n^o n^ n^o u^^ o u^ = u^ u^ o u^ u^o i4),

ce qui montre que les homomorphismes

II^oIlT (resp. II^oII^)

définissent des homomorphismes
e\ : lim lim F -> ¥\

r/Fi ic(T)Ai(y)
/resp s^: G^-^lim lim G\.
\ ro/rî x(Y)oAi(Y)o /

On vérifie que
lim lim F et la famille { £ \ } ) , Ç A
r/i^ x(v)/xi(Y)

/resp. lim lim G et la famille (s^eA^
\ For/î X(Y)oAi(Y)o yÏV'/i %(T)oAi(T)o /

satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii). On peut donc conclure que Phomo-
morphisme (2) est un isomorphisme.

ç. E. D.

COROLLAIRE i.i.3. — Supposons que x satisfait aux conditions de 1.1.2
et que im x == A. Alors on a un isomorphisme de fondeurs

lim lim* ̂  lim*
r %(v) A

^resp. lim lim*^ lim*\.
< ro x(y)o Ao 7
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Démonstration. — Immédiate.

Définition 1.1.4. — On dit qu'un système projectif F (resp. G) sur
A (resp. Ao) est flasque (resp. coflasque) si pour tout À € = A et tout sous-
ensemble Ai de 5. tel que Ai = Ai rhomomorphisme

A(^A, )F [resp.V(^A,)G]

est surjectif (resp. injectif).

Définition i.i.5. — On dit que le sous-ensemble Ai de A est cofinal
(dans A) si A (A, Ai) et V(A, Ai) sont des isomorphismes de foncteurs.

Remarque. — Dans [30], Zuei-Zong Yeh appela « star epimorph » tout
système projectif F tel que pour tout sous-ensemble Ai de A, A (A, Ai) F
est surjectif. J. E. Roos [24] donna plus tard le nom « flasque » à ces
systèmes. Cependant il nous semble que la bonne notion est celle de 1.i.4.
Par exemple, si A est filtrant à gauche, alors tout système projectif constant
sur A est flasque au sens de i. i .4 mais bien sûr non pas au sens de [24].

LEMME 1.1.6. — Supposons que F {resp. G) soit flasque [resp. coflasque).
Soit Ai un sous-ensemble de A tel que A i = = A i , alors A (A, Ai) F
[resp. V(A, Ai) G] est surjectif (resp. injectif).

Démonstration.
i° A(A, Ai) F est surjectif. Soit / 'lelimF et soit ii l'ensemble des

<-Ai
couples (Â2, fï) tels que

A i Ç A ^ C A , A,=A,, /^elimF, A (A^ AJ F(^) =/r
^—

A,

Q est un ensemble, ordonné par la relation (Aa, f^) < (Aa, fs) évidente.

a. û n'est pas vide puisque (Ai, f^çfî.
b. û est inductif. En effet, soit (Ai, fi)içi un sous-ensemble linéairement

ordonné de Î2 et posons Ao = ̂ J A^. Alors si fo est l'élément de lim F défini
i € 1 ^Ao"

par la famille {fa}\ç\.. on voit tout de suite que (Ao , /*o)€Û et que
(AÏ, fi) < (Ao, fo) pour tout i€ I.

Soit donc (Ao, fo) un élément maximal de û et supposons que Ao^A.
Prenons un élément Xo^A, À o ^ A o et posons

À2== ÀonAo
Ai==XoUAo,

y\. ^

On a Aa== Aa, Ai== Ai, Ao^Ai.
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Soit /'2 l'image de fo dans lim F, et soit f^ un élément de F^ dont l'image
A^

dans lim F est f^. Il est immédiat que fo et f^ définit un élément /*i de lim F
<— " .̂-—

.' . Al

dont l'image dans lim F est/*o. Il en résulte que (Ai, / \ )€Û, (Ao, / 'o)^(Ai, /*i),
Ao

en contradiction avec la maximalité de (Ao, /*o) . Donc A o = A et
/ \ € i m A ( A , A , ) F .

2° V(A, Ai) G est injectif. Soit V l'ensemble des sous-ensembles A 3
de A contenant Ai tels que A^= A^, V(Â2, Ai) G est injectif. V est ordonné
par inclusion.

a. V n'est pas vide puisque Ai€^.
b. V est inductif. Soit en effet {A^.çi un sous-ensemble linéairement

ordonné de V. Munissons 1 de l'ordre induit des inclusions des A,. Posons

Ao == \^ Ai. D'après (1. i. 3) on a
ici . . . /

lim lim G^ lim G
Io AÏ Ag

donc, puisque lim est exact, on a Ao€V, A,< Ao pour tout iç I.
i"

Soit donc Ao un élément maximal de V et supposons que Ao^A.
Soit Xo un élément de A n'appartenant pas à Ao. Posons A 2 = = A o H ^ o ?
Ai = Ao U ^o. Il est clair que Ai = Ai, As = As. Utilisant 1. i . 3 on voit que

l imG^l imG®G^
^t ^t

lim G.
~^t

Puisque l imG->G^ est injectif on voit que lim G —^ lim G est injectif.
A^ A^ A^

Donc AiG^, en contradiction avec la maximalité de Ao.
ç. E. D.

LEMME 1 . 1 . 7 . — Pour tout sous-ensemble Ai de A avec Ai = Ai il existe
une suite exacte de fondeurs

o -> lim*-> lim* -> lim*
.^/Ai ^A~ ^AT

/resp. lim*—> lim* -> lim*—>-o\.
( —•> —->- —•> )\ AS Ao Ao/Aî /

Démonstration. — Soit L^ (resp. RA,) le système projectif sur A (resp. Ao)
défini par :

( o si ^Ai,
^^-JL si }.eAi,
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les homomorphismes associés au couple Xi < 5i2 étant nuls si Xa^Ai ,
l'identité sinon.

Resp.

/R^ ^J ° si ^^
( R si À ç A i , R injectif,

les homomorphismes associés au couple ^2 < Xi (dans Ao) étant nuls

si X a ^ A i , Pidentité sinon.

Alors on a une suite exacte de systèmes projectifs sur A (resp. Ao)

o -> LA/AI -> LA/^ -> L^-> o
(resp. O—RA/A.-^RA/^-^RAI-^O).

Utilisant (i) et Pisomorphisme évident

l imF^Hom(LA , F)
<— ^vAi

1'resp. Hom/l imG, R \~Hom(G, RA,)I,L L hr ) CAO J
la conclusion du lemme résulte de l'exactitude de Hom (*, R), R étant

injectif. ç. E. D.

COROLLAIRE 1.1.8. — Si F [resp. G) est flasque [resp. coflasque) alors
on a une suite exacte

o -> lim F —>- lim F —> lim F —>- o
A/Ai' ^A" ^~

/resp. o —^lim G->-limG->- lim G — ^ o \ .
( — .̂ _^ _^
\ AS Ao AO/AS /

Démonstration, — Cela résulte de 1. i .6 et 1. i. 7.
ç. E. D.

PROPOSITION 1.1.9. — Soit F {resp. G) flasque {resp. coflasque) alors/\
pour tout sous-ensemble Ai de A tel que Ai == Ai on a

lim^F == o pour p ̂  i
A/ïi"

/resp. l im(y)G==o pour g ̂  i \ .
\ Ao7^ Y

Démonstration. — Considérons une suite exacte de systèmes projectifs
sur A (resp. Ao)

o -̂  F -> Fi -> F, -^ o
(resp. O—^G..»—^GI -^G->o).
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Il s'agit de montrer que la suite

o -> lim F ̂  lim Fi -^ lim F,. -> o.̂— ^— ^—
A/AI A/AI A/AI

/ resp. o —>- lim Ga -^ lim Gi —> lim G —^ o ^
\ AO/A; AO/AÎ AO/A$ /

est exacte. Il suffit de montrer que ©2 (resp. ^2) est surjectif (resp. injectif).
Considérons le diagramme commutatif :

o ->- lim F -> lim ¥ , -^ lim F^ > o
Ai Ai Ai
^ t t

o —>- lim F -> lim Fi -^- lim Fa >• o
A A A

^ o ^ . ^
o -> lim F -'̂  lim Fi -'̂  lim Fa • • > o

A/Ai A/AI A/AI
t t t
0 0 0

o > lim Ga —^ lim Gi —>" lim G —>- o
AV A; A?

^ ^^ ^ ^
o > lim Ga -> lim G4 -^ lim G —>• oresp.

Ao Ao Ao

o •> lim Gg - "̂  lim Gi -^- lim G -^ o
AO/A" Ao/A? AO/A;

Y Y Y
0 0 0

Par 1.1.7 et i . i .8 toutes les suites dans ce diagramme sont exactes.

Par « diagram chasing » on voit qu'il suffit de montrer que 93 et
94 (resp. 4^3 e^ ^^) sont surjectifs (resp. injectifs). Il en résulte qu'on peut
supposer Ai == 0.

i° <p2 est surjectif. Soit f^ç lim Fa et soit Ai un sous-ensemble de A.
A

Notons par f^ (Ai) l'image de f^ dans lim F2, et soient

c p i ( A i ) : lim F —>- lim Fi,
<—Ai

92 (Ai) : lim Fi-^ lim Fa.
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Considérons l'ensemble ordonné û de tous les couples (Ai, /\ (Ai)),
où Ai est un sous-ensemble de A tel que Ai = Ai et

/.(AQelimF,, ^(AO(/,(Ai))=/,(Ai).
Ai

l'ordre étant défini comme dans la démonstration de 1.1.6. Puisque
lim F = FA pour tout X ç A et tout F, on a que ?2(^) est surjectif.
^T
II en résulte :

a. û n'est pas vide.
&. û est inductif.

Soit donc (Ao, fi (Ao)) un élément maximal de û et supposons que Ao^ A.
Il existe alors un ^o€A, Ào^Ao. Posons A i = = = X o U A o , A 2 = = ^ o n A o .
Soient fi (As) l'image de fi (Ao) dans lim Fi, fo un élément de Fi^ tel que

A,
y 2 (^o) (fo) = /*2 (^o), et fi l'image de fo dans lim Fi. Il est clair que

As
/i(A2) -/i€ker^(A2).

Donc il existe un élément /'(Aa^lim F tel que
^~

?l(A2)(/(A2))==/l(A2)=/i.

Puisque F est flasque il existe un /*€limF=F) dont l'image dans lim F
^ ° ^

est /"(As).
Soit f\ = Ci (Xo) (/*) et posons f[=fi-{-f\' On voit alors facilement

que /*i (Ao) et f\ définissent un élément fi (Ai) de lim Fi tel que
Ai

(Ai, / ' i (Ai))eî2ettelque
( A o , / i ( A o ) ) $ ( A i , / i ( A O ) ,

donc contradiction.
2° ^2 est injectif. Soit V l'ensemble ordonné par inclusion des sous-^\.

ensembles Ai de A tel que Ai = Ai et tels que la suite
'^2 (Ai),. ^ ^i(Ai)o -> lim 02 ——> lim Cri —> lim Gr -> o

A? AÏ A?

soit exacte.

a. V n'est pas vide puisque ^GV pour tout X € A .
6. ^ est inductif. Cela résulte de l'exactitude de lim pour 1 linéairement

i
ordonné, et de 1. i .3, {voir la démonstration de 1. i .6).

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 3. 32
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Soit donc Ao un élément maximal de V et supposons que Ao^ A. Il existe
alors un ^o€A, Xo ^= Ao. Posons A i = A o U A o , A 2 = À o H A o .

Utilisant 1.1.3 on trouve un diagramme commutatif dont toutes
les suites sont exactes

0

4-
lim G^ —————> lim Gi —————> lim G—————> o

A^ A^ A^

1 1^ ^ N^

o -> lim G^ © G^, — lim G, © G,), -> lim G © G^ -> o
A§ Ag Ag

lim GÏ —^2 1 > lim Gi —————> lim G —————^ o
A? A? A?

^

0

p est injectif puisque, par hypothèse, lim G -> G\, Pest. Par « diagram
A^

chasing » on voit que ^2 (Ai) est injectif, donc que Ai€V. Or Ai est stric-
tement plus grand que Ao, donc contradiction.

ç. E. D.

Soit maintenant ^F^çy (resp. iGx^v) une famille de L-modules,
et considérons le système projectif F (resp. G) sur A (resp. Ao) défini par

^->JJî\
^i<À

/ À < À i \
(^resp. ^->I]GA.)

les homomorphismes associés au couple (^i < ^2) [ï*63?- (^2 < ^i) dans Ao]
étant les projections (resp. injections) évidentes. Montrons que F (resp. G)
est flasque (resp. coflasque). En effet on a pour tous sous-ensembles Ai et Â2

^ ./V

tels que Ai == Ai, Aa = Ag :

lim F ^ TT F),
Ai/Ai HA, ^ e Ai

^As

( A^A, \

^Al- \
resp. lim G^TTG). j,

—>
\ A?/(AinA,)o /
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d'où il résulte que F (resp. G) est flasque (resp. coflàsque). Faute d'un
meilleur nom nous appelions II-flasque (resp. n-coflasque) tout système
projectif défini par une telle famille de modules.

On dit que F (resp. G) est II-injectif (resp. II-projectif) si F (resp. G)
est défini par une famille de modules injectifs (resp. projectifs).

Nous avons dans [14] montré que tout objet IT-injectif (resp. II-projectif)
dans C est injectif (resp. projectif). De plus on peut montrer que dans
des cas assez généraux tout objet injectif (resp. projectif) est II-injectif
(resp. II-projectif). Cependant il y a des injectifs qui ne sont pas II-injectifs,
ce qu'on peut voir facilement en regardant le système projectif constant R
sur Z, R étant un module injectif.

Nous allons maintenant étudier la relation entre la théorie homologique
des ensembles semi-simpliciaux et la théorie des foncteurs lim et lim.

<— —>
Soit donc donné un ensemble semi-simplicial E, et soient

S,: En-^En-l

i = o, . . ., n, les applications correspondantes aux applications strictement
croissantes du (n—i)-simplexe type dans le ^-simplexe type.

Classiquement on désigne par C,,(E, L) le L-module libre engendré
par l'ensemble E7', et par dn l'homomorphisme

C,(E ,L) -^C,_ i (E ,L)

défini par :

^(^)=^(-i)^.(^).

De plus, on pose :
C^(E, N ) = C y ( E , L) (g)N, ô^=d^id^
CP(E, M) =:Hom(C^(E, L ) , M ) ^==Hom(^, id^),

pour tout L-module N et tout L-module M. On aura ainsi deux complexes

C . ( E , N ) et C * ( E , M ) .

Soit Ei un sous-ensemble semi-simplicial de E; alors nous avons d'une
façon évidente des homomorphismes de complexes :

,: C . ( E i , N ) - > C . ( E , N ) ,
y : C*(E, M)->C'(Ei , M).

Par définition nous avons
H ( . ) ( E , E i ; N ) = = H ( . ) ( c o k e r O ,

H C ) ( E , E , ; M ) = H C ) ( k e i v ) .
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Définissons maintenant un ordre partiel dans E, en posant :

si m -< n^ em<^ e"-

si et seulement s'il existe des ii, i-?, . .., ir tels que

^=S,,oS^o...oS,,(^)

si m == TÎ, e771^ e"-

si et seulement si ^m =^= e".

Dès maintenant il sera sous-entendu que, chaque fois qu'on considère E
comme ensemble ordonné, c'est par rapport à cet ordre.

Pour tout ^€E71 considérons le sous-ensemble semi-simplicial de E,
noté 671, des « faces » de e". Si e"1 < e71^ il existe une injection évidente e'71 -> e",
telle que

e" —> ~èn

définit un système projectif sur Eo à valeurs dans la catégorie des ensembles
semi-simpliciaux. Il en résulte que pour tout p (resp. g),

en^•>CP(en, M)
[resp.^->Cy(^,N)]

définit un système projectif

0(M) [resp. Cy(N) ] .

sur E (resp. Eo), à valeurs dans mod^. De plus la famille {^}^o
(resp. {à^ ]n^o) des différentielles

^: CP(en, M)-^CP^(en,M)
Iresp.^: C^(^,N)->C^(^,N)]

définit un homomorphisme de systèmes projectifs sur E (resp. Eo)

dP: CP (M)-^ CP^ (M)
[resp. d,: C^(N)-.Cy(N)].

Nous avons donc construit un complexe de systèmes projectifs
sur E (resp. Eo)

i C - ( M ) , ^ i [ r e s p . { C . ( N ) , ^ ( ] .

PROPOSITION l .i . 10. — Soit E un ensemble semi-simplicial, et soit Ei
un sous-ensemble semi-simplicial de E, alors pour tout L-module M {resp. N)
il existe une suite spectrale donnée par

E^y==l imWH^(e , M)
<—
IVEl

/ r^.E^^=lim(,)H,(^N)\
V Ko/^? )
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aboutissant à
H O ( E , E , ; M ) [r^.H(.)(E, E , ;N)] .

Démonstration. — Montrons premièrement que pour tout p (resp. q)
le système projectif (^(M) [resp. C^(N)] est II-flasque (resp. II-coflasque).

En effet, soit ^Fe^E (resp. {Gre\eçv) la famille de L-modules définie
par

^ ^( o si e^EP
( M si eçEP

. ( o si e^E^
resp. Ge==^ . ,

( N si eçE^/

alors il est facile de voir que (^(M) [resp. C^(N)] est défini par { ' F e \ e ç K
(resp. \Ge\eçE)'

Soit maintenant :
G" (resp. G..)

une résolution injective (resp. projective) du complexe C'(M) [resp. C.(N)]
dans la catégorie C^ (resp. C^}, et considérons le double-complexe :

lim G'* /resp. lim G \.
<— ( —> ' IE/EI \ EO/ES /

La première suite spectrale est donnée par

^y==H^ /l im^)C'(M)\
\Ï/ii /

r r e s p . / E ^ , = H ^ / h m G . ( N ) M
L \Eo/?î )\

et la deuxième suite spectrale est donnée par

'El^^lim^Hy^, M)
<—E/EI

/resp.,/EJ^=lmi^H,(^N)\.
\ Eo/t? /

D'après la première partie de la démonstration, la première suite spectrale
dégénère. La proposition résulte alors de ce que

lim G'(M) ==coker?
<—E/EI

/resp. lim C,(N) ==:kery\.
\ Eo/ES /

Ç. E. D.



258 0. A. LAUDAL.

COROLLAIRE 1. i. 11. — Supposons que E satisfait à la condition suivante :

Pour tout e€E l'ensemble semi-simplicial e est acyclique. Alors on a
Visomorphisme naturel :

l i m C ) M ~ H C ) ( E , Ei; M)
E/EI

/ r ^ y . l m ) ( . ) N ^ H ( . ) ( E , E , ; N ) \ .
\ EO/EÎ )

\

Remarque 2. — Soit K un schéma simplicial. Il est alors clair
que K satisfait à la condition de 1.1.11, donc nous avons un isomorphisme
canonique

l i m C ) M ^ H - ( K , Ki; M)
K/KI

/resp. l im( . )N^H. (K, Ki; N ) \
\ KO/K.S /

pour tout sous-schéma Ki de K.

Soit X un espace topologique Ti, et soit A(X) l'ensemble simplicial
des simplexes singuliers. Il est alors facile de montrer que A(X) ne satisfait
pas à la condition de l.i.n. Cependant nous allons, au chapitre III,
montrer qu'il existe quand même un isomorphisme canonique

limO M ~ H - ( X , X,; M)
A(X)/A(Xi)

/resp. lim(.) N - H . ( X , X , ; N ) \
\ A(X)o/A(Xi)o )

pour tout sous-espace topologique Xi de X.

Définition 1.1.12. — Soit E un ensemble semi-simplicial, alors on appelle
système de coefficients pour la cohomologie (resp. pour Phomologie) sur E,
tout système projectif sur Eo (resp. E).

Soit E un ensemble semi-simplicial, soit Ei un sous-ensemble semi-
simplicial de E et soit F (resp. G) un système de coefficients pour la coho-
mologie (resp. pour Fhomologie) de E. Définissons le complexe

C - ( E , E , ; F ) [ resp .C. (E,E, ;G)]

par
e^GE?
e?^E^

0 (E, E,; F) = Y[ ¥eP ^resp. C, (E, E,; G) = [] G^,
ePçEP
eP^E^
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la différentielle ̂  (resp. àq) étant définie par :
p+i

ô/-({^i)^=^(-i).^'(/,.,^)
1=0

/ <74-1 V

resp. ^(^(^+1)) =y (-i)-p^(^) (,̂ -M) \
\ ^o ^ /

où F = [ F,, Y] } (resp. G = { G , , p } ) .

On a classiquement
ô o ô == o (resp. (^ o ^ == o) .

Désignons par
H - ( E , E i ; F) [resp. H(E,E,; G)]

Phomologie de ce complexe.

Nous vérifions sans peine la relation :
H°(E, Ei; F )^ l imF

KO/ES
/resp. Ho (E, Ei; G ̂  lim G\.
\ E/Ei /

Avec un peu plus de travail nous pouvons démontrer :

THÉORÈME 1. i. i3. — Supposons que E satisfait à la condition de 1. i. 11,
alors nous avons un isomorphisme canonique :

l imOF^H-(E , Ei; F)
EO/EÎ

/resp. Hm(. )G^H.(E, Ei; G ) \ .
\ E/EI /

La démonstration ne sera pas donnée ici.
A tout ensemble ordonné A sont associés deux schémas simplicaux,

notés
EA et A.Y.

L'ensemble des sommets de E y et de A^v est l'ensemble A. Les sous-
ensembles distingués de Ey sont les sous-ensembles finis de A :

(ÀOl ^lî • • • î ^p)

pour lesquels on a Xo < Xi < . . . < Àp.

Les sous-ensembles distingués de A^ sont les sous-ensembles finis de A :
( À O , Ai , . . . , À^)

p
pour lesquels on a /^\ 1, ̂  0.

/=0
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A tout système projectif F (resp. G) sur A (resp. Ao) est associé un système
de coefficients pour la cohomologie (resp. pour Phomologie) sur E y et sur A^,
définis par :

1^0,...,^)== P\ (resp. G^,.,,^=: G)J
et

¥(\,...,\)= lim F /resp. G(Â,,...,^)== lim G \ .

^ ( / ^-y )n >-. \ n ̂  )
i=o \ \ /=o / /

Si Ai est un sous-ensemble de A tel que A i = = À i , alors on peut y associer
le sous-schéma EA, de Ey et le sous-schéma A^ de Ay.

Considérons maintenant les applications

z : A -> PE y,
p : A - > P A v

définies par
x O ) = = E ^ p ( ^ ) = A ^ .

Il est alors facile de voir que pour tout p (resp. q) les systèmes projectifs
C^(x, F) [resp. C,(x, G)] et C^(p, F) [resp. C,(p, G)] sur A (resp. Ao)
définis par

À - > 0 ( x ( À ) ; F) [resp. À ^ C y ( x ( À ) ; G)],

et
^->0(pa); F) [resp. À - > C y ( p ( À ) ; G)]

sont II-flasques (resp. II-coflasques). De plus on a

l imC-(x , F ) - C - ( E . Y , E ^ ; F )
A/AI

/resp. lim C.(x, G) -C.(EA, EA,, G)\,
\ Ao/îî /

l i m C - ( p , F ) - C - ( i m p , p ( A O ; F )
A/AI

/ r e s p . l i m C . ( p , G ) - C . ( i m p , p ( A O ; G ) \ .
\ AQ/AÎ /

Cependant nous avons en général
im p yé AA,

p(AO^A^.

Utilisant l'application
( Â O ? ^i5 • • • •> ^p) ^> ( A o , Ai , . . . , ^>, ^)

on fabrique une homotopie de
C - ( x ( À ) ; F ) [ r e s p . C . ( x ( À ) ; G ) ]
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et de
C - ( p ( À ) ; F) [resp. C . ( p ( À ) ; G),] . ,,

montrant qu'avec les augmentations évidentes

F ) ^ C ° ( x ( À ) ; F ) [resp. C o ( x ( ^ ) ; G)^G)J, . ,
F,-.C°(pa); F) [resp. C o ( p 0 ) ; G) -.G)J,

les complexes C(x (À) ; F) [resp. C.(x (X) ; G)] et C-(p (X) ; F) [resp. C ( p (X) ; G)]
sont acycliques.

Or ceci est équivalent à dire que nous avons deux résolutions II-flasques
(resp. II-coflasques) de F (resp. G) sur A (resp. Ao), à savoir :

F -> G- (x; F) [resp. G. (x, G) -> G]
et

F - ^ C - ( p ; F ) [resp. G. (p , G) -> G].

Utilisant l . i . Q on voit qu'on a démontré le résultat suivant :

Théorème 1. i. i4. — Soit A un ensemble ordonné, et considérons un système
projectif F (resp. G) sur A (resp. Ao). Alors nous avons des isomorphismes
canoniques :

l imC)F^H-(Ev , E^; F)
A/AI

fresp. ]mi(.)G-ÏI.(E.Y, E,^ G ) \ ,
\ Ao/Aï /

l i m O F ^ H ' ( i m p , p ( A . i ) ; F)
A/AI

^resp. lim(.)G ^H^imp, p ( A , ) ; G) \ .
Ao/Aî • /

Remarque 3. — II est évident que nous avons E == E^, donc
d'après 1.i.i4, on a

l imOM^l imON
^A- V

^resp. liiïi(.) N r^ lim(JN' s—^ ' —^ *
\ A Ao .

pour tout L-module M (resp. N). Utilisant l . i . i3 on retrouve la forme
absolue de 1.1. n.

Remarque 4. — Soit X un espace topologique tel que pour tout recou-
vrement ouvert U' de X il existe un recouvrement ouvert V plus fin que U'
pour lequel on a :

p
Pour toute famille finie V, ç. V, i = o, . . ., p, tel que F\ V/ 7^ 0 il existe

un U € U' tel que V,-Ç U, i = o, . . ., p.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 3. 33
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Soit Ox l'ensemble ordonnée des ouverts non vides de X. Au recou-
vrement U' (resp. V) on peut associer le recouvrement ouvert U (resp. V)
de tous les éléments de Ox plus petits qu'un élément de U' (resp. V).
Le sous-ensemble de l'ensemble JTlx des recouvrements ouverts de X,
des recouvrements de la forme U (resp. V) est cofinal.

Soit enfin
p u : U-^PAu

définie par
pu(V)=Aû, '

alors on a
A y C im pu.

Pour tout préfaisceau F sur X on a donc

] imC'(Av; F) ^HmC' ( impu; F)
{ V } "{U}

Or, par définition de la cohomologie de Cech on a

H-(X; F ) = = l i m H - ( A v ; F)
< v >

Utilisant l . i . i4 on a donc le résultat suivant :

ïF(X; F) ^lim limOF-
—> <—
M^ U

1 .2 . Complexes résolvants pour lim /resp. lim\
<— \ —>)

et théorème de cofinalitude.

Pour tout ensemble ordonné A et tout sous-ensemble Ai de A
tel que Ai == Ai, il est facilç de voir que le foncteur

( i ) F->C-(E^ E^; F) [resp. G->C.(E^ E^; G)]

est un foncteur exact, donc d'après l . i . i4 est un foncteur résolvant
pour lim/resp. lim\.

<— \ —> ]A/AI \ AO/A?/
Nous allons construire ce foncteur par une autre méthode Ç^oir [i4]),

mettant en évidence la relation ( î ) de l.i. En effet nous allons retrouver
le foncteur ( i) en contruisant une résolution n-projective (resp. II-injective)
de L y/A, (resp. Rv/Ai) soit C. (resp. C*) et en calculant le complexe

Hom(C., F) [resp. Hom(G, G')].

Pour le faire, soit Ao un sous-ensemble quelconque de A et posons
pour tout ^ € A

B ^ A c O ^ ^ l ^ ç E A o , ^>^.
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B).(Ai)CB).(A),
Bî.(AinA,)CBx(A«).

Considérons les schémas simpliciaux

K^(Ao) et K Î (Ao )

dont l'ensemble des sommets est B). (Ao) et où les sous-ensembles

(/o, Ai, ..., ïp)

sont distingués si Xo < X i < . . .< ^p respectivement si X o S X i ^ . . .<Xp.
Il est clair que K^(AinAo) est un sous-schéma simplicial de K),(A(,),
et que K^(AiHAo) est un sous-schéma simplicial de K^(Ao).

De plus si X^ X € A et si X' > X, on a

d'où:

B ^ ( A o ) C B ^ ( A o ) ,

K) , (A»)CK) , (A») ,
KÎ , (A ,> )CKÎ (A , , ) .

Pour tout p^.o (resp. ç^o) on en déduit deux systèmes projectifs
sur A (resp. Ao), donnés par :

/~>C/,(K),(Ao), K),(A»nA,); L),

7~>C/,(Kt(A«), KÎ(AonAi); L),

[resp. À~>C-?(K),(Ao), K),(AoUAi); R),

À~>0(K^(Ao), KÎ(AonAi); R)]. ,

On va les noter :
C/,(Ao,Ai ) et C^(Ao,A, )

[resp. C» (Ao, Ai) et C î (Ao ,A i ) ] .

Pour tout X € A nous avons des différentielles

d, : Cp+i(K),(Ao), K),(Aon7i) ; L)
—Cp (K),(A»), K^(AonAi ) ; L),

d^: C^(Kt(Ao),Kt(AonA,);L)
->Cp (Kf(Ao), Kx (AonA i ) ; L)

[resp. d'i : C'i (K-,(A«), K),(AonA,); R)
—C'^^K^A»), K).(AonAi); R),

d%: G'/ (KÎ'(A,), ^(AonA^iR)
-^C^^K^Ao), KÎ(..\,nA,); R)]
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induisant des différentielles

d p : C^+i (Ao, Ai) -> Cp (Ao , Ai),

d-p: C^i(Ao, A,)-.C-p (Ao, Ai)

[resp. di : Oi (Ao, Ai) ->C^ (Ao, Ai)

^: C^ (Ao.Ai^Qr^Ao, Ai)].

On déraontre alors facilement :

PROPOSITION 1.2.1. — Les systèmes projectifs C^(Ao, Ai) et C^(Ao, Ai)
[resp. (^(Ao, Ai) et C^Ao, Ai)] sont ïï-projectifs (resp. ïï-injectifs).

Démonstration. — II faut seulement se rappeler que R est un L-module
injectif. Le reste est plus ou moins trivial (voir [14] pour une démons-
tration).

ç. E. D.

Il faut maintenant trouver des conditions pour que les complexes de
systèmes projectifs

(C^AO, Ai), dp) et (C^(Ao, A,), dp)

[resp. (C- / (Ao , Ai), di) et (CÏ(AO, A,), ̂ )]

sont des résolutions de
LA/A, (resp. RA/A, ) -

Puisque pour tout X e A les schémas simpliciaux K),(A), K^(A), K^(Ai )
et Kf(Ai) sont des cônes il est clair qu'on a :

LEMME 1.2.2. — C.(A,Ai) et CT(A,Ai) (resp. C (A, Ai) et C^(A, Ai))
sont des résolutions U-projecti^es (resp. ïl-inj édites) de LA/AI (resp. RA/\J-

Supposons maintenant que Ao satisfait aux conditions
(i) Pour tout A e A, on a B, (Ao) -^- 0.
(il) Pour tout ^ G Ai, on a B, (Ao H Ai) ̂  0.
(iii) Pour toute famille finie Xi, X^, . . ., X^, d'éléments de B), (Ao) il existe

un Xo€B) , (Ao) tel que pour tout i== i, 2, . . ., p on a, ou bien X , > Â o ,
ou bien ^; < ^o-

La condition (iii) exprime en particulier que pour tout X € A , B), est
connexe.

De plus (i) et (iii) garantissent que pour tout X e A les schémas simpli-
ciaux K), (Ao), et Kf (Ao) sont acycliques. En effet, (i) garantit qu'ils ne sont
pas vides et (iii) garantit que tout cycle est un bord.

De même, on voit que pout tout X ^ A i K), (Ao H Ai) et K t ( A o H A i )
sont acycliques.
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II vient alors :

LEMME 1.1.3. — Supposons que Ao satisfait aux conditions (i), (il)
et (ni) alors C.(Ao) et C^(Ao) [resp. C(Ao) et C^(Ao)] sont des résolutions
H- projectiles {resp. II injectwes) de LA/A, (re^p. RA/A,).

Calculons les complexes

Hom(C.(Ao, Ai), F) et Hom(C:(Ao, Ai) , F)
[resp. Hom(G, C-(Ao, A i ) ) et Hom (G, C^(Ao, Ai) ) ] .

Pour ce faire posons :

[ J^F=I ïom(C^A,Ai ) ,F ) ,
A/AI

lVF=Hom(C;(A,Ai) ,F)
-"--•-+A/AI

r /AO/A? x
resp. Hom( TT G, R ) = H o m ( G , C V ( A , A i ) )

L \——s-<7 /
/AO/A°^ \ -I

Hom^y'G, R^=Hom(G, CÎ(A, Ai) ) .

On aura alors

|j[ î^ H ^^(AO.À,, . . . ,^)
A/AI AO<...<"XP

ÀP^AI '

ri F:= H ^in^o,^.....^)

A/A, - ).o^...^^

A/,e\i
/

A^A,
Ao/A; )<o>. . .>>^(dansAo)

resp. \\ G== JjG^,^^,,^
\ -•-•.^ -*—•-

A^AI \
Ao/A Î Ao^ . . . ^À^(d ; insAo) . \

11^= ïl G,.,,,,,,...,̂ '

/ AO/AÎ \
Notons que nous identifions J J^F( resp . ]J[ G) avec le sous-module

A/A,
(resp. module quotient) de

/ A o > . . . > ^ ç ( d a n s A o ) \

JJ Fmin^o, . . . ,^) ^reSp. JJ G^x(Ao,. . . , \))

^o<-. .<^ /

ayant des « projections » (resp. « injections ») correspondant aux (Xo, . . ., \p)
[resp. (Xo, . . . , X^)] avec X^eA^ (resp. X^eAi) , nulles.
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Avec cette convention nous pouvons expliciter les différentielles â^
et S^ (resp. àp et à^) définies par

^=Hom(^,F) ,
^=Hom(^,F)

[resp. Hom(^, R) =Hom.(G, dP)
Hom(^ R) =Hom(G, ^)].

Nous avons
yD+l

(Ô^)(^A„...À^)==^^,...A^)+ ̂  (- l)^().,...^...,Â^)

Ï=l

et l'analogue pour S^

( y+i
resp. ^(,,,^...,^^)=P^(A,...,^^)+ ̂  (-i)^(Ao,...^.,...,^+i)

;==i

et l'analogue pour à^ ).

Nous voyons donc qu'il y a un isomorphisme canonique de complexes

C-(E^E^F)-JJ 'F
A/AI

/ AO/A? \
( resp. C. (E.Y, E.v,; G) - JJ G^.

De plus on a un isomorphisme :

H o m ( C . ( A o , A i ) , F ) - f^ F
Ao/AoUAi

[ /Ag/(.\onAi)o \ -j

resp. Hom( jĵ  R, G^Hom(G, C'(Ao, A i ) ) .

Il en résulte :

THÉORÈME 1.2.4. — Supposons que Ao satisfait aux conditions (i), (ii)
et (iii) ci-dessus, alors nous ayons un isomorphisme canonique :

(2)

limO F ~ limO F
A/Ai Ao /AoUAi

/resp. lim^G ̂ / ll^l(.) G^
\ A/Ai Ag/(AoUAi)o }

En particulier^ Ao est co final dans A.
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Remarque. — Supposons que Ao est cofinal dans A. Il n'est pas vrai
que ceci entraîne l'isomorphisme (2). En effet, soit Ao et A les ensembles
ordonnés ayant les graphes :

Fig. A.

Il est trivial que Ao est cofinal dans A, cependant en calculant on trouve

Imi^L^L,
Ao

lim(^L=:o pour p ^> o,
A

II est facile de montrer que, dans ce cas, la condition (iii) n'est pas satisfaite.

D'après les définitions, on a une suite exacte de complexes de systèmes
projectifs :

o-^C.(A^ 0)-^C.(A, 0)->C.(A, AO-^O
[resp. o-^C-(A, Ai)-^C'(A, 0)-^C-,(A^ 0)->o],

d'où une suite exacte de complexes :

o->Hom(C.(A, Ai ) , F) ->Hom (G. (Ai, 0), F) -^Hom(C. (A^ 0), F) ->o

[resp. o-^Hom(G, C(A, A i ) ) —Hom(G, C*(/\-, 0) ) -^Hom(G, C'(A^ 0)) -^o]

qui induit une suite exacte de foncteurs résolvant :

n^n^n0-^ —^0

A/Ai A Ai

AÏ Ao Ao/A°
(3)

-p-II^U^U
II est facile de voir que i\ (resp. ji) est l'injection évidente et que 12 (resp. 7*2)
est la surjection évidente.
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La suite exacte (3) induit alors la suite exacte de foncteurs

(4)

•
^7

/resp. o

^-lini(<7)^-
AO/AÎ

—>- lim ->
A/Ai

—lim^)-^

<- lim <-
Ao/tî

liiïi
-<—.v
lim^
<—A
linn

Ao
lini(y)
—->-

Ao

—lim
<—

-> lim^)
-<-—Ai

<-lim
—>

A?

^-lim(y)Ar

->limC)
A/Ai

-^lim^1)
^—A/AI

<-lim(j)
—>
AO/A?

^-lim(y+i)
—^

AO/A?

Ce qu'on a déjà vu montre que cette suite est la suite exacte du
foncteur Ext^ de la catégorie Cy associée à la suite exacte :

o -> L.\i/0 -> L.\/0 —^ L \ /Ai -> o

(resp. o -> RA/AI -> RA/0 —^ ï^-\i/0 -> o,

où L\,/0 (resp. R\i/0) est défini par

(LA,/0h==

(resp. (RA,/0) ==.

^ L

[0
R
0

si À € A i ,
si À ̂  Ai

si ^eAi , \
si À ^ A I ^

les homomorphismes étant définis comme d'habitude.

1.3. La suite spectrale associée à un x-îoncteur.

Considérons deux x-foncteurs

x, x, : r-^PA

tels que pour tout y^F on a ^(^^^(y) , et supposons que '/. et /.i satisfont/\
à la condition (x);^ et queFi === Fi est un sous-ensemble de r(x, Xi) [^oir (i. i)].
Oublions pour le moment l'ordre dans A, c'est-à-dire, considérons A comme
un ensemble ordonné trivialement. Pour tout p^i tout sous-ensemble Ai
de A désignons par Ai (p) l'ensemble, ordonné trivialement, de tous
les (p 4" i)-uples

(^o<-.,<^),-

avec X^eAi. Il est alors clair que

y->x(y)( j?) et ï->Mï) (^)

définissent deux x-foncteurs

x , x i : r->PA(7?) ' :
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tels que pour tout yeF, ^ i (Y)Ç^(Y) et tels que x et Xi satisfont
à la condition (x)3.

On a aussi I\Cr(x, Zi).
Si F (resp. G) est un système projectif sur A (resp. Ao), alors on peut

définir un système projectif

¥ ( p ) [resp.G(q)] sur ' A (p) [ resp.A(^)o]

par :
^hAo^.^A^FTjreSp. G(^o<...<\)=GAok

II vient alors de 1. i. 2, qu'on a l'isomorphisme canonique

( TI F ^ l i m F^
\ A/Ai A(/^/Ai(^)

(I) \ / Ao/A? x

resp. I l ^ lim G (q) ) .
-1--1- fr —^ /

resp. 1 1 ^ ^
-l-l-y —>

\ Ao(7) /A?(y )

Utilisant cet isomorphisme et le lemme 1. i. 2 nous obtenons pour tout
sous-ensemble Fa de F avec 1̂  = 1̂  un isomorphisme canonique

hm n ~ n
iyrint\ îc(ï)/xi(T) y.(r2)/Ki(^)

(9J) < / ^(ï)oAi(Y)o ^(r2)oAi(^)o\

resp. lim | | c^ | | ) '
\ r^/(rin^)o ' " 7

*• / x \
En particulier nous voyons que les systèmes projectif s TT (resp. IT j et

y.
./ %1 \

TT ^resp. |T j sur F (resp. Fo) définis par
Xl

/ yri/)o \
y^JJ (resp.y^lJ^)

^(T)
. / x,(y)o\

ï - ̂  J[J[ \ resP• ï -^ H )
%i(ï)

sont flasques, donc par 1. ï .9 nous HVOUS
/ % . \

lim^ TT == o ( resp. lim^) | | = o p
<— M-^ \ —> • • . /
r/ri x \ ro/rî /

/ xl \
lim^) |T =: o ( resp. lim(y) TT •==. o ) î
<— -•-A \ —^ l-". /r/ri xi \ r,/rî /

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 3. 34
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pour p^i (resp. ç^i). Utilisant la suite exacte de systèmes projectifs
sur F (resp. -To) :

n-n-ii^U^ll^U^0
ît/Xi X Xi

Xl X X/Yi ^

-0

X/Xi X Xi

Xl X X/Yi

resp "^IJ^U.^tl.

Y/Xi

où j^ (resp. J[J[ / est le système projectif sur F défini par
x/xi

__ / ît(Y)o/%i(Y)o \-> n' (-p-ï- u )'
^ (T)/Xi (v)

et risomorphisme (2) $ on en déduit

(3)
lim^) î I =0 ( resp. hm(y) 1 1
^— -"- " \ —> -B—1-.r/ri x/xi \ ro/r^

[pour^^i (resp. <y^i.)] .

de plus on a un homomorphisme de double-complexes :
Hm n -n n
r/ri x(Y)/xi(-) r/ri x(Y)/xi(y)

/- Fo/rî x(v)o/xi(Y)o y-(ï)oAi(T)o\

resp n H ^Hm [J )
(4)

Utilisant la deuxième suite spectrale du double-complexe
/ r»/rî xfYio/xiC.'iA(s» n n (-p •u il )

r/T\ x(Y)/xi(-)

on voit que l'homomorphisme (4) induit des isomorphismes en homologie.
Il en résulte :

PROPOSITION 1 . 3 . 1 . — I I existe une suite spectrale donnée par

EÇ^^liiïi^) lim^*
r/ri x (Y) /%i (v )

/resp. Ej,y=lim^) lmi(^ \
\ Fo/rî ^(YVîtiCDo 7

aboutissant à
lim^ /resp. lim(.)*\.

imx/imxi \ imXo/ im^S /
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Démonstration. — Puisque l'homomorphisme (4) induit des isomorphismes
en homologie, il suffit de calculer la première suite spectrale du double-
complexe (5).

Ç. E. D.

En particulier, si F, == f\ est un sous-ensemble de l'ensemble ordonné F^ /\. /
et si Ai = Ai est un sous-ensemble de l'ensemble ordonné A, on peut
considérer l'ensemble ordonné FxA, produit ensembliste de F et de A,
et les x-foncteurs

x , x i : r -^P(rxA)
définis par

x(y )==yxA

My)=:txAiU(tnri)xA.

Il est immédiat que x et Xi satisfont à la condition (x)3. De plus on a

imx == FxA,

im %i == r x Ai U TI X A.

Puisque le sous-ensemble { y } X A de x (y) satisfait, par rapport à Xi (y) Ç x (y),
aux conditions (i), (ii) et (iii) de 1.2, on voit que

limO /resp. lim^ ^
^(ï)Ai(ï) \ ^(ï)o7>t(T)o.^

s'identifie avec
limO /resp. lim(.)
A/AI \ AO/A?

si T^ri, et avec nul si yer. Nous avons donc démontré le résultat
suivant :

COROLLAIRE 1.3.2. — I I existe une suite spectrale, donnée par

EÇ'y=lim^)l im(^)
^/r7 ^7X7

/resp. E^==lim(^lim^)\
-^

ro/r? AO/A?

aboutissant à

limO /resp. lmi(.)
rxA/r$~v7urixA \ (rxA)o/(r^urixA)o

Ce corollaire généralise un résultat de J. E. Roos [24].
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1.4. Foncteurs associés à un x-foncteur.

Soient 2 et A deux ensembles ordonnés et considérons deux x-foncteurs

x, xi : i-^PA

tels que pour tout cre 2 nous avons

X i ( c r ) C x ( o - ) .

Partant de (x, Xi) on peut définir deux nouveaux x-foncteurs

x-Sx71: Ao-^P^

par
X-1 ( À ) = { < 7 | Â € = x ( ( T ) p

K - , l ^ ) = { a \ • X ç ^ ( Œ ) } .

tel que pour tout X € A on a

xT^cx-ia).
Utilisant ces x-foncteurs nous allons définir deux foncteurs :

(%, X i ) ^ : ÇA -^Cs,

(X, KiY : Cs -^GV,

[resp. (x, X i ) * : CA,-^C^,

par
(x, X i ) , : C^->ÇAJ

( ( x , Xi),F)o.= lim F,
x(a)/xi(<7)

((x,x,)*S)) .= lim S
y-i().)/%r1^)

/resp. ( ( x , Xi)*G)(7== lim G,
\ % (<7)o/%i ((7)o

((y,x,),T)^= lim T\.
<—

Y-^ÀVxr1^ /

Nous avons dans [15] démontré le résultat suivant :

LEMME 1.4.1. — Les foncteurs (x, X i ) ^ et (x, Xi )* sont adjoints.
En particulier nous avons un isomorphisme de bi-foncteurs

Hom ( (x , Xi)*S, F) ^Hom (S, (x, xJ.F)
c^ c^

/resp. Hom ( ( x , Xi)*G, T) ~ Hom (G, (x, Xi) ,T) \ .
\ ^o ^Ao 7
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Combinant les homomorphismes de complexes

/ ImXo/ imxî Ao/AÎ •n - n (-p. ii -u
A/Ai i m % / i m % i

/ • X/Xi

(2) • (^^-^H (resp. JJ[ ->(x, x
X/Xl

avec rhomomorphisme (4) de 1.3 on obtient le diagramme :

(3)
n- n -n n - n c » )
A/Ai imx/ imXi S/Si x/Xi S/Si

/ AO/A; imxo/inixî So/S; %/Xi So/S?-pu^- u ^n Li-u^-)
qui a un sens pour tout sous-ensemble Ai de A tel que Ai = Ai et tel
que i m X i C A l , et pour tout sous-ensemble Si de 2 contenus dans 2(x, Xi) .

Remarque 1. — Soient Ai = Ai un sous-ensemble de A, Si = Si un sous-
ensemble de 2 et soit x un x-foncteur : 2-^PA tel que x(I;i)ÇAi.
Définissons le x-foncteur x^ par

Xi (a) =x((rnii).

Nous avons alors une situation comme ci-dessus [l'ensemble 2(x, Xi)
contient Si].

Supposons maintenant que x et Xi satisfont à la condition (x)^ de 1.3,
alors rhomomorphisme (4) de 1.3 induit des isomorphismes en homologie.
Il en résulte que (3) induit le diagramme suivant :

I lim(*)-> ]imC) <- lim^ (x, Xi )^— ^— ^—
A/iA i inx/ imXi S/Si(4)

i /resp.resp. lini(j<- lim(j ->lirn(,) (%, x ^ ) *
' Y Ao/AÎ imxo/imxî So/S?

Nous désignons par

(x, z , )" [resp. (x, Xi ) J

l'homomorphisme i (resp. j), et par :

•(x, xi) [resp. .(x, x i ) ]

rhomomorphisme /c (resp. Z).
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Supposons maintenant donné un troisième ensemble ordonné A, et deux
x-foncteurs

p, pi : A-> P A

tels que pour tout ÀeA, p i ( ^ ) C p ( X ) et tels que p et pi satisfont à la condi-
tion (x)3 de 1.3. Nous allons définir la composition de (x, Xi) et de (p, pi) .
Désignons par ( p ° x ) le x-foncteur 2 — P A défini par

( p o x ) (cr) ==p(x (c r ) )

et par (p o x)^ le x-foncteur 2 -^ P A défini par

(p o x)i (cr) = p (xi (cr) ) u pi (x (cr) ).

Nous avons donc trivialement

( p o x ) i ( o - ) C ( p o x ) ((7),

pour tout o'e2.

Cela fait, nous disons que ((? °^), (p °x ) i ) est la composition de (x, Xi)
et de (p, pi ) , en écrit :

( ( p o z ) , ( p o x ) i ) = (p, pi) o (X, Xi)

II est facile de voir qu'on a

I(X, ^ )C i ( (pox ) , (pox ) , ) .

Supposons maintenant que x, Xi, p et pi satisfont à la condition (x)^
On vérifie alors sans peine que p o x , p o / ^ et p i o x satisfont à (x)3. Puisque
(p °^) i== p ° X i U p i ° x on a

n=iï-n
(^oy.)i poXi piox

n
>Xinp

%i

resp n=U®lI

poxinpiox

(pox)i poXi p ioX

pox ,nF ioX \u. •
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Utilisant la suite spectrale 1.3. i on en déduit

inn n ~ n
S/^ (pox), im(po^

( (poxh i m ( p o % ) î v

resp. lim f T ^ T T l—> 1-1. i-1. /
So/SS /

2° lim^) n == °<— -1- -*
S/^ (po%^

/ (PO^I \

^ resp. lim^ jj[ = o j
V So7^î ' /

pour p^:i (resp. g^i), pourvu que p o X i n p i ° x satisfasse à la condi-
tion (x):}.

Considérons maintenant la condition suivante sur 2.

(o) Pour tous Œi, ^e 2, s'il existe des éléments cr, cr'el; tels que cr,
cr '<Œi, 0-2 alors il existe un élément c7oe2 tel que c7o<c7i, 0-2, Œ, (7'<o-o.

Un calcul trivial montre que si 2 satisfait à la condition (o) alors
p o x i i ï p i o x satisfait à la condition (x)3. Comme on l'a déjà vu, i° et 2°
impliquent

lim^) f[ ==o
S/Si (po%)/ (poX) i

, (p"X)/ (poX) i .

resp. lim^ jj[ = o ^

pour p^i, (resp. ç^i), et ceci entraîne l'existence d'un diagramme (4)
pour le couple ( ( p ° x ) , ( p ° x ) i ) .

Supposons que Si et ̂  sont des sous-ensembles de 2 tels que 2i=Êi,
^2==22, 2iÇ2^ I;iÇI;(x, x^) , 2 2 C 2 ( ( p o x ) , ( p o x ) i ) , supposons que Ai
est un sous-ensemble d A tel que A i = A i , A i Ç A ( p , p i ) , i m X i C A ^
et supposons enfin que Ai = Ai est un sous-ensemble de A tel que im pi ÇAi.
Alors on a le diagramme suivant
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( ( p o x ) , (pox)i),—————————————————————————————————————^["j JJ

o<^).°(p,pi),^n n (p'p-)^n n n
^t S/S, x/Xi s/^i y./x, p/p,

il (P P).- n n
imx/ im%i imx / imXi F/pi

^ ^

n ^ P ) - n il
n n

imp/ im pi im(poy . ) / im ( p o y ) i

î( r.) n - n
A/Ai A/AI

so/^ So/^^ (p°%)/(F°x)i

]J ( ( P C X ) , (pox),)-<-———————————————————————————————————JJ j-J

^/s? . So/sî x/%i So/sî %/xi F/FI

|j (x x , ) o ( p p,)^[j y (p p,)^]j[ [j y

im%o/ im%? im%o/ini îcî p/pi

H (p p ) ^ IJ IJ
resp.

^ —— ^
-^o/AÎ Ao/A; p/pin ( p p - LI u

^ ^
impo / imp ; im (po%)o/ im ( p o x ) î

U U
t S^

V-^S Ao/Aî

H - U
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où les homomorphismes r, 5, t, u et v induisent des isomorphismes
en homologie.

On voit facilement en utilisant 1. i. 2 et le commencement de la suite
exacte (4) de 1. i qu'on a un isomorphisme canonique

( ( O o x ) , (pox)i)^ (X, X i ) ^ o (p, p^

[resp. ( ( p o x ) , (pox) i ) *^ (%, ;q)*o (p, p,)*],

donc si £1 = Sa l'homomorphisme w se réduit à l'identité. Notons que
les conditions faites sur Ai entraînent en particulier

p ( , \ i ) ==p , ( A i ) C i m p i C A i .

Remarque 2. — Soient 2, A et A comme ci-dessus, et supposons donnés
des sous-ensembles 2iC2, Ai ÇA et A, ÇA tels que 2i==âi , A i = À i

y>\

Ai == Ai, et deux x-foncteurs

x : i-^PA,

p: A-^PA,

tels que x ( 2 i ) C A i , p ( A i ) Ç A i , alors tenant compte de la remarque 1,
nous pouvons d'une façon naturelle construire des x-foncteurs x^ et Oi.
Nous obtenons alors une situation comme ci-dessus. Pourtant, en général
le x-foncteur associé au x-foncteur ( p ° x ) par la méthode de la remarque 1
n'est pas égal à ( p ° x ) i défini ci-dessus. Du diagramme (5) on déduit
le résultat suivant :

THÉORÈME 1.4.2. — Sous les conditions ci-dessus il existe un diagramme
commutait f :

((po%),(poX),).limO ( ( p o x ) , ( p o x ) , ) ^ -
s/^

-> lim^
i n i ( p o % ) / i m ( p o % ) i

l i m ^ ( x , x ^ o ( p , p^ ——^ limC) (p , p^
S/Si im %/im v.i

^
|-(%,%i) •((po%),(po%)^)

limO (p , pi),^ limO—l
<-

imp / impiA/AI
^
[•(p'Pi)

limi*) ~ Vim^
A/Ai A/AI

(resp. le du al.)
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXII. — FASC. 3. 35
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En particulier, si i m x = A , i m X i = A , , im p == A et i m p i = A i , il existe
des homomorphismes

( ^ Z i ) ' : limO (x, Xi)^->] im0
^/s7 ^/Ai"

/resp. (x, xi) . : lim(. ->lim(.) (x, x , )* \ ,
\ —> —>
v Ao/A; So/^ /

( p , p i ) ' : limO (p , pi)^-^lim0
A/ï ^/A,"

/resp. (p, pi).: lmi(.)-> lim(-) (p, p)^ \
\ VAÎ Ao/A? /

et l'on peut écrire :

( ( p o x ) , (pox) i ) -= (p, p ^ ) - o (%, Xi)'

[resp. ( ( p o x ) , (pox) i ) .=== (îc, xi).o (p, pi)J.

Considérons, à titre d'exemple, un sous-ensemble quelconque A, de A,
et l'injection canonique

i: Ai -^A.

A i il est associé un x-foncteur x, [voir i. i] donné par

^W ==^nAi.

Pour tout système projectif F (resp. G) sur A (resp. Ao), nous avons
un diagramme commutatif :

n p nr
A Ai

[• \-

îiîi^îïîi^
A î A X;

î
lI l . ,»F^ f[ «„[.-

~ ' y \

A A A
^ ^

I" 1rp - n»
A A
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/ Ao A ï

II G ,.. IJG

279

uu'- iiiï0
/

, ^ ^
^o Ao

^J lim G <- j['j x; G'

resp. /

\ î i ° - u0

où F' (resp. G') est la restriction de F (resp. G) à Ai . Dans ce diagramme
les homomorphismes s, t, u, et ^ induisent des isomorphismes en homologie,
et rhomomorphisme r est la projection (resp. injection) canonique.
Il en résulte alors que rhomomorphisme

^ (resp. x/.)

s'identifie avec rhomomorphisme canonique :

lim1') —>- lim ' i
<— <—

A Ai

^resp. l im^ ->]im(J^

induit par 1*2 (resp.ji) de [1.2, (3)].

Comme conséquence immédiate de ceci nous voyons que si i : A -> A est
l'identité, alors

x; (resp. x,.)

est l'identité.

Remarque 3. — Soient E et E' deux ensembles semi-simpliciaux, et soit

o? : E -> E'

une application simpliciale.

Considérons le x-foncteur
xç : E'->¥E

défini par '/-p(e') = ç"1 (^').

Remarquons que e ' et ^ ^ [ e ) sont des sous-ensembles semi-simpliciaux
de E, et que la restriction de y à Y^{e} est une application simpliciale

? ; ^(e') ->^.
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Cette application induit un homomorphisme de systèmes projectifs
sur E' (resp. Ey).

C- (M)E, -^^C-(M)E
[resp.x;C.(N)K->C.(N)^].

Nous avons le diagramme commutatif

[ ]M -. n n M n^ ^ n^
E E' % E' E'

1
•+• Y Y t

]J'C-(M)E^]^']^'C-(M)E<-I^\C-(M)E^I^'C-(M)^
E E' x E' E7

-^ ^
/ /

C'(E, M)<———————————î*———————————-^C*(E\ M)
(resp. le dual) ,

où y* (resp. y.) est l'application induite par 9 dans la théorie simpliciale.
Supposons maintenant que E et E' satisfont à la condition de l .i .n,
alors les homomorphismes iy j y k et l induisant des isomorphismes en homo-
logie, nous obtenons le diagramme commutatif

limOM ->limC)x^M^ lim^M
E' E' E

?1 ?1
H^E ,̂ M)————————>ï ï - (E; M)

(resp. le dual).

montrant que l'isomorphisme 1. i . 11 est compatible avec les applications
simpliciales.

Définition 1.4.3. — Soit 1 un ensemble ordonné et soit P un sous-
ensemble non vide de I, alors on dit que P est un point de ï si :

(i) Pour tout ii, IÎ^P, il existe un i€P, i<i ti, 12.
(ii) Si ii € P et si i € I, ii < i alors i € P.
Considérons alors deux ensembles ordonnés 2 et I, et supposons donnés

deux points Pi et Pô de I, alors on peut définir deux x-foncteurs

iio,n, : ixi->Pi
par

TT . ^ ^ 0 si ^p^-n;(^)=^ ^ ̂  (j=o^).

Les conditions (i) et (ii) garantissent que IIy (j = o, i) sont des x-foncteurs
satisfaisant à la condition (x)3. Considérons aussi le x-foncteur :

n : I x I -> Pi
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donné par
II (cr, Q = Œ .

En général, îl ne satisfait pas à la condition (x);}.

Cependant il est clair que pour tout (cr, i) e2x 1 on a

IIy(cr, i) C n ( c r , / )

donc nous avons le diagramme commutatif suivant :

n-n n-ii"

281

SXI ITo
^

1 ^

sxl

n-n n n"
n-n n n11n ̂ n n^

^ sxl ni EXI
(resp. le dual) .

Nous allons trouver des conditions pour que les homomorphismes k et l
induisent des isomorphismes en homologie.

Premièrement on voit, utilisant la suite spectrale 1.3.2, qu'il suffit
de trouver des conditions pour que les homomorphismes :

j'J'M-^Fj'Mp^. (y =0 ,1 )

(^p-U/v-^U^7 -
où M (resp. N) est un L-module et où Mp^ (resp. Np^) est le système projectif
sur I (resp. Io) défini par

(Mp.)^^ si i^
v 1 ) ( 0 Si /^Py

/ ( N
f r e s p . (Np^.),= ^ si ^'ePy^

si i^P^

induisent des isomorphismes en homologie.
Or, Mp^. (resp. Np^) est flasque (resp. coflasque), puisqu'on a pour tout

sous-ensemble ïi = Ii de I :
M si IinP/^,lim Mp =r
o si I , nPy==0

N si I , nP /^0 , \( resp. lim Np.
\ To-^ / ( °

si I inPy^0^
si I inP/=0
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En particulier on a

lim Mp == M /resp. lim Np.== N\
^r / [ -r^ J r

donc nous avons le résultat suivant :

THÉORÈME 1.4.4- — Supposons que pour tout système projectif constant
M (resp. N) sur 1 (resp. Io) on a :

(i) lim^ M = o (resp. lim^) N = o\ pour p^ i (resp. g^ i) ;
^r- V ^ Y

(ii) Vhomomorphisme canonique
M —^ lim M f resp. lim N -> N \

^r V -T^ J
es^ un isomorphisme,
alors k et l induisent des isomorphismes en homologie, nous avons les isomor-
phismes fonctoriels :

lim(*)IIu^~ limOII^'^ lim^IIi^ (resp. le dual)
^— ^— ^—
HXl ^Xl ÏXl

^( ^5 homomorphismes :
II; et II; (resp. le dual)

s^ identifient^
Nous sommes maintenant en mesure de définir une homotopie entre deux

'/.-fondeurs.

Définition 1.4.5. — Soient '/o et Xi deux x-foncteurs :

xu, Xi : I-^PA,

satisfaisant à la condition (x);$, alors on dit que Xo et Xi sont I-homotopes
s'il existe des points Pô, Pi de I et un x-foncteur

p : I -^P(AxI)

tels que
Xu== IIo o p,

X l == iïi o p.

Le x-foncteur p sera appelé une I-homotopie, effectuant la I-homotopie
entre Xo et Xi.

Supposons pour simplifier qu'on a

im p = \ x I



LIMITES PROJECTIVES ET INDUCTIVES. 283

et considérons le diagramme commutatif suivant :

n-nn-u^nn^rip"
A AXI IIo AXI S p S

n-nn-n"-nn"-np"
A AXI n AXI s p s

II -^ •̂  -^ ^

^-^^T-^D-^^^•I-l^B
A AXI Hi A X I ï p S

(resp. le dual).

Par inspection de ce diagramme il en résulte, utilisant 1.4.4 qu'on a
le résultat suivant.

THÉORÈME 1.4.6. — Supposons que Xo et x^ sont ï-homotopes. Soit p
la ï-homotopie effectuant Vhomotopie en question, et supposons que ï est
acyclique, c est-à-dire que ï satisfait aux conditions (i) et (ii) de 1.4.4?
alors si

im p = V x I,

les homomorphismes
x;, x'i : limOp^II^—^limC)

/ r e s p . •/.^ K\ : lim( ) —^lim( )p*II*\

l -.f ^f )
définis par Xo et /.i s9 identifient.

Remarque 4. — Soient Ei et Es deux ensembles semi-simpliciaux,
et considérons l'ensemble semi-simplicial

EiXË2,

produit de Ei et de Ë2 dans la catégorie des ensembles semi-simpliciaux.
On a

E,xE,={(e^ ^)KeEf{ (/=i, 2,^0),
Si(ef),e(!)=z(s,e^Siep,) (1=0, . . ., p).

Soit
Ei (g) E-,

l'ensemble ordonné, produit ensembliste de Ei et de Es, et soit

c p : E,xE2->E.i(g)E,

l'injection d'ensembles ordonnés.
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Nous allons trouver des conditions sur Ei et Es et sur le système
projectif F (resp. G) sur Ei (g) E.^ [resp. (Ei (^) E^o] pour que y induise
un isomofphisme

limOF ̂  limOF
(Ei® Es) EiXE

(resp. lini(.) G ̂  lim(jG\
(Ei®K2)o (KiXEî)o /

Soit, à titre d'exemple, Ei = Ea = l'ensemble semi-simplicial des faces
du i-simplexe type. Ei et Ej sont donc des ensembles ordonnés ayant
des graphes :

A A
E

Fig. B.

On vérifiera facilement que les ensembles ordonnés EiXE,> et Ei^Ea
ont des graphes :

Ao ô b o

^ ^ ^2 EI X E^
Fig. C.

Il est donc clair que dans ce cas on ne peut pas avoir Fisomorphisme
en question, même pas pour les systèmes projectifs constants.

Or, supposons que Ei et Ë2 sont des ensembles simpliciaux et soient ^
les applications E^-^ E^1 (j' = i, 2, i == o, . . ., p + i) associées aux
applications

V,: (A°, . . . ,AS ...,A^)-^(A°, . . . \A^)

défini par
( A7 pour / ̂  /,

^•(A /)= . . . p . . . ——( ^~~i pour j < ^ i .

Pour tout ^çE^ notons par
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le plus petit sous-ensemble simplicial de Ey contenant ^. Définissons
alors le x-foncteur :

x : E,^E,->P(E,xE,)
par

x(^)=S(^) /î€Me7?|.

On peut montrer que x satisfait à la condition {7.)-^ et que pour tout
^f, ^)eEi(g)E2, l'ensemble ordonné(^

y ^ 7/'' A/ ^rc \ ( if i 2 /

est filtrant à droite.

II en résulte, que si ^eE;. et si M(^) [resp. N (;;)] est le système
projectif sur Ei X EL> [resp. (Ei X E^o] défini par

/ M ci ] P ̂  /o
M / / U \ — — ) lvl sl 6 1 > l i 'lvl ^ i / c , p ,p\— }v l l ' l 2 / ( o sinon

/ ^ N si //J "> /° N

resn N(7°^ — ^ ^ ^ ^ île&p. i^ ^ ^ ^ — <
, \ t i , t < i ) i o sinon ,

alors on a
HmWM^r-zo pour /?^i

x(^,^)

^resp. lini(^)N ( /^ ) == o pour ^^i^
, x(/?,Tî)o

et

(^M(/;))^^

resp. (^N(/;))^,^^==

M si ///>/;,
o sinon
N si ^>/;^
o sinon y

Notons M,; = y^M (^;) (resp. N^ = x*N (^;)). Utilisant la suite spec-
trale 1.3.1 on a donc l'isomorphisme

(6)

limOM/^ l imOM^
EiXEs Ei® Es

/resp. lini(.)N^ lim^N^Y
(EiXEg)o (Ei®E2)o /

De la même manière on montre que pour tout système projectif constant
M (resp. N) sur Ei(g)E2 [resp. (Ei(g)E2)o] il existe un isomorphisme

l imOM~ limOM

(7)
EiXEs Ei(g)E,

/resp. lini(,) N r^ l im(,)N^
\ (EiXE^o (E,®E2)o j

Ce dernier résultat est étroitement lié au théorème d'Eilenberg-Zilber.
A/m. Éc. Nonn., (3), LXXXII. — FASC. 3. 36
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Maintenant, supposons données deux applications simpliciales

/o,/,: E^E,

et soit 1 un ensemble simplicial, alors nous disons que fo et /\ sont
I-homotopes, s'il existe deux éléments io, ^ i € l ° et une application
simpliciale

p : EI x Ï->E^
tels que

(8) f/W =P(^ ^-i0- • ' ° ^ i p i / ) pour ./=o, i .

Soient
n,: E -^E ,x I ( , /=o , i )

les applications simpliciales définies par

Il;(^)=(^rno... ^i,) (y==o, I),

alors (8) équivaut à

(9) //^P0!!/ (,/=o. i ) .

Par la remarque 1 de 1. i on en déduit des x-foncteurs :

z^: E, ->PE,,
3<p : E, -^P(E^x l ) .

xi^: EixI-^PEi .
D'après (9) on a

^•==2<lI^Kp.

Considérons aussi le x-foncteur :

xn : EixI-^PEi
défini par

x n ( ^ ^ ) = = ^

Nous avons alors un diagramme commutatif

n-nn-n'
EI EiXl Xj^ EiXl

^ 0 ^

( 1 0 ) I f f -nn-n»
EI EI xi %n ^x1

II Y ^-nn-nn
EI EiXl X^ EiXl

(resp. le dual).

^ni,
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Pour tout système projectif constant M (resp. N) sur Ei (resp. E^)
le système projectif sur E i X Ï (resp. ( E i X l ) o ) , Phomologie de-'i

/ xn^ \
f^M (resp.JJ N^ (,/=o, i;

est donné par

Um(.)M= ° sl /^07 (J=o^ i)
t^ ( M^ si P=°

/ i. ^ ( ° si ^o,\/ resp. l im^N==^ . \
l -> ( N^. si ^=o 1-
V "; /

Le système projectif sur Ei X 1 [resp. (Ei X I)o] l'homologie de

/ %n \Y[M ^p-n^
^n

est donné par

lim(.)M=i° sl p^
^— ( M si p = o
^n

/ r v ( ° si ^7^°^\l resp. l i m ( ^ N = ^ . \
\ —> ' ( N si q -=- o ]
\ ^îi /

II en résulte, utilisant (6), (7) et (10) :

THÉORÈME 1.4.7. — Supposons que pour tout système projectif constant
M {resp. N) sur 1 (resp. Io) on a :

(i) lim^ M = o {resp. lim^) N = o) pour p ̂  i (resp. ç ̂  i ) ;
<— —^

(ii) Vhomomorphisme canonique
M-^l imM /resp. l i m N — ^ N \

V l -7^ J
es< un isomorphisme.

Alors on a des isomorphismes :
l imC)x^*M^ [im^y.^M ̂  lim^^j^M
^— ° ^— <— 1
EI XI EiXl . 1-1 XI

/resp. lim^yîtn^ N ̂  Vim^y^]^ r^ l im(^%i^N\
\ (^iXl)o (EiXl)o (EiXl)o J

et les homomorphismes
^ÎTo et xn, (resp. xn-, et xn0

induits par IIo et îli s'identifient.
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De là, on déduit automatiquement :

THÉORÈME 1.4.8. — Supposons que fo et /\ sont ï-homotopes, et supposons
que 1 satisfait aux conditions (i) et (ii) de 1.4.7, alors les homomorphismes

/;,/;: limOM-^limOM
Y V

( r e s p . /o., f^ : lim(.) N -^ lim/ ) N\
^ ^t ^t' )

définis par /*o ^ /\, s'identifient,

A titre d'exemple, soient Ei et Es deux schémas simpliciaux, et soient

/o,/,: E^E,

deux applications simpliciales, tells que pour tout simplex G7i de Eifo^i)
et /*i(o-i) sont contenus dans le même simplex 0-2 de Es.

Notons par I le schéma simplicial { i o , ii} où tous les sous-ensembles
finis sont distingués.

On note par Ei, E^, I les ensembles simpliciaux des simplex singuliers
de Ei, Ë2 et I. Les applications fo, f^ induisent des applications simpliciales

fo,fi: Ei-^E.2.

Définissons l'application simpliciale

p : Ei xI-^Ea
par

p ( (A", AS .. ., A/Q, (^ //„ ..., i,^ ) = (f,, (A«), /„ (A^) , ..., /,,, (A/-) ),

où pour tout i == o, . . ., p, r, = o, i.

On vérifie alors facilement que

/o et f,

sont I-homotopes, moyennant la I-homotopie p.

1.5. Foncteurs de supports.

Dans la théorie classique de topologie algébrique, la cohomologie
à supports contenue dans un antifiltre joue un rôle fondamental.

Nous allons ici montrer comment cette théorie peut être généralisée.
Il va être clair que cette théorie est le point de départ pour l'étude de
la dualité de type Poincaré.

Soit W un ensemble ordonné et soit

€» : ^Fo—PA
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un x-foncteur. Dès maintenant nous dirons qu'un tel $ est un fondeur
de supports sur A défini sur W.

Partant d'un foncteur de support sur A défini sur ^V on définit un système
Ao/<î»o

projectif sur^ (resp. Vo), noté TT /resp. [1 ^ par
A/(t>

Ao/^Wo»ii+-1I,
/ --^ • \
/resp.^-> J[J[ y

A/<1>(^)

Notre préoccupation principale dans ce paragraphe sera de trouver des
conditions pour qu'on ait

Ao/^o
lim^ I I ==o pour p ^.i
<— 1-- .<-vy

. lim;/^ -p-i * ^ \/resp. lim(y

>rr .v.>

_>' | | == o pour ^^i ) •

Pour commencer, considérons la suite exacte de systèmes projectifs
sur ^T (resp. ^Fo).

/ ^o Ao Ao/^o

\ «-U-1I-IÏ-»
^resp. o --> Y[-^ ri-> n "0}'
\ -\/^ A ^ /

LEMME 1.5.1. — Supposons que W est filtrant à droite, alors nous avons

lini(y) | | z= o pour <y^ i «
< l o A/ci»

Si, de plus, V contient un sous-ensemble cofinal dénombrable, nous avons

Ao/^o
lim^) T T^_ | | = o pour p ̂  i.

Démonstration. — Puisque, d'après l'hypothèse, lim est exact, la première
—>

conclusions est triviale. SiW contient un sous-ensemble cofinal dénombrable,
on a

lim^ = o pour p ̂  2,
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donc on déduit de ( i) une suite exacte :
•'•o -\o Ao/<I>o <!>„

o-^limJJ ->limJJ -^lim TT -^ Hm(1) TT
'»-• ' •F * .̂F • ^qT

\ AoAI'o

-^lini(1) 1 T->limC) 1 1 -^o.
<— . I-1 <— • •.

Ao \

Or, puisque ]J[ est un système projectif constant sur W, on a l im ( 4 ) f T === o.
<— ".

II en résulte immédiatement :
Ao/<i>o

l im^TT =o.
<— l-•

'F

Ç. E. D.

COROLLAIRE 1.5.2. — Supposons que W est filtrant à droite, alors on a
la suite exacte :

^^n^n^n^0
T'o ^/«î» A - T,, <!>

si, de plus, W contient un sous-ensemble cofinal dénombrable, et si pour
tout A € A il existe un ̂  € V ̂  que À ̂  ̂ > (y), afors OM a la suite exacte :

AO Ao/<l'o <îo

o-^ TT->1im TT-^] im( 1 ) 1 ] ->o.
• V 1 1 Y rj

Démonstration. — Ceci est une conséquence immédiate de la démonstra-

tion de 1.5. i et le fait que si F\ ̂  (9) = 0 on a
•'j e 'i •

^o

lim | T == o
<—— 1-A^

*r
Ç. E. D.

PROPOSITION (1.5.3). — Soit <& un fondeur de supports sur A défini
sur W. Supposons que <t> satisfait à la condition suivante :

(c) Si ^(^U^^s)^^ alors il existe un nombre fini d'éléments ^j

de W, j' = ï , . . ., n tels que
n

^^<^^ ̂  (^\ ^(^ /)=^(^)u€>(^).

( resp. : - (Ha) Si <t> (^i) ue> (^,) ̂  A alors on a

<ï> (^ )u< ï> (^ )= (^ ^W,
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(H b) Pour tout ̂  çW et pour tout sous-ensemble W^ C ̂  U existe un nombre
fini ^éléments ^l de Vi, i\= i, . . ., m tels que

^-ùî'y1 = 1 /
Dans ce cas, le système projectif

/ .w<i>« \

n -p- u
A/<î>

est coflasque (resp. flasque).

Démonstration. — Puisque pour tout ^êV

H ,----• / Ao -o/-^,Ao/<î*(^)o'-n (resp ii ̂ n
A/<î>^) A \ M-^. M-K..

est injectif (resp. surjectif) il suffit de montrer que pour tout ^€^5 et pour
/^. /\.

tout sous-ensemble ̂ i = ̂ i de ^ l'homômorphisme

kP: ^H-^II (P^0)
•t'î A/<îi A

/ Ao Ao/<I> ^

resp. ^ : 1^ ^lira II (^^o)

est injectif (resp. surjectif).
Pour tout r^o considérons l'ensemble A (r) et le x-foncteur

^(r) : W,->PA(r)

de 1.3. Il est clair qu'on a un isomorphisme fonctoriel :

n'~ n
A/<I< A (/,)/<!> ( p )

/ Ao/<i>o A(y)o/<î>(<7)o\

(resp. II - II ).r^i

'-y

donc il suffit de montrer que /c°(resp. lo) est injectif (resp. surjectif).

/c0 est injectif : Pour tout ^e^ considérons U comme le sous-module
•v^)

de H des fonctions sur A nulles sur ^(^)- Si f€ H désignons par Ay
A A

l'ensemble des X € A tels que /'/^o.
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Soit donc g€lim]^[ ? g 7^0, et représentons g par la famille finie
T? AAI>

{ g,^} i = i, . . ., s d'éléments g.^ç. TT .
-V^)

Supposons que cette famille contient un nombre minimal d'éléments.
Posons A,= A^, i==î, . . ., 5. Par la minimalité de { g,^ },=i,...,,, on a A,^ 0
pour tout 1=1, . . ., s.

De la définition de A/- on déduit

A,CA—^(^,) .

Supposons que i, . . ., ti, ti^s sont tous les^' pour lesquels on a A.nAy^ 0,
et soit ti le plus petit parmi les t^ quand on varie i = i, . . ., 5, et la repré-
sentation de g par des familles de s éléments.

Dire que k° (g) = o, c'est dire qu'en tant qu'éléments de 1T| on a
A

s

(2) S^^0-

II est facile de voir que (2) entraîne ^^2. La condition (c) garantit
qu'il existe des éléments ̂ ^ ^i, ^2, À* = i, . . . 5 r tels que

/'
F^ ,< ï ) (^ - )=< î» (^ )u<I>(^ ) ,

ce qui est équivalent de
/•

\^J ( A — < ï > ( ^ - ) ) = ( A - < ï » ( ^ ) ) n ( A - a > ( ^ ) ) .
/•==!

/•

Or ceci montre qu'on peut choisir des éléments /*/,€ TT tels que "Y/*/, est
, -, , -. . . -, ' , A/>l'('^) k=l
égal a la restriction de gi a

A, n-\..c (A- O» (^) n ( \ - €> (^)).

/• r

Soit gi l'élément gi—Y/*/, de TT et soit g'^_ l'élément gs+^.A
À-==l A/<ï>(^) ^-=1

-«—_- 0
de TT , alors la famille

A/<î*(^)

f^l^2^:n • • •^.s-!

représente l'élément g. Or, on a
A^nA^=0
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A^A^

A^nA^.=:0 pour j>t^

ce qui est en contradiction avec la minimalité de t^
ç. E. D.

lo est surjectif : Pour tout système projectif G sur Ao, et pour tout ^^^P,
Ao/^Wo

considérons jj| comme sous-ensemble de 1H[ • La condition (H a)
^eA—<t>(^ )

Ao/<î>o
garantit alors que tout-élément felim fi s'identifie avec un élément f

<—— •—"-0
"̂1

de YY G).. Il reste seulement de voir que /''€ TT G)., ce qui résulte
A—n<ï>(^) A—n<ï>(^)

^ e ̂ i ^ e *FI
trivialement de (H &).

ç. E. D.
Exemple 1. — Soit donné un x-foncteur

î t : W-^PA

satisfaisant à la condition (x);s, alors on en déduit un foncteur de supports
sur A défini sur W, <î>^ en posant

< Ï ^ ) = ( À [ ^ x ( ^ ) j .

Si ^^$x(^i)U^x(^) o n a X € x ( ^ ) n x ( ^ 2 ) , donc il existe un ^ < ^i, ^2 tel
que Xex(^) . En général on ne sait pas si X^^)y(^) ou non, mais dans
des cas particulièrement intéressants, ceci est vrai, donc ^ satisfait
à la condition (Ha).

Exemple 2. — Sur tout ensemble ordonné A on peut construire un foncteur
de supports défini sur A lui-même,

<Ï»A: A o — P A

en posant
^(^^i^eA^^i.

Si ^^(^U^A^), alors X > Xi, À^, donc puisque X^<Î^(À) il est clair
que $A satisfait à (H a).

Soit maintenant K un schéma simplicial localement fini. S i<7€K est
un simplexe, alors l'ensemble des simplexes cr' > o- est fini. Il en résulte
que le foncteur de supports sur K défini sur K, <Î>K satisfait aux condi-
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( KO/^KO \

tions (c), (H a) et (H &). D'après 1.5.3, le système projectif F[ resp. ]_[ )
K/<Î>K V

sur K° (resp. K) est coflasque (resp. flasque). L'homomorphisme de double-
complexes :

'""n-un
R K/<i>^ * K/^

/ Ko/<i^o Ko/^o
1 resp. limrespUmIJ^f] U )

Ko • Ko V

induit donc des isomorphismes en homologie. Notons qu'on a

Iim(.)^H-(K, K - s t ( a ) ' ^ )
K/^KW

/resp. liiïi(.),~ H. (K, K — st (cr) ; * ) N

\ Ko/<î>^((7)o ^

Posons

H^(K;- )=HopimTT
1 _^ XA
\ K K/^

KO/^KO \ -1/ u/ A" \
resp. H.̂  (K;-) = H, ( Hm Ĵ - j ,

L \ K o ' / J
alors calculant la première suite spectrale du double-complexe

K / Ko/Wvun ("»pnii.)
K/^ \ Ko /

on voit qu'il existe une suite spectrale donnée par le terme

E^^lim^H^)
R

/resp.E^^=lim^)H,OY
\ ^Ko /

où H9 (resp. Hç) est le système projectif sur K (resp. Ko) défini par

(7—^H^(K, K — ^ ( c r ) ; * )

[resp. Œ - > H y ( K , K - ^ ( c r ) ; * ) ] ,

aboutissant à

H^.(K;-) [resp.Hf-^(K;*)] .
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Supposons que K est une variété combinatoire, alors on a

0 si q ^7Z n == dim K,
M si q = n

H V ( M ) r = .

r e s p . H y ( N ) == .
0 si q^-n,\
N si q = n /

de plus on a
l im^M~H/ , (K; M) /resp. lim^N ~ \\P (K; N ) '
^ \ t

Donc nous avons montré la dualité de Poincaré :

H ^ ( K ; M ) - H y ( K ; M ) ,
[resp.H^K; N) -H^(K;N) ] .

Si l'on se donne dans K un sous-schéma L tel que (K, L) est une variété
combinatoire relative, alors on aura

H ^ ( K , L ; M ) - H y ( K ; M )
[resp. H^(K, L; N) - W-p (K; N)].
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