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SUR LES CONGRUENCES NORMALES
A NAPPES FOCALES

EN CORRESPONDANCE PSEUDO-ISOMÉTRIQUE
PAR M. RADU ROSCA.

Dans un travail sur les congruences oo1 cycliques [1 d\ nous avons
rencontré un type de congruences rectilignes pour lesquelles les nappes
focales se correspondent avec égalité des éléments d'aires (correspondance
équi-aires) et des courbures totales. Nous nommerons ce genre de corres-
pondance entre les nappes focales d'une congruence une correspondance
pseudo-isométrique et la congruence correspondante une congruence [<Ê].
L'étude qui suit a trait, en général, aux congruences normales du type [<Ê],
dont l'existence est assurée par un système de sept équations linéaires
de Pfafî complètement intégrable. Une congruence normale [Cî] jouit en
outre de deux propriétés importantes; l'une métrique qui exprime que
c'est une congruence (co) [2 a\ (à angle des réseaux focaux variables si l'on
se restreint au domaine réel et l'on exclut les congruences de Guichard),
l'autre, de nature projective suivant laquelle c'est aussi une congruence de
Goursat. Nous désignerons en général par [G(co)] les congruences [€] qui
possèdent ces deux qualités (sans être normales), et par [G/,(co)J celles qui,
en plus, sont normales. La loi d'orthogonalité des réseaux et des congruences
et le caractère (co) d'une congruence [G,;(co)] font que celle-ci est géné-
ratrice de oo4 couples de congruences de Guichard (déterminant par suite
une double infinité de surfaces de Voss)y qui sont décrites par les tangentes
focales des réseaux orthogonaux [G,,(co)]. De plus, la double propriété
d'être une congruence de Ribaucour [en tant que congruence (co)] et de
Goursat fait que [G,<(co)] détermine une configuration projectile de Vincensini
dont toutes les congruences sont des congruences [G(co)] déduites de [G^(co)]
par la transformation de Goursat-Tzitzeiça.
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1. Toutes les considérations qui vont suivre se rapportent à des
congruences rectilignes (d'un espace euclidien Es) dont tous les points
de la surface moyenne, qui est supposée de classe C3, sont réguliers, et
dont la représentation sphérique est univoque. Cela étant, si A et 2 p sont
respectivement le point moyen et la distance focale pour chaque rayon
d'une congruence normale quelconque [C,/], les équations du déplacement
infinitésimal du repère canonique T == { A e j e,> 63 } attaché au rayon
(A, 63), sont comme on sait ( ' )

i r/A = p (c<L>|; d 4- ç«)î e-i ) 4- w e:i,
dCi -= Ci)^ e-2 4- Ct)^ 63, ,

de^ -==. — (*)![ Ci 4- c» '̂ 63,
de^ == — w} e\ — c»).^ e-^.

En désignant par coj, co^ les pfafTiens qui correspondent aux dévelop-
pables de [C,<], ceux-ci sont liés aux pfaffiens invariants de ( i ) (bien entendu,
dans le cas d'une congruence normale) par les égalités

G);,' — C»)^'
C*)l== ——————î

V 2 v/.

et nous poserons, d'après Finikoiï [3 a],

(3)

2 p<i) 'f •==. A •>_ (f).i 4- A i c») i,
W 4- </p == A -i co i — G i r^,

(f)^ — d^ -=- A j rj)-i 4- C.̂ i.

Dans ces conditions, F^ et F^ étant les deux foyers de (A, 63), on a les
expressions

A ___ p

r/Fi= 2pr,h ———— 4- (A.^7jj 4- Ci^) e:,,

(4) V 9 -
e, 4- e2dT^ == 2 0^2 z 4- ( A j (,}.i 4- C._> <»)j ) e;3

V 2

Ceci rappelé, en posant

( I2iM=:A,r,),4-Cif7),, Q

(S) i2.j| i == AiMj + C-MI, î,2:;!.j== 'î pr>);,

nous dirons que [C«] est une congruence à nappes focales en correspondance
équi-aires si l'on a

|a,,,i2,,,j=|îi,i,a,i,](6)

([ symbole du produit extérieur).

(') Voir aussi FINIKOFF, Théorie der Kongmenzcn, Académie Verlag, Berlin.
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En introduisant dans (6) les expressions (5), il en résulte aussitôt

(7) Ci=C2,

et, en remplaçant Ci et €3 par C, pour une congruence du type envisagé
on aura à considérer le système d'équations de Pfaff

2 pCx)^ = AaûJi + Ai ûû2,

2ûû3 = (Â2+ C)ûûi-+- (AI-+- G) 0)2,

26/p == (A2—— C)ûûi—— (AI—— C)û02,

W Q _ _

C^ == -^ (û024- ûûi),

V 2

ûû2 = p (ûû2——ûûi ) .

V2

En tenant compte des équations de structure &

D^= [c^c4], Dof == [c^c^]

du groupe euclidien (D, symbole de différentiation extérieure), on trouve
tout d'abord

À A-pw— __ -̂ M r — — -i -r\— -llL2 r — — -i
DGÛI==:—— ——[^10 )2 ] , DûÛ2==—— ——[( jû iû^J-

D'autre part, en vertu des mêmes équations ê, et puisque dans le cas
d'une congruence normale, on a

D(c^±<^p) =o,

les équations (8) donnent par différentiation extérieure les trois équations
quadratiques extérieures distinctes

(9)

— _ A
[dA^i] + [dC 032] = —2 (Â2+ G) [ûûiûù2j,

[dK^}-^-[dC ^]=A1 (A2+G) [0)102],

[dA^]+[dA^]= -1- ( 2 A ^ + 2 A j — A i C — A 2 C + 4 p 2 ) [^2].

Conformément à la théorie générale des équations de Pfaff, les nombres
caractéristiques étant 5i ==3, s^ = o, le système (2) formé par (8) et (9)
est en involution^ d'où la proposition suivante : la congruence normale
la plus générale à nappes focales en correspondance équi-aires dépend de
trois fonctions arbitraires Sun argument.

Si l'on se rappelle maintenant que l'expression des formes métriques
externes des nappes focales (Fi), (Fa) est en général [3 a]

( ^=A,(^)2_c,(co2)2,
(10)

( ^^^(û^)2-^^!)2,

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 2. 20
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et compte tenu de (4) où l'on remplace [de même qu'en (10)] Ci, Ça par C,
oîi trouve que les courbures totales de (Fi), (Fa) sont respectivement

( 1 1 ) Kl=~'^C' ^^-T^'

Par ailleurs, dans l'étude d'une classe de congruences oo1 cycliques [1 a],
nous avons été amené à considérer des congruences (non normales) pour
lesquelles, en plus de l'égalité des éléments d'aire des deux nappes focales,
on a aussi l'égalité de leurs courbures totales. Nous avons dénommé ce
genre de correspondance une correspondance pseudo-isométrique^ et en dési-
gnant par [(£] la congruence correspondante, les formules (n) suggèrent
de chercher s'il existe des congruences normales du type [(£].

On devra donc avoir
Ai=A2==A,

et en posant
, , A-C A+C
(12) al==——^ a2=-^—5

les équations (8), où F on remplace Ai, A 2 par A et c0i, ciJa par leurs expres-
sions (2), s'écrivent

2 A 3&)?=-——Û)J,
V/2p

dû3 = \jî a2C»)J,
(i3)'

dç=— ^/2 aiû^ (A.== ai+ ^2).
co^p&ji,
ûi)2 :̂ pûù^.

La différentiation extérieure des trois premières équations (i3) donne,
en tenant compte des équations ê,

/ [^Aûjj] =- I-(A24-2p24-2alA) [c^],
y/2p

[daz^]=- Aoîa
V/2p

[^0)J],

\ [â?aiûû^]=o.

Si l'on se reporte maintenant aux équations quadratiques (9) où l'on
remplace Ai et As par A, on constate sans peine que le système (i4) est
équivalent à (9). Mais puisque les formes do^i et co^ sont proportionnelles,
les propriétés des produits extérieurs montrent que les équations quadra-
tiques (i4) se réduisent aux deux équations linéaires

(i5)

^ ̂  (SAai-^p2)^
V/2p 5

, Aag ,d^=— -7=-û)^.
V/2p
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On voit que finalement on a à considérer le système d'équations linéaires
de Pfaff (2) formé par (i3) et (i5), et la différentiation extérieure de (2)
n'entraînant aucune équation nouvelle, le système en question est complète-
ment intégrable. On peut donc énoncer le résultat suivant : les congruences
normales dont les nappes focales sont en correspondance pseudo-isométrique
existent et dépendent de sept constantes arbitraires,

2. Nous allons mettre maintenant en évidence quelques propriétés
métriques et projectives du type de congruences normales dont on vient
de reconnaître l'existence. En désignant (pour des raisons qui apparaîtront
ultérieurement) par [G^((JL))] une telle congruence, les équations (i) du
déplacement de T deviennent, en tenant compte de (i3),

dA.== p (c»)jei+ ûû^ea) 4- \j^ 02^63,
p^

de^= ——c»)je2-4-ci)^e3,
V 2 ?(i6) ^

^62'= — —— ûûi ei 4- cx)|S 63,
V/2p

de3=— û û ^ e i — col 62.

Si nous introduisons le repère orthonormé T£= {AFiEaEa} défini par

(17) E.=e, E^P614-^63, E^^-P63 (/^+.ai),

et les pfaffiens
(18) ^i=pûû^ ^-==r(ù^

£3 est visiblement le vecteur unitaire de la normale à (A), et l'on déduit
de (16)
(19) JE3=--^Ei—^|E2,

avec

(20) ^=-^2, ^-^

où l'on a posé
Tîrr^+Ao^;

il est d'ailleurs bon de remarquer que la magnitude de [Gn^)] (le sinus de
l'angle que fait chaque rayon de la congruence avec la normale corres-

pondante de la surface moyenne) a pour valeur T a2. La forme des

équations (20) montre aussitôt que (A) est minimale, et comme sa forme
métrique externe est

9 Tt,
(20') ^==^a;+^aj=-^ï(oj,
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il suffit de se rappeler que les développables de [Gr^(oû)] sont définies par
l'équation

(coï)2-^)2^,

pour conclure que [Gn(ûû)] est du type de Ribaucour. Or il est bien connu
que toute congruence de Ribaucour normale a pour surface génératrice une
surface minimale.

Si (C) est cette surface génératrice, on a

dCdA^o,
d'où il résulte [3 a]
(21) ^ C = À p ( û ^ e i — co^ 62),

et par différentiation extérieure, et à l'aide de (16) et de la même équa-
tion (i3), on trouve
(22) û ? l o g À = = — ^ — ^ C x ) ^ .

En posant
^=Àpc^, ^=--Àpco2 — — — — ^^2î

on déduit de (16) et (21) que les deux formes fondamentales de (C) sont

(dcy=(^r+^y,
(23) -dCde,=^-{Wy-(^}^

et, leur jacobienne é tanty-û^û^ 1̂  courbes 00^== o, CD^ == o [qui, on
vient de le voir, correspondent aux asymptotiques de (A)] tracent sur (G)
le réseau des lignes de courbure. La surface (A) est donc l'adjointe de (C),
qui comme nous allons le montrer, est un caténoïde. Dans ce but supposons
(ce qu'on peut toujours faire [3 a]) que la représentation sphérique de [Cn]
ait la forme orthogonale; on peut par conséquent écrire

(24) Cii)^==mi^\ ûoj == m^du2.

Par différentiation extérieure et en tenant compte des relations
ADc^=o, DO)J== ——[cx)^],

V / 2 p

qui résultent des équations ê et de (i 3), on obtient
àm^

, „. àu> A ami
(25) ————— = ———» -T-T =z 0-

Wl 7722 ^/2 ? àu

D'autre part, si l'on considère l'invariant de Sannia
0 =z (63 des dA) = ôik du1 duk,
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on trouve, à l'aide de (16),

011=:——P/n^, Ôi2=0, Ô 2 2 = = p m J ,

et puisque dans le cas qui nous occupe, les formes secondaires co3 et co^
sont proportionnables à OD^, les deux conditions d'intégrabilité qui
expriment l'invariance de co^, co^ [3 a] se réduisent à

,/— ^ __ ï /^n ^log^2 . m} à\o^m^\
\/ 2 OÎ2 fli^——— ————————— 1 ——.——— ——— ———————.——-——————— ——— QH ———q- —————^——-———— •v m^m^\ àu> ài^ m\ àu> )

En développant les calculs et, moyennant (i3) et (24), on trouve
finalement

m\=m\

et, le choix du signe étant indifférent, nous prendrons
m^ == 7^2 == m.

Si nous désignons maintenant par dik les coefficients de la forme externe
de (C), les considérations précédentes et (s3) donnent immédiatement

^i^m2^?, û^^o, d^=.—m2^.

Cela étant, les courbures asymptotiques des courbes u1 [qui on l'a vu cor-
respondent aux lignes de courbure de (G)] sont, suivant la formule de
Grove [4 a], respectivement

K(»,=(.)- ,̂ K(«,=-(.)-.4&),

où l'on a posé
d=z det(dik).

Mais les relations (û5) (où l'on fait mi==m^=m), (22) et (i3) montrent
que les coefficients dik ne sont fonction que de u1 et l'on a immédiatement

K(ul)=o.

Pour le calcul de K(u2) , il suffit de remarquer que moyennant (i3) on a
. Km
à——

\/'2 p _ _ ÔG(.Î m
~ï^ == ° == "(̂  ?

et de tenir compte de la troisième équation (i3), pour trouver qu'on a
aussi

K(^)=o.

Or suivant une proposition due à Grove [4 a], l'annulation simultanée des
courbures asymptotiques des lignes principales d'une surface est une
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propriété caractéristique du caténoïde, ce qui démontre l'assertion faite
plus haut.

Ce point établi, il est facile de s'assurer que (A) est un hélicoïde d'aire
minimale. En effet, les coefficients de la forme métrique fondamentale
de (A) rapportée aux asymptotiques [qu'on déduit immédiatement de (i)
et (24) où l'on fait m^=m^=m\ n'étant fonction que de u1, les courbes
ul= Cte sont des géodésiques et, par conséquent, des droites.

Nous allons faire maintenant quelques remarques sur le réseau (<9C)
(nécessairement à invariants égaux) tracé par les développables de [Gn(^>)]
sur (A). En notant par ^ les paramètres de ce réseau, les équations (2)
et (24) montrent immédiatement qu'il est isotherme et permettent de poser

(26) c»)i==—mdv1^ ûû2==7^^2.

Dans ces conditions, de (i3), (18) et (20), on déduit que les coefficients
gik et bip des deux formes de (A) ne dépendent que de ^1 + ^2 et en effec-
tuant les calculs, on trouve

(27)
^i^m^+aj), ^^—^aj, g^= m2 (p2-!- a|);

- m^n - - rn^n
Oli==———5 f)^=z0^ (}^=————'

II résulte aussitôt de (27) que les torsions géodésiques des courbes de (A)
sont égales et ce résultat est confirmé par le fait que (A) devient le réseau

principal de (A) quand la magnitude Yl^ de [Gn(o))] est nulle.

On peut aussi rattacher le réseau (âL) à la théorie des congruences de
sphères de la manière suivante :

Soit p(^)] une congruence de sphères ayant (A) pour déférente,
et \/2p*(u*), A(A, p*) respectivement le rayon de [^(u')] et le paramètre
différentiel mixte de A et de p* relatif à la forme métrique fondamentale
de (A). La corde de contact Cs de la sphère 2(u') perce le plan tangent
en A à (A) en un point 1 ayant pour expression

I=A-A(A,p*) .

Ce point qui est le milieu du segment déterminé par les deux points où ^(u')
touche les deux nappes de son enveloppe, définit la loi dissociation (A, I)
de Vincensini [2 6] invariante par déformation arbitraire de (A). Si l'on
suppose que p* n'est fonction que de u1, on déduit de la première équa-
tion (16) et de (24) (où mi === m^ == m)

à^

A(A,p*)=-^-e2.v ? l / wp
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De plus (en se rappelant que o^m = Cte), si l'on a aussi

(28) p* == ^/2 ag m f pdu1^

on trouve à l'aide de (i3) et (24) que le réseau invariant (â5) de Vincensîni,
qui par définition est

dîdK=o,
a pour équation
(29) (^l)2+(^2)2=o.

II résulte donc des considérations qui précèdent et de (29) que le réseau ((St)
est le réseau associé[son équation étant {du1)2—(d^2)2] au réseau invariant {(S)
de Vincensini, relatif à une congruence de sphères de déférente (A) et
dont les rayons \/2 p*(u1) sont de la forme (28). Remarquons de plus que,
puisque (Û5) est aussi conjugué au sens Dupin, la congruence de sphères
[2(u')] détermine une équivalence superficielle [2 b] directe sur les deux
nappes de son enveloppe.

3. En ce qui concerne les congruences [Gn(œ)], on peut aussi établir
une réciproque comme suit : écrivons les formules du déplacement infini-
tésimal du repère canonique T=={Aeie^es} attaché à chaque rayon
d'une congruence normale quelconque sous la forme [3 a]

(3o)

â?A:=p(cojei4-c^e2) + (7^+^)63,
de^=. (Ç^ +7/^)624-^03,
de^=— (î^^l -+-7/coj)ei+c»)|e3,
des === — ûo? ei — coj es.

Si A^ i et A^ 2 sont les dérivées covariantes de A d'ordre i (par rapport
à co^ (0^) et N un vecteur normal à (A), on a

(3(/) N^AixA,2.

En désignant par
+A= bik^\ ̂  (^ =—&)))

la forme métrique externe de (A), on a

^^=fdAdN

(/, facteur de proportionnalité), et moyennant (3o), (So'), il vient

^ll==/(^l+^ /4-^), ^22==/(S ,2——W+^) .

En imposant maintenant à la surface (A) d'être minimale et d'admettre
pour asymptotiques les formes invariantes du déplacement de T, et à la
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congruence [C,,] d'être du type de Ribaucour, on trouve respectivement

(I + Yî2) 0,2 - W+ ̂ ) + (I + Ç2) (ïî,l 4- ̂ + ̂ î) = 0,

ÇYÎ==O,

yî,i — S,2 + E^ 4-W== o

(3i)

($ ,2? ^,1? dérivées covariantes).
La seconde équation (3i) exprime que la forme secondaire (qui, comme

on sait, correspond au sous-groupe stationnaire des glissements) est propor-
tionnelle à l'une des formes invariantes. En prenant par exemple T] == o,
ceci entraîne
(3i1) ^==0, E,2=o,

et des conditions d'intégrabilité des équations ê, qui dans le cas présent
s'écrivent

pïî==P,2—2p^,

PS = P,l + 2 pYÎ7,

on déduit
(82) ^logp== ( ^ — a T î ^ û û î .

D'autre part, puisque en vertu de la première égalité (3l7) on a

Dûû;== o,

la différentiation extérieure de (82) donne

r]'^-==.o.

Il résulte tout d'abord de ce qui précède que les fonctions $, YJ et p ne
sont fonction que d'un des paramètres des asymptotiques, et la première
équation (3o) montre que dans ce cas (A) est l'hélicoïde d'aire minimale.
En second lieu, les pfaffiens invariants correspondant aux deux nappes
focales de [Cn] ayant pour expressions

^^^^{a-YÎ^^+ï î7^} , ^^^{^-y/^+y/^i,

y2 y 2

^,2 :=: ̂ ^lî ^ 2 1 2 == 2 pût)2,

12^:==——0)2, ""2 |1 ==:——^ïl

f]' _ __ Y/ _ _
^î(2=== -F (ûûi+ûûa), ^Ï,,== — (Mi+ûûa),

V2 ^2

on déduit

(33)

( [^^]=-^^-^)[^^]=[^^^-ni
V2

[^ï,^?,J=-^[^^]=[^j,^S,J.

J V 2

-ZL
V/2'
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La propriété de correspondance pseudo-isométrique pour les deux
nappes focales de la congruence [Cn] en jeu, se lit immédiatement sur les
équations (33), et la réciproque que nous avions en vue se trouve ainsi
démontrée.

4. Il est maintenant facile de mettre en évidence deux propriétés
importantes d'une congruence [G^(co)], propriétés qu'elle partage en vertu
d'un résultat énoncé par nous [1 b] avec la congruence des normales à
l'hélicoïde d'aire minimale.

En premier lieu, en remplaçant dans (4), co<, 003 par leurs expressions (26)
et A,, d (i == i, 2) respectivement par A et C, on en déduit que l'angle co
des réseaux focaux est le même sur les deux nappes focales et a pour valeur

(34) CQSC«)== ——.
V/A2^^2

Les congruences de Ribaucour jouissant de cette propriété ont été
définies et étudiées par P. Vincensini [îa\ dans les deux hypothèses d'un
angle CD constant ou variable et dénommées par lui congruences (co). Or dans
notre cas la condition qui exprime que co = Cte (en écartant le cas d'une
congruence de Guichard) étant

(35) <^logA==â?logp ( A m a i + a a ) ,

en vertu de la troisième équation (i3) et de (i5) l'équation (35) entraîne
(35') 2p 2 +A 2 ==o,

et l'angle co est imaginaire.
Les congruences [G^(co)] réelles sont donc des congruences (co) à V angle

des réseaux focaux variable. Il importe aussi de rappeler [2 a] que dans les
deux hypothèses qu'on peut faire au sujet de co, les congruences admettent
pour l'ensemble des solutions qui les déterminent le groupe de parallélisme,

Comme dans le cas qui nous occupe l'angle des plans focaux est constant

(29=^ il résulte d'une proposition due à P. Vincensini [2 a] que

toute congruence [Gn(co)] est parallèle à une certaine congruence de surface
moyenne plane.

La seconde propriété annoncée est de nature projective, à savoir :
toute congruence [G^(co)] est aussi une congruence de Goursat.

En effet, les équations de Laplace des deux réseaux focaux étant
^F, | ̂  à^= 1%, àF, | ̂  (j\ k=ï, 2) ,

l'assertion qu'on vient de faire résulte de la double propriété des symboles
r^^ de dépendre du seul argument ^ + ^ et de satisfaire aux égalités

pi —r"2 p2 _n
•'-1\Ï2——-"^H^î i l \ ï 2 — — l • 2 \ ï ï ï

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 2. 21
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qui sont une conséquence immédiate des caractères (co) et [(£] de la
congruence du jeu.

5. Avant d'examiner les réseaux de courbure [réseaux (o)] des surfaces
orthogonales à [Gn(co)], il est bon de faire le rappel suivant : par défini-
tion [5 a}], un réseau (o) est un réseau (û), s'il existe un réseau à invariants
égaux conjugué à la congruence normale à (o). Les réseaux (o) qui nous
intéressent sont donc des réseaux (û), et par suite, le réseau à invariants
égaux (<Sl) du paragraphe 2 un réseau (2, o).

Nous désignerons par (û^.) les réseaux (t2) orthogonaux à une congruence
[G^œ)] et par {Stg) la surface support correspondante. Une telle surface
sera de la forme

n^=A+p.e3,
et l'on a

dQgde^o,
d'où, moyennant (16),
(36) d^=—\/2a2&)|.

En remplaçant (o'^, (D^ par leurs expressions (2) en fonction de (^i, 002
[qui correspondent aux courbes du réseau (û^)] et en faisant le changement
de repère
/1 \ T el — e 2 -r ®i + ©2 T
(37) I i==——————î l2=———-———^ l3==^3,

V2 y2

on obtient en vertu des mêmes équations (16)

(38) â?Sî̂ . == O-i COi II 4- 0-2&)2l2,

où l'on a posé
(39) o-i==p+^, 0-2== p—^..

Si l'on note par un point virgule la dérivation covariante par rapport
aux formes ^i et 003 et si l'on remarque que l'expression (21) de dC peut
s'écrire

dC == Àp (û)2 II — ûûi l2) ,

on déduit

(4o) a^==-lC!;2, ffi^2=——C;,.
(71 r' o — (72 i^G2, ffi,;2~———^<

Mais (jûi, ciîa correspondant comme on a vu aux asymptotiques de (G)
(qui est minimale), les relations (4o) montrent que celles-ci sont anti-
parallèles aux différents réseaux (û^.), et par suite, en vertu du théorème
de Calapso-Weingarten, se conservent dans une déformation infinitésimale
des surfaces (îî^.). D'autre part, d'après la loi dorthogonalité des réseaux
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et des congruences les réseaux (û^) jouissent de la propriété que l'angle
de leurs plans focaux est le même pour les deux rayons fi^Sî^i et S^SS^a.
Les deux plans focaux autres que le plan tangent en Qg. à {Qg) (pour l'une
ou l'autre congruence focale) étant comme on sait les plans osculateurs
aux courbes du réseau (û^.), ces plans font un même angle avec le plan
tangent en Sig. à (û^).

De la théorie générale des congruences (o) cet angle est, suivant
Vincensini, le même que celui de la congruence (oo) orthogonale correspondante.

Toutes ces considérations sont, dans notre cas, confirmées par le calcul.
En effet, on déduit de (37), (16) et (2) que les équations du déplacement
infinitésimal de { I i la la} sont

A _
dîi == — (ûûi + ûiîa) Ï2 — coi la,

2p

A _ _ _
dî^ •= —— —— (ûûi 4- d)2 ) II -h C*)2 Ï3,

2p

dî^ == ût)i Ii —— (11)2 Ï2Î

et, Stg;ik (^ A* = i, 2) étant les dérivées covariantes secondes de û^, on
trouve

û^xffl,;n=(7^I,+I^

On a donc bien

conformément à la propriété dont il a été question plus haut.
Mais, ce qu'il y a de plus remarquable, c'est que dans le cas d'une

congruence Gn{^) les réseaux (dg) sont aussi des réseaux (G) (suivant la
terminologie de Eisenhart [5 a]), c'est-à-dire des réseaux dont les
congruences focales décrivent des congruences de Guichard. Le rappel
suivant est ici nécessaire (2). Si {^) est le réseau de courbure d'une surface
dont le tenseur métrique est g/^, les conditions nécessaires et suffisantes
pour que (^) soit un réseau (G) sont

ï fà^\) ,( i (à^^m\ ^W}(4-) ^4————=., '^"^ =...

(2) Voir aussi EISENHART, A treatîse on thé differential geometry of curves and surfaces,
Do ver Publications, New York.
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Or dans le problème qui nous occupe on obtient à partir de (3g), (36),
(2) et la troisième équation (i3) :

(42) ^o-i==—Aût)2—Cûûi, <^o-2== Cûùa+Aûûi (A== a2+ai, G == a2—ai ) .

Par ailleurs, en remarquant que moyennant (2), (24) et (26), les équa-
tions (26) (puisque mi = m^) s'écrivent

àm _ Aw2 _ à m
~ô^ ~~ 2p — ^p2'5

on déduit de (38) et (42) [en tenant compte de (26)]

i là\/g^\ ̂ _ A m _ __ fà^^\
\/^\ ̂  ) ~ 2? ""v/^A ^ )

II suffit donc de se rappeler [voir § 2) que —m === Cte, pour constater

que la condition (4i) est satisfaite dans le cas d'un réseau (ÎX.). Ainsi
toute congruence [G^((o)] est génératrice de oo1 couples de congruences de
Guichard qui lui sont perpendiculaires, et par suite détermine aussi oo2

surfaces de Voss qui sont les enveloppées moyennes de ces congruences.
Cette propriété soulève tout un ensemble de problèmes. Il serait, par
exemple, intéressant de déterminer les réseaux parallèles à (û^) [car par
parallélisme le caractère (G) se conserve], ou les transformés de Ribaucour
de (H,.), ou encore d'étudier les systèmes cycliques construits à partir des
réseaux (û) [c'est-à-dire les systèmes cycliques dont les axes décrivent
des congruences harmoniques à (û^)]. Nous laisserons de côté ces dif-
férents développements et terminerons ce paragraphe par la remarque
suivante :

Dans le cas où l'angle oo de la congruence [G^(co)] est constant, ou ce
qui revient au même lorsque les courbes du réseau (û^.) sont planes, on a
vu au paragraphe 4 que cet angle est nécessairement imaginaire. D'autre
part, par un calcul que nous ne développerons pas on trouve que l'angle co
de la congruence (co) décrite par la normale à (A) a pour valeur

cosoo== l ( C = = a 2 — a i , ^=:Aa2+p 2 , A =014-02),
y^^+p'2

et si la condition (357) est remplie, on trouve
COS Ci) === — l =z COS Ci).

Mais nous avons démontré [ i&] que la propriété pour la congruence des
normales à une surface minimale d'être une congruence (co) à angle des
réseaux focaux constants (et dans ce cas nécessairement imaginaire)
caractérise la surface de Lie-Ribaucour (ou encore Phélicoïde algébrique
de Gambier).
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De là et de la relation (43), il résulte que si les courbes d^un réseau (Q^g)
sont planes, la surface moyenne d'une congruence [Gn{^)] est la surface de
Lie-Ribaucour. Cette surface, en raison de son caractère imaginaire, a
été souvent laissée de côté par les géomètres, et c'est à B. Gambier [6 a]
que revient le mérite d'avoir montré son rôle dans l'étude des déformations
à réseaux conjugués persistants et la construction des systèmes triples
orthogonaux algébriques.

6. Avant de démontrer le résultat que nous avons en vue, il convient
de rappeler la proposition importante suivante due à P. Vincensini [2c] :
Etant donné un réseau à invariants égaux (R) et une droite fixe D, aux oo1

points de la droite, il correspond un faisceau de oo1 congruences de Ribaucour
à rayons homologues coplanaires admettant (R) pour réseau moyen, le rapport
anharmonique de quatre rayons homologues de ce faisceau étant constant :
nous nommerons cette configuration une configuration projectile de
Vincensini.

Or dans le cas que nous étudions il est facile de voir que le plan II
perpendiculaire en A à la génératrice issue de ce point, est un plan de
symétrie pour les courbes du réseau moyen (<St) de [Gn(^)].

Cette remarque et la proposition précédente nous conduisent à la
recherche des congruences ayant (<9C) pour réseau moyen et dont les
rayons homologues soient coplanaires à II.

Le vecteur unitaire e de la congruence cherchée [A, e] sera donc de
la forme

e == Ci sin 9 -4- 63 cos 0,

où 0 est une fonction de classe €.
Par différentiation, on obtient à l'aide de (16)

( A \(44) de= (dQ — û û ^ ) (Ci cosO — e a s i n O ) -4-coj —— sinO —cosQ }e^
V 2 ? )

d'où, en désignant par 6^ et 0^ les dérivées covariantes de 0 par rapport
à (JL^, o)^, on déduit que l'invariant ^ de Sannia a pour expression

(45) <Ï>=: (ededA) =^'î (Q,i^î 4- 9,2û^ —ûj:;)

-t- (^/2 02 sinQ — p cos 6)^ —— sinO — cos 9 ) ( c « J ï ) 2 .w2? /
Conformément à la théorie générale, il résulte de (45) que les conditions

pour que [A, e] soit conjugué au réseau (ÛL) sont

(46) 9 ,==o, 9 , -I4-f^^sm9-cos9)f-A-sin9-~cos9V=o,
\ P Av2? /
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et ces conditions, comme nous allons le voir, ont une triple portée. Tout
d'abord, en formant la seconde forme de Klimmer dA. de, on constate
que (OL) est aussi le réseau moyen des congruences [Ae]. En outre, si l'on
se reporte aux expressions (24) de co.^ et (^, les conditions (46) équivalent
à l'équation de Riccati

, dQ /v/2/a2 \ . « / v /i/aaa/TZ ,\ . . „ / mA. \
^) ^+(^-^sm^-(^——+/)cos9sm9=o ^= ̂

et toutes les qualités qui définissent une configuration projective de
Vincensini sont ainsi réalisées. En troisième lieu, si l'on passe aux para-
mètres v1 qui correspondent aux développables des congruences en ques-
tion, on déduit de (44), à l'aide de (2), (24), (26) et (47), que la représen-
tation sphérique de ces congruences est

(48) (de)2^^1^'^ (^l)2+2^-^^^+(^2)2)
2 ( L.3 +1 )

où l'on a posé
T / • û û T V2a2s in0 „Li=:/sin0—/ncosQ, L^== ^——————cos8.

P

Mais Li, La étant fonctions du seul argument P^^2? (^e)2 affecte
la forme du tenseur métrique d'un réseau (T) (ces réseaux rentrent dans
la classe des réseaux généralisés de Tchebichet « sans détours » [7 a]), et
nous avons montré [1 a] que si les développables d'une congruence ont pour
image sphérique un réseau (T), la congruence en question est du type (oJ).

Ainsi une congruence [G^(co)] possède la propriété remarquable de
déterminer un faisceau plan de congruences qui sont toutes du type (co).

Il y a plus. En effet, le calcul du segment focal 2 p d'une congruence
[A, e] donne aisément

o= m^
' m cos6 — /sin65

et l'on constate ainsi que p n'est fonction que de p1 + p2. Ceci étant posé
et en désignant par F^, P^,^ et P,,^ les symboles de Christoffel relatifs
respectivement à (Je)2 et aux formes métriques fondamentales des nappes
focales d'une congruence [A, e], on trouve les égalités
(/.(\\ T ' * l — — P * 2 T * 2 _ _ T * l p* l__p*2
(.49; • • • 1 2 — — - ' - 1 2 Î - ' • 1 1 — — - ^ î - • •11——-^

et

/50 Tpl ——'T2 f'2 __Tpl
\—— • " - 1 1 1 2 — — - " ^ l ^ » • • • l l ^ — — - • • 2 1 1 2 '

Or (48) et (4g) montrent aussitôt que toute congruence [A, e] est une
congruence [€] et (5o) montre que c'est aussi une congruence de Goursat.
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Cette double propriété ajoutée à celle d'être une congruence (co) montre
finalement que toute congruence [A, e] est une congruence [G(co)]. Par
ailleurs, puisque le problème de trouver des réseaux harmoniques à une
congruence est équivalent à la détermination des congruences conjuguées
à un réseau, il est facile de voir, si l'on se rapporte à la transformation F
des congruences de Goursat [18 a] (transformation de Goursat-Tzitzeica),
que toute congruence [A, e] est une transformée T de [Gn(co)].

On trouve enfin, par le même procédé, que le vecteur unitaire

e* (e*= ei sin9*+ 63 cos9*)

correspondant à une congruence de Ribaucour [G, e*] dont le réseau
moyen est celui de courbure {u1} de (C) [(G) étant la surface génératrice
de [G^(cû)]] satisfait à

(5i) ,— == (-,-^ -- m ) (eicos0*—e3sin6*), e == (/sm6*— mcos6*)e2.

On obtient ainsi, dans chaque plan parallèle à II mené par les points
de (G), une seconde configuration projective de Vincensini, déterminée par
l'équation de Riccati

dy=^sm^cosy-+-msmci^ f/=-^V
^ \ V /2pY

L'expression du segment 2^* focal d'une des congruences étant
_ _ mÀp
• / sin 6* — m cos 6* '

on déduit par un calcul facile, et en tenant compte de (5i), que toutes les
congruences [G, e*] en jeu sont des surfaces de Guichard dont l'une des
nappes est une courbe [exactement comme la congruence des normales
à (G)].

On peut donc énoncer le résultat général suivant : une congruence
normale dont les nappes focales sont en correspondance pseudo-isométrique,
que nous nommerons [G^(OJ)], est déterminée par un système linéaire (2) de
Pfaff complètement intégrable, et possède aussi le caractère (co) et celui de
Goursat. Une congruence [G^(co)] est génératrice de oo1 couples de congruences
de Guichard, décrites par les tangentes focales des réseaux orthogonaux à
[Gn(co)], qui sont des réseaux (G).

De plus, le réseau moyen de [Gn(co)] détermine une configuration projectile
de Vincensini dont toutes les congruences possèdent, à l'exception du caractère
normal, toutes les autres qualités de [G^(oû)] et se déduisent de celle-ci par la
transformation de Goursat-Tzitzeica.
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