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INTRODUCTION.

H. Delange, puis E. Wirsing, ont étudié des propriétés asymptotiques
des ensembles ê(E); ê(E) est l'ensemble des entiers dont tous les divi-
seurs premiers appartiennent à un ensemble E de nombres premiers ;
dans le cas le plus général on suppose que le nombre des éléments de E

au plus égaux à x est équivalent, pour x infini, à ^ .—^—' On peut faci-

lement généraliser les résultats obtenus par les auteurs cités en rempla-
çant ê(E) par un semi-groupe eommutatif (E) à factorisation unique
dont E est l'ensemble des .éléments premiers. Pour cela on définit sur ce
semi-groupe une norme, c'est-à-dire une fonction complètement multi-
plicative à valeur réelle supérieure à i et l'on suppose que le nombre des
éléments de E, de norme au plus égale à x, est équivalent, pour x infini,

xa M..——•1 Log.a?
Nous avons été amené à considérer des semi-groupes normes (E) dans

lesquels le nombre des éléments premiers de norme au plus égale à x
admet, pour x infini, un équivalent de la forme

^\^~(L0^1LO<OXY (^>°' r^0)^

de tels semi-groupes sont appelés A,.-semi-groupes ; si (E) est un A,.-semi-
groupe, on dit que E est un ensemble d'éléments premiers de degré r.
Bien qu'inspirée des méthodes d'arithmétique analytique de H. Delange
et E. Wirsing, l'étude des A^-semi-groupes présente des difficultés nouvelles.

Notre but est l'étude asymptotique de certaines partitions dans les
A^-semi-groupes $ cette étude conduit à effectuer des évaluations asympto-
tiques qui ont leur intérêt propre; c'est pourquoi ce travail a été divisé
en deux parties, l'objet de la première partie étant ces évaluations asympto-
tiques.

La première partie comprend trois chapitres : dans le premier, on établit
des résultats préliminaires ; dans le second, on étudie certaines propriétés
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asymptotiques des A^-semi-groupes $ dans le troisième, on précise, pour
des A^-semi-groupes particuliers, l'étude faite dans le deuxième chapitre.
Dans le troisième chapitre, on définit notamment les D^-semi-groupes ;
si (E) est un D^-semi-groupe, on dit que E est un H-ensemble d'éléments
premiers.

Dans la seconde partie on envisage d'abord, dans un semi-groupe (E),
une partition telle que les classes forment un groupe abélien fini, la multi-
plication des classes étant compatible avec celle des éléments du semi-
groupe; ensuite on suppose que (E) est un A,.-semi-groupe et l'on impose
aux ensembles d'éléments premiers contenus dans les classes de posséder
un degré. Les classes réduites (mod k) de l'arithmétique, les classes des
idéaux dans un corps de nombres algébriques, plus généralement les classes
d'idéaux (mod un idéal F) introduites par Landau, nous fournissent des
exemples de telles partitions dans des cas particuliers.

Cette seconde partie comprend quatre chapitres. Dans le premier
chapitre, on montre qu'il y a égale répartition asymptotique des éléments
de (E) entre les différentes classes.

La classe principale de la partition (classe unité du groupe) forme
elle-même un semi-groupe. Dans le deuxième chapitre nous donnons un
équivalent, pour x infini, du nombre des éléments de ce semi-groupe,
de norme au plus égale à x, indécomposables dans ce semi-groupe.

Le semi-groupe précédent (classe principale) est à factorisation non
unique. L'objet du troisième chapitre est une évaluation asymptotique
de la valeur moyenne, prise sur les éléments de norme au plus égale à x,
du nombre de factorisations d'un élément en éléments indécomposables :
en se plaçant dans les hypothèses indiquées plus haut on obtient seule-
ment un équivalent du logarithme de cette valeur moyenne; mais si l'on
suppose que (E) est un Dn-semi-groupe et que les ensembles d'éléments
premiers contenus dans les classes sont des H-ensembles, on obtient alors
un équivalent de cette valeur moyenne.

Le quatrième chapitre traite de l'application aux idéaux de l'anneau
des entiers d'un corps de nombres algébriques (idéaux du corps par abus
de langage).

NOTE.

— Si un théorème concernant un ensemble (E) est une simple transpo-
sition d'un théorème déjà établi dans un ensemble ê(E), afin d'éviter
des longueurs, nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème
et nous renverrons le lecteur à celle faite pour l'ensemble ê(E).
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— Les Annales scientifiques de V École Normale Supérieure^ t. 78, IQÔI,
Sur la distribution des entiers ayant certaines propriétés^ par H. DELANGE,
seront désignées sous le nom à'Annales.

PREMIERE PARTIE.
ÉVALUATIONS ASYMPTOT1QUES

DANS CERTAINS SEMI-GROUPES.

CHAPITRE 1.
Si-SEMI-GROUPES.

Ce chapitre a pour but d'établir des résultats préliminaires. La seule
hypothèse faite sur E est celle de la définition 1.1.4.

Signalons que le théorème 1.1.10 est à la base de la démonstration
du théorème 1.2.5 duquel découle le théorème d'équirépartition asympto-
tique. Le lemme 1.1.13 est essentiel pour rétablissement des évaluations
asymptotiques du chapitre 2 de la première partie.

1.1.1. DÉFINITION. — (E) désigne un semi-groupe commutatif qui
possède les propriétés suivantes :

i° II existe dans le semi-groupe une infinité dénombrable ou un nombre
fini d'éléments premiers P dont l'ensemble est noté E.

2° Tout élément A appartenant à (E), à l'exception de l'élément neutre e,
s'exprime d'une manière et d'une seule sous la forme

A==P^P^. . .P^,

Pi, Pa, . . . , Pn étant des éléments de E et a^, 02, . . ., a^ des entiers
strictement positifs.

1.1.2. NORME. — Une norme est une application de (E) dans l'ensemble
des réels positifs, qui à A appartenant à (E) fait correspondre le réel noté NA,
et qui possède les propriétés suivantes :

10 N e = = i ;
si A ^z e^ NA > i.

2° C'est une fonction complètement multiplicative :

N(AB) =NA.NB.
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1.1.3. NOTATIONS. — s désignant la variable complexe, nous poserons

2
1 -y ï . v__-y_1—.

(NP). —^ (NP)^ ^ (NA)5 ^ (NA) 5

P G E A€(E)

Comme en arithmétique, la fonction û est définie par :

si A==P^P^.. .P^ Î2(A) = a i + a 2 + . . . + a ^ ; t2 (<?)=o .

Utilisation des fonctions analytiques.

1.1.4. DÉFINITION. — Un Si-semi-groupe est un semi-groupe norme (E)

tel que la série V /ivpv converge pour (Jis > ï.

1.1.5. LEMME.

1° Dans un Si-semi-groupe la série ^ ̂ ^\s converge pour (J^s > ï.

2° Si h est une fonction complètement multiplicative, non identiquement
nulle, réelle ou complexe, définie sur un Si-semi-groupe (E), qui vérifie
| h{A) | î, on a, pour Ûis > ï :

H i _^ À (A)
h(P) ~^ (NA)^*

p '"TNPF A

(Transposition du lemme 2 des Annales.)

1.1.6. LEMME. — (E) désignant un S i-semi- groupe, si f est une fonction
réelle ou complexe définie sur E, qui vérifie \f(P)\^i, il existe une fonc-

tion Gf(s, z) holomorphe pour Û^s > ï- et z complexe quelconque, telle qu'on ait

pour (Jis > ï et z quelconque :

nh^]^/wp:s^-.1-p L P J

G/ {s, z) est définie pour Ûis> ï- par

^>-nh^H-^].
on a

Gy(5,o)=i, Gf (s,z)-^=.o pourC^s>î- et |,s|^^/p,

p étant le minimum de la norme des éléments premiers (p > ï).

(Transposition du lemme 4 des Annales.)
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1.1.7 . COROLLAIRE. — Si h est une fonction complètement multiplicative,
non identiquement nulle, à valeur réelle ou complexe, définie sur un Si-semi-
groùpe, telle que \h(A)\^ï, on a :

i° pour ffis > i :
^ 7i (A) ^ h(P)
^^A^^^^^l^PF9

A P

gh(s) holomorphe et g/^s)y^o pour ffis > -;

2° pour x infini :

O i V ^(P) ^——^p^exp^ -^p-; ^=^(1).
NP^.r 1 — ^rp NP^.r

Z)emoyi5tradon.

1° En prenant z=—i dans le lemme 1.1.6, on a

rrr /l(p) 1 p . ^ r Y /^(p) 1IIL1-^]-^^-1)^ -l^h
P I, P J

d'où, d'après le lemme 1.1.5 :

2 À (A) _i.r-j- l _ i y À ( P )
(NÀ)5"!! A ( P ) -- 0^(5, —i)6^^ (NP)^

p '""(NP^

on pose r—,—^—. === gh{s) holomorphe pour ffis > -••^À \'^? ï / 2
2° On a

d'où

_ ^ ( P )
-——- ç (NP)^

^^^ll——A7Î(P)p i (NP)

A(P)
NP-^)=n À ( P ) 5

p 1 — NP
soit

^(P) _ ^ h (P)
-_—- ç~ NP ^J Np j

lim | | ————— == lim e m>^ | | ———,—=— == ^-.^.^,1-1 h(P) ^, 1.1 A ( P ) ^
NP^.r ï — -^p- NP^^ 1 — -^p-

1.1.8. COROLLAIRE. — (E) étant un S i-semi-groupe, on a, pour c^s > ï
et | ̂ |^i :

2 (̂  = G^,1-.)^ ['2 -(wy] ^P086 OQ(C)= I)-
A L P J

G {s, o) = ï , G(5, — z) 7^ o ê( holomorphe pour (Jis > -? z < ̂ /p.
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Démonstration. — La fonction z^^ vérifie les conditions exigées dans le
lemme 1.1.5 pour h (A) si z|^i, en effet :

! ^Q (A) l ^ i ^ ^ (A) ̂ Q (B) ̂  ^Q [A) 4- Q (B) ̂  ^Q (AB) ^

On a donc si ] z ^i et (îl5 > i :

n -2
^Û(A)

(NA)^
(NP)^

en prenant /'(P) === i dans le lemme 1.1.6 et en remplaçant z par — z,
on a

^[I-INFF]=G^-')exp^~-'s^1î
p L P J

d'où le résultat énoncé.

1.1.9. LEMME. — Soit un S i-semi- groupe (E) et Ei, Es, . . . ,E / , des
sous-ensembles de E qui déterminent une partition de E.

Posons

2
P»€E;

: ̂ ; (5) /)o^r cKs'> ï
(NP.)

et désignons par Û^(A) le nombre des diviseurs premiers de Isolément A de (E)
qui appartiennent à E^; dans ces conditions on a, pour ffis > ï :

S (NÏ^ 2 ^^-^(5)[^(5)^•••[^(5)]a^(NA)
A G E ai, as,..., a/,

Qi(A)=yi o^^i^qi
........... ;=l ,2, . . . ,A
ûfe(A)=<^

^5 fonctions ^a,...a/,(5) ^^ holomorphes pour (J^s^^i et

^)=ï q l r f î • • • q ] l ^ ) ~ q,\...qn\

Démonstration.
1° Nous utilisons une méthode de Hl Delange; partons de la formule

^Q(A)

( !) ^ 7^
A e (E)

(NA)^ G (s, — z ) e^^\ iR5>i -sl-^i , ^-STNÎ^
P€E

(NP)5

—-.5 fonction holomorphe par rapport aux deux variables s et zG(s,
pour ^5 > - et | z \ < /p, G (5, o) == ï.

La méthode consiste à développer les deux membres de ( ï ) en série
entière par rapport à la variable z pour (Jis^>i, \z\^ï et à égaler les
coefficients de z9 dans les deux membres.
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Dans le premier membre ce coefficient est

2 1

(NA)^ '
A € E

Q(A)=y

Soit o. _ ^ =^u^(s)^, u^ holomorphe pour Ôis^ï, Uo{s)=î. On a
71=0

GT^^'^fi^^^lîi^^^i^s^iTî^^^^p';
L^==0 J \/==0 / f[==0 /=0

donc
^

2 ̂ ^S/^-^^w
A € ( E ) /==0

Q(A)=y

2°
^ A A y;s TNiy— 2 n^b^n 2 (Ni^=^2^<)-/•^?•w'

, -A€(E) A;€(E;) z=l ;=i A,€(E;) i=l 7=0
ût(A)=y; Q;(A;)=^- ^îi(Ai}=qi

;=1,-2, . . . ,A î= l , -2 , . . . ,A

u^__/(5), dans laquelle i est un indice, est holomorphe pour ffis^î
et <(5)-i.

On obtient ainsi

2 (NÏ̂  2 ^a,...,aJ^)[^(^]al...[^M]a^
A€(E) ai as,..., a/,

î.2i(A)=y; o^a^T-;
;=1,-2, . . . ,À î=1, -2 , ...,/(

où ^a,a,,...,a,0?) est holomorphe pour ^l^^i et ^,^,...,y,0?) = ——J——..
( ] \ . . . . q^.

Théorèmes d'approximations asymptotiques.

1.1.10. THÉORÈME. — 5o^ h une fonction complètement multiplicative^
à valeur réelle ou complexe^ définie sur un Si-semi-groupe, qui vérifie
|^(A)[^i; si pour x infinie on a :

i°
yi ^ . [A(P)1—i

^L N P — — = = 0 ( I ) ;

NP^.r

2° çue? çue soit X > i,

2^ ^A" ̂  NA5

NA^" ^^
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alors on a, pour x infini :

^ A (A) _ [~ v _i ~\
Zj NA ~ ° 2j NA |

VA^x |_NA^Y J

Démonstration. — Ce théorème est une adaptation d'un théorème de
Wirsing (1). Posons

nM-n—^iC-NT-Np--)-
NP^.r 1 — -j^p NP^a-

h(P) [A(P)p
(NP)2n.M-n A ( P ) 0 ^^

= ^NP
NP^o- 1 — ^rp W^x

+...

Remarquons que
r î h(py

^P 2-NP-
\_W^x_____

r v l
^P 2^ NP

LNPig.x-

r ^A(P) - i ' ] j r y (%[/I(P)]-I-|
^P l — — N p — h ^ P 2 NP •

LUP-̂ .I- J | LNP^.Ï J

D'après le corollaire 1.1.7, 2° :

A(P)•fs^l-ia^ et exp(2M>)~i^(ex? \ ̂  -NP-
LNP^.CLNP^.C J \NP^^ /

la condition i° est donc équivalente à

n,/-) -"[n (-P)
donc : quel que soit £ >• o, il existe X tel que

[T (X) <£TT(X) (i),
-•- -~ h -»--*-

X étant fixé pour £ donné, soit Ei l'ensemble des P de E de norme ^X
et Es l'ensemble des P de E de norme > X : E est la réunion des ensembles
disjoints Ei et Ë2.

On a

R __ ̂  A(AQ _ ^ h (A,)
.(x)- L^ ~W^-^ 2j -NAT

Ai€(Ei)
NAi^.'c

et

rL^ZNï-j.-.SNï;-l
NAi — ;̂  ^-J NAi

Ai e (Ei) Ai e (Ei)

(') WIRSING, Math. Annalen, t. 143, 1961, p. 100.
Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 4. 45
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Quel que soit ci > o, il existe Y = Y ( X , £ i ) tel que ^^:Y entraîne

y, A (A,)
NA. <(i+£i) n (x) et r^xc+^s NA-

Aie (Ei)
NAi^.r

Aie (Ei)
NAi^.-r

d'après (i) :

2'T^ <.(—,)riw •oc—). SRI-^-J NAi
Aie (Ei)
NAi^.r

Aie (Ei)
NAi^.r

Y étant fixé, on a
y, h (A.)

NA. Y A ( A Q À ( A , )
NAiNAa

^ h (A,) ^ h (A,)
^ NÂ2 2^ NAi

NA^a- Ai, Aa
Aie(Ei)
AÏ e (Es)

NAiNAa^a-

A ^ e t E ^ )
NAa^^

Ai e (Ei)
^NA;

^1 A(Â2) ^ A (AQ ^ A(A.2) ^ A (Ai)
2^ NA, ^ NA, ' ^ NA, 2j NA,^ NÂ2 ^-^ NAi

A2ê(E2) Aie (Ei)

NA,^^ N A i ^ ^ -

NA,, .̂J NAi
Aa e (Es) Ai e (Ei)

^NAa^.r NAi^-^-

= 2
Aa e (Es)
NAs,^

I

NA,
y

Aie(Ei)
^NA-

NAi 2j NA, ^l
i

NÂ2 ^ N'Ai
A^etEs) Aie (Ei)

^2 N^^14-^2 2 NAi
y -L\/y -L^
Zj NA U ^ NA

Ase(E2)
NAa^a-

Aie (Ei)

^ 1 \ / ̂  1 '
|( 2.J NA
' \NA^Y ^

( dans la i^ partie, ^r.— ^Y
\ IMA^

^.(.-.^2ss+«(.)f2îffiV2,i
NA^a-

=: £( l+ S^+O^

N A / l ^ NA
NA^.r / ^ NA^Y /'

/ \ v I "1 / v T \
(')i NA ( 2 j N Â -

NA^Y J \NA^.r /

II résulte de là que
h(A)\2 NA

lim
X -^oo S _^

N^

^£(l+£l)2

NA
NA^.c

quels que soient £ et £1 >" o, d'où

lim
x^^

Y A (A)
^ NA

NA^.r

2j NA
NA^.r
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1.1.11. LEMME. — Soit F un sous-ensemble d'un S i-semi-groupe et h
une fonction réelle positive définie sur F; si, pour x infini, on a

^ / , (A)LogNA=:^(^ ) [ i+o( i ) ] ,
AéF

TNA^.r

f[x) étant définie, croissante et positive sur [a, + °°[? ^^i.
Alors, on a, pour x infini :

V,,(A)^^.
•̂d v / Log.2?

A G F
NA^.r

£)emoM5^ra^oM.
1° Soit

H ( ^ ) = ^ /.(A);
Aer

NA^.r

on a

V A ( A ) L o g N A = f Log^H(^) =:H(.c) L o g ^ — f n^-^,
ASF 1- 1

NA^^

d'où

(i) H(^)Log.r= ̂  À ( A ) L o g N A + f ï1-? ̂ .
Aer 1

NA^.r

2° p étant le minimum de la norme des éléments premiers :

Logp ,̂ h (A) ̂  ̂  /z (A) Log NA,
A € F A € F

NA^.r NA^.r

et, par suite :

H(^)=0r ^ 7i(A)LogNA ]=^.0[cp(^)1,
Aer

L NA^a: J

"^O^)],

ce qui entraîne

^"^^=^^o[9(Q]^=o^^\(^^J=.r.o[9(^)].
(i) donne

H (^) Log^=:.r.O [cp (.z?)] + ̂ .0 [9 (.r)] =x.Q [9(^?)],
H(^) - n r ^ ^ ^ i
————— — ~J 1———— 1 ?

.y [ Log ̂ 7 j
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d'où

r^^=rof^i^o[ r^l avec ^>^1-Ji ^ ^ LLog^J [J, Log^ J —

d'où
r x î ï ( t } r /lr dt 1J —^^==cp(^).0 < ^ =9(^).o(^)=^cp(^).o(i).

En portant à nouveau dans (i) : ïî(x)L^ogx^x<y{x).

1.1 .12. LEMME. —Soit g une fonction réelle ou complexe définie pour x ̂  i,
bornée sur tout intervalle fini et telle que, pour x infini : g(x) = o^x-{- o(x).

Soit, (Vautre part, h une fonction réelle ou complexe, définie sur un sous-
ensemble F Sun Si-semi-groupe, et non identiquement nulle. Posons

"M-•2;^.
A € F

NA€;r

et supposons que, quel que soit X réel supérieur à i, on ait
H (À x) r^i H (eî?) pour x infini.

Alors, on a, pour x infini :

V 7 / A \ / x \ ^ k (A) ,- ^ , .-,

l^^NA^^S ^r+o^H(^)].
A e F A C F

NA^.T NA^;r

(Transposition d'un lemme de H. DELANGE, voir Bull. Soc. roy. Se.
Liège, n08 9-10, 1961, p. 4°7-)

1.1.13. LEMME. — Soit:

I. Une fonction réelle gÇx) positive, définie et croissante pour x^^ï,
telle que, pour x infini :

g{x) r^Kx^(x),

K étant une constante strictement positive, y(^) une fonction positive et crois-
sante pour x assez grand.

II. Une fonction h{x) positive pour x assez grand, qui vérifie, lorsque x
tend vers l'infini :

i° h{x) -> oo,
x

2° j-7—— -> 00 •h(x)

3° y[/^)]~ç(rc).
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III. Un sous-ensemble F Sun Si-semi-groupe tel que

2 NA^S NA lors(luex->^%2j N A ^ ^ NAA € F A € F
"^w

Dans ces conditions on a, lorsque x -> oo,

s^^)-^^^^ ̂S^d^)-^^^^ NTA C F ACF
NA^.r NA^;c

Démonstration.
1° Remarquons que la condition III entraîne pour Xo constante >i :

2 rfc-2 NA ^q^-^2j NA ̂ ^ NAA G F A G E
a- NA^.rNA^ — --

en effet, quel que soit ^05 pour x assez grand, on a

d'où
7^)<S P1118^7^)-^

iV -^^: v -^-^V -^-.^J N A — ^-J N A — ^ J N ANA^ .̂J NÀ^^J NA'AeF A G F Aer
NA^.rNA^ —— NA^ —~' h{x) ~ Xo

1° Soit £ > o, il existe Xo> i tel que rc > a;o==>g(^) < (i + £)Ka;y(a;),
et que ç(a;) soit croissante et positive sur [xo, + ^[î d'où

v^ ( x \ x^ f x \ v^ f x \
l^^NA^l^^NA^ 1 ̂ NA;'A G F AeF A ^ F

NA^a- .r .yNA-^ — — <NA-^.r
•^o .To

2 / X \ V T ^ ^ ( x \ ' \ / \ V
^•(.NA^i K NA C P(N-Â^ I + £ ) + ^ ( d ; o ) i1

AeF A€F A G E
NÀ^ NA^^ ^<NA^

XQ ^0

< S K^&? (^ ) ( I+8)+^ ( 'a?o) 2 i&*^TY-/ V - r -^^^^o, ^ ^
ASF AeF

NA-^ ^ ^ <NA^.r
*ï'o a'o —

On a donc, pour x > XQ,

2 <•(,&) <—)2;ff i / 2ffi\AeF AeF / A € F
NÀ ̂  -y -y I

^ .̂G . ^(^o) , N^^
^- ~ 1 fr - / \ 1 -

Ka; © ra;^ V ( l } V ' K?(a-) 1 V ' /'K^9(^)^^^ ^^ 1 ^ ^ /
ASF Aer \ ASF /

NA^.r NA^.K \ NA^a- /



^ P. RÉMOND.

£ étant arbitraire, il résulte de là que

V . ̂
^ b V.NA
A € F

IIm NA^llm-^^——————^i.
X-> » T^ -- / \ V^ IC->> 30 Tr , \ '̂ ^ I

^^INA
A S F

NA^.x-

3° Pour x>Xi>i, on a

V / / • a ? ^ ^ V / x \L^[m ^ 1 ^NA/
Aer Aer

NA^.c x^A-^ ——•
— A (x)

Étant donné £ > o, si x>x^>i, on a g{x) > Kx <y{x) ( i — £ ) et y(^)
croissante et positive sur [rca, + ^E-

II existe Xs > i tel que ^ > ^3 =>h{x) > ^2.

Pour ^> max(^i, ^2, x^) = ^4 et NA^^—? on a
il \^X)

( x \ x ( x \,
Û ° ' ( , N A ) > K N À ( P ( N A ) ( I - £ ) •

D'où pour x > x,, :

W^ 2 »(,&)>-(-.) 2 ^(&)
A € F A € F ASF /

NA^.c ^i ^ x
^W ^W

^( i -8 )K^cp[ / . (^ ) J ^ ^.
A G E

NA^-^-— A (x)

Par suite,

y^f^-) ^ ^^ " V N A ^ AeF
^e^______x^s)^^)] NA^^ .

TZ / \ V I ^ (^) V^ I ?

^^^SNA 1 NÂ
A e F A e F

NA^.r NA^a-

£ étant arbitraire, il résulte de là que

V ( x \2j §\^)A € F
lim-^^———————^i.

.ï- ->- 3C T/- / \ 'V^ I

^^INA
ASF
NA^.r
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1.1.14. LEMME. — Soit F une partie Sun Si-semi-groupe (E) et h une
fonction positive complètement multiplicative définie sur (E), telle que
^(A)^i; si G désigne V ensemble des B appartenant à (E) tels quil existe P
appartenant à E et k ̂ 2 tels que P^B appartienne à F, OM a, pour ^ infini :

^ A ( A ) L o g N A = ^ À ( P ) A ( B ) L o g N P + ^ . O r ^ ̂ l.X ; " V^ -^ô ̂ " —— / j /t^ >' ^ V-^/ -^b l^ -r- ^.v^j / ^ NB
A € F P,B | B G G

NA^.r P .BGF LNB^a«
NP.NB^F

A Ç F P,B | B € G |
^A^.r P .DGF LNB^a* J

2)émon5(rati'o7z.

1° Log NA == ^ Log NP ; en effet, si A == P^1. . . P^,
P, ^, B

P*B=A

^ Log NP = ai Log NPi + . . . + ̂  Log NP,== Log NA ;
P,À:,B

P^B=A

d'où

^ A ( A ) L o g . N A = = ^ [ A ( P ) ] ^ - À ( B ) L o g N P
A € F P, k, B

NA^.r P^BÇF
(NP)<-NB^a:

^ / < ( P ) A ( B ) L o g N P + ^ [ A ( P ) p A ( B ) L o g N P .
P,B P,À:,B

P , B e F Â-^2
NP.NB^.r P^BeF

(NP)^NB^.r

2° Le second terme étant désigné par R, on a

R== ^ [/.(P)pLogNP ^ A ( B ) ,
P,À- B
^•2 Â:^2

3 B tel que P^BçF P ^ B G F
(NP)^B^.r NB^-Î-

- (NP)Â-

R^LogNP ^ A(B)^H(———^Log(NP)^
P,Â: B P,Â-
Â-^2 B C G Â:^2

NB^-^-
- (NP)<-

en posant
A(B)H ( ^ ) = ^ A(B)^^^, NB

B e G B e G
NB^;c NB^.r

Ceci donne
^ ^LogNP 1̂ A ( B )

"—Zj (NP)^ Zj NB
P, A B e G

Â-^2 NB- (NP)A

NP,

ryLogNPl r y ^(B)-1_ (-y A ( B ) - 1
2j (NP)^^ 2j "^B" — ^ u ^ ~NB~ r^x\ ̂ "(NP^ 2j "^B" — ^ -I ^ -NB
| P,^ | | B € G | | B€G
L ^-^2 J LNB^.T J L.NB .̂r

P,k 1 B€G BCG
L^2 J LNB^.T J LNB^.r J
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car la série
P. REMOND.

Y» Log NP ^ Los NP iZ TNP?" "Z TNP^ —r conver^
^ p ^NP

•LogNP i Lo^NP i
^ .ATT^ < ——————ÎT SI NP ->00(NP) 2 i (NP) 2

I — NP (NP)- 2

CHAPITRE 2.
A,.-SEMI-GROUPES.

Ici l'hypothèse faite sur E est formulée dans la définition qui suit, elle
implique que (E) est un Si-semi-groupe. Cette hypothèse ne suffit pas pour
obtenir un équivalent, lorsque x est infiniment grand, du nombre v(a?)
des éléments de (E) de norme au plus égale à x\ la deuxième partie du

théorème 1.2.3 donne seulement un équivalent de Log^ ' La première
X

partie de ce théorème permet de démontrer le théorème 1.2.5 sans connaître
explicitement un équivalent de ^(x); rappelons que le théorème d'équi-
répartition asymptotique (deuxième partie, chapitre 1) découle du théo-
rème 1.2.5. Le théorème 1.2.6 sera utilisé dans l'évaluation asymptotique
qui fait l'objet du chapitre 2 de la deuxième partie.

1.2.1. DÉFINITION. — On appelle A/.-semi-groupe un semi-groupe
norme (E) dans lequel le nombre des éléments premiers VE^)? de norme
au plus égale à x, est équivalent pour x infini à

^(LogLog^)7-
LOSS.X

r est un réel positif ou nul, ^ est un réel strictement positif. Nous dirons
alors que E est un ensemble d'éléments premiers de degré r.

Dans le cas où r = o, on dit que E est un ensemble d'éléments premiers
de densité strictement positive; \L est la densité de cet ensemble.

1.2.2. PROPRIÉTÉS PRÉLIMINAIRES.

1.2.2.1. Un A^-semi-groupe est un Si-semi-groupe.

Démonstration. — II faut montrer que ̂  (^p\s converge pour ^ls>i,

v i __ ^dv^w __ M^) r^^EWdt
2^ (wy-j ^ --•~ï—+5/ t^ '

NP^.r 1- 1

M^) ^ M^) ^ ^.(LogLog^)7^
Xs X^ ^ X^-^Q^X ~>oï

MO ^ ^.(LogLog^
^+1 ^ t^^Q^t î
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l'intégrale converge pour <%s>i .

1.2.2.2.
6fi(^)=: N1 Log NP ̂  fJi^ (LogLog^)^ pour ^ infini.

P €E
NP^;r

Démonstration.
^x r " d̂

OE(^) = ^ Log^û^E^) == ^E(^) Log^— ^ ^(Q .J\ _ J\

VE («^) Log.p ^/ pt.^ (Log Log^)7^,

^ ^ (^^- r ^(LogLog^'-^-^o r p(LogLogO'^ ^ot^LogLog^)^.

1.2.2.3. — Pour x infini :

^)=2 N P " r + i
PCE

/E(^) = ̂  ̂  - ̂  (LogLog^)7^'.

NP^.x-

ûemon^^adon.

, , , C'dv^t) v_^ r d̂
î

E (;K) =J,_ ~^~ = '̂  ./ 7

^(^^ ^LogL^^-^
^ Log^

^ ̂ ï^f, ̂ ^^^rÊit
=^ r (LogLogQ^LogLog^^ ^-^(LogLog^) 7 ^ 1 .

J<î

1.2.2.4. — Soit F une partie d'un A/.-semi-groupe (E) et h une fonction
positive, complètement multiplicative, définie sur (E), telle que /i(A)^i;
si G désigne l'ensemble des B appartenant à (E) tels qu'il existe P appar-
tenant à E et k ̂ 2 tels que P^B appartienne à F$ si, de plus, G est
contenu dans un ensemble Gi d'éléments de (E) qui vérifie, quel que
soit X > i :

y. À ( B i ) y. A(Bi ) . . .
1 -^B——ii -m37 ï)w^ïnfim'

Bi e Gi Bi e Gi
m^ mi^

Alors, on a, pour x infini :

^ Â ( A ) L o g N A = ^ A ( P ) A ( B ) L o g N P + ^ . o F ^ |̂̂  .
A € F P,B B iGGi

NA^a; P.B€F LNBi^a- J
NP.NB^;f

Ann. £c. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 4. 46
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Démonstration. — II suffit de reprendre la démonstration du lemme 1.1.14
à partir de « le second membre étant désigné par R » :

R= ^ [^(P) ]^(B)LogNP^ ^ A ( B , ) L o g N P ,
P,^-,B P,À:,Bi
k^-i k^

P^B€F Bi€Gi
(NP)^NB^a' (NP)^NBi^;c

PeE

R^^ h(B,) ^ LogNP,
Bi€Gi P,Â:
NBi^;r Â:^2

—(.n-.y
mais

2 ^^
P,Â:
À:^2

"-(.i.y
= 2 Lo,NP 2 ^ 2 ; •-'^^"[(NB;)']1-08'^'

1 k^î i_
Np^ (^)2 ^o.NP^Los^ NP^ (^)â'

Soit
^•(^) =:VE(V/^) Log^^ 2^.^ (LogLog^) r==o(^) ;

on a

B-2;"w'^)=-['2^1
BiGGi BiGGi
NBî .c LNBl̂ .r J

d'après le lemme 1.1.12.

1.2.2.5.

2 NÏ ̂  (T^y^ (^g1-0^^)^1^ PO1111 ̂  ^fîni.
NA^a:

Û(A)=7

Démonstration. — Posons

°"^= 2 ^' ^^^ 2 Ni;
NA^.r NA^a-

Û(A)=^ Q(A)==y
A « quadratfrel »

^i(^) = ̂  ̂  - ̂ -^ (LogLog^)7^.
NP^a-

On a
(î) ^(7y(^) —0[>y-2(^)]^CTy_i(^)o-i(^)^^(7y(^2);

en effet :
1° Chaque terme de ^q-^x) (J^x) est identique à un terme de ^(^2);

il existe, dans (7q-i{x) o"i(^), au plus ç termes identiques à un terme déter-
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miné si l'élément A correspondant de o^2) est quadratfrei et moins
de q termes si A n'est pas quadratfrei; l'inégalité de droite en découle.

2° c^_i {x) o-i Çx) contient tous les termes de c^(rc) répétés q fois, donc

q^'qW ^0-</-l(^) 0"l(^

mais

<(^)= ( 7y(^)— ^ ^

NA^;c
û(A)==y

A non quadratfrei

et

2 iW2NT.V 2 ,,B\=0[-.-.M1
NA^.r \NP^.r / \ NB^;r /

Q(A)=y \Q(B)=y-2 /
A non quadratfrei

puisque ^j^i converge.
p

Raisonnons par récurrence, la formule à démontrer est vraie pour q= i,
en la supposant vraie pour les entiers ^ ç — i , (i) donne

^(^^('^^^"'^^^(LogLog^^^^-^^-^LogLog^^t 1+0(1)]

^O^Lo^Lo^)^^-2)) =(^-^\q ^ (LogLog^)( r + l^[I+o(I)]

et ^-iCv/ï)^^)^^^^), soit

(^y ^ (LogLog^)^)^ 1+0(1)] ̂ ^(^);

d'où

^^y^(LogLog^)(r+l)y[I+o(I)]^^(^)^(^y~(LogLog^)(r+^[I+o(l)].

1.2.3. THÉORÈME. — Si ^{x) désigne le nombre des éléments, de norme
au plus égale à x, d'un ^r-semi-groupe (E), lorsque x tend vers l'infini, on a

i° ^(^-^L-^(LogLog^)^ ^;
A€(E)
VA^x

2° si r > o,

v ( œ ) =œexp[-lJ— (LogLog^) r - + - l [ l+o(I ) ] ;

si r = o,
y (.2?) = = ^ e x p { [ ^ — i + o ( i ) ]LogLog^}.
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Démonstration de la première partie. — D'après le lemme 1.1.14 on a
[on prend A (A) = i] :

L ( ^ = ^ L o g N A = ^ LogNP+^0 /^ ^\.
A € ( E ) P,B \ BG(E) /
NA^;c NP.NB^.r \NB^r /

P € Ece(E)

Soit la fonction /c(^) == ,—og<a; -^oo si ^ -^ oo • —ï— -^ oc.v / LogLog.y ? k(x)
Posons

9 {œ) = V Log NP ^/ |JL^ (Log Log^)7'.
NP^.r

On peut écrire

S L»^ 2 »(,%)^ 2 «(M).
P B -r .r

NP.NB^,- ^Fl^) i(î)<NB^•r

2 6(î^)^9[^(^)] 2 ^gLogNB^9[Â-^)]——^L^)
^.,<^^ ^)<NB^• " ^7^)

^ ^ L^g^ ̂  ̂  Lo^'" Lo^ L (^ = L ̂  • ° ( I) '
donc

L(.)-L(.).o(,)=^ e(^)+..0/2î-|
NB^:-^- V-NB^ -/

— k(x)

=[^owj 2 ^(LogLogîâ)"+-of2;^)
NB^-^- \m^x /

~ k{x)

^ [1+0 (1 ) ] ̂  (.^(LogLog^)'-+.r.O/2 ̂ \
ÎNBïS.>- VNB^.E /

=0(i)^(LogLoga-) '-^ ^i
NB^.r

donc il existe M > o et Xo > o tels que x > Xo entraîne

L(^)^M^(LogLog.r)^ ^;
NB^^c

en posant X(^) == ^ ; ? on a

(i) ^(^)^M(LogLog^)^ ^.
______________NA^.c

Nous allons maintenant démontrer que la fonction

r -——1h (x) = exp L(Log^) (LogLog^ j
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répond aux hypothèses du lemme 1.1.13 en prenant
g { x ) ==6(^ ) ^^x (LogLog^)7 ', K=^ cp(^) =(Lo^Lo^x)r,

de là résultera que

^ LogNP=^ 6^-^(LogLog^ ^ ^;
P,B NB^.r NA^a-

NP.NB^.r

de plus, nous savons que l'existence de la fonction h{x) entraîne

2 Ni^S À p0111110^^NA ^-J NA
NA^.rNA^-

la propriété 1.2.2.4 donne alors
L(^) ^^(LogLog^)7 ' ^ ^î

NA^a:

et Fon obtiendra le résultat énoncé en appliquant le lemme 1.1.11.

Démontrons donc que h (x) satisfait aux hypothèses du lemme 1.1.13.

i° h(x)->co évident.

2° ———-^oo, en effet :h{x) ?

-—— r -——1
Log x = Log^ — (Log^) ^sLos^ = (Log^) L i — (Log.r) ^ Lo^)2 J^

>^)

et
r --——1 i_

^) 2 -> — 00 .LogL (Log^) (LogLog^)^J ̂  _ (LogLog^)2

3° [LogLog/l(a;)]^~(LogLog^)r :

LogLogA(^)== i————————-^ LogLog.r /^ LogLog^.
L (LogLog^J

4° Reste à démontrer que
i ^i i

NA^2^ ]Zj NA^ 2j NA5

_h{x) NA^a:

c'est-à-dire que
V -L
^-J NA

—c-<NA^.c
0 < ^ ( ^ ) =h^-————————=0(1).

^ NA
NA^.r



364 P. RÉMOND.

Montrons d'abord qu'on a

(LogLog^)0 '— LogLog^——. =0(1) si a > o ;

r ——1x ï- \Log Log——- == LogLog.z-4-Log|_ i — (Log.3") (^g'1^^)2 jh (œ)
i

:=LogLog^— (Log^) (LogLog^)i-^_^.o(^]

,, , ,r 1+0(1) ~|
=(LogLog^) i - — — — — — — — — — , - •

|_ (LogLog^) (Log^)(LO§Loga')TJ

D'où
r, . ^ t0' / i T ^r a f I + o ( I ) 1 'lLogLog^—y ^(LogLog^)^ i-——————[-———v / J ,

L (Log Log^) (Log^) (LosLo^)Tj

/ T T \ a(Lo^ Lo^.z1)0'"' .=(LogLog^)^- v b b / — — [ 1 + 0 ( 1 ) ] ;

(Log^) (LogLog.r)2-

(LogLog^)0'"1 / ^ 1 1 - 1 1 • r i——————î——== o ( i ) car le logarithme de cette expression est égal a

(Log.^)^0^0^
(a — i) Log Log Log,^ — (Log Log.3?)2 -> — oo.

Par ailleurs, on a

2 îk= 2 NAl^gNA^g^^n^^^
T^^^ Aa<NA^ • A^'

ir-^-i_ L(^) ^^(^J , r". ,,j i , i ],,
-.rLog^ x ^ • ^ . ^ L ^ L o g ^ ^ L o g ^ J

/i(a") "A (a-) Alï)

-^•-'•^"nS;-
À(^)

En tenant compte de ( i ) :

S ^^M(LÏ^'2;^-[-^M/'(LogLog^2^
^<NA^ ^^ ,̂ ^NA^( '̂

^°(1) 2 Nï+t I+o( I^Mf2 Nï)/ (LosLO^'•^â-^
NA^.r \NA^.r / -x-

h (x)

donc
M ( r x ~[^+l}^(^)^o(i)^-[i 4 -0 (1 ) ]——— (LogLog^)7^1- Log Log—— =o(i)+o(i)=o(i).

i -r- i [ |_ H\ÎL) j ^
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Démonstration de la deuxième partie. — On a

À(^)=i^=[i+o(i)]pL(LogLo^)7- ̂  ^-^+^.
NA^a:

En utilisant un procédé de Wirsing, on peut écrire

/» x j

À(.r)=[i+o(i)]{A(LogLog.»)'- / TIogi^^
tY.)

/ ^ i \ r^X J.rff_)
^Log^""^^1^"^^^ "^^Loiïj=[i+o(i)]^(LogLoga-)'- ^-0(i) + [1+0(1) ]^ ^)n^

l'intégrale J ̂ ) ̂  4- ̂ p̂ ] dt diverge j.

^X ï ,

À(^)-À(^).o(I)=[I+o(I)]^(LogLog^) rJ ^(^TLogï5

posons X==LogLog^, u==LogLog(, X(a ; )=Xi (X) , on a
.x .,x,X /,X

y
/LogLog•2

À l ( X ) = = [ I + o ( I ) ] ^ X / • ^ À i ( ^ ) ^==[i+o(i)]p.X7- ^ ^(u)du,
^T-ne-LoïS ^ O

en itérant :
.x r ^ -i

À l ( X ) = [ I + o ( l ) ] ^ X r ^ p.^- ^ À , ( ( Q ^ ^.
^o L ^o J

,x r ^n ^
Soit

j(X)= ^ ^ur\ ^ ^i(^) ̂  p ,̂
^o L ^o -I

la fonction ?/ est dérivable comme intégrale d'une fonction continue.

r^y(X)=^xr ^ M^^=[ 1 + 0 ( I ) ]M X )=[ I + 0 ( I ) ]^ X / J ( X ^
^0

^w=[I+o(I)J^X'•, Logj(X)=[i+o(i)]^^,

X''+i
Log^i (X)=o( i ) +LogfA+rLogX+ [i + o(i)],a——î

LogÀi(X)=[i+o(i)](A^^,

À,(X)=expj[^+o(I)]^x"-ii L?=7(^)=exp{[I+o(I)]———(LogLog^)-};
^ / —t— 1 j ^ [ • r i }

d'après la première partie, v(^)^'Loa^î donc

v {x) = U^x exp { [ I + 0(I)] 7^7 (Log Lo^)r+l j5

d'où le résultat énoncé.
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1.2.4. REMARQUE. — Pour r = o, on peut généraliser une formule de
Wirsing :

, . e-c^ x / V i \
'^-^TWLo^^ 2 N p VP G E

< NP^-

c, constante d'Euler, Logg=^^p,.
P,A:
^>l

Théorèmes sur la fonction ^2.

1.2.5. THÉORÈME. — Soit un \-semi- groupe (E) et Ei, Ea, . . ., E/, des
ensembles d'éléments premiers, respectivement de degré y*i, ra, . . . , r / , , qui
déterminent une partition de E. En désignant par v{x) le nombre des éléments
de (E), de norme au plus égale à x, et par Û/(A) le nombre des facteurs
{distincts ou non) qui appartiennent à Ey dans la décomposition en facteurs
premiers de l'élément A de (E); le nombre des A de (E), de norme au plus
égale à x, qui vérifient :
(I) i2i(A)=EEâîi (mod^i), ^2 (A)^02 (mod^), . . . , ^ / , (A)=Ea/ , (mod^/,)

(o/, entier quelconque^ qj, entier strictement positif) est équivalent, pour x
infini, à

^)
q\ qî ' . • q/i ^

autrement dit, l'ensemble des A de (E) GW vérifient (ï) a pour densité ——ï-——
v / •L ' v / i q\ q - i . . . ç h

par rapport à l'ensemble (E).

Démonstration.

i° Soit ^E;(^) == ^^[^-^(LogLogrK)7^! + o (ï)] le nombre des éléments

de Ey de norme au plus égale à x et r le maximum des nombres ri.r^, . . .5 r/,;
supposons que y-i = 7-2 = = . . . = ri= r et r /< r si j>l\ le nombre des
éléments de E, de norme au plus égale à x, est équivalent, pour x infini, à

(^i + ̂  + .. . + p.i) ——— (Log Log.0 ;

rappelons que

( ï ) SÎSÏ^SRA: P0111'10111^1 (p. 363).
ï ^ ï

NX^L •
A e (E) A e (E)

2° Démontrons que
V I .̂ ï ^ ï
^ NA ̂  ^i^. • •qh ^ NA'A^ NA ^i ̂ . . . ^A

A e (E) A e (E)
L2y (A) = cij (mod y,) NA ̂  .Y

/=!, . . . ,À
NA^^c
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En utilisant une méthode de H. Delange, posons
2 7t i

^j=e^ (7=1, ...^);

et considérons la fonction complètement multiplicative
fi^\ ̂  Y^Ûi(A).y^Qs(A)^ ^ v^Ûfc(A)^

Â ^ - = - = O , I , . . . , ^ - — i (Â-i, À-.2, . . . , À-/, étant fixés).

et

/(P)=:^ si PeE;

V ^[/(P)]-I__ V V^-^-V V ^COS'2-^-^-1-2j—NP—- 2j 2j NP - 2. Z j ^ 0 0 5 ^ ; ^NP
PeE l^/^À P€Ey 1^7'^^ P € E y
NP^.r NP^.r NP^;r

•̂  / 2A-/7r \ \^ I2 À',71 \ Y^ I
COS / T ' ^ ——- i <,COS^^-I^ iNp5

\^j^h P€Ey
NP^.r

mais

donc :
si x -> 00,

2 Â , 7 T ==0 SI Â-y=0,
COS ———— — 1 < . z /

97 ( <o si kj-^-Q\

Sw-"4-00 et S^^p1"1^-30 fe i rundesÂ^0^
P e Ey P e E
NP^.x- NP^.r

si tous les kj sont nuls,
^ cFv[7(P)]-l

^ NP — '
PGF;

NP^.r

si l'un des ^/T^ o,
^[/(P)]-1^.S o^ / ( jr M — i .

exp -——Np-——=0( I)5
P € E
W^x

en tenant compte de (i) on peut appliquer le théorème 1.1.10 :

S^-0^^ ^'""d-^
Ae(E) \ A€(E)
VA^x \^A^x

d'où
^[Q,(A)-a,]_ vÂ./,[Q/,(A)-^] / i \

S1^—————NT1'—————=0 ^^\ slrundesÂ^0-^J NA
AG(E) \ A€(E)
NA^^ \ NA^a-

Soit
^[Q.(A)-^...^[Û,(A)-^ __ / „ ̂x- s ^^"'••"-•^•""""•^fs^y-^")!-

/!-i,^,...,^, A€(E) \ A€(E) /
O^A-,-^^,-—1 NA^.r \ NA^.r /

x- 2j 2 j — — — — — — N A - ^ NA
^,^...,k}, A€(E) \ A€(E)

Q^kj^(fj—l NA^.r \ NA^.r /

Ann. £c. Norjn., (3), LXXXIII. — FASC. 4. 47
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Par ailleurs :
x= 2 xi 2 ïî11^-'11. • .Y^I^)-^

A€(E) ki,k^,...,kh
NA^.r o^kj^j—l

h

V Y^[Qi(A)-û^ ^ v^[Qfc(A)-fffcJ^; j | V .yÀ:/[Q/(A)-ay]

ki,k^...,kh /=i o^kf^q.—î
O^kj^Çj-ï î î

^ ( ^ i ^ . . . ^ si ^ i ( À ) ^ a i (mod^i) , . . . , ^ ( A ) ^ a A (mod ^)
( == o dans l'hypothèse contraire,

car

Y ^,lQ/(A)-»,i^j^ si Ï^•(A'-^=I,

,̂̂ ,-. / ( 0 Si Ylû/W-"/)^!,

d'où

X=y^,...^ ^ ^-2^.
. A€(E) A€(E)
^/(A)Eû/(niod<7y) NA^a:

7==1, . . . ,A
NA^.r

3° Soit F l'ensemble des A de (E), de norme au plus égale à x, qui
vérifient les h relations

^y (A ) = dj (mod q j ) (y = î , 2, . . ., h).

La propriété 1.2.2.4 des ^.-semi-groupes donne

^ LogNA= ^ LogNP+^.o/ ̂  ̂ \.
^^F P,B \ Ae(E) /

NA^.r P.BEF \NA^.r /
NP.NB^.r

En désignant par Y le premier terme du second membre :
h

^S 2 LogNP,,
i=^ Pi, B

PiGE,
( B€(E)

Condition C ûy(B)^CTy(mod<7y) si y^î, l^j^h
{ û;(B)^ff ,—l(mody;)

NP;NB^a:

d'après le 2° :

(2) 2^ NB ̂  ̂ ——^ 2 NT
B A€(E)

Condition C NA^a"
NB^.r

Soit

9..(.)=2; ^S^ ^1 2 9<^)'
P*€Ef i=i B /

NPi^-r Condition C
NB^a-

avec 9^(^)^^[i^(LogLoga;)rt.
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1 1-——TLa fonction h(x) == exp |_(Log^) (Los-Los^)2 J, utilisée dans la démonstration
du théorème 1.2.3, vérifie :

i° h{x) ->oo;
_ xo0 ____ —>- nT) •

2 Â^)^ 0 0 9

3° LogLog/i^^LogLog^^LogLogA^p^LogLog^1, quel que
soit ^ ̂  o ;

40 2 RA^2 N^ donc? d^P^ (2) :
A € ( E ) A€(E)

^__ NA^r
— À (X)

^ NB ̂  2d NB '
B B

Condition C Condition C
NB^^ NB^— x

Le lemme 1.1.13 donne

2 ^(i^)-^^0^0^)" 2 ^-^^"(LogLog")rl 2 Nr
B v B l l - l ^^

Condition C Condition C ÎNA^
NB .̂r NB .̂r

Y~t^^»(L°8L06•c)•• 2 iu- S L»^*.
A e (E) A e F
NA^a- NA^a:

d'après le lemme 1.1.11, le nombre des éléments de F, de norme au plus
égale à x, est équivalent à

p.i 4- p-2 4- . . . + jJ-i ^(LogLog^)^ ^ _^_ ^ v (^)
q,q^ . . q j , L o g ^ <^ N A ^ ^ i ^ . . . ^

A€ (E)
NA^.r

1.2.6. THÉORÈME. — 5oi( UM ^r-semi-groupe (E) ^ Ei, Ë2, . . . 5 E/, des
ensembles d'éléments premiers, respectivement de degré ri, r^ . . . , r / , , gui
déterminent une partition de E.

5oit, pour a; m/îyu, [i + 0(1)]^^^ (LogLoga;)^ fc nombre des éléments
^5

rfe Eî, ^ norme au plus égale à x, {i == i, 2, . . ., /i), ^ Û,(A) le nombre des
facteurs {distincts ou non) qui appartiennent à Ei dans la décomposition en
facteurs premiers de Isolément A de (E).

Dans ces conditions, le nombre des A. de (E), de norme au plus égale à x,
qui vérifient

^i (A) = q^ ^ (A-) = q^ . . . . ^A (A) = q,,
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{les qi sont des entiers positifs ou nuls, non tous nuls) est équivalente pour x
infini, à

( ^ y . . /-^-r (^)^---+^+-)^ ——— (LogLog^-^...^^-..
\ri-4-i/ \ /^+i / ^i!.. .^! Log^' & b /

DemoTz^rotioTz.

1° Les notations sont les mêmes que dans le théorème 1.2.5. Soit F
l'ensemble des A de (E) qui vérifient

^(A)=^ ..., ^(A)==^;
démontrons que

^ î / P1! V1 / P-A \y;l 1
.^ ~\r\ ^ ( • • • ( —i——.————r (LoffLo^^)^4-1)^-4----4-^^1)^.^ NA \^+i/ \^+i/ ^i!^!...^!' b b /

A ç¥
NA^a-

En effet, on a

11 2j NA^^NA^ll ^J NA;.'
z=l A;e(E;) AeF ;=l A f € ( E f )

Û(A,)==^ NA^.r Q(Ai)=qi
i NA^.r

NA^^

D'après la propriété 1.2.2.5 des A,.-semi-groupes :

'—<•" ù(^)"^^r""-Ï-) -

h

^ ̂  ̂ ^[^o(i)] fj (———Y- (LogLo^)(^..^•+i / ^•î
ASF i=i

NA^.r

2° Le lemme 1.1.14 donne

^LogNA= ^ LogNP+^.O/ ^ ^Y
AeF P ,B \ B G G /

NA^a: P .B€F \NB^.c /
NP.NB^.^

G est la réunion des ensembles disjoints Qq[q',...^ définis par
B € ( E )

BeG'/i...7, ^=>< ". ...rr.^.T^1 'e t <7 / l+^+•••^^^l+^+•. .+^—2,
^(B)=^^^

d'où, d'après le 1° :

S m " ̂ -<(Log Log^)^^1)^-^--^-^^^)^
BGG^

NB^a:

^K / / (LogLog^)^^1^---4"^^^4-^4-^4-----1-^/»-2
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donc
V -s—=o[(Lo^Lo^.cyrl+ï^l+^+l^s+•••+(rh+l^h~ï].

B€G
NB^;c

3° Posons
0, (^)== ̂  LogNP^^.^LogLog^-.

PiGE»
Wi^x

On a
h

^ LogNP =^ ^ LogNP,,
P, B i=l Pi, B

P . B G F PiGE»
NP.NB^.r ( B € ( E )

Condition C' •) ^ i (B)=yi—l
( Q/(B)==y/ si /T^, 1^7-^ A

NPiNB^.c

d'où

2 ^"^S 2 "•(iS,)-
P . B G F i=ï B

^P.NB^.r Condition C'
NB^.r

Nous utilisons le lemme 1.1.13 en prenant y(x) = (LogLog^)71, la fonc-
tion h{x) = ̂  x répond aux hypothèses :

1° \/X —^ 00 ;

oc
2° ~T- ^00;

3° (LogLog\/^)71^ (LogLoga;)^;
^,0
^0 2j NB^ 2,j NB*^ NB

B B
Condition C' Condition C'

m^ ^x

-v/ï

Le lemme 1.1.13 donne
h

^ LogNP=^[i+o(i)]^^(LogLog^)'-. ^ ^,
P.BGF z=l B

NP. NB ̂  a: C ondition C '
NB^a-

^ LogNP =[i+0(1)]
P.B€F

NP.NB^.r

.i;[,^Lo,Lo^),(^)-...(^y--(^)"
^ r i + i / \^+i / ^À+I.

. .(/^+l)(<7»-l)+...4-(rfa^

1=1

______I______ /Los-Lo^^^14'1^1"1"'--^1^1^'71"1^---4'^4'1^71

^î...^,-!)!...^!^ & b ; J

=ri 0 ( 1 } ( ^ Y1 /' ^ y^ (^i4-i)^+...+(^4-i)^
L v V^i+i/ "\r/,+iy ^i!...^!
X ^ (Log Log^)^14-1^14----4-^^1)^-1,
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et tenant compte du 2° :

^LogNA^ ^ LogNP,
A € F P.BÇF
NA^a- NP.NB^.r

le lemme 1.1.11 donne le résultat énoncé.

CHAPITRE 3.

A^-SEMI-GROUPES PARTICULIERS.

Dans la définition 1.3.1 des A^-semi-groupes on considère un A/.-semi-
groupe pour lequel r = n est entier et l'on impose à la fonction de variable

complexe ^{s) ==^ /TVP\^+I d'avoir un développement asymptotique d'une

certaine forme. Ces conditions permettent, en utilisant un théorème taubé-
rien d'Ingham dans le cas où M^I , et un théorème taubérien d'Hardy
et Littlewood dans le cas particulier où n = o, d'obtenir explicitement un
équivalent du nombre v(rc) des éléments de (E) de norme au plus égale
à x, lorsque x est infiniment grand.

Les hypothèses faites dans la définition 1.3.3 des D^-semi-groupes
portent uniquement sur ^(<$)? ^es font intervenir des conditions d'holo-
morphie. Il découle d'un théorème de H. Delange qu'un D^-semi-groupe
est un A^-semi-groupe ; d'ailleurs les Dn-semi-groupes généralisent les semi-
groupes engendrés par des ensembles réguliers de nombres premiers qui ont
été introduits et étudiés par H. Delange.

Les D^-semi-groupes se sont introduits naturellement au cours de l'étude
de la valeur moyenne d'une fonction arithmétique qui fait l'objet du
chapitre 3 de la deuxième partie.

A ̂ -Semi-groupes.

1.3.1. DÉFINITION. — n étant un entier positif ou nul, nous appelons
A^-semi-groupe un A^-semi-groupe tel que

^ (^) -2 (NF^T- ^(lo^ I)^+^(log^y+...+^log^+a^+o(i)
P G E

lorsque s tend vers zéro dans tout angle 6 [^9o<< -? ai réel quelconque
/ i . . . . . x

(log-est pris avec sa détermination principale 1.

(L'existence des A^-semi-groupes découle de celle des D^-semi-groupes
définis plus loin.)
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Remarque. — On peut démontrer que pour tout A^-semi-groupe, on a,

lorsque s tend vers zéro dans tout angle 6 ^Op << - :
,1 / T \n+l

^)~^(log,) .

1.3.2. THÉORÈME. — Si v(rc) désigne le nombre des éléments Sun ^-semi-
groupe, de norme au plus égale à x, lorsque x tend vers Vinfini, on a :

i° s i n ̂ i,
v (x) f^j x exp j V (Log Log.2", Log Log Log.a?) }

V désignant un polynôme à deux variables de degré n .4- i? le terme prépon-
dérant de V (Log Log x, Log Log Log x) pour x infini est

-^ (Log Log ̂ y14-1;n + i

v (x) ̂  ^-—^(Log.zl)a-l=:^^-l)LosLosx+cte.

DÉMONSTRATION DE LA PREMIÈRE PARTIE.

1.3.2.1. Théorème taubérien d^Ingham (2) :
I. Soit

(2)
^+ao

f(s) = 1 e-^dAÇu), s = Œ - { - i t , A(o)=o, <7>o.
«-'o

II. Soit deux fonctions y {s) et ^(5) et un domaine D du plan complexe
tels que :

a. D contient l'intervalle ]o, h] de l'axe réel; ç(^) et y (^) sont holomorphes
dans D; elles sont réelles et positives sur ]o, A];

fc. — cr®7Ço) ->-}-co en croissant quand Œ —^ o en décroissant;
^)

ç ————r -^+00 quand o" -^ o, où 8(0') est la distance du point cr auww
-^(Œ)

complémentaire de D [o < <T ̂  A, à ((T) ̂  o-] ;
d. y " (a + 2;) = 0 [y " (o-)] ; %. (<7 + js) == 0 [% (cr)] uniformément pour | z | < S (cr)

quand cr -> o.

III. Posons
•y /'rr^ z3?(o')+cjûa-

/o(.)=^(,)^^); A,^)=^^——^
jaTT^cp^cr) ?

(2) INGHAM, Ann. Math., t. 42, 1941.
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où Œ = (j^ est la solution (qui existe et qui est unique lorsque oo est assez
grand) de

—— ^' (0-) = ûû.

THÉORÈME. — Supposons que Vintégrale (2) converge pour cr > o et que :
(i) fÇs) ̂  f^ Çs) quand s -> o dans D ;

(ii) f{s) = 0 [fo ( | s \ )] quand s -> o dans un angle fixé de la forme
M^:^-0"? o < A < o o ;

(iii) A(u) est croissante pour u^o.
Si ii est vérifiée pour chaque A fixé, alors A(u) ̂  Ao(u) quand u ->- oo .

1.3.2.2. Vérification des conditions d9 application. — D'après le corol-
laire 1.1.7 et la définition 1.3.1, on a, lorsque s -> o dans tout

angle | 6 \^- Qp << - ;

V T F V- / i ^^ f^ î\^ i ï 1l (NA)^ ̂ exp L/r^i r^J + ai r^J4" • '+ajog.+ ̂ J
n+l
•Y^ / I \n~hi~k n.

== exp ^ a\ [ log - ) == fo ( s ) (^k constante réelle) et a'Q == —•— •
k=-o

En utilisant le théorème d'Ingham, nous nous proposons d'abord
d'évaluer

l:^-w-
NA^.c

On a

S 1 -V I ^_- f4 '00-1^^
(NA)^1 ~^ (NA)^ NA ~~J r v / '

A A 1

posons t ^e ' 1 , ^(eu)=^(u) si u > o, P ( o ) = = o ;

^(NÏ)^^^"^"^^^^-

Nous prendrons pour D l'intérieur de l'angle [ 9 1 ̂  ,- limité par les

bissectrices des axes, d'où 8(0') == —^ nous poserons
V 2

n+l
^-^. / i \n+î—k

^(.)=i, q)(5)=:^a,log-
Â^ v /
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d'où

?^)==-^2^+l-/ l)^( logIJi Y-^ ^ i y
^ — - 10g - îs } s \ î ' s

À-=(]

n+ï

(n
n—k—i

) = \ V (/, + i - Â-) dk ( log1 ) + I V (/i - /.) (n + i - k) ^(log1 ) ,s •̂ *̂ \ <s / o •̂̂  \ " /
^=0 À-=0

y"(5) ~ -^ (log -^ ) ; lorsque s -> o avec ffis > o.

Vérifions maintenant les conditions d'application du théorème d'Ingham :

a. Evident.

J) —(7Œ/(cr) ~ [J- ( Log -) -^oo quand G" -> o car n^i; — ( J^ (Œ) ^t un

/ i\"polynôme en log- dont le terme de plus fort degré est w L o g _ ^

donc — ^y'f^) croît lorsque Œ décroît et tend vers zéro.

ô(^) _L

c.
V/2

(?^(^)r
-^(Œ)

y^ Log-

cî. |c7 — ^ | |^C 7+^^ ( 7+ ^ l î 8 ! z < — = î 0 n a
V'2

/ i \ / i v

i — -]=- ^:|cr4-.3|^:cr i4--7=
\ V2 ) ~ —— \ V 2

SI (7—^0, (T+^-^O.

UL / I N " .
Puisque 9" (s) ~ r ( log - ) , il existe £ > o tel que

•V

<5 ^ ^

. "r» mi

.^log^y
52 \ ^ S )

C Q^TTkYIC

< ^(S) <2 ^fiog'Y5^ b^

CO" (0- + S) 1 < 2 loe

i ^< y " ( a ) | > - ^ Log, ,

(-1

d'où

?" (^ + ;)
cp" (ff) <4

lot;

Log^

Ann. Éc. Norm., (3), LXXXIII. — FASC. 4. 48
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de sorte que

si o-<£,.,

'0-4-.
log < 2 ( L o g ^ J Si 0-<£i.

Donc si a <; min / —^—, £1 \? on a
i+—

V2

^((74-^)

9^)
< ^

Les conditions (i) et (iii) sont vérifiées, reste à examiner (ii) ; comme

s)^fo(s) lorsque s -> o dans tout angle |0 ^Q^^j il suffit de
montrer que :
f(

f«(s),—-,—,- est bornée lorsque s —^ o dans dans tout angle [ 0 ^ Op <: — •
J o \\ s \) 2

On a

/o(^)

/o(N) 2 r/ i \ra+i—À- / , \,;-(-i_^-i
_^4[(log,') -(Log^) ]exp > a^.

/!:=u

/î+i

== exp^ ̂  | iR
k=u

;+1

2 r / i \^4-i—A- / , \ -i
= exp a, pi log - Log—— ^-^ ,

,_ L \ ° / \ 1 's 1 / J

mais

10^ L = Lo^ T— + lAr^ L -

d'où

.(.o,-;'=(^_)'-c;(A^-y(^-y-i . 0 ( 1 ) ]

/»(<)
/.(M)

(on prendra C; == C^ ̂  o),

/"+!

= ̂ P ̂  ~ <(*c'';+l-^• (^S -} (Log —— [ i+o(i)J

! / » I \2•V^ / I \"—'-* )=exp -(^Arg^ ^a,C^,_^Log^t [ i+o(i)J .
Â-=0 ï
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On a donc

MO -^(-(^^'^^(^Tn)^1^00"^1 si i^^i-/«(s) 1 _„..„( ^ A ' V ^ r-i ( ï ^ l

1.3.2.3. Évaluation asymptotique de la racine unique de Inéquation
d''Ingham (qui tend vers zéro) lorsque oo tend vers l^infini. — Cette équation
s'écrit

n+ï
I X - ' / ,. , / T 1) n—k

(CT)== ^^(^4- 1 — ^ ) ^.(LOg^ =&).— ̂ w^ ^^( /24-1 "^ ̂ (^gi:
k=0

Posons Log - == ^; en prenant les logarithmes des deux membres et en

changeant les notations :

x -h Log^o^-^ b^x^-^-^-. . .4- bn) == Logco== F, ^o== (^ + i) ^o=== P-

Soit N un entier ̂  2 :
^+Log&^»(i+^+...+^,,)=p;

on a, pour x infini :il :
/ N \
/ — .̂ r^ \^+^Log^+Log^.+( y , — - ) +
\ <^ ̂  /
\ /==i /

/ ^ C / \ 0(1)(i) ^+^Log^+Log^.+ ^-z. +- , -=? ,xi / ^
\ 7==1 /

d'où x ̂  v^ posons
x-=. p+ Fi, ^=o((Q ;

en portant dans ( i ) :

[ N -[

(.) ^Log( .+ rO+Log^+ ^^^.+0^=:-.„
/=i J

JLJ^t;

P"1d'où Vi/^ — n Log ^, donc -± -> o quel que soit m ̂  o,
/ N + 1 . \

Log(P+. , )=Log.+Log(I+^)=Log.+(^C' / .^)+ o^ ) ( -Ç,—— 1 ———— ——-?-! r '- 1 / 1 v-' / / 1 • ^ N ——————^ y " \ ^-J 7 ̂  / ^î< ^
\ v/=l /

' ^ \ , ° ( 1 ) .( N \

Log (.+.,)-Log r+ ^C,.g)+o^ )i
i=i /

par ailleurs :
N N N r /'<-1 , \
V c/ v ^Y. , ('' V-V c/ / V r" (;î U 0(I)
^(p+.o/^^^^-^T; -t^H^0^;^^
/=1 /==1 7=1 L V==0 /

2^-^N ^J^i.l-i^1

_____ _____ C 7-1_____________ 1 , °_ii) .
(Y-^ l "̂  ^ — \ ^-J ^ / ' ~^ '

/ V CyC/^^\ , o( l) _| V/=( 2^ çy^ )+ ~^ ~ \ ̂ j-
\ / ^ 1 , . . . , N / V=l
\^=0,. . . ,N-l / N
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en portant dans (2) :
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1 N ^Q^4-^CyG;,,_,^\

^Log^4-Log^.+l ^ —————y——^—————— J + 0 - /

<7=1

soit

(3) T T FV W(^) 1 0 ( l ),,Log^4-Log^+ ^ ^ + -^-
U==i J

Q^ étant un polynôme de degré ̂  l ou identiquement nul.

De (3) on déduit

('i == — n Log^' — Log^ — (^ avec c.j ==: o ( i ) ;

en portant dans (3) :

(^ (—^Log^—Log^+F. ) 0 (1 )2 ^N

En développant suivant les puissances de (^ :

(4)
N YQ^^o^^ ^Q^Log^

v/^o/ j °iLl
CN

Qi^^ étant un polynôme de degré ̂  ? — j ou identuqment nul.

De (4) on déduit

^-Q^(Log.)+^-Q^(Log.)^ ^
^ V V ' '

En portant dans (4) :

(y v Q^/'^Log^) 1-Q.V. (Logr) +^) 0(1) _ Q^. (Logr) _ ^^ (Logr) ('3
) ^-J ^J (̂ +./ ( 1 ^ ~~~ V V
[l=l f=o ]

En ordonnant suivant les puissances de - ;

/ 4- y == À', j' == À — / pour k et Z fixés ;

0 ̂ j ^=.^1 ° ̂ ^ — ^ ̂  ̂  ~ ̂  ^ ̂  ̂  pour /i fixé ;

^^^2/, I^^^2N;
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donc

^ Q^-4' (Log^) [-Q^ (Loge) + ̂ F-'

o(1) _Q21,)l(Log^ ^
S1

Â-=i

d'où
^ Qi^-*' (Log».) [- Q,1,', (Logp) + ̂ p-'

N 1.
"^.l^-k2^ ^

O ( l ) _____ ^3
r^N —— o '

En développant suivant les puissances de ^3, le coefficient de ^ pour k
et Z fixés est un polynôme de degré d avec d ^ i l — k - { - k — l — j = l —7*5
lorsque l varier étant fixé, on a o ̂ j' ̂  k — l, l <^_ k — j, donc d ̂  k —ij\
d'où

^ Q^7^0^)^'
w ^ o^/^ ^s-

yfc=2
^

0 ( 1 )

Q^2^ désignant un polynôme de degré ^k — ij ou identiquement nul.

Démontrons par récurrence sur m {m ̂  3) qu'il existe une suite ̂  et un

ensemble de polynômes QS^/ ? ̂  m —i, i = l — (m — 1)7, o^j ̂  ——

avec degré de Q^,/^ i ou Q^/ identiquement nul, tels que, quel que
soit N ̂  m — i, on ait

(6)

(7)

(8)

— \'m-ï,m-2 ̂ °ë^ -1- ̂çm-1 v

^m==o( l ) ,

^ Q^r^^Log^)^
N ^

yi ^^^-i
2j v1

/== /«— 1

°(1) ^
' ^N ^m-2

Nous supposons donc le résultat établi pour tous les entiers ^- m
avec m ̂ - N.

(8) entraîne
- Q!n%?li (Log^) - Q,0:̂ , (Log^) ̂  0(1)

•Q!n%1-).l(Log^-h^^l
avec Vm^ •==- o ( i ),
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soit
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-QS^i(Logp)+^

^^i==o(i)

c'est-à-dire (6) et (7) dans lesquelles m est remplacé par m 4-1.
Portons dans (8) :

S V Qfer-1^ (Log ̂ ) f^- Q^^i (Log ̂  + ̂  y ] 0 (1)
^ .7^7————————————}+-^-

/=ÎW-1 /o-^/--^——' ^ •W—l

Q^7^ (Log^) - ̂ ^^

ordonnons suivant les puissances de -; posons

/+/=A^ / = = Â — / , o^/^l——— Q^-k—ï^,—/—,
—•/ — m — i — — /// — im — ï — — ///

m ^^ X T Vm——^-k^l^k, m^i^-k^^—^O^)',m — — — — m — ï '

d'où
^ W-1 ̂ -^ (Log ̂  [- Ç;^^ (Log ^) + ̂ ,̂1^

2 ^-<-.é^A 0(1)<•=;»—ï
_ Qi,m7^l(Log^) _ v,,^

qui entraîne

^ Q^<'»-r^-/" (Loge) [- Q^^, (Logr) + ̂ ,]*-/

2
o(i)

»'N f

Nous développons le ^ suivant les puissances de v,n+ti le coefficient
/

de v'm+i pour k et l fixés est un polynôme de degré <^, avec
d^l- (m-i) (/.-/) + (w-i) (A-- /- / )=/- (,n-l},=l+j-m/;

o^y '^A '—/; l+J'^k; d ^ k — m j ;
d'où

I;

y Q^'V' (Loge) c,̂
-A" ^ 0 (1 ; _ _ ^m+l

(;N — ^^-1 '
N ,.

^ °^-

^

qui est la relation (8) dans laquelle m est remplacé par m + ï.
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Quel que soit l'entier m, on a donc
(^(Lo^) Q:^(Lo^ Q^i^(Lo^)+o(i)

^ = ^ — /? Loge — Log^. — -——^——— — ———^—— — . . . — ——————^—————— •

En simplifiant les notations, on a :
Quel que soit l'entier m, il existe un développement asymptotique de x

de la forme
Ri(Log,') R^Log^) , R^ (Log^ ) -ho ( i )

.z? == ^ — /?. Loge — Log^i + —————— + ——^—— +...-+- ——————,———— »

R, étant un polynôme de degré au plus égal à i ou identiquement nul.

1.3.2.4. Démonstration du i°. — Le théorème d'Ingham donne
r/î+i ~| \
| „ / i \n-+}-k | 1

exp. ^^H1-0^^) + ^ < = ^ ^
^ . . l À-=o __________J_____)
P (?/.) ̂  ————-——————————————r————————— î

\^^"^Y
avec

/ iV-7-
lo^^^^, u=w, c==Log^, (7z^==:o-G)==^ ^ _ ^ _ I — Â - ) a^Log ^J ?

À-==o

donc
r" n -+-1 "l

V^.fLog1)^ ^ + ucr est un polynôme en x de degré n +i dont le

^ ^+4

/l
terme de plus fort degré est —i— rc^4.

Quel que soit m, on a

T T ^ vML0^! L-0(I)
^= c+ ( — / / L o g F — L o g ^ ) + ^ ——^—— + ^-r»(,1/ 1 (>"t—l

/ ? i — - i
.v^

d'où
7» — 1 1 7»

, y iR/(Log^
1"^ ^

/=i J
.»'»= ^+(-7^Log^•-Logpl)+^I^-(^g^) + 0 ( 1 ) ;

/=i

en élevant le crochet à la puissance m, chaque terme est de la forme

^(- /iLogp-Logp.)^[Ri(Log^)]^.. .[R^_i(Log^)]^-^
p?i+^-,̂a,: P:i....,?,,,-i ——————————————^+2^+...+(m-D^,,-t

avec a ,+a ,+P,+ . . .+ [3.̂  == m; si a, < E3i+ 2 [3o+. . .+ (m-i)^-i,
ce terme est égal à 0(1); si a^P,+ 2 p 2 + . . . + [rn - i) [L-i^ce terme est
un polynôme par rapport aux deux variables v et Log^ de degré
^ a, + a,^ m; en définitive ^= S,,(^ Log^) + 0(1); S,, étant un poly-
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nome à deux variables de degré m, le terme prépondérant de S,,(p,Lo^)
lorsque v est infini est ^m.

Donc
r n+i -i

V / /T ï V^1-71'J^(Log^ + ^ c r = S ( ^ L o g ^ ) + 0 ( 1 ) ,
l_k=0 v / J

S polynôme à deux variables de degré n +1, le terme prépondérant

de S(^ Log^) est^ ^+1 ; donc

^ ( ^ ^ . ^ ^ ( ^ L o g ^ ^

[aTro-^^o-)^
mais

(^(o-) ^^^Log^Y'/^pip71,

[27^Œ2^(Œ)]^V/27^^==exp^^LogF+^^27^}

donc
^ ( u ) ^/exp[W(^ Logr )^==exp[W(Log^ , LogLog^^)]

et

A ( ^ ) = = ̂  ^~exp[W(LogLog^, LogLogLog^)],
NA^.r

avec W polynôme à deux variables de degré n+i, terme prépondérant

de Wi (LogLog^, LogLog Log^) pour x infini : -̂ - (Log Log^)7^.

Le théorème 1.2.3 donne

x „
3Û' L02'.^72 (v ( x ) ^^]Lo^(LO^LO^•r)7^exp[W(LogLog^ Log LogLog^)

=:.cexp[V( LogLog^, Log Log Log^)].

DÉMONSTRATION DE LA DEUXIÈME PARTIE.

1.3.2.5. Théorème taubérien d'Hardy et Littlewood (3). — Soit L(x)
une fonction positive continue pour x > o qui vérifie pour chaque À >i :

,. L(^)lim ——— ==i,
.r^oc L(^)

SI
,.4-00

/(^) == j c-^F (^) ̂  converge pour s réel > o avec F ( t ) >o avec r m > o

(^O^Ta on ̂ s^0^ 0/" se/''es XI- on Aérien theorems [Proc. London math. Soc.,
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et si
f ( s ) ̂  L ( - ) lorsque s-> o par valeurs positives avec T >* o,

on a, lorsque x -> 00 :

F(.)^^L(.).
1.3.2.6. Démonstration du 2°. — Par hypothèse

^(Nî^^'0^^0^'
P € E

donc
N^ ————— ^ o- exp^ —TT-—— ̂  s' e"1 [ - } si s -> o
Z^ (NA)^1 h p^ (NP)^1 & \ 5 7
A P

par valeurs positives.
Posons v{e"-) = a(u), on a

2 (Nl)^ =f^ ^ e^11 d^ (u) =: (' + I ) .{ ^ ̂  ̂

-^^-^^-^-(^y;
nous prenons T== p., L(rr) = fonction Cte = g^, F(u) = ^~5 1e ^éo-
rème donne

f•^'a(^) , x^
i ^-^--ITT-^)^-

mais
V I r1''// ^^ fLOS•rrfa(«-)
iNA=J, t^^^J, -^

NA^.r 1-

- a(LO^) + f""?^ ̂  = ̂  + r"' ̂ i ̂
x J, eu x J, e11

et
. , X ^ I V (^) / X^ I \

^^Lo^l NA-5 -^-=0 2 ^ N A r
NA^.r \NA^,r /

donc

{I-o(I)i2ïsï=/l>°'ï^^=fI+o(l)S^(fî^(LO^)''
NA^.r 0

V I ^ _ §en' (LOQ..T)^'^ NÀ r ( 14- p . ) v ft /
NA^.r

de là on déduit

^^r(f^ IL.̂ ) (^••^-r^^0^'1"'-
Ann. £c. Norjn. (3), LXXXIII. — FASC. 49
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Dn-semi-groupes.

1.3.3. DÉFINITION. — n étant un entier supérieur ou égal à zéro, nous
appelons D^-semi-groupe un semi-groupe norme (E) tel que, pour ûis > o :

(H) ^(s) z=^--———^a,(s)[}o^1) +^ ( . ç ) ( log 1 ) +...4-^)log I+a,,+1(^
^— ^ i^ r ) ^ A y ^ A / A
P G E

avec les fonctions a; (s) holomorphes pour ^5^0, réelles pour s réel,
et ao(o) > o.

(L'existence est démontrée dans le chapitre 3 de la 2e partie.)

1.3.4. THÉORÈME TAUBÉRIEN. — Soit F un sous-ensemble (K un semi-
groupe norme et ^{x) le nombre des éléments de F de norme au plus égale à x.
Si Von a pour Ois > i :

^(NïT^i^^O0^-^)"^^1)-
A € F /=0

avec les fonctions a y (s) holomorphes pour ffis ̂ i et Oo(i) 7^ o, alors on a,
pour x infini :

, x (Log Log ^)y~1

^)-^(1) Log^
(Transposition, dans un cas particulier, du théorème b des Annales.)

1.3.5. COROLLAIRE. — Un Dn-semi'groupe est un ^'^-semi-groupe pour
lequel p. == (n + i) ao(o).

Démonstration. — i° D'après le théorème précédent, le nombre des
éléments de E, de norme au plus égale à rc, est équivalent, pour x infini, à

. x (Loff A^os.œV1

{n + i ao o —————b——,Log^

donc (E) est un A^-semi-groupe.

2° Lorsque s -> o,
ai (s) =za,(o) -^ s\a,{o) + 0(1)].

Lorsque s -> o avec Û^s > o :

/ i Y [ i Y^(•ç) 10^ - =^-(o) log- +0(1),\ " / \ " /
donc

( i v^"1 / i \1 i
^(.î) == ^o (û ) 10g - ) +(2i(o) ( 10g- +. . .+ <^(0) log- -4-^+1(0) +0(1).

b j \ À y A
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1.3.6. DÉFINITION. — Un ensemble d'éléments premiers E qui vérifie
l'hypothèse H est, d'après le corollaire précédent, de degré n; nous dirons
que E est un H-ensemble d'éléments premiers de degré n.

D-semi-groupes.

1.3.7. DÉFINITION. — 1° Nous dirons que le semi-groupe norme (E)
est un D-semi-groupe si l'on a, pour ûis > i :

1 U ( S )2 (NA)^ '~~ ( s — i ) ^
A€(E)

avec p- > o, u(s) holomorphe et u{s} ̂  o pour (Jis^ï.
2° Nous dirons que l'ensemble d'éléments premiers E est régulier si l'on a

pour (Sis > i :

Sw-^10^^'
P € E

avec p-^o, a(s) holomorphe pour cUs^i (définition de H. Delange).
Si ^ > o, E est un H-ensemble de degré zéro et de densité y..

1.3.8. THÉORÈME. — Pour que le semi-groupe norme (E) soit un D-semi-
groupe, il faut et il suffit que l'ensemble E soit régulier et de densité strictement
positive. Puisqu'un ensemble régulier de densité strictement positive est
un îî-ensemble de degré zéro, un D-semi-groupe est un D-semi-groupe.

Démonstration. — La condition nécessaire est une transposition de la
démonstration de la page 27 (2-2) des Annales et la condition suffisante
est immédiate d'après le corollaire 1.1.7 :

^(Nïy-^^^^fS^I
A L P J

-.^e^^^-^^^ - u(s) Pour ^>i,—^)6 — ( s - ï ) ^ ~ (s-î)^ 1

g (s) holomorphe et g {s) ̂  o pour Ûis > ^ donc u{s) holomorphe et u{s) -=^- o

pour Ûis ̂ i.
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DEUXIEME PARTIE.

ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS
DANS LES A,-SEMI-GROUPES.

CHAPITRE 1.

EÇUIRÉPARTITION ASYMPTOTIÇUE

DANS CERTAINES PARTITIONS D'UN A^-SEMI-GROUPE.

Après avoir défini les partitions ^T, on caractérise les éléments d'une
classe d'une telle partition; la technique utilisée est la représentation d'un
grgupe abélien fini par l'une de ses bases.

On considère ensuite une partition c? d'un A/.-semi-groupe et l'on suppose
que, pour chaque classe, l'ensemble des éléments premiers qui appar-
tiennent à cette classe possède un degré. On montre alors que, dans ces
conditions, les nombres des éléments du semi-groupe, de norme au plus
égale à x, respectivement contenus dans deux classes différentes, sont
équivalents lorsque x tend vers l'infini; on dit qu'il y a équirépartition
asymptotique des éléments du semi-groupe entre les classes.

2.1.1. DÉFINITION. — Une partition ^ d'un semi-groupe (E) est une
partition qui possède les propriétés suivantes :

i° Le nombre des classes est fini et strictement supérieur à i.
Il est défini dans l'ensemble des classes une loi de composition qui

donne à cet ensemble une structure de groupe abélien fini. Cette loi sera
notée multiplicativement.

2° La multiplication des classes est compatible avec celle des éléments
de (E).

3° Quelle que soit la classe considérée, l'ensemble des éléments premiers
qui appartiennent à cette classe n'est pas vide.

2.1.2. BASE DU GROUPE. — D'après la théorie des groupes abéliens finis,
on sait qu'il existe des classes Bi, Ba, . . . , B ^ telles que chaque classe
s'exprime d'une manière et d'une seule sous la forme

B0'1 R^ B0'»"l • "î ^ • • • 1 ' - ' f i

avec
o ̂  ai < 7?i, o ̂  a.2 < //2, • • • , o ̂  y.n <, h,^

hi('> i) étant l'ordre du groupe cyclique engendré par B^.
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On dit que Bi, B^, . . ., Bn forme une base du groupe; nous poserons

B(a^a,, . . . ,a/ / )=J3^. . .Bî" .

^a,...a,(A) est le nombre des facteurs (distincts ou non) qui appartiennent
à B(ai, a^, . . . , a ^ ) dans la décomposition de A en facteurs premiers.
Lorsque A sera fixé, nous écrirons pour simplifier : U^a,...a,..

2.1.3. THÉORÈME. — Pour que A appartienne à la classe B(ai, 0.25 ..., a^),
il faut et il suffit que

Vai^a i . . . a«=^i ( inodAi) ,

(I) {YaA,...a,...a,^=^(niod/î,),

Va,Ai...a^==<^(modA,0,

Les ̂ , sont étendus à tous les o^ avec o ̂  o^ < hi.

Nous désignerons par (I') le système homogène associé à (I) :

a^ = a^ =. . . == Un = o.

Démonstration. — En effet, A étant fixé, la classe de A est

JT (BÎ- ... B^)0——— f[ Bf1 ̂ -^... B^ "°—— == BS^ ̂ —... B^-Q--... B^"Q

ai,...,a^
o^a;</^
i^f^^

Remarquons que les û^ ...a,(A) sont des entiers ^o, s'ils sont tous nuls
nous conviendrons que A = e.

Si Oi= 02===. . . = dn= o la classe correspondante est la classe unité
du groupe appelée classe principale.

2.1.4. ÉTUDE DU SYSTÈME (I). — Les t2aia, . .a, , sont les inconnues, les
ai, a.j, . . . , a ^ sont connus. L'inconnue û^as. . .a. . .a, , dans laquelle a/== o^
figure dans la i1'1111'' équation avec le coefficient i et ne figure pas expli-
citement dans les autres; nous dirons que c'est une inconnue principale.
Il y a M inconnues principales (i = i, 2, . . ., n) ; les autres inconnues sont
les inconnues non principales.

Nous pouvons donner des valeurs entières arbitraires aux inconnues
non principales et chacune des équations nous donnera les valeurs de
l'inconnue principale correspondante.

Les solutions de (I) peuvent être définies module le p. p. c. multiple m
de Ai, /i2? . . . ? hny leur nombre est alors fini. Toutes les solutions de (I)
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définies mod m peuvent s'obtenir en ajoutant une solution particulière
de (I) définie mod m à toutes les solutions de (F) définies mod m. Le nombre
des solutions de (I) définies mod m est égal au nombre des solutions de (I')
définies mod m et ce nombre ne dépend pas des a/; nous allons d'ailleurs
l'évaluer.

Soit h = hih-2. . .hn le nombre des classes.
Il y a n inconnues principales, donc h— n non principales.
On peut donner à chaque inconnue non principale m valeurs dis-

tinctes (mod m), ce qui fait m'1"" possibilités.
Les inconnues non principales étant fixées, la i1^ équation détermine

l'inconnue principale correspondante (mod A/), cette inconnue prend donc

une seule valeur définie mod h^ c'est-à-dire Î1- valeurs (mod m).

Le nombre des solutions de (I) définies mod m est donc
m m m m
. __ \/ ___ \^ •s /̂' ___ \(/- Wl't——^ • .. .____ ^

À! Â2 * hn h

2.1.5. CONSTRUCTION DES PARTITIONS % DE (E). — Soit AI, . . ., hn des

entiers >i. Construisons une partition de E en h = hih^. . .hn ensembles
non vides, soit E(ai, a,>, . . ., o^) (o^a,<A,) l'un d'eux.

û^ ...a,(A) est le nombre des facteurs (distincts ou non) qui appartiennent
à E(a j , a,,, . . . , a^) dans la décomposition, en facteurs premiers, de l'élé-
ment A de (E).

L'ensemble des A de (E) dont les Û(A) correspondants sont des solutions
de (I) constitue la classe B(ai, 02, . . ., a»); on vérifie que E(ai, a^, . . ., an)
est contenu dans B(a.i, a.j, . . ., an).

Chaque A de (E) appartient à une classe et une seule; en effet si A est
connu, les Û(A) sont connus, les premiers membres de (I) sont connus,
donc les a et la classe sont connus; il y a bien partition de (E).

En désignant par r^Ça) le nombre tel que
ruz{a)=^a (mod/i), o^r^(^)<Â,

la loi de composition du groupe est définie par
B(6^ a,, . . ., 6//,) B(a\, a',, . . ., u^ == B[r^ (ai+ u\), . . ., yî^(^/4- <)].

Il en résulte qu'en posant B,== B(ai , . . ., a/, .... an) avec a/== o,y, on a
B(a i , a,, . . . , a/,) =K^...B^.

Montrons que la loi de composition du groupe est compatible avec la
multiplication des éléments de (E) :

AçB(ai , . . . , a n ) ==> (l)^a^a,..a,(A)-^ (modÀ,-),

A /€B(^ , . . ., <) => ^a^2a,.,a,(A'):EEa;. (modh,)
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d'où
^a,[^a,..a, (A) + ̂ a,..a, (A')] =EE a,-i- a;. ) (modAQ,

Va^a,...a,(A.A')=^(a,+6< ) (modhi),

ce qui montre que
AA^eBI^/^ai+a,), ..., Yi/^(^+ 64) ] ==B (6/1, . .., tt/,) B(<<, . . ., 0.

2.1.6. SIMPLIFICATIONS DES NOTATIONS. — Les h = ht. . . hn classes
sont désignées par Co, Ci, . . ., C/,-1; Co est la classe principale.

Û,(A) est le nombre des facteurs (distincts ou non) qui appartiennent
à C, dans la décomposition de A en facteurs premiers.

E, est l'ensemble des éléments premiers qui appartiennent à C,.

2.1.7. THÉORÈME I. — Soit une partition ^ d'un ^-semi-groupe (E).
Si, quelle que soit la classe de la partition, l'ensemble des éléments premiers
qui appartiennent à cette classe possède un degré, il y a équirépartition asympto-
tique des éléments de (E) entre les classes; c est-à-dire que les nombres des
éléments, de norme au plus égale à x, respectivement contenus dans les classes^
sont équivalents lorsque x tend vers V infini.

Démonstration, — Pour que A appartienne à C,, il faut et il suffit que
les Û(A) correspondants soient solution de (I). Pour i fixé, les seconds
membres de (I) sont connus et dépendent de i; chaque solution de (I)
s'écrit alors avec les nouvelles notations :

m
i2o(A)E=(3o,y (modm),
^(A)EEE(3i,y (modm),

2 -̂i (A) =E= (3^-1,7 (mod m}

TY1 ^ Î7J ̂  \
, — puisqu'il y a -,- solutions définies mod m quelle que soit G; j./ . m" . ,., m

( / = = i , 2, . . ., -,- puisqu il y a -,- solutions dennies moa/n queue que son ̂

A deux solutions différentes définies mod m de (I) correspondent deux
ensembles disjoints de A.

Si v(^) désigne le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale
à x, le nombre des éléments de C, de norme au plus égale à x correspondant

à la solution (II) est équivalent pour x infini à ̂ - d'après le théo-
rème 1.2.5.

Le nombre des A de (E), de norme au plus égale à x, qui appartiennent
à Ci est donc équivalent à

v (x) n^1 _ v (^)
m^ h h
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CHAPITRE 2.

ÉLÉMENTS DE LA CLASSE PRINCIPALE,

INDÉCOMPOSABLES EN PRODUITS D'ÉLÉMENTS DE CETTE CLASSE,

DANS CERTAINES PARTITIONS ?̂ D'UN A, -SEMI-GROUPE.

La classe principale d'une partition ® d'un A/.-semi-groupe forme elle-
même un semi-groupe. Il existe dans ce semi-groupe, en plus des éléments
premiers, des éléments non premiers qui sont indécomposables dans ce
semi-groupe; c'est-à-dire qui ne sont pas le produit de deux éléments de
ce semi-groupe (tous deux différents de l'élément unité). Le théo-
rème 11(2.2.5), qui est le théorème principal de ce chapitre, donne un
équivalent, pour x infini, du nombre des éléments précédents, de norme
au plus égale à x'y les hypothèses sont les mêmes que celles faites dans le
théorème 1 d'équirépartition asymptotique.

En cours d'étude il s'est introduit un entier t lié à un groupe abélien
fini, t est égal à l'ordre du groupe dans le cas où le groupe est cyclique.
Dans le cas où le groupe n'est pas cyclique, pour obtenir un minorant de t,
nous avons établi une relation d'inégalité dans les groupes abéliens finis
(théorème 2.2.11).

Signalons aussi une application à l'arithmétique : le théorème 2.2.9.

2.2 .1 . RECHERCHE DES ÉLÉMENTS DE Co INDÉCOMPOSABLES DANS Co. —

La classe principale Co est stable pour la multiplication; elle forme un
semi-groupe. Il existe des éléments de Co différents de e et non premiers
qui ne sont pas le produit de deux éléments de Co différents de e\ soit E(,
l'ensemble de ces éléments. L'ensemble des éléments de Co, indécompo-
sables dans Co, se compose de e, de E^ et de l'ensemble Eo des éléments
premiers de Co.

Reprenons les notations simplifiées du paragraphe 2.1.6, les classes
sont désignées par Co, Ci, . . . , C / , _ i et les ti(A) correspondants par
i2o, i2i, . . . , H/i—t'

Si un élément A de Co est divisible par un élément A' de Co avec A'^A
et A'T^e, on a

^o (A.^) ̂ o (A), ^ (A^) ̂  ̂  (A), ..., ^_i (A^) ̂  ̂ _i (A),
A^A, A^;

il existe donc une solution û '==(JQy, . . . , û ^ ,) de (!') différente de la
solution nulle et de la solution t2(A) == [ûo(A), . . ., û/,_i(A)] telle que

(i) .Qo^^o(A), . . . , ^_^^_i(A);
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réciproquement, s'il existe une solution de (I') qui satisfait à la condi-
tion ( i ) , qui est différente de la solution triviale zéro et différente de Û(A),
l'élément A' obtenu en faisant le produit de û, facteurs premiers pris
parmi les ûo(A) facteurs premiers de A qui appartiennent à Co, . . . ,
de û/^ facteurs premiers pris parmi les û/,_i (A) facteurs premiers de A
qui appartiennent à C/<-i, est différent de A et de e et divise A.

2.2.2. RELATION D'ORDRE NON TOTALE DANS LES SOLUTIONS DE (!'). —

Soit deux solutions de (F) :

^=(^0, ..., ^__,), ^=(^0, • • - ^-i);
^ ̂  i2 (î  inférieure à ^) . <=> ^, ̂  ̂ .,, . . ., I2// - , ̂  I2/,_j.

Une solution est positive si elle est supérieure à la solution triviale;
strictement positive si elle est positive et différente de zéro. Nous dirons
qu'une solution est minimale si elle est strictement positive et s'il n'existe
pas de solution strictement positive qui lui soit strictement inférieure
(c'est-à-dire inférieure et différente).

2.2.3. LEMME. — Pour qu'un élément A de Co appartienne à Ey il faut
et il suffit que ûo(A) == o et que la solution û = (o, îîi, . . ., û/<_i) de (I')
associé à A soit une solution minimale de (!').

Démonstration. — Si l'on remarque qu'un élément de E, n'a aucun facteur
premier appartenant à Eo, donc que û o ( A ) = o , le lemme est la consé-
quence immédiate de la conclusion du 2 .2 .1 et de la définition 2.2.2.

2.2.4. PROPOSITION. — II existe des solutions minimales de (I')
avec ûo=o. Le nombre des solutions minimales de (I') est fim.

Si m, est l'ordre du groupe cyclique engendré par Ci, la solution
(o, ûj, . . ., û/, . . ., û/,_i) avec Qj= m,o/:/ est minimale car le produit
de mi facteurs premiers appartenant à d appartient à Co et le produit de
moins de m, facteurs n'appartient pas à Co.

Pour que la solution de (!') :
m11

(^o, i2,,...., .QA_,), ^^i^/ (nwàm), o^^-<m, i^^-^,

soit minimale il est nécessaire et non suffisant que

^•==(3,-/ si ^•y-^o; ^1=0 ou ^i=im si (3^=o;

il en résulte que le nombre des solutions minimales est fini.

2.2.5. THÉORÈME II. — Soit Co la classe principale d'une partition ^
d'un .^r-semi-groupe (E); r^x) et r^(x) respectivement le nombre des éléments
non premiers de Co et le nombre des éléments de Co {premiers ou non), de norme

Ann. Éc. Norm. (3), LXXXIIL — FASC. 4. 50
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au plus égale à x, indécomposables en un produit de deux éléments de Co
[tous deux différents de Isolément unité).

Si, quelle que soit la classe de la partition, ^ensemble des éléments premiers
qui appartiennent à cette classe possède un degré.

i° On a, pour x infini :
,.. ,r(Lo2.- Loû'.r')1""•n (^) ̂  K ——4—!—/—Log^

avec K constante strictement positive, T réel supérieur ou égal à 2. {Si les
degrés des ensembles d7 éléments premiers contenus dans les classes autres
que Co sont entiers, T est entier.)

2° En désignant, pour x infini, par

[1-4- o(i) |^.o-,——— LogLog^)7 '",
1^0 g X

le nombre des éléments premiers de Co de norme au plus égale à x, on a,
pour x infini :

.. x (Loi*- Lo^.r)^ ' . ^TÎ, (^) - I\ —v—^—^-— si T - i > /•„ ;
.1^0 g X

(Ceci a lieu, en particulier, si tous les ensembles d'éléments premiers contenus
dans les classes sont de même degré.}

i x x (Lo°- Loi1'.^)1'"1 . ,„
Yîi (^) ̂  (K 4- fJ.,,) ——^——————&————— .S7 T - 1 = /•» ;

1^0 g\Z"

„,(.,) ̂ ^^^0,^ .̂ ^_^^

i^Og'^'

lîn ^À1 ensembles d'éléments premiers contenus dans les classes autres

que Co sont de même degré q, t == —— est un entier supérieur ou égal à 2

qui ne dépend que du groupe de composition des classes.

Démonstration. — Le nombre des A de norme au plus égale à x qui
appartiennent à E(, est égal à la somme des nombres des A, de norme au
plus égale à x, qui correspondent à chaque solution minimale de (I') pour
laquelle iîo = o.

Soit ûo= o, ûi, . . ., û/,_j une telle solution, d'après le théorème 1.2.6
le nombre des A, de norme au plus égale à x, qui correspondent à cette
solution est équivalent à

(_ÎJ'_\al ( ^-. \^11-1 (/<,+l)^.+...+(/•/^-.+l)^-,
\ ^ ^ - i } " \ /'/.-,+ J ) 1 2 , 1 . . . i2//_,!

x ——— (l.og Lo^r)'7'1-' iî^i+...+(^-1+1)^-1-- '.
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Soit T le maximum de ( r , + 1)^1 + . . . + (^-i+ 1)^-1 lorsque
û==:(o,ili, . . . , û / , _ i ) décrit l'ensemble des solutions minimales de (I')
avec ûo= o et

K-T x y f_^_Y\..f ^ y^K - 1 x 2^ ^,+1^ \r^4-i; ^!...^-,!
Qi, ...,0/,-i

(0, Qi, .... î,}/(_i) f.sl solution minimale <lc (I')
(/•i 4- 1) î.2i 4-.. .+ (rh—i + 1 ) û/i—i ==T

On a
^(Lo^Lo^)^-^(^)^ K——-——:————5Log^

T ̂  max ( ri — i ) m; ̂  2 ( / == i, 2, . . ., h — i ).

Si ri, r.^ . . . 5 r//_i sont entiers, T est entier.
Le nombre des éléments de E',, est prépondérant devant celui des éléments

de Eo si et seulement si T — i > ro.
Si Y y = 7% ==.. .= Th-Y = Ç?

T= max ( 7 + 1 ) (i2i+. . .4- i2/,_i)== (q -\-\)t avec ^=:max(i2i4- ̂  + . . • + ̂ A-j),

( est un entier ̂ 2 qui ne dépend que du groupe de composition des classes.
Si ro= ri= r ^ . . . == r/,_i, T — i > ro puisque T^2 (ro+ i) > ro+ i.

Propriétés du nombre t.

2.2.6. LEMME. — 5i le nombre des diviseurs premiers d'un élément A
est supérieur au nombre h des classes, A est divisible par un élément de la
classe principale différent de e et de A.

Soit
A=PJV..l^ a^ec Â ->A ,

Pi, P_,, ..., P/, étant tous les diviseurs premiers de A distincts ou non.
Soit les diviseurs de A, différents de A et différents entre eux :

D, = P,, D, == P, ?„ . . . , D,_, = Pi P,.. . ?,_,.

Si deux de ces diviseurs appartiennent à la même classe, A est divisible
par un élément de la classe principale différent de e et de A.

En effet : D; | D/ si i <<j, ,— est un diviseur de A et

, D, Classe de D, -,
Luisse de — = -^———-,—r- = ̂ uUi Classe de u^

si classe de Dy^ classe de D^.

Si tous ces diviseurs appartiennent à des classes différentes, il y en a
au moins un qui appartient à la classe principale puisque leur nombre
k—î=^h nombre des classes.
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Par ailleurs nous avons vu que les solutions (o, ^i, . . . , ûy, . . . , ii/^j)
avec îî/= m,o,/ sont minimales (proposition 2.2.4) . On sait que le
maximum de mi est le plus petit commun multiple m de Ai, As, . . ., hn.
t = max (û.i + . . . + û/,_i) pris sur les solutions minimales (o, ûi, . . . , û/,_i)
de (F), donc

in^t^h.

2.2.7. THÉORÈME. — Pour que t = h il faut et il suffit que le groupe
des classes soit cyclique.

Démonstration. — Si le groupe est cyclique, m=h==>t=h.
Réciproquement supposons que t = h, il existe un élément A de E',,

dont la décomposition contient h facteurs premiers, soit Pi et Pa deux
de ces facteurs premiers et Pi, P,>, . . . . P/, l'ensemble de tous les diviseurs
premiers de A; Ci, €2, . . . , C/, les classes correspondantes. Les classes :
Ci, CiC.j, CiC.jC;}, . . . , C j C ' j C ; { . . . C / t - _ i sont h—i classes différentes deux
à deux et différentes de Co d'après le raisonnement fait plus haut; elles
représentent donc toutes les classes du groupe différentes de Co. L'une
de ces classes est égale à C^, cette classe n'est pas C i C s . - . C , car alors
on aurait C i C y C 4 . . . C , = = C o ; donc C i=C ' j . Deux diviseurs premiers
quelconques de A appartiennent à la même classe : Ci= 0^=...== C//.

Les classes du groupe sont : Co, Ci, C^, . . ., Cf"' ; le groupe est cyclique.
De plus nous voyons que les solutions minimales : (ûo, ûi, ..., £îy, .... û//_i)

pour lesquelles ûi-f- . . . -)- û/,_i= t = h == m, û o = = o , sont de la forme
û/= hàij, Ci étant une classe d'ordre h, c'est-à-dire une classe qui engendre
le groupe.

2.2.8. Détermination de K lorsque les ensembles d'éléments premiers
contenus dans les classes autres que la principale sont de même degré q et que
le groupe des classes est cyclique.

Le nombre des classes d'ordre h est y (A), chacune d'elles engendre le
groupe (y, indicatrice d'Euler). On peut supposer que ces classes qui
engendrent le groupe sont Ci, Ça, . . ., G^); on a

K=T y f^y-^+i)-^^--^^^ \ q -4-i / h\ v / / A! ( y + i ) ^
1^^Ç(//)

K-^-t^-t——-ti^). T - h i a - ^ i }
(h-i)\ (y+i^-1 5 l-/^/+i).

Dans le cas particulier où [^i== [^2 = = = . . . = [̂  ̂ = [^, on a
^ ?(^)^

( A _ I ) Î (^+,i)/ .--•

2.2.9. THÉORÈME. — Si /c==2, 4? P^ 2^ (p premier > 2) ; le nombre
des entiers naturels au plus égaux à x^ qui sont congrus à i (mod k) et qui
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ne sont pas le produit de deux nombres congrus à i (mod k) (tous deux diffé-
rents de i) est équivalent, pour x infini à

cp[cp( / . ) ] .^(Lo^Lo^)?^-' , . . ,,„ , ,— ' • v / J———- ——î-—^———— (co fonction d'huler).
[^(k)^[^(k) -i|! Log^ V 1 5 t /

Démonstration. — E est l'ensemble des nombres premiers moins l'en-
semble des diviseurs premiers de /c; % est la partition déterminée par les
classes réduites (mod k). Le nombre des classes est / i==ç( /c) ;

^=•••=^-1=^=0. ^c^Â-)

Le groupe est cyclique si et seulement si k admet une racine primitive,
c'est-à-dire A' == 2, 4? P3'? ^P3'-

La dernière formule du 2.2 .8 donne le résultat énoncé.

2.2.10. SOLUTION MINIMALE ATTACHÉE A UNE BASE. — Soit Une bâSê

quelconque Bi, B<j, . . . 5 B^; Ai, . . . , /^ les ordres des éléments Bi ,
Bj, . . . , B,,.

Soit A un élément obtenu en faisant le produit de hi — i facteurs premiers
appartenant à B^ h^— i facteurs premiers appartenant à B.j, ..., hn— i fac-
teurs premiers appartenant à B,, et d'un facteur premier appartenant
à B i B a . . . B^ :

La classe de A est

Rî-1. . .Bî" -^B,.. .B,= B^.. .B^= Co.

A appartenant à Eo, montrons qu'il n'est divisible par aucun élément
de Co différent de e et de A; en effet la classe d'un diviseur A' de A différent
de e et de A est :

soit
B^. . .B^'1 (o ̂  q,-^ //;— i avec l'un des a;^ o) ;

cette classe est différente de Co;
soit

B-, . . .B/^Co;

soit
Bf. . .B^ .Bi . . .B^=:B^4-1.. .B^1 ( i^a,+i^/^ avec Fun des a ,+i^/?,) ,

cette classe est différente de Co.
La solution minimale fûo== o, ûi(A), . . . 5 Û/,(A)] est déterminée par la

donnée de la base.
On a

^i (A) 4-. . .+ ^/((A) ==: Ai 4- ̂ 4-. . .+ /^— ^4- l ;
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il en résulte que
t > //i + 7/2 +... + ///, — /? ;

donc
t > max |7/i + A, +. . .-+- /^ — // ]

lorsque [Bi, Bs, . . ., Bn] décrit l'ensemble des bases.

2.2.11. THÉORÈME. — Soit G un groupe abélien fini et t^ t,>, . . ., t/ ses
coefficients de torsion [facteurs invariants}.

Quelle que soit la décomposition de G en un produit direct de n groupes
cycliques d'ordre hi, A<_>, ..., hn {autrement dit, quelle que soit la base Bi,
Ba, . . ., Bn de G, l'ordre du groupe cyclique engendré par B, étant hi), on a

t^ + ^ 4- . . . 4- // — /^ //i + /U -4- . . . + //,/ — fl.

DÉMONSTRATION.

2.2.11.1. DÉFINITION. — Une M-matrice est une (m, ;) matrice réelle (a,,)
telle que a,/^o quels que soient i et 7; a,/^a/,^ quels que soient i
et j' = ï, . . ., l — i si l > i.

Une M'-matrice est une M-matrice dans laquelle a,/^i quels que
soient i et j.

Si A = (a,/), est une (m, l) matrice quelconque; on pose
6 (A) == a^a^. . .a^ + a^a^. . .a^-{- a^a^i. . .a^i

==. somme des produits des éléments des colonnes de A.

2.2 .11.2 . LEMME. — Si A est une M-matrice et B une matrice déduite
de A en effectuant des permutations sur les éléments des lignes^ chaque permu-
tation portant sur les éléments d'une même ligne, on a

0 ( A ) ^ 0 ( B ) .
Démonstration.

i° Remarquons que
oci^q
6,̂  j^al?l+a^^l^+^

(a i—a,0(p i—û,)^o ==> ai(3i+a,P,^aip,4-a2^

en effet

2° Désignons par T,,,_i l'application qui, à la matrice A, fait corres-
pondre la matrice T^_i(A) obtenue en transposant dans A l'élément a^
avec l'élément a^_4 (7^2).

Posons <t^y_i= T^y-^o. . .oT2, / - ioT, , /_ i (produit de composition). Soit
les matrices

A,= <Ï^ (A) , A,= ̂ ^ (A,) , . . . , A^=. <ï),,_^ (A^).
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Montrons que si A est une M matrice, on a

0(A)^0(A/ , ) ,

0(Ai) est obtenu en remplaçant dans 0(A) :

(</1./_^/-1. . .^/-l) (^^i,/--i^4->,/- l - • •^///./-l) + ( f l \^ ' - l / ' • •^:/) (^+1,/^+2,/. • •^mf)

par
((l^ffïf. . .^/ /) (^+1,7_1<//-K>,/ - r • • < 7 / / / , / - l) + (^1./-1 • • • ^1 , / -1 • • •^/./-l) (^•+1,/^4-'2,/. • .^///).

Comme
</i, /_i </.2, /_i. . . ai. j - \ ̂  «\ j ( i - i j . . . Oif

et
^^•+1 ^ y_i ^^•+l2, /—1 • • • ^m, /—-\ ̂  ̂ z+l, / ai^-•î,/' • • • a 1 n j •>

le 1° montre que O ( A ) ^ O f A i ) .
La matrice obtenue en supprimant de Ai les colonnes de rang supérieur

ou égal à j est une M-matrice, le raisonnement précédent montre que
0(A, )^0 (A, ) ; en définitive :

0(A)^0(A, )^ . . . ^0 (A / / ) . '

3° La proposition est vraie pour une (m, ?)M-matrice, supposons-la
vraie pour toutes les (m, k) M-matrices avec k^l—ï et démontrons
qu'elle est vraie pour une (m, l) M-matnce.

Soit A == {âij) une (m, l) M-matrice et B = (a^) une matrice obtenue
à partir de A par des permutations sur les éléments des lignes de A (chaque
permutation portant sur les éléments d'une même ligne).

Soit
a^ = Y/i/,^, (1.^ •=. <7,,̂ , . . ., d,^ == ^////,-,,,.

On peut toujours, en écrivant les lignes de B dans un ordre convenable,
et celles de A dans le même ordre [ce qui ne change pas 6 (A) et 0(B)],
supposer que

Â-^Â,^...^//..

Plus précisément soit

À 1 == / -2 = . . . = À /, > /••/,+1 = ̂ ,+2 = • • '

= h,, > . . . > /^_, > ̂ __^ = î-i,-^ = . . .== ̂  i,-=rn.

Posons
^•/Â- == ^ik ° ̂ z, À-+i ° • • • 0 <^. /•-•20 ^y, 7-1 (/l ̂ ./ — T ) c

Soit les matrices
Ci^^z.jA), C,=^^,JGO, • . . . , C^=^^^^(C,-0.

D'après le 2°, on a
0(A)^0(Ci)^...^0(C/,-i).
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La (/Cm)10"10 colonne de C^_i est identique à la première colonne de B.
Soit D la matrice obtenue en supprimant de C^_i la (/c/,,)'6"10 colonne et E la
matrice obtenue en supprimant de B la première colonne. D est une
(m, l — i) M-matrice, E est déduite de D par permutation sur les éléments
des lignes (chaque permutation portant sur les éléments d'une même ligne),
donc, par hypothèse 9(D)^.9(E), d'où

0 (A) ̂ 0 (C/,_i) = ô^/^)^ colonne de C^ + 6 (D)

^ 0 ( i01-0 colonne de B) + 0 (E) = 0 (B) .

2.2.11.3. LEMME. — Soit A une (m, l) M.''-matrice, R le produit de ses
éléments. Quelle que soit la décomposition de R = = A j À 2 . . ./?,/ en un produit
de n facteurs possédant les propriétés suivantes :

i° Chaque facteur hi est le produit d9 éléments de A.

2° Deux éléments de A contenus dans h, n appartiennent pas à la même
ligne de A.

3° Les n ensembles formés par les éléments de A respectivement contenus
dans Ai, À2, . . . ? hn réalisent une partition dans V ensemble des éléments de A.

On a
0 (A) — l^/ii + //2 + . • • + hn — n.

Démonstration. — Considérons la (m, m^matrice Ai obtenue en bordant A
à droite par des colonnes dont tous les éléments sont égaux à i, Ai est une
M'-matrice, donc une M-matrice. Soit Bi une matrice obtenue à partir
de Ai par des permutations sur les éléments des lignes (chaque permutation
portant sur les éléments d'une même ligne), soit n le nombre des colonnes
de Bi contenant des images qui sont des éléments de A et hi, h^y . . ., hn
les produits respectifs des éléments de ces colonnes, on a

î{=h,/i,...hn

et les hi répondent aux conditions de l'énoncé.

Réciproquement soit R === hih^. . .hny les hi répondant aux conditions
de l'énoncé, on a n ̂ - ml.

Soit une (m, ml) matrice Bi dont n des colonnes j ^ , j c î , . . . y j n sont
formées de la manière suivante : la colonne j/, contient les éléments de A
appartenant au produit h/,, chacun d'eux occupant la ligne dont le rang
est égal à celui de la ligne qu'il a dans A; les éléments de j / , autres que
les précédents sont égaux à i ; les éléments des ml — n colonnes autres
que^'i, /s, . . . 5 jn sont égaux à i, Dan8 ces conditions, Bi peut être obtenue
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à partir de Ai par des permutations sur les éléments des lignes (chaque
permutation portant sur les éléments d'une même ligne).

D'après le lemme précédent :
O ( A O ^ O ( B , ) ,

soit
0 (A) + ml— /^/ / i+ 7/.2+. . .4- /?//+ ml — n,

soit
0(A) — /^/^-4- //.2+. . .+ / / „—/?.

2.2.11.4. Démonstration du théorème 2.2.11. — On peut obtenir les
coefficients de torsion de la manière suivante ( /1) :

On décompose les hi en facteurs premiers, soit

^•=n^
PÇ-^i

E/ étant un ensemble fini de nombres premiers.

Soit A la M'-matrice définie, à l'ordre des lignes près, par les conditions
suivantes :

i° Tous les nombres p^r (diviseurs élémentaires) provenant des décompo-
sitions en facteurs premiers de hi, h'^ . . . , A , , sont des éléments de A,
chacun d'eux figure dans A le même nombre de fois que dans l'ensemble
des décompositions en facteurs premiers de Ai, h^y . . . , hn^ les éléments
de A, autres que les nombres précédents, sont égaux à i.

2° Les éléments de chaque ligne de A différents de i sont les puissances
d'un même nombre premier, les puissances de ce nombre premier figurent
dans une ligne et une seule.

3° II existe au moins une ligne A dont tous les éléments sont différents
de i ; il n'existe aucune ligne de A dont tous les éléments sont égaux à i.

Alors, (/ est le produit des éléments de la j16"10 colonne de A. Soit v
le nombre des éléments de A égaux à i, R le produit de tous les éléments
de A (R est l'ordre du groupe G), on peut écrire

R== J i ^h î . . . / i n / i n^ . . .A,n-v, avec A/z+-i== ^+2== . . • = ^+v== i ;

les hi répondent aux conditions du lemme 2.2.11.3; d'où

9 (A) — /^//i +//,+...+/^+ ^ —(n-^-v),

soit
^i4- ̂ +. . .ti— /^Ai+ / /2+. . .^-hn—n.

(4) Voir, par exemple, BOURBAKI, XIV, Livre II, p. 99.
Ann. Éc. Norm. (3), LXXXIII. — FASC. 4. 51
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2.2.12. COROLLAIRE. — Si le groupe des classes nest pas cyclique, on a

fi 4- ^ -4- . . . + // — / < t< //.

Démonstration. — Conséquence immédiate des paragraphes 2.2.7,2.2.10
et du théorème précédent.

Remarque. — Quel que soit le groupe, on a

/i + ̂  -r-... -+- // — / < t^ //.

Si le groupe est cyclique, il existe un seul coefficient de torsion ti -==• //, d'où

// — i <; t^ //, on retrouve t := I I .

CHAPITRE 3.

FACTORISATION DANS LA CLASSE PRINCIPALE

DE CERTAINES PARTITIONS ^ D'UN A, -SEMI-GROUPE.

Les éléments indécomposables dans la classe principale Co d'une parti-
tion ^î d'un A,.-semi-groupe, dont nous avons donné, sous les hypothèses
du théorème d'équirépartition asymptotique, une évaluation dans le
chapitre précédent, forment un système de générateurs de Co. Cette classe
est un semi-groupe à factorisation non unique. Le but de ce chapitre est
d'obtenir une évaluation asymptotique de la valeur moyenne du nombre
de factorisations d'un élément de Co, cette valeur moyenne étant prise
sur l'ensemble des éléments de Co de norme au plus égale à x. Rappelons,
en le précisant, ce qui a été dit dans l'introduction : en se plaçant dans les
hypothèses du théorème d'équirépartition asymptotique, on obtient
seulement un équivalent du logarithme de cette valeur moyenne; mais si
l'on suppose que (E) est un D^-semi-groupe et que, pour chaque classe
de la partition, l'ensemble des éléments premiers qui appartiennent à
cette classe est un H-ensemble, alors on obtient un équivalent de cette
valeur moyenne.

Par ailleurs signalons les paragraphes 2.3.4 et 2.3.5 qui établissent
l'existence des D^-semi-groupes ; celle des A^-semi-groupes en découle;
l'existence des A/.-semi-groupes (r réel ^o) ne pose pas de problème
sérieux. Les paragraphes 2.3.4 et 2.3.5 montrent également comment
les D^-semi-groupes se sont introduits naturellement en cours d'étude.

2.3.1. ÉLÉMENTS INDÉCOMPOSABLES D'UN SOUS-SEMI-GROUPE S D'UN

SI-SEMI-GROUPE (E). — Nous supposons que S est différent du sous-semi-
groupe réduit à l'élément e et que e appartient à S (on l'ajoutera si cela est
nécessaire).
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B appartenant à S est indécomposable dans S si

Br=BiB. )- ^>BI ou B,==^.
B, et B, e S )

Soit a le minimum de la norme des éléments de S différents de e ; a existe
puisque le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale à x est
fini, de plus a > i.

Si B' est un élément de norme a, B' est indécomposable; sinon on aurait

B ' = = B ^ B , , d'où TSB,<^.

L'ensemble des éléments indécomposables de S comprend donc des
éléments différents de e, nous désignerons par F l'ensemble de ces éléments
et par Q l'élément générique de cet ensemble. Tout élément B de S, à l'excep-
tion de e, peut se mettre sous la forme

B==Ç a l . . .Q^ (Ç/er\ a / en l i e r^ î ) ;

en effet, si B est indécomposable il est bien de la forme indiquée ; si
B = B^B'j,

NR,^, NR^^, .>.;
— a ~— a

dans le produit B^B^ on remplace s'il y a lieu chaque facteur décomposable
par sa décomposition, on recommence cette opération pour le produit
ainsi obtenu...; après un nombre fini de ces opérations on obtient la forme
indiquée car, s'il en était autrement, il existerait dans S des éléments de
norme arbitairement petite.

S n'est pas en général à factorisation unique.

2.3.2. SEMI-GROUPE NORME (F') ASSOCIÉ A S. — Soit un semi-groupe (F')
tel que cardinal de F = cardinal de F', établissons unebijection de F sur F'
qui, à Q appartenant à F, fait correspondre P appartenant à F', normons (F')
en prenant NP == NQ. (F') est dit associé à S.

2.3.3. LEMME. — Si 3I(B) désigne le nombre de factorisations Sun élé-
ment B appartenant à S en éléments indécomposables de S, le nombre des
éléments du semi-groupe norme (F') associé à S, de norme au plus égale à x^
est égal à

^r(B).
Bes

NB^.r

Démonstration, — Nous prendrons conventionnellement 3Ï (e) == i.
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Considérons l'application f de '(F') sur S définie par

e' ç. (F') -> eçS [ e ' , élément neutre de (P)|

A=:P^. . .P^e(P) -> B=Q^. . .Q^€=S,

P, et Q, désignant deux éléments correspondants dans la bijection du 2.3.2:
donc NQ,= NP, et NB = NA.

S'il existe A'7^ A tel que /'(A') = B, on a

(2) B:=Q;^Ç,< . .Q'^ en posant A^P;^.. .P;^',

et (2) est une deuxième décomposition de B en produits d'éléments de F;
réciproquement, étant donné deux décompositions différentes de B en
produit d'éléments de F, il existe deux A différents tels que /"(A) == B.

L'image réciproque de B par f est un ensemble de 31 (B) éléments
de (F') qui ont même norme que B; d'où le théorème.

2.3.4. LEMME. — S o i t une partition % Sun ^r-semi-groupe (E).

i° Si, quelle que soit la classe de la partition, Vensemble des éléments
premiers qui appartiennent à cette classe possède un degré, le semi-groupe
norme (F') associé à la classe principale est un ^-semi-groupe.

2° Dans le cas particulier où (E) est un Dn-semi-groupe, si, quelle que
soit la classe de la partition, ^ensemble des éléments premiers qui appar-
tiennent à cette classe est un îï-ensemble, (F') est un D,n-semi-groupe.

Démonstration.

i° Ici F est la réunion de Eo et Ey.

Puisqu'il existe une bijection conservant la norme de F' sur F, le nombre
des éléments de F' de norme au plus égale à x est égal à celui de F. En se
reportant au 2 .2 .5 (théorème II), on voit que ce nombre est ï j i ( ^ ) — i
(— i provient de l'élément neutre), d'où la proposition énoncée.

2° Soit EQ^ ...Q,,_, l'ensemble des éléments de Ey qui correspond à la
solution minimale (o, ûi, . . . . û/,__i, posons

^w^^^^^T'1P e E,
/ i \^

-4-<%i,;•(,?) (log- +. . .a^+i,i(s) pour ôis>o.
\ s ]

Les notations sont les mêmes que dans le chapitre 2 de la deuxième
partie, E^ est l'ensemble des éléments premiers qui appartiennent à C,;
ajt(s) holomorphe pour Ûis^o, réelle pour s réel, [^== (^4- i)^(o).
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On a

V l - V r

^-J (NQ)^ '~ ^ (NA)^'
<^o,.̂ _, , Q^lo

) Qi(A)=Qi
^Q/^i(Ai=ïi/,-i

= ^ ^a,...a/,_^) [^(^..^A-lW71-1 (pour Cîl5>o),
ai. as, . . . , a/,_i

o.=a^Q;
Z = l , •2, . . . , A — 1

avec ^a,a,...a/,_,(^) holomorphe pour I^À'^O et ^L\a...^_,(5) = ̂  i , .^2 _ î

d'après le lemme 1.1.9.

^(5)al est un polynôme en log- dont les coefficients sont des fonctions

holomorphes de s pour ^s^o, réelles pour s réel; il en est de même de

chaque terme du V et du ^; dans le ^ le coefficient du terme de

plus fort degré est la fonction

,̂..Q,-. (^) [^01 (s)]^[a,, (s) j^. . . [ u^i^ (s) J -̂

= [ ̂ ui (s) ]^ | a,, (^) f-. . . [u^ //_, (.s-) I0-/- ̂ ,^I^_^ ^

pour s == o, cette fonction prend la valeur

( ^ ̂  ( ^-ï 'f11-1 l .
\ / î ,+ i / " \ /^- i+iy i2i!...^_iî5

donc E^ ...i.2/,_, est un H-ensemble.

Puisqu'il existe une bijection conservant la norme de F7 sur la réunion
des Eo, o/^ et de Eo, F' est un H-ensemble d'éléments premiers (tous les
ensembles qui composent la réunion sont disjoints).

2.3.5. EXISTENCE DES D^-SEMI-GROUPES. — On sait que les ensembles
réguliers de densité strictement positive existent, ces ensembles sont des
H-ensembles de degré zéro. Si chaque ensemble E, est un H-ensemble
d'éléments premiers de degré zéro et si le groupe des classes est cyclique,
F' est un H-ensemble de degré / i — i .

2.3.6. THÉORÈME III. — Soit Co la classe principale d'une partition t?
d'un \-semi-groupe (E). Tout élément B de Co est factorisable en éléments
de Co indécomposables dans Co. Nous désignerons par ^l(B) le nombre de
factorisations de B et par Jtl(^) la valeur moyenne de la fonction B -> ̂ (B),
prise sur les éléments de Co de norme au plus égale à x.
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i° Si, quelle que soit la classe de la partition, l'ensemble des éléments
premiers qui appartiennent à cette classe possède un degré, on a, lorsque x
tend vers Vin fini :

3R (a-) = e^p .[ 1 1 + o (i)_| ̂  (Lo^ Log.r)11 j.

2° Dans le cas particulier où (E) est un Dn-semi-groupe, si, quelle que soit
la classe de la partition, l'ensemble des éléments premiers qui appartiennent
à cette classe est un ïî-ensemble, on a, lorsque x tend vers l'infini :

3VL(.v) ^e\p| V(Lo^Log^, Log Log Log^) ,

V étant un polynôme à deux variables, le terme prépondérant de
V(LogLog.r, LogLogLogrc), pour x infini, est

K
^ (LogLo^-)^

De plus, no étant le degré de l'ensemble d'éléments premiers contenus
dans Co .*

si T ̂  //u : degré de V = T.

(Ceci. a lieu, en particulier, si tous les ensembles d'éléments premiers contenus
dans les classes sont de même degré.)

si T << /<u : T ̂  degré de V ̂  //„.

Démonstration.

i° Si T — i ^ r o , le résultat est une conséquence immédiate du théo-
rème 1.2.3; ce théorème ne permet pas de conclure si T — i < r o ; l a
démonstration suivante s'applique dans tous les cas.

Soit v(^) le nombre des éléments de (E) de norme au plus égale à x
et Vi(^) le nombre des éléments de (F') de norme au plus égale à x.

Soit G la réunion des ensembles disjoints Ej, E.j, . . . , E/,_i; E est la
réunion des ensembles disjoints Eo et G.

[" , -___1
Utilisons la fonction h{x) === exp[(Logrt') C^L^^ j qui vérifie

V l V l T V 1 /T x^ i \
2j N A ^ 2 - N A => ^'-L NÂ^1^.! NA +0(1)

y^— ^•K N.̂ -Î-
It (.z'I A (.-r)

pour tout .^.-semi-groupe, de plus LogLog/î(a;) ^^LogLoga;.

On a
/ v -'-'N/ V -"- \^V ' -^r /V ' X / V 1 '^ NA,, \ Z. MÎ ' I^ZJ N A — 1 2j NA,; U 2^ NB7

•^eHy ) \ "'6(1:1 / . \6 (Ki \ A.6(K,, / \ I f e i G )
^-^ . • •'• / \MI'^AI.'-| / NA^.r \v.\^.>: / \m'^.,- /

• " °^A(..-) /
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d'où

o(,)+Los ̂  ^+L^ 2 NR7^0^ ^^Loiï 2 NX^^S Nir
A o € ( E ^ ïi 'eCC.) A € ( E > A(,€(E^ B ' G ( G )
NAy^.r Mi^//(,r) ^'À^x- ^Ao^.r ÎS'B'^^-

Si r' est le maximum des degrés ri, r^, . . . 5 r// i de Ej, E_), . . . 5 E/,_i :

Los ̂  ̂  = ̂  (l.os-Lo^r)—-|i+ o(i.)|
n'ed^

?<B' - . < •

d'après le théorème 1 .2 .3 , donc

Log ^ ^ == ̂ ^ | Lo^ Lo^ (^) ] / • '+• 1 1 + o(i): = ,-7^-71^ Log^J—'l i + 0 (1 ) ],

B' e (G)
^B' ̂  A (x)

d'où

'^2 ^=LO;; 2 ^+7^-T(^J^)'••+ll-+o(.)j.
A€(E) A,,e(^u)
?(A=.f NA,_:.r

Puisqu'il existe une bijection conservant la norme de F' sur la réunion
de Eo et de E,,, on a donc, d'après le raisonnement précédent :

Log ̂  N'V"1^ 2 [^+f(-LogLO^^)T l l+o( l)l•
A'e(F ' ) Ao€(E^
NA'^.r NA,,^,r

Le nombre des éléments de la classe principale de norme au plus égale

à x est équivalent à —/— d'après le théorème 1 d'équirépartition asympto-
tique; d'où

y 7^-7
/ ^ A'e(F')

3Vi (^) ̂  h ̂ -/ ^ K, (LOH Lo^^)^-7' N-'—^——^v (^) <- ' -y i_
^-J NA

A £ (E)
^A^.r

l.og .111 (.r) = 0(1) 4- (T — i — r) Log Log Log^ + Log ^ ^ — Lo^ ̂  ̂
A'e(F') Ac(E)
NA'^.r NA^,r

== 0(1) + (T — i — r) LogLogLog'^4- 7? (Log Log^)11 [i 4-o( i ) |

— ^—— (l-0^ Log^)^-' [ i 4- 0(1),

mais

T = = i n a x | ( / - , 4 - i ) i2 j4- . . .4--( /• / /_, 4-i) ^/,-., ^ r>(/• /4- i ) > r ' 4-
(le maximum est pris sur les solutions minimales) ,
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donc
Log:ni(^)= ^ (Log L o g ^ ) ï [ I + o ( i ) | .

2° D'après le théorème 1.3.2 :

v , (œ) = x exp [V.i (Log Log^, Log Log Log^) j ,
^ (.r) = x exp[V^ (Log Log^-, Log Log Log^)] ;

donc
-m(^) == ̂ ^^^expl^LogLog^ LogLogLog^)].

no? ^15 . . . 5 ^/<-j étant les degrés de E(), E|, . . ., E// i , on a

[ T si T — i > / / u , lerine prépondérant : ^ (Log i^og.z')1,

degré de Vj = ; T si T — i == / / y , » » ' '° (Log Log^')1,

^ / /u 4- i . si T — i < n^ )) » ^o (LogLog.r)"11^1;
1 / / O + I

I J ' (LogLog.^)^' si / i > o ,
degré de V.^=- n — i, lenne prépondérant = / ^ -+-1

(sauf dans le cas où n == o et [J. == i) ( (^ — i) Log Log.z' si H == o et [J, ̂ =- i ,

si n = o et ^ =-= i, Va = Cte.

a. Si T — i > Mo,
T — i > n == max ( / / , » , . . ., 11/1^ ) ,

T^

degré de V •==• T, ternie prépondérant ^(LogLogrc)1.

b. Si T — i === TÎ()> n'== max(/2i, . . ., n/,-i),
/ ^ = = T — i , jj.==:^».

degré de V == T, ternie prépondérant nn(LogLog^)1 .

c. Si T — i < Mo? n=no, a===[J-o ,
degré V ^H(, — i ;

mais, d'après la première partie, le terme prépondérant est encore
T.

rp (LogLoga;)1; donc
T ̂  degré V ̂  / /o — 1 •

L'ensemble des termes de degré T Z o + i dans Vi et V^ est

—Fo— (LogLog^-— /^LogLogLog-A')"^' (ç'oir 1.2.3.^),
n (\ ~\~ ^ ^



ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES PARTITIONS. 4û7

donc
T ̂  degré de V ̂  /?o ;

si T = no,
degré de V -=- T ;

si T < Mo?
T^; degré de V^Uo.

T^

Le fait que le terme prépondérant de V est encore ^ (LogLogn;)1 peut

être montré sans utiliser la première partie en remontant à la détermi-
nation des polynômes Vi et V^.

CHAPITRE 4.

APPLICATIONS AUX IDÉAUX

DANS LES CORPS DE NOMBRES ALGÉBRIQUES.

Les théorèmes établis dans ce travail s'appliquent à certains ensembles
d'idéaux dans les corps de nombres algébriques, on retrouve ainsi des
propriétés connues et l'on en obtient de nouvelles; en particulier les théo-
rèmes II et III donnent des résultats nouveaux.

2.4.1. NOTATIONS. — E est l'ensemble des idéaux premiers de l'anneau
des entiers du corps K(6) (idéaux du corps par abus de langage). (E) est
l'ensemble des idéaux privé de l'idéal zéro.

2.4.2. THÉORÈME. — Uensemble des idéaux d'un corps de nombres
algébriques [privé de l'idéal zéro) est un D -semi- groupe.

Démonstration. — On sait que la fonction Y TMA"^ définie pour ffis > i
A e (E)

. est prolongeable analytiquement dans tout le plan par la fonction ^{s)
de Dedekind.

i° ^(6?) est méromorphe avec le seul pôle simple s = i et le résidu X/i;
2° ÇK^) n'admet pas de zéro pour cîl^^i ; donc pour (Jis > i :

'V ——— === —v—/- avec u (s) holomorphe et u (s) -^- o pour ôi s ̂ . i.
A € ( E )

On a u( i ) = ̂ h. (E) est un D-semi-groupe avec p-==i .

2.4.3. COROLLAIRE [Résultats connus).

i° Le nombre des idéaux Sun corps de nombres algébriques^ de norme
au plus égale à x, est équivalent, pour x infini, à

~khx.
Ann. Éc. Norm. (3), LXXXIII. — FASG. 4. 52
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2° (°) Le nombre des idéaux premiers Sun corps de nombres algébriques,
de norme au plus égale à x, est équivalent, pour x infini, à

Log.a?

Démonstration. — Conséquence des paragraphes 1.3.8 et 1.3.2 :

u(ï) = )Ji=^(i) ̂ C) =§eal.

2.4.4. LES RELATIONS D'ÉQUIVALENCE ENTRE IDÉAUX, MOD UN IDÉAL,

DE LANDAU ( 6 ) .

2.4.4.1. Définition des relations d9 équivalence. — Pour ces définitions,
nous renverrons le lecteur à l'article de Landau. Rappelons toutefois les
trois points suivants :

i° Toutes ces relations sont définies dans l'ensemble des idéaux premiers
avec un idéal donné F, c'est-à-dire dans le semi-groupe (E*), E* étant la
différence entre l'ensemble E des idéaux premiers du corps et l'ensemble
des idéaux premiers qui divisent F.

2° Landau distingue trois sortes d'équivalence : sens strict, sens large,
sens le plus large.

3° L'équivalence au sens ordinaire est identique à l'équivalence mod
l'idéal unité au sens le plus large.

2.4.4.2. Propriétés algébriques des relations d^ équivalence de Landau.

i° Si le nombre des classes est strictement supérieur à i, ces classes
(sens strict, sens large ou sens le plus large) déterminent une partition S
de (E*).

2° Chaque classe (mod F) sens large est la réunion d'un même nombre
de classes (mod F) sens strict; chaque classe (mod F) sens le plus large
est la réunion d'un même nombre de classes (mod F) sens large.

2.4.4.3. Propriétés analytiques des relations de Landau. — Soit %o,
7.15 • * - 3 %A-i 1e8 caractères du groupe abélien des classes, ^o caractère
principal;

si A n'appartient pas à (E*) on pose yj(A.)==o,
si A appartient à (E*) on pose ^(A)=yj (classe de A).

(a) Landau, 1903.
(6) LANDAU, Math. Z., 1918, p. 52-i54.
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A chaque caractère %j correspond une fonction ^j[s) telle que pour i^s > i,
on ait

S x^) -^.^
(NA) 5 -^{sh

A € (E)

avec :

a. si J'T^O, Ç/(5) fonction entière et ^(.9)7^0 pour Ôis^r,
b. si j = o,

W-S-

avec u(^) fonction entière et u{s)^o pour c%5^i. Des propriétés
précédentes on déduit le théorème :

2.4.5. THÉORÈME. — Quelle que soit la classe de la partition déterminée
par une relation d'équivalence (mod F) de Landau {sens strict, sens large,
sens le plus large et en particulier sens ordinaire), l'ensemble des idéaux
premiers qui appartiennent à cette classe est un ensemble régulier de densité
strictement positive. Le semi-groupe (E*) des idéaux premiers avec F est un'
D-semi-groupe. Si le nombre des classes est strictement supérieur à i, ces
classes déterminent une partition ï de ce semi-groupe; de plus, les ensembles
réguliers d'idéaux premiers contenus dans les classes ont même densité.

(Transposition de la démonstration des Annales, p. 38, 3g et 4o-)

2.4.6. CONSÉQUENCES. — L'équirépartition asymptotique des idéaux
entre les classes d'équivalence (mod F) de Landau est donc un cas parti-
culier du théorème I.

Les théorèmes II et III donnent des résultats nouveaux. Afin d'éviter
des longueurs, citons seulement ces résultats dans le cas des classes au
sens ordinaire, c'est-à-dire au sens le plus large de Landau (mod l'idéal
unité).

2.4.7. COROLLAIRE. — Dans un corps de nombres algébriques dans lequel
l'anneau des entiers n'est pas principal (nombre des classes d'idéaux stric-
tement supérieur à i), le nombre d'idéaux principaux, de norme au plus
égale à x, qui sont indécomposables en un produit de deux idéaux principaux
(tous deux différents de l'idéal unité) est équivalent, pour x infini, à

^(LogLog^-1
K ————,——————— ;— T 5L.Og.2?

K et t dépendent du corps, t est un entier strictement supérieur à i.
Tout idéal principal B est factorisable de ^l(B) manières différentes en

un produit d'idéaux principaux indécomposables {en produit d'idéaux pnn-
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cipaux). La valeur moyenne de la fonction B-^^i(B), prise sur V ensemble
des idéaux principaux de norme au plus égale à x, est équivalente, pour x
infini, à

exp [V (Log Log^, Log Log Log^) ] ;

V étant un polynôme à deux variables de degré t, le terme prépondérant de
V(LogLog.r, LogLogLoga;), pour x infini, est

r.

7 (LogLog.r)S
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