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SUR LA REPRESENTATION REGULIERE
D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT CONNEXE

Par Jacoues DIXMIER.

Soient G un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar
invariante a gauche, m la représentation réguliere de G dans L*(G) et A
I’algébre de von Neumann engendrée par =(G). Si G est unimodulaire,
R. Godement et I. E. Segal ont démontré, simultanément et indépen-
damment, que A est semi-finie ([13], [22]). S1 G n’est pas unimodulaire,
on connait des exemples o A n’est pas semi-finie; toutefois, R. Godement
et I. E. Segal ont conjecturé que A est encore semi-finie lorsque G est
connexe. Cette conjecture vient d’étre établie par L. Pukanszky [20]
lorsque G est un groupe de Lie résoluble. Nous allons dans le présent
article établir la conjecture générale :

TutorEMeE. — Sotent G un groupe localement compact connexe, T sa
représentation réguliére. L’algébre de von Neumann engendrée par m(G)
est semi-finte.

L’essentiel du travail concerne le cas ou G est un groupe de Lie.
La méthode est une extension naturelle de celle de Pukanszky, que cet
auteur a bien voulu nous communiquer avant publication. (Il faut noter
que, pour G groupe de Lie résoluble, Pukanszky obtient son théoréme
comme corollaire de résultats beaucoup plus précis qui ne sont pas géné-
ralisés 1c1.)

QueLQuEs NoTtaTiONs. — Soient G un groupe de Lie réel, g son algébre
de Lie, et g€G. On note Ad g 'opération adjointe de g dans g. 51 u est
un idéal de g et si G est connexe, on note Ad (g;n) la restriction
de Ad g a n.

Soient g une algeébre de Lie, et x€g. On note ad x 'opération adjointe
de z dans g. Si n est un idéal de g, on note ad (x; n) la restriction
de ad z a w.

Ann. Ece. Norm., (4), 1I. — Fasc. 3. 54



424 J. DIXMIER.

Soient B un espace borélien, R une relation d’équivalence dans B.
On dit que R est réguliére si B/R est dénombrablement séparé. Soit G
un groupe opérant dans B par automorphismes de la structure borélienne.
On dit que G opeére régulierement dans B si la relation d’équivalence
définie par G dans B est réguliére.

Soit G un groupe topologique. On note Aut(G) le groupe des auto-
morphismes de G, Int(G) le groupe des automorphismes intérieurs de G.

On recommande la lecture de I'introduction a [1].

1. LE NILRADICALISE D'UN GROUPE DE LIE.

1.1. Lemme. — Sotent § une algébre de Lie sur un corps de caracté-
ristique o, v son radical. St v est nilpotent, § est unimodulaire.

Siz€r, (ad ) (g) Cr, donc ad x est nilpotent et par suite tr (ad z) = o.
Soit | une section de Levi de g. On a | =[l, 1], donc tr (ad y) = o pour
tout y€l. Or, g =14 r.

1.2. Lemme. — Sotent g une algébre de Lie sur un corps de caractéris-
tique o, w son plus grand idéal nilpotent. Posons ) = [g, g] + w.

(1) b est un idéal caractéristique de g tel que g/h soit commutatif.
(11) Le radical de by est w.
(111) b est unimodulaire.
(iv) Pour toute section de Levi | de g, on a h =14 n.

(1) est évident.

Soient | une section de Levi de g, r le radical de g. On a [g, r]Cn
([4], p- 81, prop. 6 et p. 64, remarque 2). Donc

l+nw=[g,v]+1+n
([g, e]+[Le]) +[L]+n=[g, t]+[g]+n
[9,

gl+n=hD[]+n=I1+mn,

I

ce qui prouve (1v) et (i1). Enfin, (111) résulte de (ii) et du lemme 1.1.

1.3. DirinttioN. — Dans les conditions du lemme 1.2, on dira que |l
est le milradicalisé de g.

1.4. Lemme. — Sotent G un groupe de Lie réel stmplement connexe,
Z son centre, § son algébre de Lue, i) le nilradicalisé de g, H le sous-groupe
analytique de G d’algébre de Lie by (de sorte que H est fermé distingué dans G),
¢ le morphisme canonique de G sur G/H. Alors ¢(Z) est discret dans G/H.

(La démonstration suivante, plus simple que ma démonstration ini-
tiale, est due a A. Borel.)

Posons hj = |+ conformément aux notations de 1.2. Alors ad (u; g)
est algébrique parce que les éléments de ad (u; g) sont nilpotents ([6], p. 123,
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prop. 14), et ad (l; g) est algébrique parce que | = [l, I] ([5], p. 177, th. 15),
donc ad (h; g) est algébrique ([5], p. 175, th. 14). Donc Ad (H; g) est fermé
dans le groupe linéaire de g. Par suite HZ, qui est I'lmage réciproque
de Ad (H; g) par Ad, est fermé dans G. Il en résulte que o(Z) est fermé
dans G/H. Mais l’algébre de Lie de Z est contenue dans w. L’algébre de
Lie de ¢(Z) est done {o}, d’ou le lemme.

L. Pukanszky me signale qu’il a obtenu il y a longtemps, mais non
publié, la proposition suivante :

1.5. Prorosition (L. Pukanszky). — Soient G un groupe de Lie réel
connexe, § son algébre de Lie, ) le nilradicalisé de g, H le sous-groupe ana-
lytique de G d’algébre de Lie l). Alors H est un sous-groupe fermé de G.

Soient G, le revétement universel de G, Z le centre de G,, = le mor-
phisme canonique de G, sur G, K le noyau de . L’algébre de Lie de G,
est g. Soit H, le sous-groupe analytique de G, d’algébre de Lie ). On a
H = =(H,), donec = '(H) = =""'(=n(H,)) = H,;K. Soit ¢ le morphisme
canonique de G, sur G,/H,. Alors ¢(Z) est discret dans G,/H, (lemme 1.4).
Donc ¢(K) est discret dans G,/H, et par suite fermé dans G,/H,. Donc
H,K = ¢'(0(K)) est fermé dans G,. Cela prouve que H est fermé
dans G.

1.6. DerinitioN. — Dans les conditions de la proposition 1.5, on dira
que H est le nilradicalisé de G.

1.7. Prorosition. — Soient G un groupe de Lie réel connexe, H son
nilradicalisé.

(1) H est un sous-groupe de Lie fermé connexe distingué de G, tel que G/H
soit commutatif.
(11) Le radical de H est nilpotent.

(111) H est unimodulaire.

Cela résulte de la proposition 1.5 et du lemme 1.2.

2. DEUX CRITERES POUR QU UN GROUPE SOIT DE TYPE I.
2.1. Pour G résoluble, la proposition suivante se trouve dans [21], 2.2.

Prorosition. — Sotent G un groupe de Lie réel, G, sa composante neutre.
On suppose que G est localement tsomorphe & un groupe algébrique linéaire
réel, et que G|G, est fini. Alors G est de type 1.

La proposition est évidente si dim G = o. Supposons-la établie pour
les groupes de dimension < dim G.

Soient G, un groupe algébrique linéaire réel tel que G soit localement
1somorphe a G,. Soit G. la composante'neu'tre de G,. Soit G; le revé-
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tement universel de G.. Soit = une représentation unitaire factorielle
fortement continue de G, dans un espace hilbertien séparable. Nous allons
prouver que 7 est de type I. Il en résultera que G; est de type I, donc
que Gy, qui est 1somorphe & un quotient de G, est de type I, donc que G
est de type I ([7], lemme 3). Désormais, on ne parlera plus de G ni de G,.

Soit g 'algebre de Lie de G;; c’est une algebre de Lie algébrique, qui
s’identifie 4 I’algeébre de Lie de G, et de G;. 1l existe un 1déal n de g, formé
d’endomorphismes nilpotents, tel que g/u soit réductive ([6], p. 107, th. 3).
Le sous-groupe analytique N de G, d’algébre de Lie u est fermé, simple-
ment connexe et nilpotent ([6], p. 123, prop. 14). Soient a un idéal commu-
tatif de g contenu dans u, et A le sous-groupe analytique de G, d’algébre
de Lie a; ce sous-groupe est fermé, simplement connexe, distingué et
commutatif; soient a* Pespace vectoriel dual de a et A le groupe des
caractéres de A. Pour tout z€G,, soient o(z) 'application « > zaz™'
de A dans A, ¢'(x) ’automorphisme de A dual de ¢(z), o(z) = Ad (z; a),
et ¢’(z) le contragrédient de o(x). Alors I’application exponentielle de «
sur A est un 1somorphisme ¢ de groupes topologiques qui transforme o (z)
en p(z); donc I'isomorphisme dual de ¢ transforme o’(z) en p’(z). Comme
Iapplication z > ¢’(z) est une représentation rationnelle de G,, G. opére
régulierement dans a* d’aprés un théoreme de C. Chevalley (pour une
esquisse de démonstration, cf. [8], p. 183). Donc G, opére réguliérement
dans A. Or les automorphismes de A définis par les éléments de G, sont
les mémes que les automorphismes de A définis par les éléments de G..
Donc G; opére régulierement dans A. 11 résulte de 1a ([18], p. 302, th. 9.1)
que ™| A est concentrée sur une G;-orbite Q. (Le dernier alinéa recopie

a peu de chose prés [7], p. 326, 1. 15-37.)

Premier cas. — Supposons qu’on puisse choisir @ de maniére que  ne
soit pas réduite & un point. Soit w €. Soient S,, S., S; les stabilisateurs
de w dans Gy, Ga, G;. Alors S, est algébrique ([6], p. 28, cor. 2). Les

K
¥

Si—S;—S;— S,

Si—>S,—> S,

groupes S, et S, ont méme composante neutre S,. Soit 7 le morphisme
canonique de G; sur G,. On a S;= 77'(S,); soient S;=77*(S,), S¢ la
composante neutre de S;, et K= KertCS;. On a 1(S;) = S,, donc
S;= S;K. Le groupe K est commutatif de type fini, donc il existe un
sous-groupe S; de S; tel que S:DS,, que S;/S, soit fini, et que K/(KNS,)
soit isomorphe & Z*; alors il existe un sous-groupe K’ de K, isomorphe
a Zr, tel que K'NnS;= {e} et tel que toute classe de S; modulo S; ren-
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contre K’; comme K est central dans G;, on a S;= S, X K’. Comme
Q= {wl, on a dim S;< dim G;, donc dim S, < dim G,. D’autre part,
S¢ est localement isomorphe a S, donc a S,. D’apres T’hypothése de
récurrence, S; est de type I. Done S;= S; X K’ est de type I ([16], p. 200,
cor.). Or S,/S. est fini, donc S,/S, est fini, donc S;/S;, qui est isomorphe
a 5,/S., est fini. Donc S; est de type I ([7], lemme 3). Or ([18], p. 297,
th. 8.1) la représentation  est de méme type qu’une représentation uni-
taire fortement continue de S;. Ainsi, 7 est de type I.

Deuxiéme cas. — Supposons que, pour tout idéal commutatif a de g
contenu dans u, 7 | A soit scalaire. On prouve alors que = est de type I,
a peu prés exactement comme dans [7], depuis la p. 327, 1. 14 jusqu’a

la p. 328, L. 2.

2.2. Remarque. — 1l est prouvé dans [7] que la composante neutre
d’un groupe algébrique linéaire réel est de type I. Mais rappelons qu’on
peut construire deux groupes de Lie connexes localement isomorphes dont
l'un est de type I et l'autre pas.

2.3. Prorosition. — Soit H un groupe de Lie réel connexe dont le
radical N est nilpotent.

(1) H est de type 1.
(i) L’action de H dans N est réguliére.

Soient h) 'algeébre de Lie de H, n le radical de ). Par hypotheése, n est
nilpotent. D’aprés le théoréme d’Ado, il existe un espace vectoriel réel V
de dimension finie tel que g s’identifie & une sous-algébre de Lie de £(V),
et que les éléments de n soient des endomorphismes nilpotents de V.
Alors n est algébrique ([6], p. 123, prop. 14) donc h est algébrique
([6], p- 129, prop. 19). Soit H,CGL(V) un groupe algébrique d’algébre
de Lie lj. Alors H est localement isomorphe a H, donc de type I (prop. 2.1).
Soit H, la composante neutre de H,. On a Ad (H;n) = Ad (H,; u).
D’apres le théoreme de Chevalley déja utilisé, H, opeére régulierement dans
le dual n* de u. Donc H opére régulierement dans n*. Or ’espace boré-
lien N s’identifie d’aprés la théorie de Kirillov 4 une partie fermée de n*

A

stable pour ’action de H, donc H opére réguliérement dans N.

3. EXISTENCE DE MESURES INVARIANTES.

3.1. Lemme. — Sotent K un groupe localement compact séparable com-
mutatif, y un caractére continu >o de K, S un espace borélien standard.
On suppose que K opére réguliérement dans S par une application boré-
lienne (k, s) — ks de KX S dans S. Soit . une mesure positive a-finie sur S.
On suppose que k(p.) = y.(k) v pour tout k€ K. Alors il existe une fonction
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borélienne m sur S, telle que m(s) > o presque partout et telle que, pour
tout k€ K, on ait m(ks) = (k) m(s) presque partout.

a. Soit © ’application canonique de S sur S/K. Soient v une mesure
positive finie équivalente a @, et v'= =(v). D’aprés [17], p. 143, th. 6.2,
il existe une partie borélienne v'-négligeable de S/K de complémentaire
standard. On peut donc supposer désormais que S/K est standard.
D’apres [17], p. 143, th. 6.3, il existe une partie borélienne v'-négligeable N
de S/K et une application borélienne ¢ de (S/K) — N dans S telle que
o(z)€x pour tout x€(S/K) — N. En remplagant S par S — =7*(N), on
peut donc supposer désormais que ¢ est définie dans S/K tout entier.
D’apres [17], p. 139, th. 3.2, T = ¢(5/K) est une partie borélienne stan-
dard de S. Soit ¢ lapplication (k, t) — ki de KX T dans S. Cette appli-
cation est borélienne surjective. Soit R la relation d’équivalence définie
par ¢ dans KX T, et munissons (KX T)/R de la structure borélienne quo-
tient de celle de KX T. Alors la bijection ¢’ de (KX T)/R sur S déduite
de { par passage au quotient est borélienne. Donc (KX T)/R est dénom-
brablement séparé et par suite analytique ([17], p. 141, cor.). D’aprés [17],
p- 140, th. 4.2, ¢’ est un isomorphisme borélien. Ainsi S s’identifie a
(KXT)/R muni de la structure borélienne quotient.

b. Il existe sur S une topologie d’espace localement compact polonais
telle que : 19 la structure borélienne donnée soit la structure borélienne
sous-jacente a la topologie; 29 p. soit une mesure de Radon. D’apres [2],
p. 68, prop. 3, la relation d’équivalence définie par K dans S est p-mesu-
rable. Donc ([2], p. 67, prop. 2 et p. 64, th. 2) 1l existe, pour tout y €5/K,
une mesure positive o-finie p., sur 7' (y) telle que

n'.'d‘u..:’.dv'(') (l)-.)
D/S/m (5) jw ) fﬁq(})f(sw (s

pour toute fonction borélienne positive f sur S. En outre, si (i), esx
est une autre famille de mesures avec les mémes propriétés, on a p,= .,
presque partout pour v’ sur S/K.

Soit k€ K. On a, pour toute fonction borélienne positive f sur S,

26 [0 ds) = [ f0) ) ()
'S S

— k) du(s) = [ v (») (ks) dis, (5).
j s g ’ fsm fﬂ—lo )j

Donc

[r@duw = ait) [ 7k 0 duy (o)
J, |

S/K Ty)

=[ @) [ S b ko).

S/K TYy)
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Il existe donc une partie borélienne v'-négligeable N, de S/K telle que
YENe = k(py) =y (k) py

Soit (ky, ks, ...) une suite dense dans K. Soit N la réunion, v'-négligeable,
des Ny. On a
y&€N = ki(p)y) =% (k) p, pour tout i.

Or il existe sur 7~'(y) une structure d’espace homogéne de K telle que la
structure borélienne de m'(y) soit sous-jacente a la topologie de cet
espace homogene ([1], p. 16, prop. 3.7). Alors k> k(y.,) est une fonc-

tion vaguement continue de k. Donc

y&€N = k(py) =y (k)p, pour tout keK.

En remplagant S par S — n7*(N), on est ramené a prouver le lemme

quand N = @.
c. Soient (ki, t,)€EKXT, (ks t.)€KXT tels que $(ky, ) = (ks t.),

c’est-a-dire k,t, = kat,. Cela entraine t,=1t, et k;'k,(t;) = ;. Comme K
est commutatif, k" k, laisse fixes tous les points de Kt,. Done, si y = =n(t,),
on a (k;'k)) (y) = 14, et par suite y(k;'k) =1, % (ki) = . (k.). Compte
tenu de la conclusion de (a), il existe une fonction borélienne m sur S
telle que m(kt) = y (k) pour tout (k,t)€KXT, d’ou m(s) > o pour
tout s€S. S1 k, K€K, et t€T, on a

m(k(Nt)) =m((kkYt) =y (kK) =y (k) g (K) = ¢ (k) m (K1)
donc m(ks) = y (k) m(s) pour tout (k, s)€ K XS.

3.2. Remarque. — La conclusion du lemme 3.1 peut s’exprimer en disant
que la mesure m.p. est positive, équivalente & 1, et invariante par K
(d’ou le titre du paragraphe). Toutefois, c’est sous la forme 3.1 que nous
utiliserons le résultat.

4. QUELQUES LEMMES.

4.1. DErintrion. — Sotent H un groupe localement compact sépa-
rable, N un sous-groupe fermé distingué de type 1 de H, A une partie de N.
On notera H, Uensemble des n€H tels que n | N soit concentré sur A.

4.2. Lemme. — Sotent H un groupe localement compact séparable, N un
sous-groupe fermé distingué de type 1 de H, A une partie de N.
(i) Si A est fermée dans N, H, est fermée dans H.
(i) St A est ouverte dans N et stable pour action de H, TI, est ouverte
dans H.

(iii) Si A est ouverte dans son adhérence relativement a N et stable pour

A

Paction de H, H, est ouverte dans son adhérence relativement a H.
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(i) Supposons A fermée dans N. Soit A»Gﬁ un point adhérent a H,.
Alors 7| N est faiblement contenu dans H, [N ([9], p. 371, cor.) donc
dans A. Soient U une mesure positive sur N dont la classe est associée
a = | N, et S le support (fermé) de 1. Si €S, o est faiblement contenue
dans n| N ( [10 p- 252, lemme 3. 1) donc s€A. Ainsi, . est concentrée
sur A, et n€H,. Donc M, est fermée dans H.

(ii) Supposons A ouverte dans N et stable pour I’action de H. Si n€H,
la classe de mesure associée a 7 | N est concentrée soit sur A soit sur N — A

([18], p. 295, th. 7. 6) Donc H — H, est ’ensemble des n€ H tels que n|N

soit concentré sur N — A et par suite est fermé dans Hd apres (1).

(iii) Soit B I’adhérence de A dans N. Supposons A ouverte dans B et
stable pour l’action de H. Comme N est un H-espace topologique
([12], p. 889, lemma 1.3), B est stable pour ’action de H. Il existe une
partie ouverte C de N telle que A =BnC. Pour tout h€H, on a

A=hA=BnhC, donc A= Bn<UhC>. On peut donc supposer

hen
A

que C est stable pour I’action de H. Alors H, est fermée d’aprés (i), M est
ouverte d’apreés (i1), et H,= HynH,.

4.3. Lemme. — Sotent H un groupe localement compact séparable de
type 1, N un sous-groupe fermé distingué de type 1 de H. Soit B un groupe
localement compact. Pour tout b € B, soit p(b) un automorphisme de H laissant
stable N. On suppose que p est un morphisme de B dans Aut (H), que Uappli-
cation (b, h) + o(b) h de BXH dans H est continue, et que ¢(B)D Int (H).

On fait d’autre part les hypothéses suivantes :

a. H opére réguliérement dans N.

b. B opére réguliérement dans N.

¢. Pour toute B-orbite Q dans N, B opére réguliérement dans Ha.
Alors B opére réguliérement dans H.

Soit =€ H. Puisque H opére régulierement dans N, = | N est concentrée

sur une H-orbite ® dans N ([18], p. 302, th. 9.1). Soit Q = U b®. Puisque
bEB
o(B)> Int(H), Q est une B-orbite dans N. D’aprés [12], p. 889, lemma 1.3,
N est un H-espace topologique et un B-espace topologique, et H est un
B-espace topologique. Puisque B opére régulicrement dans N, Q est
ouverte dans son adhérence relativement a N ([11], p. 124, th. 1). D’aprés
le lemme 4.2 (iii), Hg est ouverte dans son adhérence relativement a .
Donc Fg est localement quasi-compacte et est « almost Hausdorff » au
sens de [11]. On a m€Fgq, et B opére réguliérement dans Mo par hypo-
thése. Donc Bn est ouverte dans son adhérence relativement a Ho
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([11], loc. eit.). 11 existe des parties ouvertes U, U’ et des parties fermées F,
F” de H telles que Ho= UNF et Bx =HonU'NF’. Donc

Br=(UnU)n (FnF'),

de sorte que B~ est ouverte dans son adhérence relativement a . Par suite,
B opére régulierement dans H ([11], loc. cit.).

4.4. Lemme. — Sotent V un espace vectoriel réel de dimension finte,
g une sous-algébre de Lie de 2(V), w son plus grand idéal nilpotent, l) son
nilradicalisé. Sotent o la plus petite sous-algébre de Lie algébrique de £2(V)
contenant g, et © le radical de w. On a [r, a]Cw et v 4+ h=a.

On sait que [a, a] = [g, g] ([5], p. 173, th. 13). Donc, si | est une section
de Levi de a, on a

t4+-hDr+[g,9]=r+ [0, a]Dr+1=nu,

d’ou v 4 lj = a. D’autre part, [r, a] est un 1déal résoluble de a contenu
dans [a, o] = [g, g] donc dans lj, de sorte que [r, a]Cu.

4.5. — LemME. — On utilise les notations du lemme 4.4. On suppose de
plus que les éléments de w sont nilpotents, de sorte que lj est algébrique.
Sotent G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g, H son nilradicalisé,
N le radical de H. Soit A € GL(V) le groupe algébrique irréductible d’algébre
de Lie w. Il existe des sous-groupes de Lie fermés B, C de A possédant les
propriétés suivanles :

(1) Sv beB, i existe un automorphisme p(b), évidemment unique, de H,
tel que U'automorphisme correspondant de ) soit Ad (b; h).

(11) Pour tout g€G, soit o(g) Uautomorphisme h > ghg™ de H. Alors
5(G) Cp(B) )

(111) o(B) laisse stable N et opére réguliérement dans N.

(iv) Le groupe d’automorphismes de H défini par o(B) est commutatif.

(v) CcB, et ¢(B) =a(H).p(C).

(vi) Pour tout c€C et tout h€ H, on a ¢(c) h€hN.

Soit H, le sous-groupe algébrique irréductible de A d’algébre de Lie ).
Soient H, la composante neutre de H,, H; le revétement universel de H.,,
7 le morphisme canonique de H; sur H,. Comme H et H; ont méme algébre
de Lie, H; est aussi le revétement universel de H; soient f le morphisme
canonique de H, sur H, et K = Ker 6CHj,.

Comme hD[g, g] = [a, a], H, est distingué dans A. Pour tout a€A,
soit gs(a) Vautomorphisme h,+ ah,a™ de H,; soit p,(a) la restriction
de pi(a) & H,; soit p;(a) Pautomorphisme de H; qui définit ¢,(a) par
passage au quotient. L’application (a, h,) > ¢,(a) h, de AXH, dans H,
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est rationnelle. Donc I’ensemble B’ des a€A tels que g,(a) laisse fixe
chaque point de 7(K) est un sous-groupe algébrique de A. Soit B la compo-
sante neutre de B’. Montrons que B posséde les propriétés (i) a (iv) du
lemme. ,

Pour tout k€K, on a p,(B") (k) = { (k) |, donc ¢;(B’) kCk.(Ker v);
comme 9,(B) k est connexe, on a ¢;(B) k= {k}. Done, pour tout beB,
il existe un automorphisme ¢(b) de H qui a méme application tangente
en e que p,(b); cette application tangente est Ad (b; bh). Cela prouve (1).

Soit x€g. Pour tout AER, exp, Az et expsAz ont la méme opération
adjointe dans lj, & savoir exp ad (Az;l). Donc g;(exp,rz) définit par
passage au quotient l’automorphisme o(expsiz) de H. Par suite,
exp, Az €B’, de sorte que exp,x€B; en outre, p(exp,x) = g(expsx).
Ainsi, o(expex)Ce(B). Comme G est connexe, on en déduit que
o(G)cp(B). Cela prouve (i1). On voit en méme temps que exp,(g)CB.
Donc H.,cCB. .

Comme n est un idéal caractéristique de ), ¢(B) laisse stable N. L’opé-
ration adjointe de B’ dans u est rationnelle, donc la relation d’équivalence
définie par B dans n* est réguliére (théoréme de Chevalley); donc ¢(B)
opére réguliérement dans N (qui s’identifie comme espace borélien a une
partie fermée de n*). Cela prouve (ii1).

Soit B, le groupe des commutateurs de B. On a [ua, a] = [g, g]C},
donc tout élément de ¢(B,) est de la forme o(h) avec un h€ H. Or Paction
de H sur H est triviale. Donc 1’action de p(B,) sur H est triviale. Cela
prouve (1v). '

Soient R le radical de A et C = RNB. Alors C est un sous-groupe de
Lie fermé de A. Prouvons (v) et (vi). Puisque r 4+ ) = a (lemme 4.4),
tout élément de B suffisamment voisin de e est de la forme rh avec r€R,
heH,cB, dou reRNnB=C. Comme B est connexe, B=H,C, d’ou
o(B) = ¢(H,) o(C) =a(H) p(C). Cela prouve (v).

On a [r, h]Cn (lemme 4.4). Soit N, le sous-groupe de Lie connexe
de A d’algébre de Lie u. Soit r€R. Pour tout A€ H,, on a rhr'€hN,.
Si de plus r€B, on a donc p(r) " €h’N pour tout h’ dans H suffisamment
voisin de e. Comme H est connexe, on voit que ¢(r) A"€h’N pour tout
k'€ H. Cela prouve (vi).

4.6. LEMmME. — On conserve les notations des lemmes 4.4 et 4.5. St B et
C possédent les propriétés du lemme 4.5, alors B opére réguliérement dans H.

Montrons qu'on peut appliquer le lemme 4.3. D’abord, H est loca-
lement compact séparable, N est fermé distingué dans H, H et N sont
de type I (prop. 2.3). Le groupe B est localement compact, p(B) laisse
stable N, ¢ est un morphisme de B dans Aut(H). L’application
(byx) =~ Ad (b; h) x de Bxl dans lj est continue, donc lapplication
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(b, h) = o(b) h de BX H dans H est continue en (e, e) et par suite partout.
On a p(B)D> Int(H) d’apres le lemme 4.5 (i1). Le groupe H opére régu-
licrement dans N (prop. 2.3). Le groupe B opére réguliérement dans N
[lemme 4.5 (i11)]. Soit Q une B-orbite dans N. 1l nous suffit maintenant
de prouver que ¢(B) opére réguliérement dans Fq; comme H opére trivia-
lement dans H, il suffit méme, d’aprés le lemme 4.5 (v), de prouver
que ¢(C) opére réguliérement dans Fg. |

Soit w €. Le stabilisateur S de @ dans H est un sous-groupe fermé
de H ([1], p. 16, prop. 3.7) contenant N. Soit % un 2-cocycle de Mackey,
obstruction pour I'extension de ® a S. Pour tout ¢€(, le stabilisateur
de cw dans H est g(c) (S) donc est égal a S d’apres le lemme 4.5 (vi);
comme 2-cocycle de Mackey relatif a c¢w, on peut prendre le transformé
de « par g(c) | S, et ce transformé est égal a « d’apres le lemme 4.5 (vi)
puisque o est trivial sur N. Soit 3 le 2-cocycle de S/N déduit de « par
passage au quotient.

Soit (S/N, B)" I’espace borélien des (-représentations unitaires irré-
ductibles de S/N. D’apres [18], p. 300, th. 8.3, 1l existe une bijection
canonique A

®: Cox(S/N,B) "= Sce-

D’autre part, d’apres le lemme 4.5 (v), on a Q@ = Bw= HCw, donc
([18], p. 297, th. 8.1) Popération d’induction est une bijection

. S(;,,,—> }Algl.
Puisque H est de type I, (S/N, @) est de type I ([18], p. 302, th. 8.4),

donc (S/N, )" est standard. Les orbites de C dans n* sont des réunions
dénombrables d’ensembles compacts donc sont boréliennes; il résulte de
12 que Cw est une partie borélienne de N. On est dans les conditions d’appli-
cation de [1], p. 107, th. 7 (le réle de H dans cet énoncé étant tenu ici
par B); on en conclut que S, est standard et que ® est un isomorphisme
borélien. D’apres [10], p. 257, th. 4.1, W est continue. D’apres [17], p. 130,
th. 3.2, W est un isomorphisme borélien.

L’action de p(C) sur Hg s’effectue par transport de structure. Trans-
formant cette action par W o ®, on obtient ’action de p(C) sur Cw X (S/N, 3)
par transport de structure, c’est-a-dire 'application

(p(c), (cw, &) = (cc'w, A).

I est clair que p(C) opére réguliérement dans Cw X (S/N, B)" donc dans Ho
puisque W o @ est un isomorphisme borélien.
5. DEMONSTRATION DU THEOREME.

5.1. Lemme (L. Pukanszky). — Soient G un groupe localement compact
séparable, A sa fonction module, © sa représentation réguliére, H un sous-
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groupe fermé distingué unimodulaire de type 1 de G, tel que G/H sott uni-
modulaire. Soit 1. la mesure de Plancherel sur H. On suppose qu’il existe
une fonction borélienne m sur H, telle que m(s) > o presque partout et telle
que, pour tout g€G, on ait m(gs) = A(g) m(s) presque partout. Alors
Ualgébre de von Neumann engendrée par 7 (G) est semi-finie.

Cf. [20], lemme 2".

5.2. Lemme. — Soit G un groupe de Lie réel connexe, © sa représen-
tation réguliére. L’algébre de von Neumann engendrée par ©(G) est semi-finte.

Soit A la fonction module de G. Soit H le nilradicalisé de G. Cest un
sous-groupe distingué fermé unimodulaire de G tel que G/H soit commu-
tatif (prop. 1.7); ce sous-groupe est de type I (prop. 1.7 et 2.3). Soit v
une mesure de Haar de H, et p la mesure de Plancherel correspondante
sur H. |

Soient g ’algébre de Lie de G, n son plus grand idéal nilpotent. Il existe
un espace vectoriel réel V de dimension finie et une identification de g
a une sous-algébre de Lie de £(V) telle que les éléments de n soient nilpo-
tents. Introduisons alors toutes les notations des lemmes 4.4 et 4.5.

Soit B, le groupe des commutateurs de B. Pour b €B,, ¢(b) opére trivia-
lement dans H [lemme 4.5 (iv)]. Le stabilisateur de tout point de H dans B
est fermé ([1], p. 16, prop. 3.7). Donc p(B,) opére trivialement dans H.
Soit K = B/B,. C’est un groupe localement compact séparable commu-
tatif. Il opére réguli¢rement dans H (lemme 4.6). Il existe un caractére
continu ¥ > o de B tel que g¢(b)v=y(b)"'v pour tout b€B, dou

o(b) . =y.(b) - pour tout b€B. D’apres le lemme 3.1, il existe une fonc-
tion borélienne m sur A, telle que m(s) > o presque partout, et telle
que, pour tout bE€B, on ait m(bs) = ¥ (b) m(s) presque partout. Soit
g€G. 1l existe bEB tel que a(g) = ¢(b). Alors

1 (0)"'v=p(b)v=0c(g)v=(moda(g))~'v=A(g) v ([3], p.61, cor.),

donc y(b)~'= Alg). Ainsi;, pour g€G, on a m(gs)'=A(g) m(s)™"
presque partout. D’apres le lemme 5.1, n(G) engendre une algebre de
von Neumann semi-finie.

5.3. Lemme. — Sotent G un groupe localement compact connexe, K un
sous-groupe distingué compact de G, o une représentation unitaire irré-
ductible (de dimension finte) de K, o la représentation unitaire de G induzte
par p. On suppose que G/K est un . groupe de Lie. Alors Ualgébre de
pon Neumann engendrée par a(G) est semu-finte.

Soit K'= Ker p. Comme G est connexe, K’ est distingué dans G
([14], p. 515, th. 3). Soit ¢’ la représentation de K/K’ déduite de o par
passage au quotient. Soit ¢’ la représentation unitaire de G/K’ induite
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par ¢’. Alors o’ est la représentation déduite de g par passage au quotient.
Comme p’ est une sous-représentation de la représentation réguliere
de K/K’, ¢’ est une sous-représentation de la représentation réguliére
de G/K', ([15], p. 113, th. 4.2 et p. 123, th. 10.1). Or G/K et K/K’ sont
des groupes de Lie, donc G/K’ est un groupe de Lie, connexe puisque G
est connexe. Donc I’algébre de von Neumann engendrée paro(G) = o’ (G/K")
est semi-finie (lemme 5.2).

5.4. DEmMoNSTRATION DU THEOREME. — D’apres [19], p. 175, theorem,
il existe un sous-groupe distingué compact K de G tel que G/K soit un
groupe de Lie. Soit o la représentation réguliére gauche de K. On a
o = Geﬁlpi, ou chaque p; est irréductible. Soit m; la représentation uni-

)

taire de G induite par g, D’apres [15], loc. cit., on a © = @ =, D’apres
iel

le lemme 5.3, I'algébre de von Neumann engendrée par m;(G) est semi-

finie. Done P’algébre de von Neumann engendrée par n(G) est semi-finie.
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