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Ann. scient. Éc. Norm. Sup.,
4e série, t. 4, 1 9 7 1 , p. i à 19.

SUR UNE CLASSE
D'ÉQUATIONS PARABOLIQUES DÉGÉNÉRÉES

PAR TADATO MATSUZAWA.

1. INTRODUCTION. — Dans cet article, nous allons étudier d'abord le
problème mixte pour une équation d'évolution du type

( 1 . 1 ) Ut-{-t^A(t) u==f, a^o

où {A( t )}^o es^ une famille d'opérateurs dans un espace hilbertien, non
bornés, autoadjoints, > o, de domaine indépendant de t^o. La situa-
tion remarquable est le choix de la classe initiale.

Dans le paragraphe 2, nous démontrons un théorème d'existence et
d'unicité de la solution faible du problème de Cauchy pour l'équation (1.2)
(A indépendant de t). Dans le paragraphe 3, nous préparerons quelques
lemmes sur les espaces de Sobolev avec poids. Dans le paragraphe 4, la
régularité des solutions faibles de ce problème est démontrée.

Ensuite, dans le paragraphe 5, nous allons étudier le problème mixte
pour les équations paraboliques dégénérées :

(1 .2) Ut—t^^ {aij(œ, t)u^)^+^^bi(œ, t) u^c(x, t) u==f
î,7==l i=ï

comme application des résultats précédents. On y suppose que o^oc

et a—^ < p. L'hypothèse —— < (3 est exacte.
La démonstration du théorème 5.1, résultat principal dans le para-

graphe 5, se réduit à la théorie de Riesz-Schauder. La théorie de
l'interpolation et un théorème de l'unicité (théorème 5.2), démontré par
M. Y. Ikeda, y sont importants.
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Enfin dans le problème 6, nous montrerons que le problème de Cauchy
pour l'équation

(1.3) Ht— t^u^^-it^ u^=zo ( / = ^ / — i ) , — o o < ^ < o o , ^ > o

est mal posé au sens de Hadamard si — ï < (i < a ~ ï .

L'auteur exprime ses remerciements à MM. Y. Ikeda et T. Ichinosé
qui ont bien voulu discuter avec lui.

2. THÉORÈME D'EXISTENCE ET D'UNICITÉ. — Utilisons les notations
dans [8]. Soit Y un espace de Hilbert. On désigne par L^o, T; Y) les
(classes de) fonctions t->f(t) de carré intégrable sur ]o, T[ (o < T< oo)
à valeurs dans Y. Muni de la norme

( 2 - 1 ) ( r\\fw^dt\=\\f[\^.^
Wo /

1^(0, T; Y) est un espace de Hilbert. On désigne par H^o, T; Y) les
(classes de) fonctions f telles que /; D^eL^o, T; Y), où Dif désigne
la dérivée (d'ordre ï) de u au sens des distributions sur ]o, T[ à valeurs
dans Y. On le munit de la norme

f|/|lH-(0,T;Y)=(f|/H£»(o,T;Y)+|lD//|^(o,T;y)r.

Soit maintenant A un opérateur non borné dans Y, autoadjoint, positif
de domaine D(A). On peut définir les puissances A° de A, 9eR. D(A9) est
un espace de Hilbert pour la norme

^^(M^di^ i iY+i iA^i i? )^ .
Pour a réel, ^o, on considère l'espace de Hilbert F comme suit :

F= ( ^; uçL^(o, T; Y), ^LeL^(o, T; D(AO)i,

muni de la norme
/ II a 1 2 V

u \\t'= \ II u f^(0,T;Y+ [| t^U LW;Y)^.

On considère aussi un sous-espace $ de F comme suit :

a > = = ( ^ ; peH^o, T; Y), ^çL^o, T; D(A^)), ^ ( T ) = = o j ,

$ est un espace préhilbertien avec la norme

ni^i i i^^di ^ 1 1 1 + 1 1 ^ ( 0 ) 11^,
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On a
^cF,

l'injection étant continue et 3> est dense dans F.

DÉFINITION 2.1. — Soient / ' eL^TîY) et Uo€Y, nous appelons
uçF une solution faible du problème

(2 2) Lu=z Uf-^-t^Auz^f dans ]o, T[,

(2.3) u(o)=uo.

si u vérifie

[ a i a i •l
(2.4) -[u, (^<r-Q<]4- ^A3^ ^A^^J:^!:/, ̂ -^(^^(O^Y

pour tout ^ € $. Ici [ , ] désigne le produit scalaire dans L2 (o, T ; Y)
et ( , )y dans Y.

THÉORÈME 2.1. — Supposons que a^o. Soit jfeL^o, T; Y) et UoëY.
Il existe une solution faible u unique dans F pour le problème (2.2), (2.3).
On a l'inégalité
(2.5) |M|F^C(l)n|/||L^T;Y)+||^||Yi.

La constante C ne dépend pas de y^L^o, T; Y) et de Uo€Y.

Démonstration. — (i) L'existence : Posons la forme sesquilinéaire

[ a i a l ~l
E(^ P) =—[u, (^^)J+ ^A2^ ^A2^-^, ^eF, ^e^.

Pour tout ^€$, la forme u - ^ E ( u , ^ ) est continue sur F. De plus,
il existe une constante K > o telle que
(2.6) |E(^)|^||H||2, ^€^.

En effet, on vérifie que

Re(E(^, ^ )== I [ | ( ; (o) | )Y-+-^ ^-<]+[^A2^ ^A^-^KIIHII2, ^€^,
2 2

pour K > o assez petit.
Enfin la forme

^-^[/^ ^^]+ (^0, ^ (û ) )Y

est continue sur ^, pour la norme ||[ v [||.

(1) La lettre G pourra désigner les constantes différentes.
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Alors d'après le théorème 1.1, chap. III, [6], il existe u€F avec
E(u ,^ )==[ / ;p^ ]+(uo ,^ (o ) )Y pour tout ^€<E>, i.e. l'existence de la
solution faible est démontrée.

(ii) L'unicité : Soit uçF une solution faible du problème (2.2), (2.3)
avec f=o et Uo=o. Dans ce cas, la condition (2.4) est équivalente à

r a i a i -i

(^•7) —O, ^]4- |^A2^, ^A^J^ro, re0.
Posons

V{t)=z Ç ^(T)^T.

^

Alors pe$ et on peut le substituer dans (2.6) et on a

i r1 1 y*1 i 2
(2-8) M|IÎ2(0,T;Y)+ - / ^ / A2^)^ ^T=:0.

^o ^ ^

Donc u = o.
Le théorème de graphe fermé donne l'inégalité (2.5).

3. QUELQUES LEMMES SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS. —

Y étant un espace de Hilbert comme ci-dessus. Pour r réel, o^r^i
posons

V.(o, T; Y) = { „; uçL^o, T; Y), r^eL^o, T; Y) }.

V,.(o, T; Y) est un espace hilbertien avec la norme

1) U |[v,(0,T;Y)= ( [I U (|^(O,T;Y)+ f| ^^H&(0, T;Y))^.

Nous posons

V^(o, T; Y) = adhérence de C^(o, T; Y) dans Y7'(o, T; Y).

Pour s réel, o < 5 < i , désignons par ?(0, T; Y) l'espace des fonc-
tions u à valeurs dans Y telles que

|M|H^ (̂[M|£,,̂ ,+ r p"-^-^ "^^<oo.
\ ^ 0 ^ 0 1 ' —— - I /

Aussi nous posons

H^(o, T; Y) == adhérence de C^(o, T; Y) dans ?(0, T; Y).

LEMME 3.1. — Soit r réel, o^r<i. Nous avons l'inclusion algébrique
et topologique

V, (o ,T ;Y)c f r (o ,T ;Y)

pour tout s avec Q^s^i—r.
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Démonstration. — (i) Le cas î-^r<I : Prenons ç>eC^(o, T; Y).
On a

f f^ f \\t,(a+t)-v(ff)[\ïda
^0 - ^O

r 1 dt /^H r'5^
^j ^'f \\f (/(T^(T)^T < r̂

•^n ty n ^rr

,T rf/ ^T
^•2.<4-l

=f (i"+l f 7————-.[(ff+<)2-2/•-ff2-2'•]^f ^'-<[|(/(T)||^T
•/O »/() ^ -i!/ t/^

/.T ^ -T

^Cte t'1^'2'-1 o-^lj ^(cr) [[^o-
^o ^ o

=Cte[|^||v,(o,T;Y)

si 2 5 + 2 r — i < i donc si $ < i — r.

(ii) Le cas o^r<-' Pour ^ € C ^ ( o , T $ Y ) , on a

P(o- - f -<) —^(o - ) =^ r ^(o-4-O^) ^0.
^o

Alors pour t > 05 on a
^ ^ 1 /,! [ 1 2

[ ^^_^t)_^^)^^^t2 dcr \ p^((7+e^)^9
•^O ^ O 1 ^0 1 [ Y

/1 /^ r7f\ /*

-'•X '"/ ïïT^jf C+"W(^»')IK-*

^".SE.jf'ï^).-'/'-"/'""'"'""'""00"^'

^ Cte r—27' r cr2^ [| p' (<7) \\ï dfj.
^o

Donc nous avons
,T dt ^T

f ^-1 f | )P(^+^) -P(^) 11^(7
t^n ^o

/ ÎT ^^/ ÎT ^^
^Cte / r-^2 7—1!]^; ^ ^2^+27-- l JV,.(0,T;Y)

^n

^Cte[l^||i(o,T;Y).

si 5 < i — r.

Ann. J^c. Norm., (4), IV. — FASC. 1.

C. Q. F. D.
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Ensuite, soit A comme ci-dessus. Pour m réel, o < m ̂  i et a, 5 réels, ̂  o,
désignons par W?(a, s) l'espace des fonctions u telles que

(3.i) ^eH-(o,T;Y) ,
.(3.2) t^uçL^o, T; D(./V)).

Nous prenons pour norme :

[I ?/ llw^a,.^ ( II ?/ [|H".(O,T;Y)+ [| t^U [|^(O.T;D(A-))^.

Nous posons
Wy(a, 5) == adhérence de €^ (0 , T; Y) dans W^ (a, 5).

LEMME 3.2 (cf. [2]). — Pour tout nombre a, m, o<m^i (m^- 1 )

^ <o^ 9, o^9^i, nous avons V inclusion algébrique et topologique

(3.3) Wy(a, 5)cWy(P,5( i - .6))

a^c P ==(i — 9) a — 9m (et s^oY

Démonstration. — Suivons la manière de démontrer le théorème 1.1 [2].
(i) Pour 9 = i, i. e. [S === —• w, on a l'inégalité

(3^) ll^^f|L-(0,T;Y)^Cf|^[|^^^

((wr chap. I [8]). Ceci démontre le lemme dans le cas [3 == — m.
(ii) Soit u€Wï(a, ^). On a d'après (8.2) et (3.4) :

^ ( ^«eL^o,T;D(^)),
( t^uçL^o, T; Y)

^ := :?+^Y i étant un nombre complexe, considérons la fonction holo-
morphe à valeurs dans L^o, T; Y) :

co(Ç, t) =1^-^-^0(1).

Nous vérifions à partir de (3.5) :

a)(^)eL2(o, T; D ( / V ) ) . sup | )o)( /7 î , . ) H L . ( O , T ; D ( A . ) ) < + O O ,

^ ( I + Î Y Î , ^çL^o, T; Y) sup.[ |(^(i+r/î , . ) [ |p(o,T;Y)<-4-oo.
7!

Nous avons, en utilisant la théorie de « l'interpolation holomorphe »
{voir [8]) :

^(i-0(a-^(^^^(^ ^çL^o, T; D(A^1-0))),
[^(^ • ) t l^ (0 ,T;D(A^-0) ) )^C([ |^^^[ [L . (o ,T;D(A-) , )+ | [^ - / / ^ M[|L^O,T;Y)) .

D'où s'ensuit le lemme 3.2 par (3.3).
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4. ÉQUATION D'ÉVOLUTION Ut-}-t* A.U == f, 0 ̂ 0.

LEMME 4.1 (cf. th. 10.1, chap. 1 [8] et th. 1.2 [2]). - Pour ueW^a, i),
on a

(4.1) ^^^(A7^"^)).

/ __\
U application u-> u(o) e^ continue et surjecti^e de W^a, i) rfan5 D ̂ A2^4'1^ C Y.

Démonstration. — Posant ^ = cr0^1, û(<7) == u^a01^, on a

i
(4.2) ^^^^eL^o, T^; Y),

i
(4.3) (j^^ùeL^o, T01-1-1; D(A)).

Alors, par le théorème 10.1, chap. 1 dans [8] (théorème de trace et d'inter-
polation), on a

^(o):=^(o)eD(A^0^)

et la surjectivité de l'application.

La surjectivité de l'application W^(a, i) 3u -> u(o) eD^A2^'^} est
aussi démontrée par le théorème suivant :

/ ^ \
THÉORÈME 4.1. — Soit a^o. Pour tout i^eD^A2^"^ / il existe u

unique dans W^a, i) tel que

(4.4) L^== ̂ 4-^A^==o â?an5 ]0i T[.

(4.5) u(o) == ^o.

On a Vinégalité

(4-6) ll^lw^a^^CIl^l^^^^),

Démonstration. — Utilisons la diagonalisation de A. D'après la théorie
de la décomposition spectrale {cf. [3]) il existe :

(i) une somme mesurable hilbertienne

^C= ^C(^)^(^), o<Xo^<oo,

dy.Çk) •== mesure de Radon^o sur [Xo, +00[;
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(ii) un opérateur unitaire IL de Y sur [Xo, +oo[ qui applique D(A)
sur JCi, où
(4.7)

avec

et tel que
(4.8)

On vérifie que

(^•9)

où
(4.10)

avec

JCi=^;r€.X, ̂ €X},

\\^( r^ani^^a/
\^\ y

OL(A^)=:À(^l^) ^ € D ( A ) .

'U est un isomorphisme de D(A 9) sur «XQ,

< X O = = { P ; F € X , À ° P € < X } , o^O.

^'^(^^^^(^y2.ll^k=(

On a p€<ÏCe si, et seulement si X^e^C (car X o > o et O^o), et la norme
sur JCo équivaut à la norme du graphe.

Pour yeL^o, T; Y), on définit Uf par

(^f)(t)=u(f(t)) p. p.

et de même pour /"eL^o, T; D(A6)). Alors, 'U est un isomorphisme de
L^o.T; D(A°)) sur L^o, T; JCo).

Démontrons que la solution du problème (4-^)? (^-5) est donnée par

/ _ /a+l \
(4.ii) u(t)=exp^——^-Ajî/o.

_ / / _ ^a+i \ \ / _ ^a+i \
Comme ( aiexp( ———A )uo == exp — — — X Z L u o , on a\ \ " ~ 1 1 / / v 0 - 1 " 1 /

/•T /l 00 / _ o /a+i \
fl^"(<)ll^(.,i;x)==/ ^/ exp(—,—À)ll'll"»^^)rf'Jl^)

^ O *^).o v /

=Cie r^[\Uu,\\^cl^a)
-Ao

=:Gte [|/ll ̂ [|2 , .
5C 2(a-»-i)
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Et aussi on a

1 1 ̂  [1£.(.,T;3C)= 1 1 '"- (^A M(Q) [1^,^)

==/' ^^^a^exp(-2^À)[|taMo||^)^(À)
i/o t/\o \ - -t- 1 /

==Cte[|at^o[|2 i .
2(0+1)

Ce qui équivaut à u€=W^(a , i) et on voit immédiatement que u
vérifie (4.4)? (4.5).

THÉORÈME 4.2. — Soit a^:o. Soit uçF la solution faible (cf. déf 2.1
et th. 2.1) du problème :
(4 .12) L^==^+^A^:=/ dans ]o, T[,
(4.13) ^ ( o ) = o ,

/ / -LAX
avec feL^Ço, T; Y). Alors uçL\o, T$ D^A014-1;; ^ on a l'inégalité

(^4) [|.^^^(^^C[|/[|.,,T;Y)

La constante C ne dépend pas de yeL^o, T; T).

Démonstration. — Pour jfeL^o, T$ Y), définissons /\(^^^o) par

^x^i:^- ̂
Alors nous avons
(4.16) ^)eL^(o, T; D ( A ° ) ) , o^0<^ ,

(4.17) lim f\==f dans L^o, T; Y).
À><^

On vérifie immédiatement que
r 1 ( _ / / a + i / _ T a + i \ )

(t.i8) i^(t}= exp v . , 'A A(T)^T
•^o \ 1 - /

est la solution du problème (4.12), (4.i3) avec f = f\. Parle théorème 2.1,
on a
(^.19) [|^[|F^C[|A[|L.(O,T;Y).

Donc, en faisant X vers l'infini, on voit que la solution faible du pro-
blème (4.12), (4.i3) est donnée par

r ' ( _ / ^a+i _ -04-1 \ )
(4.2o) " ( t ) = exp ( t — — i A / ( ï ) < / T .

•->« { "• ' l )
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Nous démontrons maintenant l'inégalité (4.i4). Posons v (X, t) == IL/,
r1 ^ — Ml2; ^A^1^);!!^

^o

r '1 r90 1 il2
=^ l ^^u{t)\\^d^(l)dt

ty 0 «y )̂' 0 <y À

,T ( _ ( fOL+ï _ ^a-n \ \/'t-7 :{ ^——^——T^'7^7=r rt^n t/À»

^a+i (^JL(À) ̂

/ïao r i r 1 1 ( _ c / _ r ^ a + i )^ / ^ ( À ) J \ ^^'exp ^ T) X I|.(^T)||^,,, ^T 1 ^
•^Ao ^ o V ^ o \ yc -^ - i ^

^cte r <^a) r ||^(^Q(|^)^
17 Ao ^ O

=Ctef ^ II'"-/(<) llâcw^(^)
*-/0 t' Ào

=Cte[|^/[|^^).
Ce qui démontre l'inégalité (4.i4).

THÉORÈME 4.3. — Soient /'CiL^o, T; Y) e( M € F ?a solution faible du
problème (4.12), (4.i3). Il existe une constante C telle que

(^•2] [) ||^^||^(0,T;Y)^C||/||^(0,T;Y).

La constante C /ze dépend pas de jfeL^o, T; Y).
Démonstration. — Pour /*€ L^o, T; Y), posons /*^, u\ comme dans la

démonstration du théorème 4.3. Alors on trouve que u^^H^o, T; D (A9)),
o^6<<oo, et u\ est la solution (forte) du problème (4.12), (4.i3) avec
f=f.

Prenons Ç^eC^o, T] tel que
i .. / T

Q^-t^.
S(Q=

t=T.

Compte tenu de t 2 ÇA2^ €$ et de
/ q+i i \ a-+-i i±1 1 \ a+l 1 c, _i_ i a-1 '

2 ÇA^ï.^f 2 ÇAyx+——< i ÇA2L^ÇA^ï.^f'^ÇA^

Nous avons, par l'inégalité (2.6),
a 4-1 i. 112

a+t i^-r ç A2^-+-r^ A2 ̂ .

(4.22) / 2 ÇA^^Hy^T^-l+llf ••'ÇA^JlL.lo.TiY)

( 1 1 1 1 1 1 1 H a 1 1 i 1 1 a 1 II
^C\\ f^f)\\.\\t 2ÇAM,||+ ^ÇA^II.IIr^A^II

a+i i i l a 4-1 i |n
+ < 2 (̂0, .II^'^ÇA^JI^.
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Ici, nous avons noté par || . || la norme dans L^o, T; Y). D'où nous
avons

(4.23) II^^^A^II^cifl/.tl.ll^'-^A^II+IIAIpS.

pour une autre constante C qui ne dépend pas de /, X [l'inégalité (2.5)].
En faisant tendre X vers l'infini on a

(4.24) \\t^Au L-(O,T;Y)^C[| / [ |L.(O,T;Y).

D'où on a le théorème 4.3.

THÉORÈME 4.4. — Soit a^o. Considérons le problème :

(4 .12) Lu^Ut-^-t^Au^f dans ]o, T[,

(4.13) u(o) =o,

wec yeL^o, T; Y).

Alors il existe une solution u {donnée par (4.20)) unique dans W^a, i).
De plus, il existe une constante C telle que

(4.25) [|^[|wT(a,l)^C[|/[|L.(o,T;Y).

La constante C ne dépend pas de /'eL^o, T; Y).

Démonstration, — Par le théorème 4.3 et le lemme 3.1, nous avons
MeH^o, T; Y) pour tout m, o ̂ - m < ï- et

11 ^ [|H-(O,T;Y)^ C (m) ||/[|L.(O,T;Y)

donc nous avons ^eW^T-î ï-} et
\ 2 2/

(^.26) [ l^t l^/a^l^C'(^) ( 1 / 1 1 ^ ( 0 , T; Y), 0^m<^

D'autre part, d'après le lemme 3.2 on a

(^.27) wy^^VwîY^Â--1 ,-1^-——^,
v ' / ' \2 2/ 1 \ 2 2 2 \ a + I / 7

où /c = ÏT?' 0 < m < 2 e t o < ^ < r
Prenons ÇeC30^, TJ comme dans la démonstration du théorème 4.3.

a ï

De la même manière que ci-dessus, en tenant compte de t2 ^A^ë^,
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on a

(^•^y II ̂ "Ç A^ HL'(»,T;Y)+ [| ̂ ÎA«, tl^Y,

^cSii^ç/xii.ii^çA^ii+ii.^'-^A^xir
H- ^.AUl^AU!.

Par (4.20), (4.27), on trouve que
a i i N2

F24" 'ÇA^^II^^^Yî^CJIÇ^H /a i/ 1 ^^Cyll/^lL^TsY).WT {-^^^orri))
D'où nous avons comme au (4.24) 5

(^r [I^^A^IlL.^^D^CtI/tiL^o,!;^.

D'où nous avons
(^.28) [[^^HL'(O,T;Y)^C|)/[|L.(O,T;Y).

Encore par le lemme 3.1, on a u G H^ (o, T ; Y) pour mi tel que

^ < ^ i < i — A * et donc u S W ^ f ^ î ^ ) - Alors, comme ï- < mi < i, on a
2 \ 2 2 y 2

(4.27)' W, -^cW0' - I, -'fi - -^-)V
' T \ 2 2 / \ 2 2 2 \ a + I / /

a 1 ^^,1,Dans le calcul (4.22)', on prend t'^A^u^ au lieu de t2 ÇA2^, on a
^AueL^o, T; Y), d'où u.eL^o, T$ Y) et on obtient le théorème 4.4.

Ajouté en épreuves. Cette démonstration est incomplète. Une démonstra-
tion complète paraîtra dans un article ultérieur.

Nous supposons maintenant que A{t) est un opérateur non borné, auto-
adjoint, >o pour chaque <€[o, T] et D(A(<)) est indépendant de t. Nous
supposons en outre que ( — ^ A ( ( ) est continue de [o, T] dans J?(X, Y)
où X=D(A(o)).

Sous ces hypothèses on va démontrer le

THÉORÈME 4.5. — Soit A(^) comme ci-dessus. On considère le problème
(4.29) Lu^Ut-^-t^A^u^f dans ]o,T[,

(^.3o) z<(o)==o,

avec yeL^o, T$ Y). Il existe une solution u unique dans Wi:(a, ï) et on a

( ^ •3 ï ) [l^[lw.;,(a,i)^C(|/||^(o,T;Y).

La constante C ne dépend pas de /*.
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Démonstration. — D'abord considérons le problème

(^.32) L^=Mi4-^A(o) u=f dans ]o, ô[,

(^.33) ^ (o )=o ,

avec feL^o, S; Y) et o<S^T. Par le théorème 4.4, il existe une solu-
tion u unique dans W| (a, i) telle que

(^) [l^llw,(a,i)^C[|/[|L,(o,ô,Y).
o

Désignons par L^1 l'application L^o, S$ Y) 3 /*-> ueW|fa, i).
(4.34) s'écrit :

(^) [ILTVIIw^^^CII/^^ô;.,.

La constante C ne dépend pas de S, o < S^T.

Comme l'équation (4.29) s'écrit :

(^.36) ^+^A(o)^+^(A(^) —A(o))^==/ ,

le problème (4.2g), (4.3o) est équivaut à l'équation

(^.37) ^4-L71L^==L71/, / € L ^ ( O , Ô ; Y ) ,

où L2U= ^(A(^ — A ( o ) ) u pour ueWâ(a, i) avec u(o)==o.

Ensuite, pour £ > o quelconque, on peut prendre S > o tel que

( |A(^)-A(O)[|^,Y(^ o^^ô.

Donc, si l'on prend S > o assez petit, on a

II^^^W^D.w^a,!))^^

La solution de (4.37) est uniquement donnée par

(^.38) u= lim Un [dans W| (a, i)],
//Z ->- co

où Ui=L71 et Un=— L71L2M^_l+ L71/, pour ^^2.
^

La théorie cla.ssique s'adopte pour -<(^T et on obtient le théo-2
rètne 4.5.

Ann. ^c. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 3
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En combinant le théorème 4.1 et le théorème 4.5, on obtient le

THÉORÈME 4.6. — Soient a^o et A(t) comme dans le théorème 4.5.
Il existe une solution u unique dans W^(a, i) pour le problème
(^.39) L^==^4-^A(^) ^=/ dans ] o, T [,

(Mo) ^(o) =?/o,

avec /'eL^o.TîY), UoeD(A(o)iTaTÎ)).
.De pfa^, on a

(Ml) II ^ 11^, ,^C .̂  ll/l^o, T; Y)+ | U, 11^^^ 1 .

La constante C ne dépend pas de f, Uo.

5. L'ÉQUATION
/l /^

l / t — t ^ ^ (aij{x, t) ̂ ).r,+^^^-(^, ^) ^+C(^ ^ ^=/.

;,7=1 ;•==!

Nous allons donner quelques exemples d'applications des résultats pré-
cédents.

Nous rappelons que
(5 .1 ) WÎ(P, s) ={ u; uçU(o, T; Y), ̂ eL^o, T; D(A-5)) ;.

Par la méthode complexe {cf. la démonstration du théorème 14.2,
chap. 1, [8]), on a facilement
(5.2) [WÎ(P, .), L^(o, T; Y)]Q=W°T(ep, 6.), o^O^i, o^..

Ensuite, désignons oW^(a, 5) = { u ; ueW^a, s), u(o) = o}. oW^a, 5) est
un sous-espace hilbertien de W^a,^). D'après la démonstration du
letnme 3.2, nous avons l'inclusion algébrique et topologique

(5.3) oWï(a, I)CWT^ I^VW^P, ̂ \ a^o, P> a^-1'

LEMME 5.1. — Si r injection oW^a, i) -> L^o, T; Y) ^t compacte,
alors V injection

oW^a^^Wîfp,-1^ a^o, P>a^-[

\ •2/ 2

^t compacte.
Démonstration. — Soit II l'injection canonique de L^o, T; Y) sur

L^o.TîY). Posons X ̂ L^o.T; Y). Alors, par (5.3), on a

nej?(^ a;)n^foWT(a, i), Wîfp, ^-^^V ûc^o, p>
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Par le théorème d'interpolation [cf. théorème 5.1, chap. 1, [8]) et par (6.2),
on a

IIe^[oWT(a, i), X]^ W î ( p 9 , ^-i-^0^\ o^O^i .

D'autre part, par hypothèse, l'injection

oWT(a,i)-4oWT(a, i), ^]o, o<0< i

est compacte {cf. théorème 16.2, chap. 1, [8]). D'où l'injection

oWT(^ i ) (^[oWT(a,i),^]o)->WÎ^9,1^6^ o<0< i

est compacte.

Si P>a—]-? il existe un 9 o = = 9 o ( P ) tel que

po>a— l et ^;e>1, Oo^o<i .1 2 a +1 2 —

Donc, par (5.3), nous avons démontré que l'injection

oWï(a, i)-^wîfep, 'V a^o, eo^o<i
\ 2/

est compacte. D'où nous déduisons que l'injection

oW^^i^Wîfp1) , a^o, ^>('—l

\ 2 / 2

est compacte.
c. Q. F. D.

Soit maintenant û un ouvert de î{71 borné de frontière F assez régu-
lière. Soit Q le cylindre Q = = û x ] o , T[ ,o<T<oo. Prenons a,y(^, (),
i^i,/^n, à valeurs réelles, eC^Q), et telles que

n

(5.4) ^^•(a'^W-^ïlU2. (^<)eQ, ÇeR», a,y==«/<
1,7=1

pour quelque constante Y>O.

Prenons Y=L2(a),
^

A(^ ) M==— ̂  (^y(^, t) u^)^.,
i,/==i

D ( A ( Q ) = H l ( i 2 ) n H 2 ( ^ ) ,

et posons
^ T ( a , i ) = i ^ ; « e H ; ( o , T ; L 2 ( ^ ) ) , ^ ^ e L 2 ( o , T ; H l ( ^ ) n H 2 ( ^ ) ) } .
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i?TL^(a, i) est un espace hilbertien tnuni de la norme

II u ll̂ a,!)^ ( II u 11^(0, T;Y) + [| t^U il&^T;^^^»2^)))^.

On applique le théorème 4.6 et obtient la

PROPOSITION 5.1. — Supposons que a^o. Soient û, Q, a,/(rr, t) comme
ci-dessus. Il existe u€JTl^(a, i) unique, tel que

n

(5.5) Lu=ut—t^^ (aij(x, t) u^)^==f dans Q,
^7=1

(5.6) LL (c^, o) == UQ (x) sur ^1

pou^•/•eL2(Q),MoeDa(û)=[Hl(t2)nH3(û),L2(tl)]^,.
•2(a-+-i)

On a V inégalité

(^•7) II ^ fl^(a,i)^G f II/HL-(Q)+ II ̂  |k(û) !•

La constante C ne dépend pas de /*, Uo.

Remarque. -— Par les résultats dans [5] et [7J, on a

/ o-J-

^ Da(^)=H a + l (^ ) si o ^ a < i ,

(5-8) j Di(^)ctP(i2),

f 1

^ Da(^)=H a + l (^ ) si i<a .

THÉORÈME 5.1. — Soient i2, Q, ai/{x, f) comme ci-dessus. Soient bi{x, t),
i^i^n et c{x^ t) les fonctions à valeurs complexes, mesurables et bornées

dans Q. On suppose que o^a et ——<;(3. Alors, il existe u€^Ti^(oe, i)

unique, tel que
n n

(5.9) Lu^i/t—t^^ (^{x, t) Uxi)xi-^t^^bi{x, t) u^-}-c{x, t) u=f dans Q,
i./==i i=l

(5 .10 ) u{x^ o) == UQ (cr) sur ^

pour /eL^Q) et Uo€Da(îl).

On a Vinégalité
( 5 . 1 1 ) II ^ tLmî,a,i)^C ; [|/[|L-(Q)+ [| ̂  HD,(Q) S .

La constante C n^ dépend pas de /*, Uo-

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 5.1, et de (5.3), il
suffit de démontrer le cas Uo = o.
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Posons
ii

LI u == Ut — t^ ̂  (^7^5 0 ̂ )^
f,7=l

D(Li) == j u\ ^eJîl^(a, i), </(^, o) ==o }.
7l

L^u=t^ ̂ bj(^, t) u^-\-c{x, t) u,
i=l

D(L, )=D(LQ.

Li est une application continue de D^^-^L^Q) et Ls est complè-
tement continue de D ( L 2 ) — ^ L 2 ( Q ) si a^o et ?>——• En effet,

2

posons
o.mï(a, 6 ) = S ^ ; ^€?(0, T; L2^)), ?/e.)UÎ(a, 6), ^(^ o ) = = o { ,

^î(p, 6 ) = { ^ ; ^eL^o, T; L2^)), rf^eL^o, T; [Ù1 (^2) nH^ (î2), L2(Î2)]9} ,
o^ô^i .

D'après le letntne 3.2, on a

( \ ^
o;5îlî(a,i)Co;"»î^ " .———ICH^'^Q).a —(— i j x, t

Donc, l'injection o^(a, i) — L^Q) = L^o, T; L2^)) est coïnpacte.
On applique le letntne 5.1 aux espaces o3}i^[o(., 6) et JHÎ(P,a) et on a
l'injection compacte

o^(a, i)C^fp, 'V ^> a——^.
\ 2/ 2

D'autre part, on a [ft^^nH^Û), La(Q)^= È^îi) {cf. [5]). Donc La
2

est complètement continue.
Le problème est de démontrer l'existence de la solution de l'équation

(5.12) L^+L.^==/, /çL^Q).

Par la proposition 5.1, il existe l'application continue L~1 de L^Q) sur
D(Li) = ot?Tï4(a, i) et l'équation (5.12) équivaut à
(5.13) ^z+L71L^==L71/ /eL^Q), ^ € D ( L O ,

où L^La est une application complètement continue de D ( L 2 ) = = D ( L i )
dans D(Li). Par la théorie de Riesz-Schauder (cf. [13], par exemple), la
solvabilité et l'unicité de l'équation (5.i3) sont équivalentes. L'unicité
est assurée par le théorème suivant :

THÉORÈME 5.2. — Supposons que a^o, ?>——• Soit uG.,)Xi^[a, i)
vérifiant (5.9), (5.io) avec f=o, UQ=O. Alors u=o dans Q.
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Démonstration. — Multiplions chaque côté de (5.9) par ue^1^, h{t) déter-
minée plus tard, nous avons

a ^ r _ r^ r n
Ç Utûe^^dxdt— f

/o ^Q JQ JQ
Re j UfUe^dxdt- \ \ ^V (^ (x, t) u^^.ûe^W dx dt

^Q «A ^0 —

+/ / rfV^-(^, t) u^ùe^W dœ dt + f Ç c(œ, t) uûe^^ dx dt \ == o,
0 Q î=Ï "o J^ /

0<T^T.

Notons que nous avons

/ Ç t^bi(x, t) u^ûe^^dxdt
^o ^û

^£ f Ç ^\u^\îeîhWdxdt-}-G^) C Ç ^-^{u^e^^dxdt, s > o.^^ p | J /'* // 2 Zï2—= - y / i •rl 1
^o ^û JQ Jâ

La constante C(£) ne dépend pas de T,O<T^T.
Nous avons enfin

^O ^û ^n J.Q

n

\ ri^T^^^+Ciy C C ^\u,.\2eïh^dt
Q ^i Jo Ja2 t7Q ^ JQ Ja

-={ f (^(t)-^C^2^^-C,)\u\2e2h^dt
^0 ^Q.^ ^Q.

pour quelques constantes C i , C 2 , C 3 > o qui ne dépendent pas de T,
O<T^T. Par la condition P>a— I-î on a 2 p — a > — i . Si l'on
définit

r /i+28—a

^—-^-.-^
alors on a

^(^Ço^Ha, i)
et

/^(Q-c^r-P^-Ca^o, o^^<oo.

Donc on a u==o dans Q.
c. ç. F. D.

6. PROBLÈME DE CAUCHY POUR L'ÉQUATION l̂  — t^-U^x + it^ U^ = 0. —

Supposons que — i < p < a-̂ -!-. Considérons le problème de Cauchy pour
l'équation
(6 .1) Ut—^u^-^i^u^o dans R^ { (.c, t) ; (^^) eR 2 , ^ > o },

où i = \/ — i.
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Pour k entier ^o, les fonctions
, „ , , , e1^ ( — n211^ n t^ \
(6.2) ^(^t)=^e^^ ̂  ^TTp/ ^ = 1 , 2 , . . .

vérifient (6.1) et sont bornées dans (— oo <^< oo) x[o, T], o<T<oo.
On a

^•^ ^"^^^ = ^J^' ^n^^0' /^->0^ o^y^Â-.

/ --^-M i / — i i 2( l+3)^
(6-4) u,\o, n ^^ l^ -^ -exp^———+ n l+a ]->oo, / î ->oo.

Ce qui montre que le problème de Ca.uchy pour l'équation (6.1) est mal

posé au sens de Hadamard si — i << P < —— •
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