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LA PÉRIODICITÉ DE BOTT EN K-THÉORIE GÉNÉRALE

PAR MAX KAROUBI.

Le but de cet article est d'étudier de manière assez exhaustive les
possibilités d'étendre les théorèmes de périodicité de Bott usuels à la
K-théorie axiomatique développée dans [5]. En fait, Bass a montré dans [2]
que la « bonne » généralisation de la périodicité s'exprime par une formule
du type LK/1 w K/^1, n ̂  o, où LK" est le foncteur de l'anneau discret A
défini par la formule

(LK^) (A) w Coker[K^(A|Y]) © K^(A[^-1]) -^ K^ (A[^ <-1]).

Nous montrons ici que, pour une classe assez générale d'anneaux discrets A
(plus généralement d'anneaux deBanach), la formule (LK") (A) ^ K^^A)
est vraie pour tout entier n, positif ou négatif {cf. théorèmes 3.2 et 3.11)
avec la définition de K71 proposée dans [5]. La démonstration est nouvelle
dans le sens qu'elle utilise de manière intensive les notions de « cône » et de
« suspension » d'un anneau ou d'une catégorie. Ces notions, associées à
celle de catégorie filtrée [4], fournissent, semble-t-il, le bon cadre pour la
généralisation des opérateurs de Fredholm dans un espace de Hilbert.
Dans cet esprit, cette démonstration peut être rapprochée de celle
d'Atiyah [1].

Ce qui précède est démontré dans les trois premiers paragraphes de cet
article en même temps que des théorèmes et des propositions de nature
plus technique. Dans le quatrième paragraphe on introduit les structures
multiplicatives nécessaires pour pouvoir interpréter la périodicité de Bott
grâce à un cup-produit comme il est d'usage. Enfin, dans le cinquième
paragraphe, on calcule KsÇA)^, r~1]), Ks étant le foncteur introduit récem-
ment par Milnor et A étant un anneau discret. On démontre notamment
que K.2(A[(, r1]) peut s'écrire K^A) Q) Ki(A) ® X où X est un groupe
en général inconnu (1). On notera qu'en appliquant le théorème 3.11, on a



64 M. KAROUBI.

un isomorphisme K-^A^, r1]) ^ K-^A) ® K-^A) si A est un anneau
noethérien régulier par exemple. A ce stade du moins, le calcul du
groupe K~2 semble donc plus simple que celui du groupe Ka.
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I. — Projecteurs et automorphismes dans un anneau de Banach.

Soit A un anneau de Banach [5] et soit DA = A<^, r"^ (2) l'anneau
-}- ao -!- oo

des séries formelles V Ont71 telles que V ||a^|| <+oo. Soit a == ao+ a^t
+00

un élément de GL(DA, n) tel que a o + a l = I • Si o(,~i= V ^f1 est la
/l==— 00

matrice inverse de a, on a donc les relations

OoPo+aiP-i == po ao+(3-i ai ==i ,
aoPz + ai (3,_i == P, ao 4-^•-i ai == o (i-^o).

LEMME 1.1. — La relation
(3,-ao(3/=o

est yraie dans Vun des deux cas suivants :

(a) i << o et j ̂  o ;

(^) ^=^0 ^ y'< o.

Démonstration. — Dans le premier cas, on a

(3, ao Py = ̂ -i ao (3/+i == ̂ -^ ao i3/+r.

Quand r tend vers l'infini, la dernière expression tend vers zéro. Donc

(1) Ce résultat a été trouvé indépendamment par Farrell et Wagoner et par S. M. Gersten
(si A est noethérien régulier).

(â) Contrairement aux conventions adoptées dans d'autres articles [5], on notera
A < t, <-i>, A< t >, etc. — au lieu de A ( t, ̂ 1 { , A { t { , etc.
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^io('o^J•= ^i-r^^j+r= o. Dans le deuxième cas, on peut conclure de même
grâce à la relation

(3, ao (3, = (3, ai (3y_i = ̂  ao (3y_i = (3 ,̂ ao (3y_,.

LEMME 1.2. — La relation
(3,ai(3y=o

es^ proie sous les hypothèses (a) ou (&) dîu lemme précédent.

Démonstration. -— En effet, ^ai[3y== ^^0^4-1 dans le premier cas
et (3^1^== pt-naop, dans le second.

COROLLAIRE 1.3. — Sous les hypothèses Ça) ou (&) du lemme 1.1 on a la
relation

(3^=P;(3,==o.

Démonstration. — En effet,

P,.P;== (3, (ao+ ai) py= ̂ aoP;+ P.a ,̂== o.

Le raisonnement est analogue pour P/Pi.

LEMME 1.4. — Çue? çue soit le couple (t, j) on a la relation de commutation
P,P,=(3,p,

Démonstration. -— D'après le corollaire précédent, il suffit de considérer le cas
i > o, j > o, i < j et le cas i < o, j < o, i < j. Dans les deux cas on a les
relations

(3, ao (3; = [3, ai (3;_i == (3 î ao j3;_i =...=== (3; ao (3,
et

(3, ai |3y == p.+i ao (3; == (3,+i ai py_i =:...== (3y ai (3,.

On a donc
(3,.(3;= (3,ao(3;+ (3,ai(3,== (3,aop,+ P/ai(3,= (3,(3,.

LEMME 1.5. — Pour tout entier i on a les relations de commutation
ao|3,==|3,ao et ai(3,== p,ai== ^ai.

Démonstration. —- Pour i <; o, on a

ao (3^ — (3^ ao = ai (3,_i — p,_i ai == |3 î ao — ao (3,_i
(car a i = = i — a o ) =(—1^(00 (3,_^—(3,^ao) == lim(— I)^(aoP^-^— ̂ ao) ==o.

r^oo

De même, pour i > o, on a

ao(3,— (3,ao= (3,ai— ai(3,=: (3,+i Oo — ao ̂ -+1 == i3^ ao — ao ̂ +r = o.
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Enfin, pour i quelconque,

ai(3,-(3,ai=(i-ao)^-(3,(i - ao) = (3,ao- ao(3,= o.

LEMME 1.6. — Le morphisme p = ao^o est un projecteur,

Démonstration. — En effet

//^aopoaoPo^ao^ï — aif3_i) = ao(3o— ay ((3oai|3_i) ==ao(3o.

LEMME 1.7. — Soit q = î —p. Le morphisme a peut alors s'''écrire
ct=^(t)^-(t-l)r{t),

OÙ

a+(^)€GL(A<0)cGL(A<^ ^-i», a-(^) €GL(A<<-i» cGL(A<^, ^-i»

^
r(^ =p-^-qt.

De manière plus explicite :

a-^) ==^4-a^,

a-(^) ==^ + a^-1.

Démonstration. — On a les relations

(<7-+- a/?) (/^+a^-1) (p-^-qt) = (a/?4-a^-1) (p-^-qt) = ap 4- a^ == a.

D'autre part, l'inverse de ç + ap (resp. p + agrr"1) est ç + Pp (resp.
P + P?^)- Le lemme 1.1 implique que q + Pp (resp. p + Rçr1) ne contient
que des puissances de t positives (resp. négatives).

IL — Calcul de Ki(A<U-1».

THÉORÈME 2.1 (Bass [2]). — Soit A un anneau discret quelconque. On a
alors la suite exacte scindée

Ki (AM) © K, (A[^]) ̂  Ki (A[^ t-1]) à K(A) ->o.
P

La généralisation de ce théorème aux anneaux de Banach s'exprime de la
manière suivante :

THÉORÈME 2.2. — Soit A un anneau de Banach. On a alors la « suite exacte »
scindée

Ki(A<0)©K,(A<^»-VKi(A<^^»^K(A)->o.
P
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De manière plus précise : Ay == o, A? = Id, Imy e^ ckn^e dans KerA
pour Za topologie quotient de Ki(DA) = GL(DA)/[GL(DA), GL(DA)],
DA = A < t, r1 >.

Le théorème 2.2 va être lui-même conséquence d'un théorème un peu
plus général sur les catégories en groupes de Banach [4]. Si (3 est une telle
catégorie on désigne par Ê < Q (resp. C < r1), resp. (3 < t, r1» la catégorie
dont les objets sont les objets de (2 et dont les morphismes de source E et

4-oo / o

de but F sont les combinaisons linéaires formelles V a^r( resp. V a^,
n=o \ n=—^>+00 \

resp. ^ an^ j avec a^ee(E, F) et ^||a,J|<+oo. La composition des
7l=-oo /

morphismes est immédiate. Par abus d'écriture, on notera encore
e < (> (resp. (S<r1 >, e <(, r1» les catégories pseudo-abéliennes associées;
ceci n'affecte pas la définition du groupe Ki de ces catégories. Si (3 == ^(A)
ou ^?(A) (catégorie des A-modules projectifs ou libres de type fini), on a
évidemment

K,(e<0) ^ K,(A<0), K,(e<^-1» ^ Ki(A<^>) ,
K i ( C < ^ t-^w K i ( A < ^ ^-1».

Si (î) est une catégorie additive quelconque, il est bien connu que Ki (cP)
s'exprime comme limite inductive de groupes Ki d'anneaux convenables;
soit Ki(^)) ==l imKi(AE), EçObcQ, AE=EndE. Si CV est une catégorie

É^
en groupes de Banach, on mettra sur Ki (cO) la topologie limite inductive.
Dans le cas où 03 = ̂ (B) ou -X?(B), B anneau de Banach, cette topologie
coïncide avec celle de Ki(B) ^ Ki((î)).

THÉORÈME 2.3. — Soit e une catégorie en groupes de Banach pseudo-
abélienne. On a alors la « suite exacte » scindée

^(^KO)®^!^^-1))-^]^^^ ^- l»^K(e)-^o.
!3

De manière plus précise : A[j = Id, Ay == o, Im y est dense dans KerA.

La démonstration de ce théorème va nous occuper quelques pages. Il
convient tout d'abord de définir A et p.

Soit E un objet de (3. Alors le morphisme « i. t » == t est un automorphisme
de E vu comme objet de la catégorie (3 <( t, t~1^ La correspondance
E — (E, t) induit l'homomorphisme P. Soit maintenant C (2 (resp. S (3) le
cône (resp. la suspension) de la catégorie Ê. On va définir un foncteur

e : e^^—se
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de la manière suivante : à l'objet E de (3 on associe l'objet (E, E, ..., E, .
+00

de S (3. A un morphisme ^ dnt71 on associe la classe de la matrice

(X.Q a_i (2_2
ai OQ a_^ . . .

a.î ai ao

II est facile de voir que 6 est bien défini. En outre des formules analogues
permettent de définir des foncteurs

6-^-: e<o ->ce,
Q-: e^t-^-^ce,

de sorte que les diagrammes

/..^ o+e<r •>ce e<t- ->Ce

^
e^t, t-^—>^e e^t, ^- l>—>se

commutent. Rappelons d'autre part {cf. [4]) l'isomorphisme canonique
s : K(Ê) -> K,(Se) défini par s(E) = (r(E), J), où r(E) = (E, E, . . .) et
où J est l'automorphisme de ï(E) dans la catégorie SC défini par la matrice

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

L'homomorphisme A est alors défini en composant l'homomorphisme
Ki(Ê<^ r1» -> Ki {SC) et risomorphisme inverse s-1 : Ki(SÊ) -> K((5) de s.

LEMME 2.4. — Les homomorphispes composés A^l et Ay sont respectivement
égaux à Fidentité et à zéro.

Démonstration. — En effet P(E) = (E, t) et 6(E, t) = s{E). D'autre
part l'homomorphisme AY se factorise à travers K, (C(3) grâce aux foncteurs
6-^ et 6-. Donc Ay = o.

Soit maintenant x = (E, o-(^)) un élément de Ki(c5<^, ^-i/). On va
montrer que, V s > o, il existe un automorphisme ^{t), ^-approximation
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de o-, tel que ^ == (E, c/(t)) s'écrive sous la forme [S (F) + y (G). Ceci achèvera
la démonstration du théorème 2.3 donc aussi des théorèmes 2.1 et 2.2.

+00 +N

En effet, soit a (()= ^ a^f\ Si N est suffisamment grand, cr' (() == V a^t".
n==—ao 7i==—N

est une ^-approximation de cr((). On peut aussi écrire

f 7 ' ( t ) :=:^-N(a_N-4-a_^+^+... a^t^) z^t-^Œ'^t).

Puisque (E, r^"^)) = (E, r^) + (E, ^(()) dans le groupe Ki(e< ^ r1»
et que (E, (-N) = = — ^ ( E ^ ) , il suffit de démontrer la propriété pour cr".
Si on écrit cr"(^) == 60 4- bit +. . .+ M^ n > i, il est clair que la matrice

(^W 0\
\ 0 l )

se déduit de la matrice

po + bi t +. . . + bn-i ̂ -1 — ̂ ^-n
L t i J

par deux opérations élémentaires. On peut donc supposer en outre que
n == i, soit a === ao+ a!^ Dans ce cas, d'après le paragraphe précédent
(lemme 1.7), on a

(E, a) = (E, a+(^ ^ - ( t ) r ( t ) ) = (E, ^ ( t ) ) + (E, a-(^)) + (E, r (Q) .

Les deux premiers termes de la somme proviennent de manière évi-
dente de Ki(AO» ®Ki(A<r1» et (E, r(t)) == (E, p + ç() s'écrit aussi
(E7, i) + (E", t) où E' = Imp, E"= Imç; soit

(E^+^^E^)^^).
C. Ç. F. D.

Revenons maintenant au théorème 2.2 et examinons tout d'abord le
cas discret. Dans ce cas, Bass a montré que le noyau de y est isomorphe à
Ki(A). Pour le démontrer posons

K, (A.[t]) = Ker[Ki (A^J) ->Ki (A)] === Coker[Ki (A) — Ki (A[^)J

et de même

K, (A[^-1]) = Ker[Ki (A[^-1]) -> Ki (A)] = Goker[Ki (A) -> K, (A[^-1])].

L'idée essentielle va consister à construire deux homomorphismes

y^: K , ( A [ ^ ^ ] ) - > K , ( A M ) ,
Y-: K,(A[^^])-^K,(A[^]) ,

Ann. £c. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 10
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inverses à gauche des homomorphismes naturels

y+: K , ( A M ) ->K,(A[^-^),
y-: K,(A[^])-^K,(A[^]).

Pour fixer les idées on va se borner à décrire y". Soit a une matrice rXr
inversible à coefficients dans A[^ r'1]. Pour n suffisamment grand ^a
est une matrice rXr à coefficients dans A[^]. Considérons la suite exacte

o -> (A[t])''-°^> (A^])7--^ M-> o,

où a(^) désigne l'endomorphisme associé à la matrice ^a. Si n est suffisam-
ment grand, la multiplication par t induit un endomorphisme niipotent v
de M. Le couple Y~{n, a) == (M, i + vr1) avec M = M(g)A[r1] définit
un élément de K\ (A <^ t~1 )>) On pose alors

y-(a) ==^-(/z, a) —Y-(n, i) ==Y-(n, a),

définition indépendante du choix de n. L'application Y~ induit bien un
homomorphisme de Ki(A[^, t~1]) dans K^(A[^~4]) qu'on notera encore Y~
On remarquera que ^"(a) == o si aeGL(A[(j) CGL(A[<, r1]).

LEMME 2.5. — Uhomomorphisme Y~' est inverse à gauche de Vhomo-
morphisme y".

Démonstration. —Si a est une matrice définissant un élément de K^ (A[<~1]),
on peut par un procédé éprouvé réduire a à la forme i + vrl? v étant une
matrice niipotente (cf. la démonstration du lemme 2.4). Dans ce cas,
Cokera(i) ^ A^la multiplication par t correspondant à l'endomorphisme v.
On démontre un lemme analogue avec ^r+ et y4^.

COROLLAIRE 2.6 (Bass). — Soit A un anneau discret. On a alors la suite
exacte Scindée

o -> Ki (A) -^ K, (A[^J) © K, (A^-'j) -. K, (A [^ ^-1]) -> K(A) -> o.

Dans le cas d'un anneau de Banach quelconque il convient d'apporter
plusieurs modifications techniques à l'argument précédent. On posera
tout d'abord

K, (A) = GL (A) / [GL(A) ,GL(A)]

de sorte que Kj (A) devient un groupe topologique séparé. La suite

^(A^eK^AO^^MA^-1))^^)^
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est clairement exacte [car la topologie de K(A) ^ Ki(SA) w K.i(SA) est
discrète : cf. lemme 3.1] sauf peut-être en K i (A<( ( , r"1^). On va voir que
le noyau de 7 est isomorphe à Ki(A). On peut définir des groupes
K^(A<(^) et K^A^r"1)») comme dans le cas discret ainsi que deux
homomorphismes

Y^: K , (A<^Q)-^K, (A<^ 1 » .

De manière précise, soit a G GL (A <^ t, t~i )>) une matrice s'exprimant comme
un polynôme en t~1 et série en (. Alors, pour n suffisamment grand, fa induit
un endomorphisme a^) de (A ̂ t ̂  l'endomorphisme v de Coker a^)
qui se définit comme plus haut est topologiquement niipotent et le couple
(M, i + vrl) définit bien, comme dans le cas discret, un élément Y'~(a)
de K^À^r1^) (3). Si a est une matrice quelconque dans GL(A< ^ ^-1))?
elle s'exprime comme limite de matrices a^ où a^ est un polynôme en r~1

et une série en (. On pose alors ^~(a) == limY / -(a(^). Pour voir que ^~
i^w

est bien défini, il nous suffira d'exhiber une formule explicite dépendant
4-00 4-w

continûment de a. Soit donc a = V a,f et soit ^ == 'V [i, t' la matrice

inverse de a. On peut approcher a et ^ par les sommes partielles
4-00 4-<»

a("l= ̂  a,r', ,31")= ̂  (S,^'.
.ç =: — n s= — n

Si on écrit (A<t ̂ ^(j) (^A^, l'endomorphisme ra^ est représenté
a

par la matrice

^a^^

Une approximation (pour la norme L1) d'un inverse à gauche de Fa^
peut s'écrire

F^n ^-i ^-2 (3,,-3

(7(^) =
0 P.

0 0

P.-l P.-2

(3. P.-i

(3) À désigne ici l'anneau stabilisé de A (cf. [5]). Dans le cas discret on a

Ki(A<^»^Ki(A<^>).
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En effet, si on note a7^(resp. (^a;) l'expression ^ a,_,^,(resp.
00 r=0

^ (^-ray_^), le produit aW^aW est la matrice

rp,a^ p^oî^n ̂ --n

^n a—/n-l

^n^n+2

fc^

M^4-l PÎ+1^4-1 P^2^

P;, ̂ +2 fcl ̂ +2 P^2 a-^.

D'autre part, le produit fa^a^ est égal à

[~^nK

^+lP;

fô- P;-2

^•-71+2 h'/î
3î-n4-l P;-l a^+l P/t-

P;-l ^^2?:--71+2 r'/i-

/1-2

•«-2

-/î+2 t^/l-2

Considérons maintenant la matrice infinie p = a,y, —oo <7 <+oo,
—•oo<7<+oo, définie par la formule aij= c^^.. Il résulte des calculs
précédents que p est un projecteur. En outre, si J est Fendomorphisme défini
par la matrice Jr,s= ^r,s+i, l'endomorphisme ( sur Kerp est représenté
par la matrice V= ( i—p) J( i—p). Il est clair que i — p + J'r1 est la
limite dans K7, (À < r1 >)^de ^^(a^). En outre, ̂  est un homomorphisme
de Ki (Â<^ , r1)) dans K,(A<r 1 » et le diagramme

K^A^»—^^^^»

\ ^'/
\ ^
Ki(A<^>)

reste à montrer que l'application naturelle
r1^) est injective. Soit donc a un élément de

est commutatif. Il
K^AO-1»-^^
G L ( A < ^ 1» dont l'image dans K^Â^-1)) est triviale. Alors, Y £ > o,
3 a'eGI^A^-1» tel que || a •— a^l < £, yj élémentaire. Donc a7 appartient
à l'adhérence de^ [GL(A<r l>, GL(A<r1»], donc définit la classe nulle
dans le groupe K,(A<r1». Ceci achève la démonstration du théorème
dont l'énoncé est le suivant :

THÉORÈME 2.7. —
suite exacte

Soit A un anneau de Banach quelconque. On a alors la

o - ^ K i ( A ) - ^ K , ( A < Q ) © K , ( A < ^ » - ^ K , ( A < ^ ^ » ^ K ( A ) - ^ o

sauf peut-être en Ki (A<^, r1». En ce point on a Ay == o et Imy dense dans
KerA (4).

(4) En fait, nous ne donnons ce théorème que pour être complet; le théorème 2.2 sera
amplement suffisant pour la suite.
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III. _ Le calcul de K^A^, f-1».

On va appliquer les résultats du paragraphe précédent au cas où A est
la suspension SB d'un anneau de Banach B. On aura besoin du lemme
suivant :

LEMME 3.1. — Soit A = SB et soit C l'algèbre A,A<(()>, A.<^t~i')> ou
A.^t, r"1^. Alors le sous-groupe [GL(C), GL(C)] est ouvert (donc fermé)
dans GL(C). En particulier Ki(C) w Ki(C) est un groupe discret.

Démonstration. — Soit A7 l'anneau de Banach CB. Alors les anneaux
C7 == A7, A7 <( t^>, A7 ^t""1^ et A7 <^, t~i^> sont flasques et on a des épimor-
phismes C7 — C. Il en résulte qu'un élément de GL(C) suffisamment proche
de l'identité se relève en un élément de GL(C7) == [GL(C7), GL(C7)].
Donc tout élément de GL(C) suffisamment voisin d'un produit de commu-
tateurs est un produit de commutateurs.

c. Q. F. D.

Il résulte maintenant de la théorie des catégories filtrées développée
dans [4] que

Ki(SB) ^Ki (SB) ^ K ( B ) ; Ki(SB<0) ^Ki (SB<Q) ^ K ( B < Q ) ;
K,(SB<^-1» ^K^SB^-1»:^^^-!»;

Ki (SB<^ ^-1» ^ K i ( S B < ^ , ^-1» w K(B^ t-1).

On en déduit immédiatement le résultat suivant :

THÉORÈME 3.2. — Soit un anneau de Banach quelconque et soit i un
nombre entier positif. On a alors la suite exacte

o^K^A^K^A^)®^^^-1))^^^ ^-1»->K^1(A) ->o.

En particulier K^A^Coker y0.

Remarque. — Soit F un foncteur de la catégorie des anneaux de Banach
dans celle des groupes abéliens. En suivant Bass [2], on en déduit un nou-
veau foncteur LF grâce à la formule

(LF) ( A ) = C o k e r F ( A < < > ) © F ( A < ^ - l > ) ^ F ( A < ^ - l > ) .

D'après le théorème précédent, on a donc la formule condensée

LK^K^1
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pour i^o. Nous allons voir dans quelle mesure cette formule reste vraie
pour les valeurs négative de i.

THÉORÈME 3.3. — La suite

o -> K-i (A) -^ K-1 (A < t, t-1 » -> K-1 (SA) -. o

est exacte quel que soit Vanneau de Banach A.

Démonstration. — La sur] ecti vite de s résulte de la surjectivité de
s : Ki (A 0, r1» — K i (SA). Soit a un élément de GL(A<(, r1» dont la
classe dans K'^A^, r1» sera encore désignée par a. Supposons que
s (a) = o. Il existe alors un élément ^ (x) de Ki(SA<.r» tel que a'(o) = o
et a7 ( i ) == 5 (a). Puisque l'application s1 est surjective, il existe un élément

Ki(AO, Q) (g )K, (A<^ ^-i»-r^K,(A<^ ^ ̂  » —— K, (SA<^>) -> o

Yt f-^ ^

Î i (A<Q) ® Ki (A <^-i » ——ï—^ K, (A<^ r-1 » ————^ Ki (SA) __> o

^ _ Y " '
K-^ (A) © K-^ (A) ———ï——> K-^ (A < ̂  ̂  » ———^ K-1 (A) __> o

Œ=(J{X, t) de Ki (A<^ , ^ r1» tel que ^ (Œ) === a', 0(0, () == i. Dans le
groupe K-4 (A < t, t-1 » la classe de a coïncide avec celle de o^ = a [cr(i, ^)]-1.
Puisque 5 (a") = o et qu'une approximation suffisamment fine a77 de a7

ne modifie pas la classe de a7 dans Ki(SA) et K-^A^, r1», que a77 peut
donc s'écrire y(u) où uç Ki(A <^>) ® Ki(A <r1 », on a clairement
KersD Imy. L'inclusion KeriO Imy et l'injectivité de l'application

K-^A)--K^(A<^^»

sont évidentes.

Remarque. — Le théorème précédent reste valable si les anneaux n'ont
pas d'élément unité. Cette remarque vaut pour tous les théorèmes qui
vont suivre.

COROLLAIRE 3.4. — Soit £ : A<^, r ^ — A Fhomomorphisme défini par
£(a(()) = a( i ) et soit FA = Kers. Alors l'inclusion évidente de FA dans SA
induit un isomorphisme K^rA) ̂  K'^SA).

COROLLAIRE 3.5. — L'inclusion de FA. dans SA m^u^ un isomorphisme
K-^rA^K-^SA) pour n^i.
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Démonstration. — On applique le corollaire précédent à û""1 A en utilisant
le fait que K-1 (t^-1 SA) ̂  K-1 (Su71-1 A).

Remarque. — Si on note TI^(GL(B)) le groupe Kr^^B) pour tout anneau
de Banach B (c'est le groupe d'homotopie classique si B est une algèbre de
Banach), le corollaire précédent s'écrit aussi bien 7i,(GL(rA)) ̂  î^(GL(SA)),
i ̂  o. Ceci implique que GL(FA) et GL(SA) ont le même type d'homotopie
si A est une algèbre de Banach.

DÉFINITION 3.6. — Pour tout anneau de Banach A posons

A/^ yO^^ A <^ ,^j, . . . , Xn^ ^i, . . . , tp^ t^ , . . . , t p />) .

On dit que A est « K-régulier » si, quel que soit le couple Çn, p), l9 inclusion
de Ao,p dans A.n,p induit un isomorphisme K°(Ao,p) w K°(A^).

Exemples. — Si A est un anneau noethérien régulier, un théorème de
Bass, Heller et Swan implique que A est K-régulier [2], d'où la terminologie.
De même, toute algèbre de Banach B est K-régulière car B (x^ a le même
type d'homotopie topologique que B et car tout B-fibre localement trivial
sur le segment [o, i] est trivial.

PROPOSITION 3.7. — Soit une fibration

o _^ A/-> A -> A/'—^ o,

où A et A" sont K-réguliers. Alors A' est K-régulier.

Démonstration. -— Nous allons d'abord démontrer que la suite

o->A\t,t~ly-.^^t,t-ly->A.\t,t-ly->o

est aussi une fibration.

Soit a(^i, . . ., Xn, t) un élément de GL (A'^i) tel que a(o, . .., o, () = i.

o——>^\t, ^ - l >——>A<^ ^- l >——>A'<^ ^- l>——>o

4- Y Y

o————>SA.'——————^SA——————>SPL"————>o

Appliquons les isomorphismes

K-^SA^^, - . ,^>) wK(^^ . . . , ^>) ^K(A / / )
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eUe théorème 2.7. On voit alors, que, module un produit par des matrices
élémentaires et module une approximation, a peut s'écrire

a+(^, ...,^,^)a-(^, ...,^^-i), a+€GL(A"<^, ...,^^>),

or-çGI^A^.^ ...,^, ̂ -1» où a+(o, . . . , o, ^)==a-(o, . . . , o, t) ==i.

Puisque A -^ A77 est une fibration, a+ et a- se relèvent dans

GL(A<^, . . . ,^ ,^» et GL(A<^, . . . , ̂  ^-i »

respectivement d'où la fibration annoncée. Par récurrence sur n, on en
déduit que la suite

o->A'n,p->-^n,p->^'n,p—^0

est aussi une fibration. On a donc les suites exactes

K- (A,,,) —^ K-i (A;,,) —^ K (A,,) —> K (A,,,) —> K (A;,,)n, p )
^^ ^ 4- /

K-l(Ao^)———>^- l(A 'n,p)——>K(^,)———^K(Ao^)——>K(A^)

d'où la proposition grâce au lemme des cinq.

COROLLAIRE 3.8. — Si A est K-régulier, il en est de même de EA et ÛA.

PROPOSITION 3.9. — Si A est K-régulier, il en est de même de SA.
En effet,

K((SA),^) ^KI(A,^) ^Coker[K(Ao,^)-^K(A,,^)]
w Coker[K(Ao,^) —K(Ao,^)] w K^ (Ao,^,) ̂  K( (SA)o ,^) .

PROPOSITION 3.10. — Soit ^ un anneau de Banach K-régulier et soit
o->A.f->^.-^A."->o

une suite exacte d'anneaux de Banach. Alors la suite

o -> SA^ SA -> SA^-> o
est une fibration.

Démonstration. — En effet,

K^SA^, ...^^^(A^, . . . ,^>) ^K(A / / ) .

THÉORÈME 3.11. — Soit A UTZ anneau K-régulier. Alors l'inclusion
naturelle FA -> SA induit un isomorphisme

IV (FA) ^K^(SA) ^K^(A)
pour tout içZ.
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Démonstration. — Si i <; o, on a déjà démontré (corollaire 3.5) que
K^rA) ̂  K^SA). Puisque A est K-régulier, la suite exacte

est une fibration (prop.3.10). Donc K'(SA) ̂ K^A) pour tout i€Z.
Si i = o, on a

K(TA) ^Coker[K(A)-^K(A<^ ^-1»]
w Coker [K (A < t » © K (A < t-1 » -> K (A < t, t-1 » ] w K (SA).

Enfin, si i > o, K^rA^K (STA)^K (FS^A^X (S^A) car S^A
est K-régulier (proposition 3.9).

COROLLAIRE 3.12. — Supposons A K.-régulier et posons

K^(A.) ==K(S^^A).

Afors K^(A)^K^(A).

Démonstration. -— II suffit de prouver que K(SÛA) ̂  K(FSA)^ K(A).
En effet, des fibrations /w

o —> A —-^ ÇA —^ SA -^ o
o-^S^A^SEA-^SA-^o,

on déduit que K-^SA) ̂  K(SÛA) et K-^SA) ̂ K (Â)^K(A).

IV. — Structures multiplicatives.

Soient A et B deux anneaux quelconques. Alors A 0 B est un anneau
z

pour la multiplication définie par la formule (a 0 b). (a7 0 &') = au/ 0 fc^.
Si A et B sont unitaires, il en est de même de A 0 B. Dans ce cas, le produit

z
tensoriel des modules induit un foncteur bilinéaire

^ ( A ) x ^ ( B ) -^/A(g)BV

d'où un homomorphisme bilinéaire de K(A)xK(B) dans K/A0BY

Supposons maintenant que A et B ne soient pas unitaires. On a alors le
diagramme commutatif

A^-^B4-——>A+

z

^ 4.
B+———>Z

Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 11
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Si D désigne le produit fibre de A-^ et de B+ au-dessus de Z, on a la suite
exacte d'anneaux

o -> A (g) B -> A+(g) B-'-— D -> o.
z z

En identifiant K(A) [resp. K(B)] au noyau de l'homomorphisme
KÇA.^->K{Z) [resp. K^B-") — K(Z)], on en déduit un homomorphisme
bilinéaire

m : K ( A ) x K ( B ) - . K / A ( g ) B Y
\ z /

où K(A(g)B\^Ker( /K/A+(g)B+ \-^K(D)^.

Supposons maintenant que A et B soient deux anneaux de Banach et
soit C un troisième anneau de Banach. Un bimorphisme de AxB dans C est
une application Z-bilinéaire.

0 : AxB-^C

qui satisfait aux propriétés suivantes :
i° On a l'identité 9(a, b) 6(0', V) == 9(aa', bV).
2° II existe une constante T telle que || 9 (a, b) || ̂ T || 9 (a) |] X || 9(&) ||.

Il est clair que, sous la première hypothèse, 9 induit un homomorphisme
d'anneaux A(g)B -> C d'où un homomorphisme 9i de K/A(g)B\ dans

K(C). En composant m et 9i, on en déduit un homomorphisme

6 : K(A)xK(B) - .K(C) .

THÉORÈME 4.1.— Soit 3C une catégorie négativement admissible (Tonneaux
de Banach [5]. A tout quadruple (A, B, C, 9) où A, B et C sont des objets de
JC et 9 : A X B -> C un bimorphisme, on peut associer de manière unique des
applications bilinéaires naturelles

Q-n,-p ; ^-n (A) XK-/^ (B) -> K-71-^ (G) ,

de telle façon que les axiomes suivants soient satisfaits :

(1) 90 '0=9.
(2) a) Soit le diagramme commutatif

o—^A'xB——>AxB——>A. l fxB——>o

Y ^ ^
o ——> C ———> C ———> C"——•> o
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où les suites horizontales sont des fibrations, On a alors le diagramme commu-
tatif

K-"-1 (A")xK-P (B) —> ̂ -n-p-i ((7)
^n—i ^i ^—n—p—ï

K-^ (A') XK-P (B) ———> K-71-? (G')

(2 &) Soit le diagramme commutatif

o —> AxB'——> AxB ——> AxB"——> o

Y Y Y

o ——> C————> C ————-> C" ——> o

où les suites horizontales sont des fibrations. On a alors le diagramme
commutatif

K-» (A) xK-^-1 (B') ——> K-^-1 (G")
(— 1) " | X ô—P—1 [ ()—"—P—I

Y Y
K-^ (A) XK-P (B') ———> K^-P (C)

La démonstration de ce théorème nécessite le lemme suivant :

LEMME 4.2. — Considérons le diagramme commutatif suivant où toutes
les lignes et les colonnes sont des fibrations.

0 0 0

o ——> A'——> A ——> A"——> o

Y Y Y
o ——> B'——> B ——> W——> o

Y Y Y
o —^ G'—> G —> C"—> o

Y Y Y
0 0 0

Le diagramme suivant est alors anticommutatif

K-»-2 (G") —> K-^-1 (A")

K-^-^C) ——^K-^(A')

Démonstration. — Soit D le produit fibre de C et de B77 au-dessus de C77 et
soit A : B ->• D rhomorphisme canonique. Alors le noyau de A s'identifie
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à A7. Montrons que A est une fibration de Serre. Soit donc
d=d(œ^ . . ., ^)(=GL(D<^i, . .., ̂ »

tel que d(o, . . . , o) = i. L'automorphisme d s'écrit comme un
couple (c, h11} où c = = c (^i, . . . , ^)eGL(C<(o;i, .... ^^» et où
y=V'^ . . . ,^)eGL(B / /<^, ... ,^».Soit

b-==b{x^ . . . , ^) eGL(B<(^i, . . . , ^)>)

tel que 6(0, . . ., o) === i et v(b} = c. L'automorphisme
a"=a"^ ..., ̂ )=:(p(^))-i^

appartient à GL^A77^^, . . . , ^^) cGL(B / /<(n'l , . . . , ^^>) et
a " (o, . . ., o) = i. Soit a = a (n-i, . . ., ^)eGL (A^i, . . ., ^^>) tel queiw / w ^
â(o, . . ., o) = ï et y,(ci)-==.a" et soit d = b.u{a). Alors v[d)=v(V}=c
et p ( d ) = P ( 6 ) ( p u ) ( a ) = P ( & ) ( a u / / ) ( a ) = E Î ( & ) ( E 3 ( 6 ) ) - l fc^^^ et, par consé-
quent, A(rf) ==rf$ l'assertion est démontrée. On obtient ainsi le diagramme

0 0 0

où A77 -> D est induit par u et où C/ -> D est induit par P'. L'homomor-
phisme K-71-2 (C77) -> K-71-1 (A77) -^ K-^A7) est donc ainsi l'homomor-
phisme composé

K-"-2 (C^) ̂  K-^-1 (A') -> K-71-1 (D) -^ K-71 (A.').

Une propriété symétrique vaut pour K-71-2^77) -^ K-^-^C7) -^ ^"(A7).
Pour démontrer le lemme 8.2 il est donc suffisant de montrer que les deux
homomorphismes

À : K-71-2 (G') -> K-71-1 (A^) -^ K-71-1 (D),
^ ; ^-^_2 (Q^ _^ ̂ -^-l ^/) _^ ̂ -i ̂ ^

sont opposés. En remplaçant éventuellement C77, C7, A77 et D par Û"C77,
Û^C7, Û^A77 et Û^D respectivement, on est ramené à démontrer cette
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assertion pour n=o seulement. Soit donc c^Çx) un lacet dans GI-^C77),
V{x) et c{x) deux chemins dans GL(B//) et GL(C) respectivement tels que
Y(c(a;)) === ^{b^x)} = c^x), b^o) = i etc(o) = i. Alors

a+^) (c^))=(c(i),^(i))

qui est homotope à l'identité grâce à l'homotopie t-> (c((), b^Çt)).
c. ç. F. D.

Démonstration de la partie unicité du théorème 4.1. — On va montrer
que la propriété (2 a) [resp. (2 &)] permet de déterminer ô'^'^^^resp. Q""'"^"1)
si l'on connaît déjà ô""'"^. En effet, 6 : AxB -> C étant donné, 0 induit de
manière évidente, 6' : EAxB-^EC et ô77 : i 2 A x B — Û C de sorte qu'on
a le diagramme commutatif

o—^AxB——^EAxB—^AxB——>o
6" | o' l e

^ ^ ^
o ——> i2C ————> EC ————> C ———> o

L'axiome (2 a) permet d'en déduire le diagramme
0 0

K-^-i (A) XK-P (B) —> K-^-y-1 (G)i i
K-^ (^A) XK-P (B) ——> K^-P (^C)

y ^
K-^ ( EA ) x K-P ( B ) —-> K-71-? (EC)

d'où évidemment Q~n~i'p, On détermine de même O"71'""^"1 en appliquant
Paxiome (2 b) et en considérant EB et tiB.

Démonstration de la partie existence du théorème 4.1. — La démonstration
précédente donne évidemment un procédé de construction explicite des
homomorphismes ô""'"^. Cependant, il convient de montrer que les deux
manières de construire Q-11-1'-?-1 à partir de Q^'-P fournissent le même
résultat. En effet, on a le diagramme

K-"-1 (A) xK-^-1 (B) -^ K-71-^-2 (G)

4- ^
K-" ( ̂  A ) x K-P-1 ( B ) ——> K-71-?-1 (^ G)

ix|(-D» |
^ Y

K-^ ( ̂  A) x K-/7 ( ̂  B ) ——> K-71--? (^2 G)
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ainsi que le diagramme

K-71-1 (A) xK-P-1 (B) ——> }^-n-p-î (C)
ix](-i)"+1

^ Y

K-71-1 (A) x K-P ( ̂  B) ——^ K-71-̂ -1 (Î2 G)i i
K-^ (^A) xK-^ (Î2B) ——> K-^-^^C)

d'où le diagramme

K-^-1 (A) xK-P-1 (B) ——^ K-71-/^-2 (G) ^ Ker[K-/l-^ (îî^) ——> K-^P (E^C) |
(- 1) X 1 T

Y Y

K-71-1 (A) xK-^-1 (B) ~^-> K-^P-2 (G) ^ KerfK-71-^ (i^^) ——^ K-71-̂  (^EC)]

et T est induit par le changement de variables {x, y) \-> {y, x) dans iPC.
D'après le diagramme

0 0 0

Y Y S^

^C——>E^C—>^C

Y ^ Y

^ EC ——> E2 G ——> EC

•̂  y Y
^C——^EC———>C

et le lemme 4.2, on a T ( r c ) = — x , d'où a = a'. Vérifions maintenant la
propriété (2 a) par exemple. On considère le diagramme spatial

A5;
^

Dx

^
0 A»»^

^B
\

B

f
A

^.———————^-^ ——————....
^^^^A ^^A

^^ A r» ~-̂  A < >

,-^h

^c
^-^

^ ^ÀU

/ \

|--——-.--^E
^^

>rA n^
•̂  L.M

^ ' ^/^ ^^^

X D ^ t\ î

•^ ^-^11

^ f\ ^

r\

•^ ftiT

—————y L/

.̂

^
KB

--^ ^
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On en déduit le diagramme d'homomorphismes
j—K-^-1 (A") XK-P (B) —> -K-n-p-^ ((7) —i

K-11 (A7) XK-P (B) ———> K-71-? (G)
-^ ^

Ê-/^(D)xK-^(B) -ÎL^-PÇH)

83

K-^ (^A') xK-/^ (B) —> K-71-^ (^(7)

où l'on pose
Ê-" (D) = Ker[K-11 (D) ———> K-71 (EA)],

Ê-" (^A") = Kel^K-^ (^A') —^ K-" (EA^)],
K-7^ (H) = Ker[K-71-^ (H) ——•> K-71-? (EC)],

K-71-? (^C") = Ker [K-»-^ ( ̂  G" ) -> K-^P ( EC' ) ].

Dans ces conditions, compte tenu de la naturalité des opérateurs de conne-
xion, il est clair qu'il suffit de démontrer la commutativité du diagramme

K-^-1 (A") XK-P (B) —> K-"-^-1 (C7)i i
K-^ ( ̂  A" ) x K-P ( J^ ) ——> K-^-P ( i2 G' )

ce qui résulte de la définition récurrente du cup-produit. La vérification
de la propriété (2 b) s'effectue de manière analogue. Ceci achève la démons-
tration du théorème 4.1.

Considérons maintenant le cas particulier où A est commutatif. On a
alors un bimorphisme évident

0 : AxA->A

défini simplement par 0 ( a , & ) = = a & . Le morphisme de K ° ( A ) x K ° ( A )
dans K° (A) qu'on en déduit coïncide avec celui induit par le produit tensoriel
des A-modules. Soit maintenant ^(resp. Xp) un élément de K'^A)
[resp. K^A)]. Alors XnUyp et ypUXn sont deux éléments du groupe K'^^A).

THÉORÈME 4.3. — Soient Xn et y? deux éléments des groupes K'^A) et
K^^A). On a alors la formule d'anticommutation

yp\jœn= (—i^^Uj/,.

Démonstration. — La formule est évidente si n ou p est égal à zéro.
Supposons donc n et p > o. On a alors

K-^(A) w Ker[K(^(A))->K(E^A)]
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pour tout n. L'élément yp\JXn se déduit donc de XnUy? dans K^^fA))
qui consiste à échanger les places des n premières variables et des p dernières.
D'après le lemme 4.2 appliqué np fois, cette permutation induit la trans-
formation (— i)^ sur K-^-^A), d'où évidemment le résultat.

V. — Compléments sur le foncteur Ka.

Soit e une catégorie additive et soit E = (Ei, . . . , En, . . . ) une suite
infinie d'objets de (3 ne contenant qu'un nombre fini d'objets distincts.
Soit ^(E) le groupe libre engendré par les symboles e^., Xe<3(Ey, E,),
i T^J- Le « groupe de Steinberg » ST(E) associé à la suite E est alors le
quotient de ^(E) par le sous-groupe engendré par les relations suivantes :

^ ^—/,^+p.
^i] ' e } / — ^ij ^

Leî^e^]=ï si j ^ k , ^/,

[^^]=^ ^ J=^ ^^
\e},,e^~\=e^ si y^/c, i=l

(noter que la dernière relation est une conséquence des précédentes;
comparer avec [6]).

Le groupe ST (E) dépend fonctoriellement de E de la manière suivante.
Soit F==(Fi , . . . ,F^ , . . . ) une autre suite dans la catégorie (3. Un
« morphisme » de E dans F est la donnée d'une application injectée i M- ni
de N dans N et d'une collection (/*) de « C-morphismes directs »/*,= E,-^F^
(en suivant [4] la donnée de fi équivaut donc à la donnée de deux (3-mor-
phismes s, : E, -> F^ et p, : F^ -> E, tels que pi.Si = i). Un tel morphisme
de E dans F sera désigné simplement par /*. Il induit un homomorphisme
ST(/*) de ST(E) dans ST(F) : c'est celui qui associe au générateur e}.
le générateur e^.'.

Posons G L ( E ) = H m G L ( E i © . . .©E^). On a alors une application
n

évidente de ^(E) dans GL(E); celle-ci associe au générateur é^ l'auto-
morphisme de Ei©. . .(]) En, M^Sup(i, 7), égal à l'identité plus l'homo-
morphisme induit par X : Ey -> E^.

Comme le montre un calcul facile, cette application induit un homomor-
phisme CE : ST(E)->GL(E). En outre, si f : E -> F est un morphisme
entre deux suites dans le sens précédent, on a un diagramme commutatif

ST(E)ST^ST(¥)

^ ?T

Y Y

GL(F^)-^GL(F)
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L'ensemble des objets de la catégorie des suites est évidemment pré-
ordonné pour la relation de préordre définie par les morphismes entre
suites. Ceci permet de poser la définition suivante :

DÉFINITION 5.1. — Le groupe Ka^) de la catégorie additwe (3 est la limite
inductwe\\m Ker^ [on notera que Ki (<3) = limCoker ^1-

~^ L —/> J
A tout anneau A, Milnor a attaché un groupe abélien KafA) qui n'est

autre que KerÇe? E étant la suite (A, . . ., A, . . .) dans la catégorie ^?(A)
ou ®(A). On va voir que K^A) est isomorphe à K^{G), (3 étant précisément
la catégorie J?(A) ou ^(A). Si on pose G^ = Imçe = [GL(E), GL(E)], il
est montré dans [7] par exemple que ST(A) (°) est une extension centrale
de GA par le groupe abélien K a f A ) [plus généralement, on démontre que
pour toute suite E, KerÇe est le centre de ST(E) à condition qu'il existe
un objet de la suite qui contienne tous les autres comme facteur direct
et qui se répète une infinité de fois] (°). Ceci permet de définir un
homomorphisme

h: H , ( G A ; Z ) — K , ( A )

de la manière classique : on choisit une application, ensembliste 0' ^-> ̂
quelconque de G^ dans ST(A) qui relève ©g telle que a'"1 === (a'"1/. A la
2-chaîne (^15 cr^) on associe alors l'expression 0-3 cr71 ^i~1, où (73=071(72. On
démontre {cf. [7]) que h est en fait un isomorphisme. Si g est un élément
quelconque de GL(E), l'automorphisme intérieur par g laisse stable G,v
donc induit un automorphisme hg de Ka (A) w Hs (G^ ; Z).

LEMME 8.2. — Uautomorphisme hg est Vautomorphisme identique,

Démonstration. — Nous distinguerons deux cas :
i0 g^y^g/) On choisit le relèvement ensembliste (7 \—^ g ' ^ g'"4. On

a alors g^ cr^1 o-^1 ^ ~i = ( J ' ^ ^ G ' ^ 1 car a'^a^ a'^ appartient au centre
de ST(A).

2° g quelconque. Soit (o-i, (73) un 2-cycle, c7i et Œa appartenant à un
GL(A, n)cGL(E). Dans GL(A, 3 n), g^g~S i = i, 2, peut aussi s'écrire

' g o o \ /^i o o\ /^~i o o^
0 ^-1 0 ) , ^ 0 1 0 ^ ^ 0 g 0

0 0 I / \ O O I / \0 0 1 ,

()) Comme il est d'usage, on écrira désormais ST(A) au lieu de ST(E) pour la suite
particulière E == (A, ..., A).

((;) Une telle suite sera dite « admissible ».
Ann. Éc. Norm., (4), IV. — FASC. 1. 12
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On est ainsi ramené au premier cas, la matrice 3 7zx3 n construite avec
g et g~~1 étant un produit de commutateurs.

Soit maintenant (3 la catégorie ^?(A) ou ^?(A). Il en résulte des considé-
rations précédentes qu'on a un homomorphisme m : K.2(A) -> Ks^)
(c'est simplement l'homomorphisme de passage à la limite inductive).
Nous allons tâcher de montrer que m est bijectif en construisant un homo-
morphisme en sens inverse. Soit en effet E = (Ei, . . ., E,,, . . .) une suite
d'objets de (3. Il existe alors des morphismes directs fi : Ei -> F,:= A^
A un élément a de ST(E) on associe l'élément/'(a) de ST(F) = ST(A(r))
[A(r) désignant l'algèbre des matrices rXr à coefficients dans A]. On en
déduit un homomorphisme 6 de K^Ê) dans limK2(A(r)) à condition de

r
vérifier les points suivants :

i° Une permutation des facteurs de la somme A(r) ®. . .0 A(r) (t). . .
n'altère pas /(a).

2° Un automorphisme intérieur par une matrice diagonale dans GL(F)
n'altère pas non plus ^(a).

Pour cela, il suffit d'appliquer le lemme 5.2.

En l'état présent, on dispose donc du diagramme commutatif

K 2 ( C ) ^--^-K^A)

w °\ / î
]imK,(/Y(/))
—>

r

LEMME 5.3.'— U homomorphisme j est surjectif.

Démonstration. — Soit a un élément de Ka(A(r)) w H^GA^)) écrit

sous la forme ^^i^/:, T^) où ^ et ^i appartiennent au groupe

| G L ( A ( r ) , ^ ) , G L ( A ( r ) ^ ) j .

Dans le groupe [GL(A(r), rn), GL(A(r), rn)] il existe des éléments 5; et î^
appartenant à l'image de l'application

GL(A, r^)->GL(A(r), rn)

ainsi qu'une matrice de permutation g dans GL(A(r), rn} tels que
^i= g ' ^ i ' g ~ 1 et T,= g.^i.g~1. L'assertion résulte alors du lemme 5.2.

LEMME 5.4. — U homomorphisme j est injectif.
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La démonstration de ce lemme est complètement analogue à celle du
lemme précédent [remarquer que HsÇG^) = limH2([GL(A, n), GL(A,yi)])].

Les lemmes 5.3 et 5.4 appliqués au diagramme (CQ) impliquent donc le
théorème suivant :

THÉORÈME 5.5. — Soit e la catégorie £ (A) ou S (A). L'homomorphisme
m : Ka (A) ->K,(e)

est alors un isomorphisme.

Soient e une catégorie additive quelconque, E == (Ei, . . . , En, . . . ) ?
F == (Fi, . . ., ¥n, . . .) deux suites admissibles, a et (î deux éléments de
ST(E) et ST(F) respectivement tels que 9fi(a) == i et <pp(P) = i. On
définit de manière évidente l'élément a © (3 de ST(E©F) où E © F est
la suite (Ei©F,, . . . , E,©F,, . . . ) .

PROPOSITION 5.6. — L'élément a © P appartient au noyau de ÇE©F-
En outre, la classe de a © ̂  est égale à la somme des classes de a et ^ dans
le groupe K.2(<3).

Démonstration. — Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
les E^resp. F,) sont égaux à un objet fixe Eo (resp. Fo). Soit a7 ==p[e^

(resp. p7^]"!^) l'image de a (resp. P) dans le groupe ST(E©F). Il

existe des idempotents s et t tels que
^i;==^i/S=S^i^

^kl==-[^klt==-t[Lk{,

^ki ̂ 7 == ^7 ̂  = ̂ / t =z l ̂ '== ̂ kl s=s ̂ ^ = 0 '

Donc, en posant X = \ij et [̂  = [ ,̂ on a les relations

^/^^/^ ̂ ,[eÏ,, e,.i] e^ (r assez grand),

=[^^.^^^^^À].

e\jé{^-=.e^ si j^-k

=e^=e^ si j = k .

De même e\- e^ e^ = c^. En définitive, on voit que chaque c^ commute
avec chaque e^. Donc a © P = a'^ et ?E©F(a©P) = ^W ??(?) = i.

Si ^ : (3 -> G1 est un foncteur additif, il induit un homomorphisme
K^(^) : K-j((3) -> K^jÇC 7 ) . D'après la proposition précédente, on a

K,(^+'V)=K,(^)+K,('y).
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PROPOSITION 5.7. — Si e est une catégorie flasque, on a K^{C) == o.

Démonstration. — D'après [4] une catégorie (3 est dite flasque s'il existe
un foncteur additif T : (3 -> C tel que T + Id^ ^ T. Soit donc (E, a),
E == (Ei, ..., En), a€ Ker y^ un élément de K^Ê). Alors ( r (E) ® E, r(a) © a)
est isomorphe à ( r (E) , ï ( a ) ) . D'après la proposition précédente,
(ï(E)©E, T(a)©a) = (r(E), r(a)) + (E, a) dans le groupe K,((3).
Donc (E, a) = o dans le groupe 'K^{e).

COROLLAIRE 5.8. — Soit ÇA le « cône » 6fc l'anneau A (c/*. [5]). A^T'5
K,(CA)=o.

Démonstration.—En effet, Ka (ÇA) ^ Ka^ (ÇA)) d'après le théorème 5.5
et la catégorie ®(CA) est flasque {cf. [4]).

Considérons maintenant la suite exacte canonique

o -> A -> ÇA -> SA —^ o,

oùA(resp. SA) est l'anneau stabilité de A(resp. la suspension de A).
D'après [6] et [7], on. en déduit une suite exacte de groupes K :

K-2 (ÇA) -> K^ (SA) -> Ki (/) -> Ki (ÇA).

Donc Ka(SA) est isomorphe à Ki(/*) (l'identité Ki(CA) = o se démontre
de manière analogue à l'identité Ka(CA) == o; cf. [4]).

Désignons par Ki(A) le groupe abélien quotient de GL(A)cGL(CA)
par le sous-groupe engendré par les matrices élémentaires de GL(CA) de la
forme i -)- X où X€A. On a un épimorphisme évident K i ( A ) ->• Ki(/*).

LEMME 5.9. — Uhomomorphisme Ki (A) -> Ki (/*) est injectif.

Démonstration. — Nous devons prouver le fait suivant : soit a un élément
de GL(CA) et soit y une matrice élémentaire dans

GL(Â) = Ker[GL (ÇA) -> GL (SA)]

alors aya"1 s'écrit comme un produit de matrices élémentaires dans GL(A).
Puisque Ki(CA) = o, on peut choisir a élémentaire dans GL(CA). Écrivons
de plus que a (resp. y) appartient à GL(CA, n) [resp. GL (À, n)\ et que

/V

Y = = i + T où y est un élément de A(n). De même a s'écrit sous la
forme

/i u\
a==.{

\o i )
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Puisque y peut s'écrire comme une matrice finie et que a est une somme finie
de matrices permutantes, il existe une matrice

, / I U ' \
a == ?\ o i /

où u' est finie, telle que a^a7"1 = aya"1. Dans ce cas, a^a7"1^""1 == aya"1'/"1

est un produit de matrices élémentaires dans GL(Â).

LEMME 5.10. — ^inclusion évidente de A dans A induit un isomorphisme

K,(A)-^Ki(A).

Démonstration. — Ceci résulte évidemment du fait suivant : si
a, (3eGL(B, n), a et [3 a [S-1 ont la même classe dans Ki(B), B == A ou À.

Des considérations précédentes on déduit immédiatement le théorème
suivant :

THÉORÈME 5.11. — Uhomomorphisme composé

K, (A) -> K, (À) -> K, (/) ̂  K, (SA)

est un isomorphisme de Ki(A) sur K^SA).

Remarque 1. — Le théorème 5.11 est un cas particulier d'un théorème
général sur les catégories filtrées (qui se démontre de la même manière) :
considérons une suite exacte de catégories additives

o->e' --e^>c'->o

où e est une catégorie flasque. Alors KafC^) ̂ Ki(^) ^ Ki^7).

Remarque 2. — Dans le théorème 5.11, ou dans la remarque précédente,
on peut expliciter un isomorphisme inverse Ki (A) -> Ka(SA) ou
Ri ((37) -> K2((3"). Dans le deuxième cas par exemple, considérons un
élément (E, a) de Ki^7). Puisque la classe de (E, a) dans Ki((3) est nulle,
e étant flasque, il existe un objet G de (5 et une décomposition de E©G
en somme directe, soit FiQ). . .(])F^, telle que a^Id^ s'écrive comme

le produit yï e]j de matrices élémentaires. Puisque ^ ( a ) = = i , le produit

formel [J^ dans le groupe ST(F) avec F == (^Fi, .... ^F^,o, . . . )
définit l'élément de K^C") cherché.
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VI. — Calcul de K,(A[U-1]).

Considérons le diagramme commutatif où les suites horizontales sont
exactes :

o ——> A/ x R —> A x R -^ A" x R ——> o

Y Y , Y

o———>C'————>C——T—>G'——>o

On va tâcher de lui associer un homomorphisme bilinéaire

K ( c p ) x K i ( B ) - . K i ( ^ ) .

Soit donc (E, F, a) [resp. (T, s)] un élément de K(ç) [resp. Ki(B)]. Soit Y)
rautomorphisme de (E (g) T) ® (F (g) T) défini par la matrice

/ l (g )S 0 \

\ 0 I(g)£-1/

Alors ^(ï]) peut s'écrire comme le produit st d'automorphismes élémentaires

s=( ° - a® I^ t^( 0 a(g)s-i\
Va-1®! o ;' V—a-^s o /

En effet,
^/i -a(g)i\ / i o \ / i -a(g)i\

\o i ) \a-i(g)i 1 } \o i )
et

^/I a(g)£-t\ / I 0\ /I 006-^

\o ï / ^-a-^s i^o i ;

II existe des morphismes a' : E — F et ^ : F -> E tels que y (a7) == a
et y (a") = a~1. Posons alors

. / I -^(g)!^ / I 0\ /I -O^lN

~~\0 1 ; ^(g)l I; [o 1 ^

-^/i a'^s-^ / ï o\ /i a^s-^N
lo ï ; \-^(^e ï ) \o ï ) •

L'élément y de Ki(^) associé à (E, F, a) et à (T, s) est la classe du couple
((E(g)T)®(F©T)) , Y]?-1?-1. Pour que cette définition ait un sens, il
convient évidemment de vérifier les points suivants ;

i° y ne dépend pas du choix des relèvements ^ et a".
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Soient o^ et a'^ d'autres relèvements, ?i et ^i les automorphismes associés.
Alors

( (E (g) T) © (F (g) T) , Y Î 7-1?-1) - ( (E (g) T) © (F (g) T), y^ ̂ 1 )

=((E(g)T)©(F(g)T) ,^7,7-^- l )==((E(g)T)©(F(g)T) ,^^(^7-^- l ) )=o.

2° î/ ne dépend que des classes d^isomorphie (E, F, a) et de la paire (T, s),
ce qui est clair. En outre y dépend additi^ement du triple (E, F, a) et de la
paire (T, £).

3° y = o si E == F et si a == i. En effet, on choisit a'== a77 = i. Alors
Yir"1^"1 == i. Même remarque si £ = i .

4° Supposons que £ soit multiplié à droite par une matrice élémentaire

u=(^ ^ : T = H © K - ^ H © K = T .

On va montrer que ceci n'affecte pas y. En effet, pour tout morphisme u,
posons

_ / I ( g ) £ M 1 \ _ / 0 a(g) ti~^ 5~1 \

^^V o Kg^s-1^ ^-^_a-i(g)£^ o ^

- _ / i ^(g)^-^-1^ / i o\ / i ^(g)^-^-1^
^-Vo i ; Y-^(g)s^ i ) \o. i ;•

Alors
7 /i(g)^-1 o\- / i (g)^ o\
^M —— 1 1 \ 1 •

\ ° V \ 0 I/

Donc
^ T-i^-i-^1®^ 0 Vi(g)^-1 o\7_^i0^ o\
r î u t n s -\ o i®^-^-1^ o i/ V o i/

-^I 0 \'n7-^ï®u °^-^1 0 V1 0 ^
~\o i(g)^-1/ \ o i; \o Kg)^-1; \o i ® u )

Posons
^^-<10" ^^f1 0 \ et ./=^-^.\ o i / \o i0^-1/

Alors
. / I 0 \ ^ / I ® ^ - 1 0 \ ^ .r ^= o M •ç •\o i(g)^/ \ o i /

Posons
/I 0 \ _ - / I 0 ^ 0 \

P==^ (u)=z( _ , P==^ (//)==: — ,
v / \0 1 < S ) U J ' v 7 \ 0 l ) '

ainsi que [^; /i] == ^/i^""1^""1. On a évidemment

v(uu') =^v{u) v(u') et ^(î/^/) ==^(^) ^(^).
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Si on pose v1 = ^(i/) et ^/ == 'P(V), on a la formule suivante :

[p^;^^^^;^]^;^^;^.

Notons y(u) l'élément de Ki(^p) classe du couple (G, \y\ s~1]) avec
G = (E (g) T) © (F (g) T) (F (g) T). La formule précédente montre que
^{uu') = ̂ {u) -4" T(u/) [car 1e couple (G, [p, [V; 5~1]]) a pour classe zéro
dans le groupe Ki(^)]. En particulier, si u est stablement un commu-
tateur, y(u) = o.

PROPOSITION 6.1. — Le diagramme suivant est commutatif

K ( ( p ) x K , ( B ) — — > K , Wi i
K ( A ) x K i ( B ) — — > K , ( C )

(la dernière flèche horizontale est obtenue en faisant ç = ^ == o dans les
considérations précédentes).

Démonstration. — En effet, soit (E, F, a) [resp. (T, £)] un élément de
K(9)[resp. Ki(B)]. Alors (E, F, a)u(T, s) = (G, ï]?-1?-1) avec les notations
précédentes. L'image de cette paire dans le groupe Ki(C) est aussi
évidemment la classe de la paire (G, T]) qui est obtenue en parcourant l'autre
chemin du diagramme.

En fait, la proposition précédente caractérise le cup-produit « relatif »
que nous venons de définir. De manière précise, on a le théorème suivant :

THÉORÈME 6.2. — I I existe une façon et une seule {à isomorphisme près)
de définir des applications naturelles

K ( c p ) x K , ( A ) ^ K , ( ^ )

associées aux diagrammes

o-—>A'x B—->A x B-^A'xA——>o

\- -4- , ^
o ———> C' ———> C ——^—> C" ———> o

de telle sorte que la proposition 6.1 soit satisfaite.

Démonstration. — Nous venons précisemment de démontrer la partie
« existence » du théorème 6.2. Pour démontrer la partie « unicité », remar-
quons tout d'abord que C et C/7 sont naturellement des B-algèbres et que ^
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est un homomorphisme d'algèbres. Notons C^ la B-algèbre unitaire aug-
mentée sur B. On a alors le diagramme « cubique » :

A^xB————ï-
» x 1

-^-ZxB

d'où le diagramme commutatif

K(y)xKi(B)

Y ^
K(A)xKi(B)

L'isomorphisme d'excision K^y') ^ K(9) ainsi que les deux flèches
injectives permettent de conclure.

Remarque. — II résulte immédiatement des considérations précédentes
qu'on peut aussi bien définir un cup-produit

K(cp) xK-^B)-^-1^).

THÉORÈME 6.3. — Le diagramme suivant est anticommutatif,
K^A^xK^B)——>K^C")

ôf XI \às

K ( c p ) x K , ( B ) — — > K i ( ^ )

Démonstration. — Soit a(resp. £) un élément de GL^A^ n) [resp. GL(B, p)].
D'après ce qui précède, l'élément de Ki(^) qui lui correspond par l'homo-
morphisme à travers K(<p)xKi (B) est égal à à^(T[) où l'élément î] de
ST (C7(np)) s'exprime avec les notations de Milnor ([6], p. 67) sous la forme

A i 2 ( i ( g ) £ ) Wi2(—a(g)£ - 1 ) W i 2 ( a ( g ) i )
=:Ài2(i0£) W i 2 ( a 0 i ) W i 2 ( — a ( g ) i ) W l 2 ( — a ( g ) £ - l ) W l 2 ( a ® I )
=Ai2( i (g )£ ) Wl , (a(g)I )w2l(—a- 1 0s- l )
==:/îi2(i(g)£) W i 2 ( a 0 i ) W i 2 ( a ® £ ) ~ 1

=zh^(i (g) s) Ai2(a(g) i ) /^2(a(g)£)- 1 .
Ann. £c. JVorm., (4), IV. — FASC. 1. 13
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D'après Milnor ([6], p. 70), l'élément de Ki(^) qui correspond à a et à £
par l'homomorphisme à travers K2(C / /) est précisément ^(^T1).

C. Q. F. D.

Remarque 1. — Si on change le signe du cup-produit Ki X Ki -> K^
défini par Milnor, le diagramme précédent devient évidemment commutatif.

Remarque 2. —- Dans la démonstration précédente, on a utilisé implici-
tement le fait que K^C77) ^ K^C^np)) ^ K^jqC77)).

THÉORÈME 6.4. -- Soit 6 : A x B — C un bimorphisme entre anneaux
de Banach. Le diagramme suivant est alors anticommutatif,

K , ( A ) x K i ( B ) — — > K , ( C )

^ ^
K-1 (A) x K-1 (B) —> K-2 (G)

Démonstration. — Soient 9 : A < . r > — A x A et ^ : C < ^ > - ^ C x C
les homomorphismes évidents. On a alors les diagrammes suivants qui sont
tous commutatifs, à l'exception du second qui est anticommutatif

•K.,(A)x^(B) —————————^^(C)r î
K i (AxA^x Ki (B) ————————>• H; (CxC)

l \
K(-y)xKi(B) ————————^^l.W

\ TKW,XK"ICB) ——î—^'.Td')
ti îi

K^-^xK^B) ————————^K-^ÛC)-*-

îl ti
K-^xK-^B) ———————^K-^C)

Le théorème s'en déduit d'après la définition du cup-produit sur les
groupes K~~^.

THÉORÈME 6.5. — Soit A. un anneau discret et soit u le générateur de
Ki(r Z) supplémentaire de Ki(Z) dans Ki(Z [t, r1]). Le cup-produit par u
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induit alors un isomorphisme de Ki(A) sur un facteur direct de K^(A.[t, r1]).
En particulier, K^A^, r1]) contient Ki(A) © K^A) comme facteur direct (7).

Démonstration. — Soit 9 : A[t, r1] -> SA l'homomorphisme canonique
défini dans f8] {cf. § 2). Alors 9 induit un homomorphisme 9 de K^{A.[t, r1])
dans K2(SA)/^Ki(A) (th. 5.11), noter que cet homomorphisme s'annule
sur les images des groupes K,(A[(]) et K,(A[r1]) dans K^A^r1]) car
K , ( C A ) = o ; coroll. 5.8). Soit maintenant ^ : Ki(A) -> K..{A.[t, r1])
rhomomorphisme défini par ^{x) --= ux. On va voir que — ? est inverse
à droite de 9. En effet, l'élément (O?) {x) de Ki(A) s'obtient en appliquant
l'opérateur de connexion ^2 : K^ (SA) -> Ki (^) ̂  Ki (À) ^ Ki (A) à
l'élément u où u est l'image de u dans Ki(SZ). D'après le théorème 6.3,
à^ux) =.à,(u)x où à, : Ki(SZ) -^K(z) ^ K(Z). Mais on a choisi u de
façon que ^i(u) soit précisément l'élément unité de K(Z)^Z. Le théo-
rème 6.2 permet de conclure.

Remarque. — En fait, on a démontré un théorème un peu plus fort que
celui annoncé : le groupe Ki(A) est naturellement un facteur direct dans
(LK^) (A) = Coker K^(AM) ® K.(A[r1])-^ K.(A[(, r1]). J'ignore si le
supplémentaire de Ki(A) dans (LK^A) est distinct de zéro en général.
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