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THÉORÈME DE NEWTON
POUR LES FONCTIONS DE CLASSE C7

PAR GÉRARD BARBANÇON

1. Introduction. Généralités

Le but du présent article est d'établir le :

THÉORÈME 1. — Toute fonction numérique réelle, symétrie, de classe C^,
de n variables réelles, peut s'exprimer comme fonction de classe C' au moins,
des fonctions symétriques élémentaires des variables.

En d'autres termes, étant donnée une fonction symétrique fçC^ (IV1, R)
on cherche une fonction FGC 7 (R71, R), telle que f = F o <j, où o" est l'appli-
cation newtonienne de R^, dans R^, qui à (xi, . . . , ^ )€R^. fait corres-
pondre (0-1, . . ., Œ/,)€R^ avec

Xi O-i == Xi + . . . + Xn

a- : : h> ;

Xn 7n = Xi + • • • + Xn

II s'agit d'un problème local qu'il suffit de savoir résoudre sur tout
compact, ce qu'on ne s'astreindra pas à répéter à chaque fois. L'étude
du cas des fonctions f de classe C00 se trouve dans Glaeser [i], et montre
que l'on obtient alors une fonction F qui est encore de classe C00. Pour
une fonction de classe 0 (^ < +°o) le résultat ne peut s'obtenir qu'avec
une diminution de l'ordre de dérivabilité (en bref « perte de dérivabilité »)
dont l'étude est au centre du problème.

Mots et Expressions clés : Fonction de classe C, fonction symétrique de
n variables, champ taylorien r-régulier, champ formellement holomorphe
complexifié d'un champ taylorien, prolongement de Whitney, division
d'un champ taylorien par une forme C-linéaire, diminution de l'ordre
(ou perte) de dérivabilité.
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436 G. BARBANÇON

Sur l'image de l'ensemble ouvert où l'application polynomiale o- est
régulière, la construction de F s'obtient par inversion locale de a, mais
il faut que cette fonction se laisse prolonger à R^. Pour cela on peut envi-
sager deux méthodes. La première consiste à « dé-composer » le champ
des jets de f pour obtenir un champ de polynômes de degré nr sur Œ (R"),
qui est régulier sur l'intérieur de o- (R71), et dont le champ des sections
d'ordre r est continu sur o" (R").

Œ (R") est un ensemble semi-algébrique, et il existe p assez grand pour
que cet ensemble soit régulier au sens de Withney avec l'exposant p
(Lojasiewicz [2]), mais le prolongement du champ construit sur Œ (R71)
par une fonction de classe C7 sur R^, n'est possible que si l'on montre que
l'on peut prendre p == 1 (Withney [1]). C'est ce que nous avions fait pour
n ^ 4 dans Barbançon [1]. Dès que n > 5, l'étude directe des propriétés
métriques de Œ (R") est difficile et on a préféré, pour traiter le cas général
utiliser une deuxième méthode inspirée de Lojasiewicz [1].

Celle-ci consiste à complexifier le champ des jets de f et à prolonger
ce champ complexifié à o--1 (R71), pour obtenir un champ « dé-composé »
défini sur R^ tout entier, ce qui permet de déduire la régularité du champ
des sections d'ordre r à partir de sa continuité (^oir proposition 4.1 ci-
dessous).

On opère comme dans Lojasiewicz [1] et Glaeser [2] de façon à définir
sur Œ-1 (R^) un champ « formellement holomorphe », ce qui permet de
traiter la division d'un champ régulier par une forme linéaire complexe
suivant la même technique que dans le cas réel. On se borne simplement
à remarquer que dans le cas C^ le prolongateur de Whitney est suffisant.

Dans une seconde étape on étudie la continuité sur l'image critique,
du champ « dé-composé ». Ceci se fait par récurrence en effectuant à chaque

étape une division par le jacobien j (x) = TT (^ — xi) de l'appli-
ï^k<^l^n

cation cr, d'une expression du type

w iïn ^-«')-
i==l \^k<^l^n

k,l^i

Si on cherche à diviser chaque terme par^', pour réduire la perte de dériva -
bilité à (n — 1) unités comme on le désire, on est amené à prendre pour f
un multiplicateur rugueux dont les produits par les TT {x/, — Xi)

1^A:</^71
k,l^.i

soient très lisses il faudrait que chaque terme dans la somme (*) soit de
rn+f^-^-1-) Ôf ~\classe C v •2 / si les j7-sont de classe C^ .
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En effectuant la division sans découpage, on constate que cette hypo-
thèse supplémentaire est inutile, ce qui permet d'obtenir le théorème 1,
qui donne sans doute le meilleur résultat possible (voir contre-exemple
à la fin du paragraphe 4).

Enfin, on déduit du théorème 1 la division d'une fonction de classe 0
par le polynôme générique à coefficients réels, précisant la perte de déri-
vabilité du quotient et du reste (voir aussi Lassalle [1] où est effectuée la
division par un polynôme à coefficients complexes avec la même perte de
dérivabilité pour le reste, mais une perte de dérivabilité doublée pour le
quotient).

2. Champs tayloriens

DÉFINITION 2.1. — Soit E un fermé de R", un champ de polynômes sur E
est une application de E dans C [Xi, . . ., X^] :

A : E 9 x h> A.,; == V —. a? (x) X^,

où x= (^, . . . ,^ . )€ECR", p= (pi, . . . , p^ )€N" , X^== Xf- . . . X?"'.

Les a? : E -> C sont les coefficients du champ.
En substituant à l'indéterminée X == (Xi, . . ., X^,) un vecteur tangent

en x à R", on obtient une application polynomiale que l'on notera encore A.r,

A.,. : R^ 9 x' ^ ̂  -^ dp (x) (x' — X)P == A,, {x'\

On notera A" le champ des sections d'ordre r de A,
r

A'-: x^^.=^^a,(x)XP.
0

A est r-continu si les coefficients de ^ sont continus.

DÉFINITION 2.2. — A est r-régulier si, pour tout jnulti-indice g, [ q \^~ r
le champ

r

à-^•• E^DîA^^-^a^X/'-.
<f

satisfait aux conditions de Whitney :

(W,,) R^ A (x, x') == a, (x') - DÏ A; (x') = 0 ( | x1 - x \' - ! ̂ l)

quand x et x tendent vers a€E.
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II est équivalent de dire que pour tout point a€E, il existe un voisinage
compact K de a, et un module de continuité ̂  tel que si x et a/€K,
on ait

(W,) Ry (x, x ' ) \^\x' -x l7-^! O)K ( | x ' - x \ ).

Exemple : q = 0,

\_

Y\ûo ( x ' ) - ̂  . a, (x) (x' -X)P ^ \ x ' — x \- C^K (| x1 - x |),
\P\^r

Y (E) est l'espace des champs r-réguliers sur E munis de la topologie
définie par la famille de semi-normes :

A iii?= sup 1^) + sup l'̂ ^y;'..
xçR q ! x,x'ç.^\x — r c l^-i^i
\q\^r x^x'

\q\^r

lorsque K décrit l'ensemble des compacts de E.
êf (R"') désigne comme d'habitude l'espace des fonctions de classe Q

sur R71, à valeurs complexes, muni de la topologie de la convergence uni-
forme des fonctions et de leurs dérivées d'ordre total inférieur ou égal à r
sur tout compact de R71'.

L'application T : ^ (R")3/'h-> Tfç^ (R^) qui à une fonction fait
correspondre son champ de polynômes de Taylor est un isomorphisme.
Notons TE la restriction

Te : ^ (T{nl) 3 f ̂  fP QE e J- (E).

THÉORÈME DU PROLONGEMENT DE WHITNEY (voir Malgrange [1] et
Glaeser [3]). — Tp: est surjectif et admet un relèvement linéaire continu s :
^ (E) -> ^ (R") avec TE ° s = 1 .̂

DÉFINITION 2.3. — Deux sous-ensembles fermés E et F de R"' sont 1-régu-
lièrement séparés, soit si E n F = = 0 , soit si pour tout compact KCR^$
il existe une constante k telle que pour tout xçKy

d (x, E) + d (x, F) ̂  k d (x, EnF).

Exemple : Deux sous-espaces linéaires de R71' sont 1-régulièrement
séparés.

PROPOSITION 2.1 (voir Malgrange [1]). — Étant donné un champ A sur
E U F, E et F étant fermés et i-régulièrement séparés, la r-régularité des restric-
tions Ai, et Ay implique celle de A.
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DÉFINITION 2.4. — Soit û un ouvert de R ,̂ W une application de classe Q
sur û, à valeurs dans R^, A un champ défini sur ECR^, le champ A o ̂
est défini sur W~i (E) par

AoW : W-^ (E)3x ̂  (A o W), = Aww (T; W - W (x)).

Si A est r régulier (r' ^_ r), A o W est /-régulier.

CHAMPS FORMELLEMENT HOLOMORPHES. — Soit Ë un fermé de C" ~ R2",
un champ A sur E est une application

A : É^C[X,, . . . ,X,;Y,, . . . , Y . ] = C [ Z , , . . . , Z , ; Z , , . . . ,Z,]

où l'on pose
Zy = X/ + i Y;; Zy = X; - i Y/.

DÉFINITION 2.5. — Un champ A rfe/îyu 5ur ÊCC'1 <0^ formellement
àA.

holomorphe si — = 0 pour j' = 1, . . ., n.
(^Zy

II revient au même de dire que A satisfait aux conditions de Cauchy,

àA . ÔA / . ,
àX^1^ ( l = l---^)-

PROPOSITION 2.2. — Soit û un ouvert de C^, ^T holomorphe sur û d valeurs
dans C", A un champ formellement holomorphe sur ÊCC71, afor^ fo champ
A o y e5( formellement holomorphe sur 'ç^"1 (É). 5'i A e5( r-régulier, A o V
e5( r-régulier.

On désignera par Je (E) le sous-espace des champs formellement holo-
morphes, dans J' (Ê).

Il résulte de la proposition 2.2 que si L est un C-automorphisme de C7',
L* : Je (E)3A ̂  A o L€JÏ (L-1 (E)) est un isomorphisme.

COMPLEXIFICATION. — Soit E un fermé de R" C C" ~ R2". Sur E on
a deux notions de champ suivant que E est considéré comme fermé de R"
ou de R2^. Toutefois à un champ

A : E3:Ch>A,=^—^(:r)X^eC[X,,...,X.],

on peut associer canoniquement un champ formellement holomorphe [A],
appelé complexifié de A, défini par

[A]: E3x^[^=^^a,(x)ZPçC[Z^ . . . ,Z,,Z,, ...,Zj.



440 G. BARËANÇON

Si A est r-régulier, [A] est r-régulier car -̂] = [-^] et W = i [^}

et les inégalités (W) sont les mêmes pour A et [A] puisqu'elles ne font
intervenir que des points dans E donc dans R71.

En particulier, si f^^ (R"), on notera [f] le complexifié de T/, et l'appli-
cation

[ 1: ^(R-)9/V>[neJ£(R-)

est un isomorphisme d'algèbres topologiques avec dérivations [dans l'expres-
sion J'c (R"), R71 est considéré comme un fermé de C"].

SOUS-ESPACES RÉELLEMENT SITUÉS.

DÉFINITION 2.6 (Lojasiewicz [1]). — Dans C", on appelle sons-espace
réellement situé un sous-espace 'R-linéaire de C" ~ R2", de R-dimension n,
qui est Vimage de R^ par un C-automorphisme.

Si F est un sous-espace réellement situé, C'1 = F Q) i F et toute R-base
de F est une C-base de C'1.

Exemple 1 : Si on désigne par Œ l'application newtonienne

(7 : 03(Zi, . . ., Zn) h> (cri = Z, +. . . + Zn, . . ., ̂  == Z, ... Zn) € 0.

L'image réciproque de R" est une réunion de sous-espaces réellement
situés, naturellement indexés par la famille 3 des permutations involutives
de { 1 , 2 , . . . , n } .

En effet, remarquons que les coordonnées d'un point zG(J~1 (R") sont
les racines d'un polynôme à coefficients réels qui sont soit réelles, soit
deux à deux imaginaires conjuguées, et

^ (R-) == \J Fa avec Fa = { z = (z,, . . . , Zn) € 0/z, = z^ ).
ae^r

Si a (i) == ^, z, est réel, sinon on a les paires de racines conjuguées.

Exemple 2 : Si E est réellement situé dans C", ExR" est réellement situé
dans C '̂. Si on note a l'application

a- : C^ 3 (z, 0 h> (o- (z), t) e C"- ,̂

a""1 (R"^) = Œ"1 (R^xR^ est une réunion finie de sous-espaces réelle-
ment situés dans C^.

.Remarque 2.1. — Les sous-espaces réellement situés dans C^ sont
R-linéaires et par suite 1-régulièrement séparés.
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k

Soit alors F = \^f I\ une réunion finie de sous-espaces réellement

situés, pour que la donnée d'une famille (A,)^^ de champs r-réguliers
chaque A; étant défini sur F,, fournisse un champ A r-régulier sur F, il
suffit que pour tout couple (i,j), 1 ̂  i < j ̂  k, les restrictions de A,
et Ay à r^oFy coïncident.

Inversement, étant donné un champ A défini sur une réunion finie F
de sous-espaces réellement situés dans C71, il suffit pour que A soit r-régulier
sur F, que ses restrictions à chacun des sous-espaces réellement situés
soient r-régulières. Mais pour étudier la régularité de A sur un seul sous-
espace réellement situé, on pourra se ramener par un C-automorphisme
au cas où ce sous-espace est R'1, et si de plus A est formellement holomorphe,
utilisant l'isomorphisme de ê^ (R71) et J^ (R") on pourra étudier la classe
de dérivabilité de la fonction induite par A en « décomplexifiant » le champ.

k

En d'autres termes si F == U F, est une réunion de sous-espaces réelle-
i=ï

ment situés, la donnée d'un élément de J^ (F"), équivaut à la donnée
d'une famille (/\-)^i,.,^ d'éléments de ê" (R"), dont le « recollement
sur r^uFy s'obtient en comparant les polynômes de Taylor complexifiés.
En particulier, les normes |] [| et |[| [|| sont équivalentes sur J^ (F).

CHAMPS SYMÉTRIQUES ET ANTISYMÉTRIÇUES. — Soit d3 == (^)i^^

où Ci• = (0, . . ., 0, 1, 0, . . ., 0), la C-base canonique de C", qui est aussi
la R-base canonique de R". On notera les points de C" par

n

Z ==^2^- == (Zi, . . .,Zn).

On fait opérer sur C" (et sur R71 par restriction) le groupe symétrique '0^,
de la façon suivante : à toute permutation TI € on, on associe le C-automor-
phisme de C71 noté ïï, défini par

V i€{ 1, . . . ,n } 7:(ei) == e^),

soit

^ (z) ==^zi ^W == O^-^l)» • • • > ^^(n)).

Une partie symétrique de C" est une partie invariante par 0^.

Exemple : R" et î7-1 (R71) sont des parties symétriques de C".
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DÉFINITION 2.8. — Une fonction f (resp. un champ A) définie sur une
partie symétrique de C", est symétrique si

V T: e ̂ fn, f = f° ^ (resp. A = A o ^).

On notera S7 (R") [resp. J£ (cr-1 (R71))] le sous-espace de ê ' ' (R") [resp.
J^ (Œ-l (Rn))] des fonctions (resp. des champs) symétriques. On notera
^(R"^) [resp. Js (cr-1 (R^xR')] le sous-espace des fonctions de &1' (R"44)
[resp. des champs de J^ (a-1 (R71) xR')] symétriques par rapport aux n
premières variables, dans un sens évident.

DÉFINITION 2.9. — Une fonction f (resp. un champ A) définie sur une
partie symétrique de C" est antisymétrique si VTTÇJÔ^, on a f=^foï
(resp. A == ^ A o ï) où £71 est la signature de TT.

Exemple 1 : Le jacobien^' (x) = j^[ (xp — x^ de l'application newto-
l ̂  /? < '7 ̂  n

nienne a est antisymétrique.

Exemple 2 : [jja-iCR") est antisymétrique, et plus généralement, si G est
un champ symétrique sur a-1 (R'1), G [J']^-I(R") est antisymétrique.

LEMME 2.3. — Soit A un champ antisymétrique formellement holomorphe,
Le polynôme A,- est divisible (en tant que polynôme) par tous les produits
ïi — Zy pour les couples £entiers (i, j) tels que la transposition T,y qui échange i
et j appartienne au sous'groupe d'isotropie de z.

Les ïi — Zy étant premiers entre eux, il suffit de le vérifier pour un
facteur de cette forme, ce qui résulte de

G. (Z) == - G,,, (?<, (Z)) = - G. (̂  (Z)).

Remarque. — On peut définir des fonctions de n + s variables (resp.
des champs définis sur des fermés symétriques de C^') antisymétriques
par rapport aux n premières variables.

Exemple : Si j est le jacobien de î, G formellement holomorphe symétrique
par rapport aux n premières variables défini sur Œ~1 (R^xR', G [J]^-I(R^)
est antisymétrique.

3. Un opérateur de prolongement

PROPOSITION 3.1 (yoir Lojasiewicz [1]). — Soient F et t deux réunions
finies de sous-espaces réellement situées dans C'1, avec Fer, il existe une
application linéaire continue

J£ (F) 3 H h> H e= J'c (f) telle que Hr = H.
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F étant une réunion finie de sous-espaces réellement situés, il suffit que
pour chaque sous-espace réellement situé II, on puisse construire une appli-
cation linéaire continue Je (F) 3 H }-> H71 € Je (II) telle que H" et H coïn-
cident sur linr. D'après la remarque 2.1 cette seule condition de compa-
tibilité entraîne que le champ

_ ^ ( f L = H , si rrer,

( H^= HS si xçU
est dans Jç (ruil).

Après avoir effectué au besoin un C-automorphisme, on peut supposer
que II == R". Soit alors A = F n II, le champ H G Je (F) induit par restric-
tion un champ HA formellement holomorphe, r-régulier, que l'on peut
« décomplexifier ». Le théorème du prolongement de Whitney fourni
par un opérateur linéaire et continu, un prolongement r-régulier sur R"
du champ défini sur A. En retournant au complexifié, on obtient le champ
H11 cherché.

(On notera que la construction est beaucoup plus simple que dans le
cas C30, le théorème de Whitney fournissant en classe (Y un prolongement
linéaire continu.)

LEMME 3.1. — II existe un opérateur linéaire, continu, injectif,

U : ^r (R )̂ 3 f ̂  G (E Js (cr-1 (R71) X RQ

tel que G^n+, = [/*].

C'est une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus, puisque

a-1 (R")xR'==^r^xR 4 {voir l'exemple qui suit la définition 2.6)
aej

est une réunion finie de sous-espaces réellement situés dans C '̂. Si le
champ G' fourni par la proposition n'est pas symétrique, on pose

G = ^-j ̂  G' o (ï CE) IR,), ce qui n'affecte pas la restriction à R^', puisque f
^eje^

est symétrique par rapport aux n premières variables.

4. Théorème de Newton en classe C7

PROPOSITION 4.1. — Soit ti un ouvert partout dense dans R71, tel qu'il
existe une base de R" pour laquelle toute droite affine dont la direction est
donnée par l'un des secteurs de la base, et qui passe par un point de F = R^VÛ,
ait une intersection au plus dénombrable avec F. Alors tout champ de poly-
nômes r-continu sur R71 et r-régulier sur û, est r-régulier sur R71.

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 3 58
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[L'hypothèse que l'intersection de F avec toute parallèle aux axes issue
d'un point de F soit au plus dénombrable, est essentielle. Dans le cas général
il faudrait rajouter l'hypothèse que la restriction du champ à F soit elle-
même r-régulière pour pouvoir appliquer le lemme d'Hesténès. Un contre-
exemple classique est fourni par la fonction de Lebesgue continue sur [0, l],
localement constante sur le complémentaire de l'ensemble de Cantor,
qui n'est pas dérivable sur l'ensemble de Cantor (voir Glaeser [4]).]

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un champ soit r-régulier
sur un ouvert, est que V p, [ p ^ r — 1, les coefficients a? soient de classe C1

sur l'ouvert, avec

œ v^îi-.-^{^=^...^i,...^.
Soit A : x \-> Aa; = ̂  . dp (x) X7' r-régulier sur û, r-continu sur R".

\P\^r

Pour montrer que A est r-régulier sur R71, il suffit de vérifier que les dp
qui sont de classe C1 et vérifient (1) sur û, admettent des dérivées par-
tielles sur F satisfaisant à (1). Or ceci résulte en chaque ^o€F, de
l'application aux restrictions des a? aux parallèles aux axes issues de
XQ de la :

PROPOSITION (Bourbaki [1]). — Soit ï un intervalle réel ouvert, Xo Vune
des extrémités de I, fG&° (I), qui admet une dérivée à droite f^ aux points
du complémentaire B par rapport à J d'une partie dénombrable de I, et /*J {x)
a une limite l quand x tend vers XQ en restant dans B. Alors f se prolonge
par continuité à Xo, et la fonction prolongée admet en Xo une dérivée égale à l.

CONSÉQUENCE 4.1 (Lojasiewicz [1]). — Soit F une réunion finie de sous-
espaces réellement situés dans C", et w un polynôme complexe non identi-
quement nul, F l'ensemble de ses zéros. Tout chanp formellement holo-
morphe r-continu sur F, r-régulier sur F — F est r-régulier sur F.

En effet, d'après la remarque 2.1, on peut supposer que F = R71, et
décomplexifier grâce à l'holomorphie formelle. De plus, on peut supposer,
au moins localement que R^H F ne contient aucune droite parallèle aux axes.
L'assertion résulte alors de la proposition précédente puisque toute droite
non située dans F a une intersection finie avec F.

LEMME 4.1. — Soit l une forme linéaire complexe non identiquement
nulle, F une réunion finie de sous-espaces réellement situés dans C71, H un
champ formellement holomorphe, r-régulier sur F, tel que si zSTf) { l = 0 }
le polynôme H^ soit divisible par l (Z). Alors il existe un champ G formellement
holomorphe, (r — i)-régulier sur F, avec W == (G [l]rY-
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En chaque point zeF, G^ est bien défini : si zer\{ l = 0 }, G est r-régu-
lier au voisinage de z et si zçTr\{ l = 0 }, [l]^ = l (Z) et H^ est divisible
par l (Z) avec H: = G:-1 l (Z) = (G [qr):.

D'après la conséquence 4.1 ci-dessus, il suffit de vérifier que G qui est
(r — l)-régulier sur F\{ l = 0 } est (r — l)-continu sur F. On peut pour
cela supposer (remarque 2.1) que F se réduit à un seul sous-espace réelle-
ment situé.

Soit alors ^ o e A = ^ n { i r = = 0 } et zer\A. Notons Zi la projection
orthogonale de z sur A. Si z tend vers Zo, Zi aussi : montrons par récurrence
que, dans ces conditions,

(*) V î, | q | ̂ r ~ 1, Dy G. (z) - D^ G,, (z) = O7-1-^! (| z - Zi |),

où D9 G == .yy désigne une dérivation formelle de G par rapport aux
indéterminées.

La r-régularité de H implique

soit

H, (z) - H,, (z) = / (z) g, (z) - [l (z) G., (z)] = 0- ( [ z - z, | ),
^)[M^-G^)]=0-([Z(z)|),

G^)-C^(z)=0^(|Z(z)|).

Supposons pour | q ^ | k \ — 1 < r — 1, (*) soit vérifié, la r-régularité
de H implique à nouveau :

D^ H, (z) - D^ H,, (z) = O-l^l (| z - z, [),

soit, par la formule de Newton :

a (D -̂1 G. (z) - D -̂1 G,, (z)) + bl (z) (Dk G, (z) - Dk G,, (z)) = (Y-l^i ([ Z (z) [)

avec certaines constantes numériques a et b.
Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, il vient

Dk G. (z) - Dk G,, (r) = O7-1-^! ([ z - Zi |),

ce qui établit (*).
Sur A les coefficients de G de degré | k sont des combinaisons linéaires

des coefficients de H de degré | k \ + l? et (*) exprime que
VA-, | k | ̂ r - 1, gk (z) - gk (zQ = 0 (| z - zj)

quand z et Zi tendent vers Zo.
Mais Zi et ^o€A et la continuité de H implique aussi

1*1^-1, 9k (zi) - 9k (zo) == 0 (| z, - Zo |).
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Donc au total :
1 k ^ r - 1, gj, (z) - gk (z,) = 0 (| z - z, |),

ce qui établit le lemme.

Remarque. — V K compact CF, il existe une constante numérique c
telle que : || G |]^-1 ̂  c || H |̂ .

PROPOSITION 4.2. — 5oi( G = (H o a)^ MM champ sur a-~1 (R^) 5î/me-
trique par rapport aux n premières variables, si G est formellement holomorphe
et nr-régulier, H est formellement holomorphe et r-régulier sur R^.

Tout point de R^xR" étant image par a d'un point de çr-1 (R71) x R'',
en dehors de l'image critique de a la régularité de H résulte immédiatement
du théorème du difîéomorphisme local. Sur un voisinage U d'un point
où S est un isomorphisme analytique, on a

H^u) = (H o C o (cru)-^ = (G- o (^)-1)-,

ce qui définit, localement sur l'image régulière, un champ H^ formelle-
ment holomorphe, sans ambiguïté puisque G est symétrique par rapport
aux n premières variables.

L'image critique de S est l'ensemble des points de la forme (cr, t), où
tGCS et o" décrit l'ensemble A des zéros du discriminant de

P (z) == Z- - ̂  Z71-1 +.. .+(- 1)^ <7,.

Ce discriminant est un polynôme par rapport aux o";, que l'on peut
^p

expliciter par le déterminant de Sylvester de P et -.-• A est l'ensemble

des creC71 pour lesquels P (z) a des racines multiples en z.
D'après la conséquence 4.1, l-T étant r-régulier sur (R^\A)xR", sa

régularité sur R^xR^ résultera de la continuité des coefficients d'ordre
total ̂  r. [On voit ici le rôle essentiel joué par la complexification et le
prolongement de [f] à S~1 (R714'') qui permet d'obtenir un champ sur R^xR",
la vérification de conditions de régularité se ramenant ainsi à une simple
vérification de conditions de continuité. Une étude directe fournirait sim-
plement un champ continu sur ^ (R^xR^ et nécessiterait la connaissance
de propriétés métriques de cet ensemble.]

Le premier coefficient ho de H est donné par ho o î = go et sa continuité
résulte de celle de go puisque î est propre (cf. Glaeser [1]). De plus, pour
tout compact cCR""^, | ho \c ^_ go U , .

Dans les calculs qui suivent, on va, être amené à effectuer des troncatures
qui risquent d'introduire indûment les pertes de régularité. Pour éviter
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cela, on remarque que G == (H o S)^ peut s'écrire G + K = H o î, où K
est un champ symétrique par rapport aux n premières variables, d'ordre nr,
c'est-à-dire vérifiant K"7' == 0.

Dérivant alors G + K = H o S par rapport aux indéterminées Z et T,
il vient

(i) '^-S^-ïï^làZi ^ \àffi, ) L àzi JS-,(R^

(H) à(G+K) àH ,
OTt ~ à T t ° ° -

^TT

(II) montre que le champ ^r o ô- est (nr — 1) -régulier. Résolvant (I)
par la méthode de Cramer, il vient

/ 1 \ àîî - r n Vrv i ^(G + K)
<1) ^ ° a [̂ -(R-) =i[X.]^(H^^——,

<==!

où les X;7 (z) sont des (n — l)x(n — 1) mineurs de

j ( z \ - 1 zî + • • • + zn ' " ^ ... ̂  _ T-TT , .
J w ~ 1 7 J_ 4-7 y y ~ I I ^ """ z^'1 Zi -1- . . . -f- Zn ... Zi . . . ZTI—I -•- -a-

\^p<^qi=.n

Plus précisément,

x^^)=(-lr/^r/ n (^-^)-
1 ^.T)<" cr^.n

'P ~ ̂ )

î^=P<crï=n
P,q^i

On se propose de montrer que (1) implique que le champ .— o S- est

(nr — n) -régulier. Ce champ étant par ailleurs symétrique et formellement
holomorphe, on pourra amorcer une récurrence dont les étapes successives
ne différeront pas de la première et feront perdre n unités (resp. 1 unité)

^\k+m\ pT
à chaque dérivation par rapport aux c^ (resp. aux T\). , ^ ,̂  o S- sera

(nr — n k | — m)-régulier et en particulier —rr- ° î sera (nr — n \ k [ )-

régulier. Il en résultera que les coefficients h\ d'ordre total [ À [ ̂  r seront
continus puisque les h\ o $ le sont et que S- est propre, et par suite que H
est r-régulier sur R^"^.

On est donc ramené à démontrer que .— o S- est (nr — n) -régulier. Pour

cela nous ferons deux remarques sur les déterminants du type Van der
Monde.
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1. Si 0 ̂  k ̂  n — 1, on a
n-Â:

V X;/ W ̂  — -^n) ' .^ X,/ (Z) (Z, - Zn) . . . (̂  - ̂ -^-0 =J 00 Q 00.

où Q est un polynôme.
En effet, d'après la définition de Xu {z), cette somme est le développe-

ment par rapport à la ^ème colonne du déterminant obtenu en remplaçant
la V^6 colonne de l'expression de j {z) sous forme de déterminant par
une colonne dont la i16"16 ligne est

( (z, - Zn) ... (Zi - Zn-k+i) si l ^ i ^ n - k ,
} 0 si n — k < i ̂  n,

soit
1 Z, + . . . + Zn (Zi — Zn) . . . (Zl — ^-A+l) ^ . . . Zr

Tî — k (^ri-k — Zn) ... (^n-k — ^-A+l)

n - k + 1 0

1 ^+...+^-i 0 ^...^-i

Or ce déterminant est divisible, en tant que polynôme par tous les {zp — Zq)
puique les p^ et g161116 lignes sont égales sur { Zp = Zq }, d'où le résultat,
les (z? — Zq) étant premiers entre eux.

On en déduit immédiatement que
n-k

^ [X.7 (Z)] [Zi - Zn} • • • [^ - z-^^ == ̂  (z)! [Q ̂ )]-

;=l

2. Si O^^n-1 et 0 < r ̂  n - k, et le polynôme du champ

n—k

^ [x" (z)! ̂ i - z»] • • • ̂  - ̂ -^'lAi

(où les A. sont formellement holomorphes) contient Z. - ïn-k en facteur
en tout point z€ { Zr - Zn-h}, il en est de même pour le champ A. - A^.

En effet, d'après la première remarque, le polynôme du champ

' n - k

( V (Xu (Z)) [Zt - Zn\ . . . [Zt - Zn-k+l} 1 A^

\z=l /

contient Z. - Z^, en facteur aux points zS{ Zr == Zn-k}, et il en est donc
de même pour le champ

7i— k— l

y, (x.V (X,( (Z)) [Zl -Zn} • • • [Zt - Zn-k+l} (A< - An-k).
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Or ce dernier est le développement par rapport à la P^ colonne du
déterminant obtenu par un procédé analogue au procédé ci-dessus, mais
cette fois-ci à partir de l'expression de [j (z)], en remplaçant dans la
l1^6 colonne le terme de la i^6 ligne par

( [x^ 001 Vi - ̂ ] . . . [Zi - Zn-k+i] (A, - An-k) SÎ l ̂  H - k - 1,

\ 0 si i > n - k - 1.

Sur { Zr == Zn-k} tous les termes du développement autres que
[X,7 (2)] [Zr - Zn] . . . [̂  - Zn-k+i} (A^ - A^)

donnent des polynômes contenant Zr — Zn-k en facteur, donc il en est
de même pour ce terme et comme les Zp — Zq sont premiers entre eux,
(A.r — A.n-k)z contient Zr — Zn-k en facteur sur { Zr == Zn-k }.

Revenant à la démonstration de la. proposition, écrivons le deuxième
membre de (1) sous la forme

six., ,),̂  -sx» wi (̂  - ̂ ) + a^y-^^L^WJ-^———^L^^ ^ ^ )
i=l i=i \i=ii=l i=l \i=i / n

n—ï

=^[X« (Z)] [Zt - Z,} (Gt,n + Kt,n) + [J (Z)] (G, + K,)

où Gn est (nr — 1)-régulier et Kn d'ordre nr — 1, d'après la première
remarque ci-dessus et Gi,n est {nr — 2)-régulier, d'après le lemme 4.1

appliqué à -^ — ^-- Ki,n est d'ordre nr — 2 et regroupe le terme excé-
dentaire [z, — Zn] Gi,n — {[zi — Zn} G^)^"1 et le terme fourni par la
division de ^ — -̂ par [z, — Zn]. Remarquons que si z ç { z i — Z n ]

{,àZi~~àZn)^ contlellt Z, — Zn en facteur, mais si z ^ { z i = Z n } , (K,,^
est en fait une série formelle et il convient de lire les égalités dans un espace
de champs de séries formelles, que l'on peut d'ailleurs supposer tronquées,
à condition que ce soit à un ordre assez élevé.

Itérons le procédé :
n—ï

A =^[X« (Z)] [Zt - Zn} (G,,,, + Ki,n)

1=1

n—2

=^[X« (z)] [z, - z,} (G,,n +K^- Gn.,,n - K^_i,,0
(=1

/"-1 \
+ ^[X« (Z)] [Z( - Z,.] (Gn-,,n + K,,_i,,).
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La deuxième remarque ci-dessus permet d'appliquer le lemme 4.1
au premier terme, d'où

n—2

A ̂ [̂  001 [̂  - Zn} [Z, - 2,_J (G .̂i,, + K^-^n) + D' (2)] (G,-, + K^),

où G,,n_i,^ est {nr — 3) -régulier, K^_i,^ d'ordre nr — 3 et regroupe le
terme excédentaire dans la division de Gi,n — Gn-i,n et le terme provenant
de la division de Ki,n — Kn-i,n. D'autre part, l'écriture du terme
[J {z)] (Gn-i + Kn_i) résulte de la première remarque, et Gn_i est nr — 2
régulier et Kn-i d'ordre nr — 2. En répétant l'opération (n — 1) fois,
il vient

n

^[X,, (z)] ̂ ^K) = [j (z)] H + [j (z)} K,

avec H nr — 1 — (n — 1) == nr — n régulier et K d'ordre nr M.

Comparant avec (1), on a H^-71 = (^ o ̂  n ce qui achève la démons-
tration de la proposition.

PROPOSITION 4.3. — Pour tout champ G formellement holomorphe sur
(j~1 (R^) nr-régulier, symétrique par rapport aux n premières variables,
il existe un champ H formellement holomorphe sur R^XR", r-régulier avec
(H o ̂ nr = G .̂

Cette proposition est une conséquence immédiate de la précédente sous
réserve de la résolution du problème ponctuel qui est donnée par le :

LEMME 4.2. — Pour tout champ G, formellement holomorphe sur &~1 (R^)
de degré m symétrique par rapport aux n premières variables, il existe un
champ H formellement holomorphe sur R^ XR" tel que G = (H o a)^

On a vu au début de la démonstration de la proposition 4.2 que la
construction de H peut se faire par inversion locale de S, sur l'image régu-
lière. Le problème ne se pose que sur l'image critique, et on commencera
par une étude de l'ensemble critique de S. Pour ne pas alourdir les notations
nous ferons cette étude pour Œ, en supposant 5 = 0 , ce qui ne restreint
pas la généralité.

L'ensemble critique de o- est formé des ( n ) hyperplans { z l z p = Z q p ^ q \
dont les intersections stratifient C" pour a.

Soit y une partition de { 1, 2, . . ., n }, on peut considérer C'1 comme
somme directe des sous-espaces attachés aux classes de la partition. Une
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partition y définit un ensemble p^CC^ dont les éléments sont les points
dont les coordonnées sont égales dans chaque sous-espace défini par une
classe de la partition mais différentes d'une classe à l'autre.

Deux partitions sont de même type si on peut passer de l'une à l'autre
par une permutation de { 1, 2, . . ., n }. La relation « est de même type »
est une relation d'équivalence sur l'ensemble des partitions. On notera y
la classe de y.

Exemple : n = 4,

y, = (1, 2) (3, 4), y, = (1, 3) (2, 4), y, = y, = { 2, 2 } .

Pour un type de partition y on notera p^ = \^J p^. Sur p . le rang de
T€ ï

l'application cr est r (y) = nombre de classes des partitions de type y.
PY est l'ensemble des points dont les coordonnées sont égales dans les

sous-espaces attachés à chaque classe de la partition y.
Sur p^ = \^J p^ le rang de o- est ̂  r (y).

ï € ^

Appelons c^ l'application dont la restriction à chaque sous-espace de C"
défini par la partition y fait correspondre aux variables leurs fonctions
symétriques élémentaires.

Exemple : n = 4,
y =(1,2) (3, 4);

CTy : (2i, 2s, 23, Z,) H^ (pi = 2i + 2,, ?2 = 2i 22, ?3 = ^3 + ̂ 4, ?4 = ^3 ̂ ),

a^ est une application analytique propre dont le jacobien s'écrit par blocs
et dont l'ensemble critique est exactement pv.

Exemple : n == 4,
y-(1,2) (3, 4);

1 1 1 0
^ Zi 0 0 , , , ,

7Ï = 0 0 1 1 == (ZY ~ Z2) (zï ~ z4)-
0 0 24 23

Si YI et Va sont de même type y, il existe ^€0^ telle que o"^ == Œ,̂  o ?,.
Aux applications o"^ correspondant à un même type y, on peut associer

une application polynomiale T^ avec T., o (j = o-,

Exemple : n = 3,
ï = ( l ) (2,3);

(Zt, Z,, 23) ̂ '4! (pi = 2i, p2 = 2a + 23, p3 == 2, 2:0 1-^ (o-i == p, + P2, ̂  = pi p. + P3, ̂  = pi p3).

ANN. ÉC. NORM., (4), V. —— FASC. 3 59
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Le jacobien de T^ est i. avec i..^ == y. i. ne s'annule pas sur o-^ (p^)
où T. est donc régulière. Seuls les points de ̂  {p^ — p^) sont à la fois dans
l'image critique de ^ et dans l'ensemble critique de T,..

Etant donnée une partition y, nous appellerons y-symétrique un poly-
nôme invariant par toute permutation TC^ produit direct de permutations
portant sur chaque classe de la partition.

Etant donné un polynôme y-symétrique P, nous appellerons application
y-newtonienne l'application qui lui fait correspondre l'unique polynôme Qy
avec P = Qv ° cLp

Revenant à la démonstration du lemme, soit zep^no""1 (R"), Gz est
y-symétrique, car pour zçp^ ^ (z) = z et G étant symétrique,

G. (Z) = G^ (^ (Z)) = G. (^ (Z)),

ce qui exprime la y-symétrie de Gz.
Gz peut alors s'écrire comme polynôme par rapport aux coordonnées p;

de cr^ (z),
Gz = Q^ ° o^

sans ambiguïté car si % (z) eo""1 (z), il existe o-p avec p € y telle que
o'p o î === o^, et on a

G^) = O^^ ° ̂  mais G^,) ̂  (Z)) = G. (Z),
donc

Q^ 0 ^ 0 7 ? = Q^ o cr^ = Q^ o ̂ ,,

et l'égalité de Q^ et Q^^ en résulte.

D'autre part, T. étant régulière au point o-^ (z), l'inversion locale de T.
fournit le polynôme H^) == (Q^ o T^1)7'1 qui satisfait à l'énoncé du lemme.

Remarque. — L'application

J^ (a-1 (R^)) 3 G h> H e J^ (R^)

définie par la proposition 4.3 qui est évidemment linéaire, est continue.
En effet, utilisant l'isomorphisme de J^ (R"^) et ^ (R^) il suffit

de montrer que V KCR^', || H HR^ ||| G |[|̂ ,̂ . Nous avons déjà noté que
ho K ^= k go |^_i^. Mais plus généralement d'après la remarque qui suit le

lemme 4.1, la démonstration de la proposition 4.2 implique, pour | À | ̂  r,

I h IK ̂  C, | Ax o 0 \^ ̂  C. Il h^ o ^ H^'"1^ ̂  C, III G [||̂ ,
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La distinction entre les normes || [| et [ [ [ ||| sur a-1 (K) étant superflue
pour les champs formellement holomorphes, un tel champ pouvant être
considéré en restriction à chaque sous-espace réellement situé comme le
complexifié d'une fonction définie sur R".

Soit alors jfune fonction de classe C^ (R '̂, C), symétrique par rapport
aux n premières variables, on construit le champ complexifié [f] que l'on
prolonge sans perte de régularité à S-1 (R^) par un champ G formelle-
ment holomorphe symétrique par rapport aux n premières variables. On
en déduit l'existence sur R^' d'un champ H, r-régulier avec (H o 0)^ = G
donc d'une fonction F € (Y (R^', C) avec F o S == /*.

D'où le théorème 1, que l'on pourrait encore formuler, en remarquant que

I I F |[̂  I I I G 111̂  ̂ k\\ f\\^^
par :

THÉORÈME 1 bis. — I I existe un opérateur linéaire, injectif continu
^nr (R )̂ ̂  f ̂  ? ç Qr (R )̂

tel que F o S = /*.

Contre-exemple. — Soit f (x) = \ Y [xi — XjY
Li^</^ J

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette fonction est de
classe C4, en appliquant la formule de Faa de Bruno pour le calcul des
dérivées de f = U675 avec U = ]g (^ — Xj}\ D'autre part, l'application

i^</^
du théorème de Newton classique donne

U == P (Œ) = 3 (TÎ - 16 fj\ ̂  + 4 cri <73 + 20 a,2 - 16 ̂

donc f{x) = F o Œ {x) avec F — [P (Œ)]675.
F est de classe C1 mais non de classe C2 indépendamment de tout prolon-

gement à R^aÇR4). En effet, ^F = k [P (^)]-4/5 et si l'on considère
la droite 0-2 == 0-3 = a^ = 0 qui est dans o- (R4),

r à ' F
hm ,-,- = + oo.
(T->O 0^4

(7g == (Tg =: 0'4 == 0

5. Théorème de division en classe C7

Dans C^1^, pour chaque permutation involutive a des n premiers
entiers, et pour tout /c, 0 ̂  k ̂  n, notons Ma, A le sous-espace réellement
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situé formé par les points {z, v, t) où z == (zi, . . ., Zn) €Fa, v — ^€R
/ " \(on pose Zo = 0) et ^€R". On notera F la réunion finie F = \ ] ( U Ma,/c ) •

aej \ Â:=O

LEMME 5.1.— Soit <Ï> UM champ r-régulier (r ̂  M) formellement holomorphe
défini sur F, i? existe des champs formellement holomorphes H (r — n)-
régulier sur F et Ai (r — n + i)-réguliers pour i = 0, . . ., n — 1 définis
sur p (f) vérifiant

/ r - -] \ 7 - /—i v 7 '
^= H ]-[(.-z0 + 2(A.op) [^

\ L ̂ i Jr/ \ o 1 /
où p : C^^^^, y, <) ^> (z, ^)eC^.

Il suffit d'effectuer les divisions successives par les n champs définis
par les {u — ^)i^^, d'où une perte de régularité de n unités pour le quotient.
^ Notons T, : C^3(^ () h-> (js, ^, ^BC^1^ et remarquons que

<Ï> — ^> o (r^ o p) est défini sur F, r-régulier et contient V — Zi en facteur
aux points de la forme (;s, Zi, t), on a donc

^-^.(r^p)Y=(îï[u -z^y
soit

^==^[^-^^+(($0^)0?)-
Ty

avec Hi (r — l)-régulier et A1 = ̂  o r^ r-régulier.
Par récurrence finie, les étapes suivantes ne différant pas de la première,

on obtient le résultat cherché.
Explicitement, supposons

/ r ' i v /'-1 v
^= HJJJ^-2,) +(^W-iop)W}

\ L .=1 Jr/ \ o /
appliquant une fois de plus la conséquence du lemme de division 4.1,
il vient

k \ r / r- h+ik v / r k + i ~i
(H, - H,o(ï^ op))Y[[u - z,]^ ) = ( fi^ JJ(p - z)
\ î=l / \ L i=ï J

•k+ï TT (u — z )

/ \ L.=i Jr.
soit

[' ^ 1 V / r k + i } YHk n^-^ = H^ n^-2^ )
^ ^i Jr/ \ L^i Jr/

/ r k ^ N/ r k ~] y+ ( ï î ,o (T^op) ^<f;-z^) )
V I--i Jr/

+ ( ï î ,o (T^op) ^<f;-z^)
V I--i Jr.
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d'où en remplaçant et en réordonnant le reste

/ r^1 ~i y / k yîr = (H^ n^ - ̂  + 2<A^^M. )\ L z=i Jr/ \ o 1/
avec H/c+i (r — k — l)-régulier et les A^ (r — /c)-réguliers.

Le lemme 5.1 peut être reformulé :

LEMME 5.1 bis. — I I existe un opérateur linéaire, continu

JE (r)9$ h> (H; (A,)o^.-i) eJr' (r) xEJr^1 (p (r))]",
avec

' k-\^= = H n^ -z;) ) + S(A ^ O^M
La linéarité et la continuité de l'opérateur résultant immédiatement

de la démonstration. (Cet opérateur est d'ailleurs un isomorphisme sur
un produit d'espaces de champs de multiplicateurs.)

THÉORÈME DE DIVISION. — 77 existe un opérateur linéaire^ continu :

u : ^ (R^) 3 cp (x, t) ̂  (h (x, Œ, 0, (a, (^ 0)o^n-i) e ê^] (R^Q x [êr'̂ ^J (R^)]'

tel que
n—l

(p (a:, 0 = (a;» - cri a;»-1 +...+(- !)'> cr,,) A (a-, a, 0 +^ a, (cr, f) x',

î'==0

- désignant la partie entière de p / q .

En effet, y (^, () €S7' (R^-14-') en considérant y comme fonction triviale-
ment symétrique des n premières variables.

On construit le champ complexifié [y] formellement holomorphe r-régulier
sur R"-^-^ que l'on prolonge par Ô formellement holomorphe r-régulier
sur F et symétrique par rapport aux n premières variables. D'après le
lemme 5.1 il existe H et (A,)o^^_i, vérifiant

ïr=(H\Tl(u-z^+^^OP)[^) .

n—l
^^ / .
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En prenant les restrictions à cr-1 (R^xR^ et en symétrisant au besoin
par rapport aux zi, l'application de la proposition 4.2 donne

[cp]7' = [cp o Œ]7' = ([P o Œ] . [h o ^] +^ [a, o Œ] . [^ o a]Y
^

où on a posé
^ - o-i rc71-1 +...+(- iy ̂  = p (a-, (j).

7l— 1

On en déduit y (^, t) = P (a;, cr) A (^, (j,t) +^j ̂  (Œ? ^) x1 avec, si y est
f==0

r îde classe (Y, un quotient h de classe C1- n -1 et un reste à coefficients de
p.-71+l-j

classe C1- /l -j, la diminution de l'ordre de dérivabilité de r à r — n (resp.
r — n + 1) provenant de l'application du lemme 5.1 et la diminution
, , f ~ r — n ~ | / , , .. , f r — n + l ~ | \ , ,de r — n a —^— iresp. de r — n + 1 a ——_—— j provenant de la
proposition 4.3.

Toutes les opérations qui permettent d'obtenir h et les o^ sont linéaires
et continues.

Comme d'habitude la division par le polynôme générique permet
la division par un polynôme distingué en considérant l'application
a : î^3t M^ o" == a (^GR" avec a (0) == 0. Observons toutefois que cette
nouvelle composition peut altérer le résultat si a n'est pas au moins de

F-714-1]
classe C" n J, mais aussi l'améliorer si a est suffisamment plate sur l'image
réciproque de l'ensemble des zéros du discriminant du polynôme générique.

Exemple : Si f (x, y) est une fonction de classe (7 qui s'annule sur
\ P-^l{ y 2 — x3 = 0}, il existe g de classe C1-3 -1 au moins, telle que

f(x, y) = (y2 — x3) g {x, y) alors que l'application directe de la proposition
r îlaissait prévoir g de classe C1- 2 J.

Sommairement, disons qu'on considère y2 — x3 comme polynôme
distingué en y, puis en x. L'étude du comportement des dérivés excéden-
taires dans le théorème de Newton, montre que la platitude de x3 (resp. y2)
sur le discriminant du polynôme permet d'obtenir une compensation
partielle de la perte de dérivabilité.

D'autre part, f étant ponctuellement dans l'idéal (y2 — x3) C^, en modi-
fiant au besoin le prolongement du reste à l'ensemble où le polynôme
distingué a des racines imaginaires, on peut supposer que ce reste est nul.
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Le résultat ainsi obtenu est par contre le meilleur possible comme le
montre l'étude de la fonction

( 0 si rc^O,
î { x 9 y / \ \ x \ r ^ 0 < ^ < l si x < 0.
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