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UNE FORMULE DE TRACES
POUR L’OPERATEUR DE SCHRODINGER DANS R3

Par Yves COLIN DE VERDIERE

Soit Hy= —A, et H=H,+ V I'opérateur de Schrodinger dans R* ou V est un potentiel
supposé C® a support compact; nous mettons en évidence une formule de traces reliant
Z(t)=Tr(e " —e ') (t>0), les valeurs propres (négatives et en nombre fini) de H et le
déterminant de la matrice de scattering S(k)(k=0). Des formules de ce type ont déja été
établies dans un contexte différent ([B-K], [L-P 2]); il y a aussi une certaine parenté avec la
formule des traces de Selberg dans le cas non compact [L-P 1]. La démonstration de cette
formule (§ 2) utilise une relation entre un déterminant de Fredholm D (k) associé 4 I’équation
de Lippmann-Schwinger, et dét (S(k)). établie par R. G. Newton [N].

Dans la suite, nous prouvons ’existence d’'un développement asymptotique pour dét S (k),
k —» + oo en utilisant une formule de représentation intégrale pour D (k).

Nous établissons alors I’existence du développement asymptotique

[0}
Z(t)~(@4n t)‘3/2< Y a; tf>,
j=1
ou les a; sont des intégrales sur R* de polyndmes universels en V et ses dérivées, analogues
aux intégrales premiéres de I’équation de Korteweg-de Vries en dimension 1 [F-Z]. Nous
calculons les a; pour 1< j<4.

Ilest alors facile d’utiliser la formule de trace pour calculer le développement asymptotique
de dét S(k) a l'aide des a;. Pour terminer, nous étudions une conjecture naturelle qui
généraliserait certaines inégalités sur les sommes de puissances de valeurs propres obtenues
en dimension 1 (voir par exemple [F-Z]). Il faut noter également que, dans le cas du scattering
avec un obstacle, Majda et Ralston ont obtenu des renseignements du méme type sur le
comportement asymptotique du déterminant de S(k) dans k - + co [M-R].

1. L’équation de Lippmann-Schwinger

Soit Ve C3 (R3; R),Hy= —Aet H=H,+ V.Ilest tout a fait élémentaire de prouver que
H est essentiellement auto-adjoint sur L?(R*®) de domaine I’espace de Sobolev H? (R?). Le
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28 Y. COLIN DE VERDIERE

spectre de H se compose d’un nombre fini de valeurs propres :
E,<E,<E;...SEy<Ey,,=...=Ey=0,

répétées un nombre de fois égal a leur multiplicité et d’un spectre absolument continu
[0, + oo de multiplicité infinie. L’étude de la théorie spectrale de H se fait 4 I’aide de la

matrice de scattering dont nous rappelons maintenant briévement la définition (voir [R-S],
(S1], [82)). - ’ ’

On introduit ([S1], chap. IV) les opérateurs de Mgller :

Q, = lim ¢Moe ™ (limite forte),

t—= Foo

puis I'opérateur S=(Q_)*Q, . On prouve alors que Im Q, =Im Q_=P, (L*>(R3)) ou P,
est le projecteur sur la partie absolument continue du spectre de H; on en déduit que S est
unitaire et commute avec A. Utilisant la représentation spectrale de A obtenue par la
transformée de Fourier :

A: L2[R*) - L2(R*, L?(S?)),

définie par :

f k) (@)= (Z—fpﬁfe‘“‘”"‘)f(ﬂdx,

on peut écrire ([S 1], chap. V) S sous la forme ®= S(k) f (k) ou S(k) est, pour k=0, un
opérateur unitaire sur L2(S?). De plus S (k) est de la forme S(k)=Id+R (k) ou R (k) est un
opérateur a noyau C*®, on peut calculer ce noyau en résolvant I’équation de Lippmann-
Schwinger par le procédé que nous allons décrire ([S 2], p. 96-109).

On désigne par G (k)(keQ), Popérateur linéaire sur L?(R*) dont le noyau est :

1 eikllx—yll

G(k; x, y)= T an m;

pour Im k>0, on a G(k)=(k*—H,)"!. On désigne par K(k)(keC) l'opérateur
K((k)=|V|Y2G(k) V2 ou V2 =sgn (V)| V|'/2. L’opérateur K (k) est de Hilbert-Schmidt.
On montre que pour k>0, Id — K (k) est inversible et donc que 1’équation :

(1.1) V(x; k, @)=| V|2 (x)e“ 12+ K (k) Y (x; k, o),
admet une solution unique ; on pose alors :

@ (x; k, @)=+ G (k) V2 Y (x; k, ©);
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UNE FORMULE DE TRACES 29

les fonctions ¢ (x; k, ®) sont des fonctions propres généralisées de H : on a, au sens des
distributions (H—k?) ¢ (x; k, ®)=0. On montre alors que :

1.2) R(k; o, o')= g——’g‘- e~ k19 (x) o (x; k, @) dx.

R3?

On introduit alors, avec R. Newton [N], D(k)=dét,(1-K (k)) ([S2], p. 106 pour la
définition de dét,). Cette fonction entiére qui joue un réle important dans la suite, a les
propriétés suivantes [N] :

(1.3) lim D(k)=1.

|k|—>oc0, Im k20

(1.4) Leszérosde D(k)dans Im k=0sonti./—E,, ..., i/ —Ey avecun ordre égal ala
multiplicité des valeurs propres correspondantes et éventuellement O avec un ordre 2m+¢,
ou m est la multiplicité de la valeur propre 0 et e=0 ou 1.

(1.5) Pour Im k>0.

% Log D(k)=2k Tr (k* —H)~ (G (k) V)?).

(1.6) Pour k>0,0n a:

dét S(k)=exp < - il% ~[V) D(—k)/D(k) (voir aussi [B-K])

Remarque. — Parmi ces propriétés, seules (1.4) et (1.6) ne sont pas ¢lémentaires. La
difficulté dans (1.4) étant de préciser I’ordre d’annulation de D (k) en O et de prouver que
D (k) ne s’annule pas sur R™\.{0 }, ce qui résulte du fait que H n’a pas de valeurs propres
strictement positives et que ’ensemble singulier & introduit dans [R-S] (p. 101 et suivantes)
est réduit a 0 (voir aussi [A-S] pour une preuve de ce résultat). La relation (1.6) est une
conséquence de I’écriture (1.2) pour le noyau de S(k)-1d.

2. Une formule de traces

On va prouver la formule suivante x, pour >0 :

il € 1 (** _.d
. Z = —tH__ ,—tH, —_ —tE, . —tk J4 . X
(2.1) Z(t)=Tr(e e o) ,;e +5 +—2”J0 e o Log dét S(k).dk

Soit :
N
Z,(t)=Z(t)= Y e ™,
1=1
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30 Y. COLIN DE VERDIERE

on a:

Zl(t)=2—Je"z Tr((z—H) ! —(z—H,) !)dz,

in

ou v est le chemin représenté ci-dessous :

E, E, Ex 0

Remarquons en effet que cette intégrale converge absolument, ce qui prouvera en méme
temps lexistence de Tr(e ™ —e ™) : soit A(z)=(z—H) '—(z—H,)"! et posons
Ro(z)=(z—H,)~?*, on a alors : '

A@Z)=(1d =Ry (2) V)" %, (2) V Ry (2),
et donc; d’apres [S2], p. 31 :

AN SNAd=Ro (@) V) Il Bo D) V2L TV B (212,

et :
iVelix=yil2 1y
n@o(z)w”nfu|V|“2@0(z>uz=(4n>‘2f"" ”x_'y”'z O 4 ay,
(ou || ||, est la norme trace, | ||, la norme de Hilbert-Schmidt et || |, la norme

d’opérateurs), ol on choisit la racine carrée de z de partie imaginaire positive. Donc, sur y, on
al|A(2)]|;=0(1);d’oul’on déduit la convergence de I'intégrale. L’égalité de Z, () avec cette
intégrale se vérifie en testant sur les fonctions de L? (R*) dont la mesure spectrale par rapport
a H est a support borné, en effet pour de telles fonctions, on peut refermer vy et appliquer la
formule de Cauchy. ‘

On écrit alors :
A@)=Ro(2)V R (2)+(L=Ro (2) V)™ (R0 (2) V)’ R (2),
ce qui permet de séparer I'intégrale donnant Z, (t) en deux morceaux :
-1
I )= —— —tz - 2 -
(®) 2m£e Tr(#(z)* V)d
et:

I(t)= i—” =% Tr(I1—G (k) V)~ [G (k) V]2 G (k) 2k dk,
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UNE FORMULE DE TRACES 31

en posant z=k?, Im k>0 et ou y, est le chemin représenté ci-dessous :

i/—E,

Calcul de 1(t). — Le noyau de [#,(z)]* V est donné par :

A(z; x, y)=(2n)'3j

R

_ dg
Tr ([@0 (Z)]2 V)=(2 Tt) 3([‘/) <J‘(Z_—W) s

un calcul simple de résidus, montre alors que :

1(t)= —(4nt)‘3/2t<J‘V>‘

Calcul de J(t). — D’apres (1.5),on a :

R [E)7) TPV () e,

et donc :

-1 —tk? d
_ -1 2 1 og D(k) |dk.
@) 2inLe [dkLOg ()]

Soit, en posant :

(k)= % Log D (k)

et en choisissant y, tel que —vy, =§1 a lorientation pres :

I(t)= Z’%(J e—tkl(‘i(k)dk+J: e"“’ﬁ(—k)dk>,

Y1

_1 3 —tk? N
J(t)=m{ lim J;Hgae (6(—k)+0(k))dk

a—-0"
+ lim (J e"“zé‘)(k)dk+J e-tk‘a(—k)dk>},
a—0* Y1 & : I

Y1 &
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32 Y. COLIN DE VERDIERE

ou vy, , est le demi-cercle de centre O et de rayon a>0 contenu dans Im k =0. Utilisant la
relation (1.6) sous la forme :

d , —i - «
Tk Log dét S(k)= o V—(6(k)+3(—k)),

il vient :

1

? o w U (o (® e 2
J(t)=—f e“kiLogdétS(k)dk+Zn—2JVJ e W gy SMTE
0

2 b

2im ), dk

ou 2m+¢ est I'ordre du zéro de D (k) en 0.

Regroupant avec le calcul de I(t), on obtient (2.1). Remarquons que cette formule
contient le théoréme de Levinson [N] en prenant quand t — 07, la partie finie des deux
membres. En utilisant les résultats du paragraphe 4, sur le développement asymptotique de
Z(t) quand t —» 0", on obtient :

0=N'+£ 4 1 <i Log dét S(k)+ ﬁJV)dk,

2 2in |, \dk
soit,‘si:
0 (k)=Arg dét S(k)+ ijv,
2n
2.2) 9(+oo)—0(0)+2n<N’+—;—>=0.

C’est ce résultat qui s’appelle théoréme de Levinson.

3. Développement asymptotique de D (k)

Dans ce paragraphe 3, nous allons prouver que D (k) admet quand k — oo, Im k=0, un
développement asymptotique de la forme :

3.1) Log (D (k))~ i ¢;(ik)* =2,

j=2

ou Log D (k) est la détermination principale au voisinage de I'infini.

Remarque. — Par application de (1.6), on a donc aussi un développement asymptotique
.pour Log dét S(k), k »> + o0 :

d , —1i R n \2-2)
3.2) T Log dét S(k)~§;t—L3V+21 2(2]—3)cj(1k) .

j=2
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UNE FORMULE DE TRACES 33

La formule (3.1) résultera d’une formule de représentation intégrale et de la :

ProprositioN 3.3. — Log |D (k)| est une fonction a décroissance rapide, ainsi que ses
dérivées pour | k| =ky>0, ke R.

Preuve. — En effet, on sait que lim || K (k)|||=0 ((Z-K] ou [R.S], p. 390, probleme 60),
k—
Im k20

donc, pour k assez grand, ke R, on a :

(3.4) Log D(k)=— i Tr (K(k))"/n  ([S2], p. 106).
n=2
Or,ona:
Tr (K (k)") = (=1)" R =Xl =3+ + Ik =x, 1) V). Vix,) Jdx,,.

@n)" Jgn lxy =l llx, =g I

Faisons le changement de variable :

{x2=x1 +rw,,
Xy =Xy HFr@,=Xx;+r(@,+ ... +0,),
avec ||@, ||+ ...+ o, || +lo,+ ... +®,]| =1, on obtient :

Tr(K(k)")=((—£%;—:LBV(xl)dx1 J: exr @, (x,, r)r2"*dr,

avec |

o (x,. r)=j V(x,+rw,)... Vi, +r(wy+. .. +®"))du(m,~),

x, Loyl ol lo+ ... + o,
ou X, est le sous-ensemble compact de R3 "~ 1) défini par :

loall+ ... +llo, I+ [loy+ ...+, =1

ety une mesure de Radon >0 finie sur Z,.
Comme VeC, il est clair que @, est C* en x, et r (reR)etona:

(35) (Dn(xl’ _r)=q)n(xlsr),
0° A"
(3.6) 0,001 SCo

pour aeN, x, eK compact de R>. Pour prouver (3.6), il suffit en effet de prouver le :

LemME 3.7. — Soit :

A =J dp (o;)
" s Nogll el o+ o,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



34 Y. COLIN DE VERDIERE

alors :

B"
n:

Preuve de 3.7. — On a par construction dx,. . .dx,=r>""*drdu(o,) et donc, si :

K,={lI% 01+ ...+ lIx, 1 + x4 ... +x,[[ 1},

on a :

I_j dx,...dx, 1 A
Todk Il X+ Xl (=)

On a, par Cauchy-Schwarz :

Iz<(J dx,...dx, ><J dx,...dx, )
"k P X112 )\ e, e+ 4,012 )

La premiére parenthése se majore aisément par un passage en coordonnées polaires; pour la
deuxiéme, on prend comme variable d’intégration x,, ..., X,_;,2,=X,+ ... +Xx, avant de
passer en coordonnées polaires; on en déduit aisément le résultat annoncé.

Une fois obtenue (3.6), on remarque que la parité de @ en r, implique que ;

© (—1)"
n=2 (471:)"'"

-1 .
Log |D(k)| = 5 J V(xl)dxlj &M @, (x,, r)r"* dr.
R3 R .

D’ou ’'on conclut aisément la décroissance rapide en k. Le méme raisonnement s’applique
aux dérivées par rapport a k.

ProrosiTiON 3.8. — La fonction D (k) admet pour Im k>0, la représentation intégrale :

N k—i/—F, 1 [ Log|D(1)|
D(k)= ][] —Y—==cexp - ——dt},
i=1 k+i/—E, inJo k-t

d’ou l'on tire le développement asymptotique (3.1) avec :

N 0
(3.9) 6= s Y (=E)y 62 +(--1)"‘13 Log |D(¢)| 12/~ *dt.
, T2j=3 5 T Jo

Preuve. — En effet, les deux membres de la formule de représentation intégrale sont
holomorphes dans Im k>0, continus dans Im k=0, ont les mémes zéros avec méme ordre
dans Im k>0 et ont méme module sur Im k=0et a I’co : une utilisation simple du principe
du maximum pour le quotient permet de conclure. La décroissance rapide de Log | D(t) | sur
R permet alors de prouver ’existence du développement asymptotique et la formule (3.9).
On peut noter I’analogie avec le cas de la dimension 1 traité par Faddeev et Zakharov [F-Z].
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'UNE FORMULE DE TRACES 35
4. Développement asymptotique de Z ()

Nous avons vu au paragraphe 2, que e~ —e~" est un opérateur a trace, nous allons
maintenant étendre la méthode classique de ’équation de la chaleur utilisée sur les variétés

compactes [B-G-M] pour obtenir un développement asymptotique de cette trace quand
t-0*, onale:

THEOREME 4.1. — Soit e(t, x, y)(t>0) le noyau de e™, alors quand t - 0", e(t, x, x)
admet le développement asymptotique :

e(t, x, x)~@nt) 2 (1+ta;(x)+ ...+t a;(x)+...),
ou les a;(x) sont de la forme :
a;(x)=P;(V(x), DV(x), ..., D*V(x)).

Les P; sont des polynomes universels en V et ses dérivées au point x, invariant par action de
O (3) sur lespace des jets et ont la propriété d’homogcénditcé :

P,(A\V, 232DV, .. A AD*V)=AP;(V, DV, ..., D*V).
De plus, ce développement asymptotique peut s’intégrer terme a terme et on obtient :
Z(t)=Tr(e M —e M)~(@dnt) ¥ (a, t+a,*+...),

avec !
aj=J P,(V(x), DV(x), ..., D*V(x))dx.

La premiére partie du théoréme est tout a fait classique (voir par exemple [B-G-M] pour le
cas du laplacien sur une variété riemannienne ou [K-M] pour le cas de I’équation de
Schrédinger sur R). La seule difficulté est de montrer qu’on peut intégrer ce développement
asymptotique sur R3, cela résulte du :

LEMME 4.2. — On a Pestimation :

d(x, K)2>

IE(t, X, y)_eO(t9 X, Y)IéceXp(— 41

ou K=Support de V et d(x, K)Za>0, o fixé et 0<t=1.

Preuve. — Nous prouvons ce lemme par application de la formule de Feynman-Kac :

e(t, x, y)=E§‘y<exp<—jt V(x(s))ds)). »
0

le(t, x, y)—eo(t, x, y)| <C.E (mes { 5| x(s) e Support (V) }).

Donc,on a :
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36 Y. COLIN DE VERDIERE

Soit, par Fubini :
t

le(t, x, y)—eo(t, x, J’)Iéc-J ds. EF¥(l| x(s)— x| 2d(x, K)).
0

Cette derniére intégrale se calcule facilement et donne le lemme.

Remarques sur le calcul des P;. — Pour le calcul des P; (1 =j<4), on utilise les propriétés
d’invariance par O (3) et d’homogénéité, ainsi que le fait qu’on connait la valeur des P; sur les
jets de la forme V (x,)+ V,(x,)+ V;(x3) : en effet, si :

dZ
Hi= - Zi_x—f +V,~(,\’,~).

on connait les coefficients du développement asymptotique du noyau e;(t, x;, x;) de e~ ™ [K-
M] et on a e"H=¢""M ®© ¢~™M: @ M. Utilisant ces deux remarques, on retrouve :
J P,

J aj

-V —Ide

1 1

—(V2=AV) _jVde

2 2

——1(V3——1||DV||2—VAV+ 1A2V> lf(vs ! 2
6 2 10 T\ L IDVIFE jax

1 4 2 2 13 ! 1 2'
o V4—2V|DV|[2-2V Av+-5—mv12 o V“+2VIIDV||2+?IAVIZ—ZMDZVIO dx

|

4 2 1
—2||D2V||2+§<DV|DAV>+—5VA2V—gA:"V)

Cette méthode ne s’applique plus pour j=5, car il existe alors des invariants du type
considéré qui sont nuls sur les V,(x,)+ V,(x,)+ V5(x3) : par exemple si E est I’espace
vectoriel des polynomes homogeénes de degré 3 a 3 variables et si on pose :

QI(P)=j |P|*do, Qz(P)=J |AP|? do,
s? s?

on a, pour :
V=ax}+bx3+cx3, Q,=14Q;.
Donc :

Qs(P)=J (IAP|*—14|P|*)do

est un polynéme homogeéne de degré 2 sur E, nul sur les jets diagonaux considérés. Q; a le
type a invariance de P5 qui n’est donc pas calculable par la méthode indiquée.
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UNE FORMULE DE TRACES 37
5. Relations entre les développements asymptotiques

Nous allons utiliser la formule de traces (2.1) pour obtenir une relation entre les
développements asymptotiques :

d —i ® .
3.2 —L é ~— i i3 e (ik)2A =D
(3.2) T og dét S(k) 7 V+21j§2(2] 3)¢;(ik) ,
et:
4.1) Z(t)=Tr(e"H—e"H°)~(4nt)_3/2<Z a; tf>.
i=1

THEorREME 5.1. — On a, pour j=2,

R 5
a,.=(—1)18\/5r<E —j)cj.
Ce théoréme résulte immédiatement de I’application a (2 1)du:

LemME 5.2. — Soit f (k) une fonction continue sur [0, + o[ admettant quand k — + co un

9]

développement asymptotique de la forme f(k)~ Y. a;k*, avec p >p,>... et
j=0

+
F(t)=j e % f(k)dk (t>0), alors F(t) admet, quand t— 0%, un développement
0

asymptotique de la forme :

1 +1 Logt -
l_-;(t):3 z, a]l"(uf_z‘> t—(u,+l)/2+ —2g_ Z//(_ 1)(u,.—l)/2 a; t—(pi+l)/2+ Z bl tl,
1=0

J J

ou Y’ est la somme pour p;j¢{—1,-3, =5 ...} et Y" la somme pour
j j
uje{ —1, =3, =5, ...}. Les b, ne sont pas déterminés par les a;.

On remarque qu’il est facile de déterminer la partie du développement asymptotique
correspondant aux p;> — 1 en utilisant la définition usuelle de T'. Pour s’y ramener, il suffit
alors de chercher le développement asymptotique des dérivées F® (t), puis d’intégrer ces
développements asymptotiques.

Utilisant la formule (3.9), on obtient les relations :

N 2j-3 [ .
(5.3) Y |EfP=C,.a,+(—1)" 3[ Log |D(1) .2 %dt  (j22),
=1 0
avec .
c.—1=(—1)f16,ﬁr S5,
J 2j-3 2
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38 Y. COLIN DE VERDIERE

Ces relations sont tout a fait analogues a celles obtenues en dimension 1 dans [F-Z] ou
|D(t)| est remplacé par 1—|R(t)> ou R est le coefficient de réflexion de la matrice de
scattering; il est donc naturel de se demander si on ne peut pas utiliser (5. 3) pour obtenir des
inégalités du type :

N
Y |E|/"®»<Cj.a;  pour | pair,
1=1
(5.4) §
Y |E,|i"®»2C;.q;  pour jimpair,
=1

qui résulteraient par exemple de | D(¢)| <1; les inégalités du type :
N .
> IEzlj"3’2’§Djle(X)I’dx,
=1

ont été beaucoup étudiées, notamment pour j=3/2([G-M-G-T], [S3], [L-T], ...).
Malheureusement, quelques essais numeériques, résumés dans le tableau ci-dessus nous ont
montré que 'inégalité (5.4) est fausse, au moins pour j=2, ou elle s’écrit :

c 12 1 2
E <— |V
ZI ! "3211:J

=1

On étudie des potentiels du type V(x)= —Ae~"* en utilisant les tables de [L-T].

A LTI JV’ e v diovie 1(2” kz)
| : 32 32 : 64n 2 16\ 27 4
5. 0,741 84 0,78125 0,408 2 0,188
10.... 3,47508 3,125 3,822 3,067
20.. ... 13,30006 12,5 . 33,786 30,787
30.. ... 27,1433 28,125 117,52 11093

Il est possible que les inégalités (5.4) soient vraies pour j=3. Nous avons également
vérifies que ces inégalités sont compatibles avec las asymptotiques quasi-classiques obtenues
en remplacant V par AV et en faisant tendre A vers + co.
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