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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES
DES GROUPES SEMI-SIMPLES

Par M. BRION

0. Introduction

Soit ¢ : G —» GL (V) une représentation rationnelle de dimension finie du groupe semi-
simple complexe G. Soit C[V] I’algebre des fonctions polynomiales sur V. Les problémes
de la classification a G-équivalence prés des éléments de V, de la description de ’algébre
C[V]€ des fonctions polynomiales G-invariantes sur V, et du G-module C[V], semblent
trés difficiles pour V quelconque. On est donc amené a étudier les représentations vérifiant
des critéres de régularité, par exemple : V est « corégulier », i. e. I'algébre C[V]C est libre
(engendrée par des €léments algébriquement indépendants), cf. [1]; ou V est « colibre »,
i.e. le C[V]Smodule C[V] est libre (cf. [2]); ou chaque fibre de Papplication
V — Spec C[V]® ne contient qu’un nombre fini de G-orbites (cf. [3]).

Dans ce travail, on étudie les G-modules V soumis a la condition trés restrictive
suivante : I'algébre C[V]Y est libre, ou U est un sous-groupe unipotent maximal de G.
Dans la premiére partie, on montre que si V est un tel G-module (appelé « exceptionnel »
par la suite) alors toute adhérence X d’une G-orbite dans V est normale, a singularités
rationnelles (on peut retrouver ainsi la normalité de diverses variétés déterminantielles).
De plus, on peut calculer la dimension de X, connaissant I'algébre C[X]'. Dans la
deuxiéme partie, on classe les G-modules exceptionnels, ou G est un groupe simple; les
résultats sont rassemblés dans un tableau. Dans la troisiéme partie, on montre que si G
est un groupe simple, V un G-module exceptionnel simple et X I’adhérence de la G- -
orbite de xeV, alors le lieu singulier de X est le « bord » X —G x de X, sauf dans un
cas (ce résultat est analogue a celui de H. Kraft et C. Procesi [4] pour la représentation
adjointe de SL, (C), mais les cas traités ici sont plus simples). On peut retrouver également
certaines classifications d’orbites, par exemple celles des spineurs en petite dimension.
Enfin, dans la quatriéme partie, on étudie certaines sous-variétés d’'un G-module quel-
conque V, définies par I'annulation de covariants quadratiques. On retrouve et on
geénéralise ainsi des propriétés des « variétés de complexes » (cf. [23]).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [5] et généralisent une partie de ceux
de [6].
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346 M. BRION

1. Propriétés des adhérences d’orbites

1.1. NoraTions. — Dans toute la suite, G est un groupe algébrique semi-simple,
connexe et simplement connexe, sur C, avec un sous-groupe unipotent maximal U. Soient
T un tore maximal de G normalisant U, et B=TU le sous-groupe de Borel de G
contenant U. Notons R le systéme de racines de (G, T), avec une base Z= {a,,...,a,}
correspondant a B; soit P** I’ensemble des poids dominants (pour ce choix de %) avec
@, . .., ® les poids fondamentaux. Si ®eP**, on note E(w) un G-module simple de
plus grand poids ®. Si A est une partie d’un G-module M, on note { G. A ) le G-module
engendré par A. Si E est un C-espace vectoriel, on note C[E] I’algébre des fonctions
polynomes sur E, et C(E) le corps des fractions rationnelles sur E.

Soit V un G-module exceptionnel; alors T opére sur I’algébre libre C[V]V avec tous
ses poids dans P**, donc il existe des poids dominants A,, . . ., A, et des polyndmes U-
invariants algébriquement indépendants P,, . . ., P, sur V tels que chaque P; soit homo-
géne de poids A, par rapport 4 T et que C[V]'=C[P,,...,P,].

Remarque. — L’algébre C[V]® est engendrée par les P, tels que A;=0. Soit A I'algébre
engendrée par les autres P;; alors C[V]'~C[VI°® A, d’ou C[V]~C[VI°®<(G.A)
comme G-module. Donc tout G-module exceptionnel est colibre.

1.2. THEOREME. — Si V est un G-module exceptionnel, alors I'adhérence (pour la
topologie de Zariski) de toute G-orbite dans V est une variété normale, a singularités
rationnelles.

Démonstration. — Soient xeV et X=Gx. Ecrivons C[V]'=CJ[P,,...,P,] comme
précédemment.

Soit m: C[V]>C[X] la restriction; m induit une surjection T-équivariante
7 : C[V]Y = C[X]". On peut donc supposer que les m(P,) sont non nuls pour 1<i<m,
et engendrent C[X]".

D’aprés le théoréme 2 de [6], on a

(%)

m 1
Y M=) cw; ou 0=c;<2 pour 1<j<I
i=1 ji=1

Soit Q[r(Py), - . ., ®(P,)]=0 une relation de dépendance algébrique entre les n(P,). On
peut supposer Q isobare par rapport a T, c’est-a-dire

QXy, - X=X da, ... an X Xe,

ou ) a;A; ne dépend pas de (ay, . . ., a,) tel que da,, .. . an 7 0. S’il existe j, et j; tels
j=1
que A;,—2w®;, €P**, alors, d’aprés (%), @;, ne figure dans aucun A; pour j#j,. par

suite, m

2. a;\;=2a;,m;,mod @ Zw,
ji=1 i#jo
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 347

pour tout (ay,...,a,). Le degré de Q par rapport & X; est donc indépendant du
monodme figurant dans Q, donc

QX -+ X =XR0Q (X, .. o, Kjgy -+ 5 X

Comme X est irréductible et n(P;)#0, on voit que n(P;) n’intervient dans aucune
relation irréductible entre les n(P;), 1<i<m.

On peut donc supposer, d’aprés (*), que tout A; est somme de poids fondamentaux
distincts, avec des coefficients 0 ou 1. Définissons un graphe I par :

— P’ensemble des sommets de I'est {1,...,m};

— {i, j} est une aréte de I si et sculement si un méme poids fondamental figure a la
fois dans A; et A; (on choisit alors un tel poids fondamental, noté @; ;).
“~
Si {i,j} est une aréte de I', alors A;+A;—2w; ;;€P** donc d’aprés (), w; j,
n’apparait dans aucun A, pour k¢{i, j}. D’ou

™M s

aM=(;ta)w,; jymod @ Zmw,
1 O F® i j}

t

pour tout (ay, . . ., a,). Par suite, a;+a; ne dépend pas du monéme Xt. . . X} figurant
dans Q. Si de plus { j, k} est une aréte de I, alors a;—a,=(a;+a;)—(a;+a,) ne dépend
pas du mondme X{!... X% figurant dans Q.

Soient maintenant i et j des sommets quelconques de I'. On déduit immédiatement de
ce qui précéde que :

— si i, j sont liés par un chemin de longueur impaire dans I', alors a;+a; ne dépend
pas du monome X{t...X:m figurant dans Q.

— si i, j sont liés par un chemin de longueur paire dans I', alors a;—a; ne dépend pas
du mondéme X{t...X%m figurant dans Q.

Soit I'=I"; U ... UTla décomposition de I" en composantes connexes. Deux sommets
de T sont dits équivalents si on peut les joindre par un chemin de longueur paire. On
vérifie facilement que chaque I'; est formé d’au plus deux classes d’équivalence, qu’on
note I'; et I';” (éventuellement I';” peut étre vide). Soient i’ et i” deux sommets de I'7, et
Jj’»j” deux sommets de I'}. D’aprés ce qui précéde, a; —a;, a;—aj- et a; +a; ne dépendent
pas du monome X{t... X4 figurant dans Q. Il existe donc des entiers d; =0 tels que

QXy, - s X =([1 XLy, .. .an ([T XHCTT X2 CIT X3
iel i¢gl iel'y jery

Comme les n(P;) sont non nuls, on peut supposer que tous les d; sont nuls. Supposons
de plus que Q fait intervenir X, Soit ¢ : C[X]' > C[G]Y lapplication telle que
o(f)(@)=f(gx) pour feC[X]' et geG. Alors ¢ est un T-morphisme, injectif car
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348 M. BRION

Las, .. ..am [1 @om(P)%([] @on(P))([] @on(P)u)=0,
il iel} jery
avec a; +a; indépendant de (ay, . . ., a,); posons a; +a; =d. Il existe donc un polynéme
R en les oon(P) (j¢Iy) tel que [] @eon(P) divise Rx [] @on(P); R est isobare
iel} jery

par rapport a T.

D’apres la définition des I';, le poids A de R par rapport a T n’a pas de poids
fondamental en commun avec les poids des ¢ on(P)), ieI'}.

Par suite, R et [[ @°n(P) n’ont pas de diviseur commun dans C [G]".
iel '1

Or C[G] est factoriel (cf. [7], Corollary 4.5) donc C[G]Y aussi; on en déduit que
[1 ¢on(P) divise [] @on(P;) dans C[G]". Comme I'; et I'{ jouent des rdles symétri-
iel} jery

ques, il existe une unité ¢ de C[G]" telle que IT @on(P)=c [| ¢on(P). L’action de

iel jery

T sur C[G]Y définit une N'-graduation de C[G]" avec C[G]§ =C [G]®=C, donc les seules
unités de C[G] sont les constantes. Comme ¢ est injective, on a finalement :

(%) [T n®P)=c [] =(P) pourun ceC*
iel'y jery
de plus
Q[R(Pi)7 . '1n(Pm)]= anl’ vy Oy H n(Pi)ai.Cai'( H T[(Pi))ai'+af'
i¢l'y iel’
=([T n®P)* Y duy, ... an [1 (@)%
iel'h i¢lN

Donc (**) est la seule relation irréductible entre les n(P;), faisant intervenir n(P;) (en
effet le polyndme IT X;—c [] X; est irréductible).

iell jeriy

On en déduit que l'algébre C[X]Y est isomorphe a un produit tensoriel d’algébres de
laforme C[X,, ..., X, Y .- Y /X, .- - Xu—Y, ... Y)).

LeEMME. — L’hypersurface Z déquation X, ...X,—Y,;...Y,=0 dans C"*° est
normale, a singularités rationnelles.

Démonstration du lemme. — On vérifie aisément que Z est non singuliére en
codimension 1, donc normale. De plus le tore

{(tys . sty 0y, ...,0,)€C**"|0, ... 0,=t,...1,#0}
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 349

opére sur Z avec une orbite dense [celle de (1, ..., 1)]. Le lemme se déduit alors de [8],
th. 14,

D’aprés le lemme, Spec C[X]Y est normale, a singularités rationnelles. On conclut en
appliquant le résultat de Kraft utilisé dans [6] (démonstration du théoréme 4).

1.3. Comme en 1.2, on peut associer un graphe I' a chaque G-module exceptionnel
V. (L’ensemble des sommets de I" est un systéme générateur minimal de C[V]Y sur
C[V]®; les arétes relient deux sommets dont les poids contiennent un méme poids
fondamental.)

On verra dans la démonstration du théoréme 3.1 que pour un groupe G simple, les
composantes connexes de I' sont o ou o0———o0. Par contre, si G n’est pas simple, on
peut obtenir des graphes plus compliqués (pour des exemples, voir 3. 5).

1.4. Le théoréme suivant permet de calculer la dimension d’une G-orbite Y lorsque
I'algébre C[Y]Vest connue :

THEOREME. — Soit X une G-variété affine irréductible telle que C[X]°=C. Soient

Xy=SpecC[X]Y; ny le nombre de racines positives orthogonales a tous les poids des
éléments de C[X]Y, et n le nombre de racines positives. Alors dim X =dim Xy +n—ny.

Démonstration. — On peut choisir un systéme générateur minimal (a,,...,a,) de
C[X]", formé d’éléments T-homogénes, tel que a,, . . ., ay soient algébriquement indépen-
dants sur C, et ay,y, - . .,a, algébriques sur Cla,,...,a\], avec N=dim X,;. Pour
1<i<m, soit A, le poids de a,.

Soit o une racine orthogonale a A,, ...,Ax. Alors a est orthogonale a Ay, q, ..., A,
(en effet si o n’est pas orthogonale a A; on voit facilement que a,,...,ay, a; sont
algébriquement indépendants). Donc ny est le nombre de racines positives orthogonales
a\g, ..., A De plus, il est immédiat que C(X) est algébrique sur C({G{ay, ...,an})).
Donc on peut supposer que C[X]V=C|a,, . . ., ay] sans changer ni dim X, ni dim Xy, ni
ny.

Pour oeP**, notons |o|= Y, (o, a") et C[X], la somme des sous-G-modules de
aeR’
C[X] isomorphes a E(w). Posons C[X],= @& CI[X],, pour tout neN. Soient
lo| =n

E(\) < C[X],; E(W) = C[X], et E(v) < E(A).E(n). Alors E(v) 5 E(\) ® E() donc
VEA+p, et |v| S |A| + |p| =n+m. Par suite,

CX],.-CXl,c & CIX],

p<n+m

Donc

( @ C [X]n’)ne N

n'<n

est une filtration de C [X].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



350 M. BRION

On en déduit que dim X est 'ordre en z=1 de la fraction rationnelle

F(z)= Y z"dimC[X],

n20
(série convergente pour |z| <1).

Or pour neN, on a:

dimC[X],= ) dimC[X],= Z dim C [X]Y. dim E (o)

lo] =n

De plus, comme C[X]Y=Cla,,...,ay], on voit que dimC[X]Y est le nombre de
(X4 - - ., xny) NN tels que x; A + . . . +xyAy=0w. Donc

N

F(z)= ) dimE(Zxk)xz| i,

X1, « « +» XN

D’apres la formule de Weyl (cf. [9], chap. VIIL, § 9, th. 2) on a :

dimE(_ixi’“i>= I1 1+M

aeR’ (P, d)
oup=1/2 Y o

aeR™
Donc la fonction (x,, .. .,xN)—>dimE< Y xj)»j) est un polyndome a coefficients

entiers positifs, dont le degré total est le nombre des aeR ™ telles que (a, A;)#0 pour au
moins un je[l, N]; ce nombre est donc n—ny.

Soient d,, . . ., dy des entiers positifs; posons |l| =u; pour 1<j<N. Alors

N
Z xdt XNz fxlll—n(l—[ XIZJJ)

(x1,...,xN)eNN j=1 xj20

Or I'ordre en z=1de ), x?z*" est égal 4 d+ 1, donc I'ordre en z=1 de

x20

N
Y. xf. . xfve] F 4|

(x1, - . .,xN)eNN

est égal a d, + ... +dy+N. On conclut que I'ordre de F(z) en z=1 est n—nyx+ N, d’ou
le théoréme.

2. Classification des G-modules exceptionnels (G simple)

Il est immeédiat que tout sous-module d’un module exceptionnel est exceptionnel; il
suffit donc de classer les G-modules exceptionnels « maximaux ».
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 351

2.1. Un G-module exceptionnel V est dit maximal si V6= {0} et si pour tout G-
module E#ES, E @ V n’est pas exceptionnel.

THEOREME. — Tout G-module exceptionnel est contenu dans un G-module exceptionnel
maximal; le tableau I donne la liste des G-modules exceptionnels maximaux (a automor-
phisme du diagramme de Dynkin prés), et la description de l'algébre des U-invariants de
ces modules.

Montrons d’abord, sur des exemples, que tout G-module V figurant dans le tableau I
est exceptionnel, et que le tableau I fournit bien les degrés et poids des générateurs de
C[V]". On se limitera aux cas ou V est réductible; en effet les cas irréductibles ont été
traités dans [6]. Par suite, d’aprés le tableau I, on peut supposer que G est un groupe
classique.

On utilisera le :

LEMME. — Soit V un G-module réductible figurant dans le tableau I. Soient Py, . ..,P,
des polynémes U-invariants sur V, non G-invariants et dont les degrés et poids figurent
dans le tableau I. Si les P; sont deux a deux linéairement indépendants, et ne sont divisibles
par aucun polynéme G-invariant, alors ils sont algébriquement indépendants sur C (V).

Démonstration du lemme. — Remarquons d’abord que d’apres le tableau I, le poids
A; de chaque P; est fondamental; les P; sont donc des polynomes irréductibles. Si
Q(P,,...,P,)=0 est une relation irréductible non triviale entre les P, a coefficients
dans C[V]® et faisant intervenir P,, alors P, divise un polyndme non nul en P,, .. .,P,,
a coefficients dans C[V]®. Comme un méme poids figure au plus deux fois dans la liste
des A;, on en déduit qu’il existe un unique j=2 tel que A, =A; et que P, divise une
puissance de P;.

Donc P, et P; sont proportionnels, ce qui est absurde.

2.2. GDETYPE A,, n21, G est alors isomorphe a SL, ,, (C).

Rappelons que si A=(A,, ..., A,) est une partition de longueur au plus (n+1) et si s,
est la fonction de Schur associée a A (cf. [10]), alors s, (x4, - . ., X,+ ) €st la trace sur V,
de diag(x,, ..., X,+1)€G, ou

Vi=E(M—A) w3+ (A, —A3) my+ ... + (M —Ai ) B,).

On peut donc calculer des produits tensoriels de G-modules a I'aide des formules sur le
produit de fonctions de Schur. Par exemple, d’apres [11], I, 5.17, on a

Sa)San=Sar+y+ 5@, 171

et

3(12) S(lr)=s(1r+2)+s(2, 1r+ 1)+S(22’ 1"y
d’ou :
(1) E(w,)®E(w)>E(w,,,) pour 1=<r=n

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



352 M. BRION

et
(ii) E(v,) ®E(w) > E(w,,;) pour 1=<r<n—I

[on convient que E(m,, ,)=C].

Etudions par exemple le G-module V=2E(w,) ® E(w,_,).

Supposons d’abord que n est pair, égal a 2 p.

D’aprés [6], Table, C[V]V contient des éléments N3 x P* *-homogénes, non nuls, de
degrés et poids: (0,0, 1, @w,), (0,0, 2, w,),...,(0,0, p, »,,). On a de plus des U-
invariants homogénes, non nuls, de degrés et poids (1, 0, 0, ®,) et (0, 1, 0, m,). Donc
d’aprés (i), il existe des U-invariants homogeénes non nuls, de degrés et poids :
(1,0,1, @), (1,0, 2, ws),...,(1,0, p—1, @, ,_y), (1, O, p, 0). De plus, on obtient un U-
invariant homogéne non nul de degrés et poids (1, 1, 0, m,), d’ou en appliquant (ii),
des U-invariants homogénes non nuls, de degrés et poids (1, 1,1, @,),
(L1,2, m),....,(1, L, p—1, @, ).

On vérifie 4 I'aide de [1], Table 1a, 3, que C[V]® est engendré par les éléments de

degrés (0, 1, p) et (1, 0, p) trouvés précédemment. De plus les U-invariants ci-dessus de
poids non nul ne sont divisibles par aucun polynéme G-invariant (en effet leur degré
total est au plus p, et le degré minimal d’un G-invariant non constant est p+ 1) et sont
deux a deux linéairement indépendants : en effet c’est vrai pour deux U-invariants de
poids distincts, et deux U-invariants de méme poids ont des degrés distincts.
D’aprés le lemme 2.1, les U-invariants trouvés précédemment sont algébriquement
indépendants sur C. Il ne reste plus qu'a montrer que I'algébre A qu’ils engendrent est
C[V]V

Pour cela, on utilise I'identité suivante entre fonctions symétriques :

Yu=[10=-x) " JT(0—x;xp*
>

i i<j

(cf. [11], I, 5, exemple 4).
D’autre part ., s, =[](1—x)" ! d’aprés [11], I, 2. 5.

nz0 i

Donc
[Ta=x) 2. [T0=xx)7 =} i85
i i<j A, n

Or d’apres [11], I, 5.16, on a :

sz S = Z S
n

ou la sommation de droite est sur les p telles que p—A soit une bande horizontale. On

en déduit que le coefficient de s, dans [TA—x;x)7" est C,=nombre de A telles que
i<j

p—A soit une bande horizontale, c’est-a-dire si pu=(py,...,H,): C,=nombre de

(Ays - . ., A) telles que

0=k =py; B S S My, cees P-p—lé)‘-péup,
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REPRESENTATIONS EXCEPTIONNELLES DES GROUPES SEMI-SIMPLES 353

donc
P
Cor. .. R H (mi—pi-g +1),
i=1

ou I’on convient que p,=0.

En remplagant chaque x; par ¢. x; dans I’égalité

H(l_xi)_z' H(l_xixj)_lz Zcusu

i<j

et en remarquant que chaque s, est homogéne de degré |p| (ou

|(1s - - > B,)| =Ry + . .. +1,) on obtient :
H(l—txi)‘Z. [Ta—2x,x) t=Y.C,¥ls,
! n

i<j

H (I—tx)~2. I1 (l_tzxixj)_l= Z Cptl”lsu.

1gisn+1 1=i<jsn+1 l(w=sn+1

Graduons C[V] en attribuant le degré 1 a chaque E(w,_,) et 2 a E(®,_,); si g est la

matrice diag(x,, . .., X,4+1) €G, alors d’apres [6], démonstration du théoréme 1, on a :
1
2 t"Trep, @)= —"——= (1—tx,)"2 A—t2x;x)" L
m20 e deéty (1—tg) 1§i§l_ln+l 1§i<l—j-[§n+1 !
Par suite,
n+1
@ t"C[V],~ S [T =i +1)
m20 Ospi1=H2S. .. Sp+1i=1

xp#1* e P E (b — Po) By + - (Bm g — Ha) T)

n+1
= ® [T (a+1) ga+2a2+. . +0+ Va1 E(q @, +. .. +a,,).
@1, -« rap+1)eNtTli=1

La série de Poincaré de Plalgébre C[V]Y, N-graduée comme précédemment et N" 1.
graduée par I’action de T, est donc

n+1

Z H(ai+1)ta1+2a2+'"+(”+1)a"*1t';1...ta"

n
ai, .. .,ap+1i=1

= H (Z(ai+1)(titi)ai)x Z (an+1+1)t("+1)“n+1

i=1 a; an+1
=(1-tt) 2(1-2t) " %... 1—t"t) 21 —1"*1)"2

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



354 M. BRION

D’autre part, I'algébre A est engendrée par : deux éléments de degré 1 et poids @, ; deux
¢léments de degré 2 et poids @,; . . .; deux G-invariants de degré 1+2p=n+1, donc sa
série de Poincaré est égale a celle de C[V]". On conclut que A =C[V].

Si n est impair, on prouve de méme que précédemment que C[V]Y contient des éléments
homogénes, algébriquement indépendants, dont les degrés et poids sont ceux du tableau I.
On vérifie, en utilisant les calculs ci-dessus que ces éléments engendrent C[V]V.

TABLE 1
Type Degrés et poids de générateurs homogenes,
de G \' algébriquement indépendants, de C [V]Y

(1,0,0,0,w,), (0, 1, 0,0, m,), (0, 0, 1, 0, wy), (0, 0, 0, 1, w,)

2E(w) © 2E (w) (1,1,0,0, ,_,), 0,0, 1, 1, m), (1,0, 1,0,0, (1, 0,0, 1, 0)

23 ©,1,1,0,0), (0, 1,0, 1, 0)
E (2w, 1,2w,),(2,2®,), ...,(n 2w,), (n+1, 0)
n=2p,pz1
(1,0,0,®), (1,0, 1, ®3), ..., (1,0, p—1, @, ,_4), (1, 0, p, 0)
©1,0,@,),(0, 1,1, w3), ...,0, 1, p—1,®,,.4), (0, 1, p,0)
©,0, 1, @,), (0,0, 2, @), ..., (0,0, p—1, @, ,_,), (0, 0, p, &, ),
2E(w,)+E (w,-,) 1, 1,0, @), (1, 1, 1,m), ...,(1, 1, p—1, ®, )
(nz2) n=2p+1,p=1
1,0,0,w,), 1,0, 1, @), ..., (1,0, p, ®, ,41)
©, 1,0, @), 0,1, 1, ), ..., (0, 1, p, W p41)
©,0, 1, @,), (0,0, 2, w,), ..., (0,0, p, w, ), 0,0, p+1, 0)
A, 1,1,0,w,), (1, 1, 1, my), ..., (1, 1, p—1,®,,), (1, 1, p, 0)
n=2p,pz2
1,0,0,®,,), (1,0, 1, @), ..., (1,0, p—1, @, ,_,)
©1,0,@,),(0, 1,1, @), ...,(0, 1, p—1, @, ,_,), 0, 1, p, 0)
0,0, 1, ®,),(0,0,2,m), ...,(0,0,p—1,®,,_,), 0,0, p, ®, )
E (ml) @ E (mn) @ E (mn—l) (1’ 1» 09 0)’ (1’ 1, 1’ mz)’ ctt (1! 1’ p_l’ l):’21;—2)
(n=3) n=2p+1,p=1
(1,0,0,w,,,4), (1,0, L, m), ..., (1,0, p, ®w, )
(09 1’ 0’ ml)’ (05 1, 19 m3)’ (0) 15 p,s mz p+1)
©,0, 1, ®,), (0,0, 2, w,), ..., (0,0, p, w,,), (0,0, p+1, 0)
1,40,0), (1, 1, 1,®), ...,(1, 1, p, ®, )
1,0,0,w;,,4,), (1,0, 1, @), ..., (1,0, p, ©, ,_,)
2E (w,)®E (,-,) 0,1,0,®,,.1), (0,1, 1,®),...,0,1,p©;,4)
(n=2p+1,p=2) ©,0, 1, @,), (0,0, 2, w,), ..., (0,0, p, m,,), (0,0, p+1, 0)
1,1,0,@,,),(1,1,1,0,(1,1,2,®,), ...,(1, 1, p, ®,,)
........ 2E (w,) (1, 0, @w,), (0, 1, w,), (1, 1, 0)
2E (w,) (1, 0, ®,), (0, 1, w,), (1, 1, w, +®,),
"""" 2 2,0,0), (0,2 0),(1,1,0)
-------- E (ma) (1’ mS)’ (2’ tHl +1175), (3’ m3)’ (4’ m2+m4)’ (4’ 0)
(n=2) 2E(m,) (1, 0, my), (0, 1, @,), (1, 1, ®,), (2,0, 0), (0, 2, 0), 1, 1, 0)
E (o) @ E (v,) (1,0, @), (0, 1, my), (1, 1, wy), (1, 2, wy), (2, 0, 0)
........ 2E (w,) (1, 0, w,), (0, 1, @w,), (1, 1, w,), (1, 1, 0)
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Type Degrés et poids de générateurs homogenes,
de G \" algébriquement indépendants, de C v
E E ! (1, 0, w,), (0, 1, w,), (1, 1, ®w;),
B (@) ®E (o) l (1 1, @), (20,0, (1, 1,0), 0, 2,0)
s (1: 0, m3), (01 1’ m3), (la 1’ ml):
2E (wy) l (1,2 @), (2,0,0), (0, 2, 0)
{ (1,0, w,), (0, 1, my), (1, 1, w,), (0, 2, w,), (1, 2, ®,), (1, 2, ®,)
B,........ E (w,) @ E (w,) | (2,0,0), (0,2 0), (1, 2, 0)
BS """" E (ms) (1: ms), (27 m1)7 (2’ mz); (31 ms)a (47 m3)5 (4) m-t)’ (4a 0)
C,(n=3).... 2E (®w,) (1,0, ®), (0, 1, @), (1, 1, ®,), (1, 1, 0)
c E (w,) (1, @y), (2, my), (2, 0), (3, m, +w3), (3, 0)
3 ' ’ ' E (mS) (1, m3)’ (29 2 ml)) (3, ‘53), (4, 2 “’2), (4» 0)
D,(nz4) ... 2E (w,) (1, 0, w,), (0, 1, w,), (1, 1, ®,), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 0)
(1,0, 0, m,), (0, 1, 0, m,), (0, 0, 1, w,), (1, 1, 0, w,), (0, 1, 1, w,)
E (w,) @ E (w;) ® E (w,) (1,0, 1, ®w,3), (1, 1, 1, mw,), (1, 1, 1, @), (2, 0, 0, 0), (0, 2, 0, 0)
b 0,0,20),(1,1,1,0)
aroror 1,0,0, =), (0, 1,0, w,), (0, 0, 1, wy), (1, 1, 0, w,), (1, 0, 1, ®w,)
2 E (mx) @ E (ms) (0’ 1’ 1’ m4)5 (la 1) 1’ ‘UJ3), (1) 1’ 29 Wz)’ (29 0’ 0’ 0)) (0’ 27 09 0)
0,0,2,0,(1, 10,0
S (1: 0’ ml)v (0’ 1) ms), (1’ 19 m4)7 (0’ 23 m1)
D E (w,) @ E (w,) { (1,2, @), (2,0,0), (1, 2,0)
Sttt E (m4) @ E (mj) 5 (1’ Oy ms)! (0, 1: m4)9 (21 O’ m1)9 (O! 2v ml)’ (1’ 17 mz)» (2) 1, ms)
{ (1, 2, ®,), (3, 1, @y), (1, 3, ®3), (2, 2, @), (1, 1, 0), (2, 2, 0)
f (la 09 (!11), (0! 1: ms)» (1’ 1, ws)y (27 0: O)’ (0> 2, Wz): (17 27 ml)
Dg -------- E (ml) @ E (m6) ( (15 Zs mS)s (09 3) m6)’ (0, 4a 0)5 (1’ 3’ ms)s (0’ 4) mA)’ (29 2’ mz)
(1, 4, @5), (2, 4, ©,)
Gyoooion E (w,) : (1, ), (2,0
| O E (w,) (1, w,), (2, m,), (2, 0), (3, w3), (3, 0)
Eg........ E (wg) (1, my), (2, ), (3, 0)
E,oovon .. E (w,) (1, wy), (2, my), (3, W), (4, W), (4, 0)

(suite)

Cas de V=2E(w,) ® 2E(w,). — D’aprés [6], table, S E (w,) ~E (p w,) pour tout pe N.
Donc
S? E (w,) ® S’E (w,) ~E (pw,) ® E(qw,)
~E((p+9)o)DE(p+9-2)w,+5,)® ... ®E((p—¢) ©,+q ©;)
sip2g.
La série de Poincaré de I'algébre (N2 x P* *)-graduée C[2 E(w,)]" est donc
YxPyI( Y Bty = Y XYt =1 —xt) T (I—yt) T (A —xpyt) "

P q 0sr=p a, b, r
0sr=gq

Donc celle de C[2 E (w,)]Y est

n—1

a r

atr bt+riatbr
2 Xy
, b,
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d’ou

Z xuyvsz[ZE(wl) @ E(mn)]u, v, W

u, v, w

~ Y x"y**E((a+b)w,+ro, ) ®E(wwy)

abr,w

~ y xetrybtretdteg((a+b—c+d)w,+(r—d)w,_, +ew,).
,b,r)t.q.cSa+b
c,ad,e z et dsr

Tuuudy

a+b r

La série de Poincaré de C[2E(w,) ® E(w,)]" est donc

a+r ,b+r _c+d+ese or—d jatb—c+d
Y Xyt =ity
cSa+b
d=r

_ a+d+d b+d+d _c+d+e e ,d +b—c+d
=) x y z tita-1tn
cSa+b

=(1=xpzt,) " (I—zt) ' (L=xpt, )7 Y x*yz g0

c<a+b

On vérifie facilement que

Z xaybzcta+b—c= l_xthn
" (1—xz)(1—yz)(1—xt,) (1—yt,)’

donc la série de Poincaré de C[2E (w,) ® E(w,)]" est

(1=x2)"'(I—y2) ' (A=xt,) ' A=pt) " A=zt) A =xpt,-) 7"
_____(l_xz)—l(l_yz)—l z xa+dyb+d2ctc1t:_lt:+b.
a,b,c,d

Pour calculer la série de Poincaré de I'algébre (N* x P* *)-graduée C[V]Y, il suffit donc
de calculer

Y x*tytirE(cw, +dw,_,+(a+b)w,) @) t°E(ew,)

a,b,c,d

= ) xtHayprdzpratrisEB((s+c—rw, +ro,+(d—q) w,_, +(a+b—p+9q) w,).
oy
psa+b
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r_—-—ﬁ'“__-j ——————
Tuuugy
n
_-.?._.1
4]——--'1
— - )
a+b d c

La série de Poincaré de C[V]Y est donc

(l_xz)—l (1 _yz)—l Z xa+dyb+dzctp+q+r+s X ts1+c—rtr2 t::'i t:+b-p+‘1
r=<c
9sd
psa+b
=(1 —xz)_l ( —yz)_l Z xa+q+q’yb+q+q’ 2 o« tp+q+r+stsl+r’ t; tz'_l t:+b~p+q
pSa+b
=(1=x2)"'(1—yz2) " (A —xytt,) " (1 =xyt,_ )"
x(I—ztty)) " (I—zt,)) " (1—tt,)™1 Y xoybepeatb-r
p<a+tb
=(1-x2)"'(A=pz2) " (I —xpt,_ )" ' (1—ztt) " (1 —zt,) !
x(1=tt) P(A—xt) " *(A—pt) *(Q—xt,)" L
On en déduit qu’il existe des U-invariants homogénes non nuls, dont les degrés et poids
sont ceux de la table. Le lemme 2.1 montre qu’ils sont algébriquement indépendants sur
C, et le calcul ci-dessus montre qu’ils engendrent C [V]V.

2.3. G pETYPE C,, n=2. — D’apres [10], les G-modules (rationnels de dimension
finie) simples sont indexés par les partitions de longueur au plus n; a la partition
A=(A,, ..., A,) correspond le G-module

(A =E((AM—1y) B +(Ay—A3) @+ . . . +1, @)
De plus
A>®LCu) = ?((MQ-(H/O>

(cf. [12], Theorem II), ou la sommation est étendue a toutes les partitions { telles que
Lehet{cyp, etou (ML). (w0 =) C,vsis,.s,=2C,s,.

Etudions le G-module V=2E(w,). D’aprés la table de [6], on a S"E(w,)~E(nw,)
pour tout neN d’ou, si (n, m)e N2

ClVl, »n~E(nw) @ E(ms,)~ {(n))®{(m)>
=®<mL).m)>=  ®  (n=p).(m=p)),

0=<p<inf (n, m

d’aprés la définition de A/ (cf. [11], I, § 5).
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