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SUR UN RESULTAT DE WALDSPURGER (%)

Par HervE JACQUET

0. Introduction

(0.1) Nous allons donner une nouvelle démonstration d’un résultat remarquable de
Waldspurger ([W3], Théoréme 2). La démonstration de Waldspurger repose sur les
propriétés de la représentation de Weil. La no6tre repose sur une variante de la formule
des traces. Nous espérons qu'elle ne sera pas sans intérét.

Rappelons d’abord le résultat. Soient F un corps de nombres, E une extension qua-
dratique de F, n le caractére du groupe des classes d’idéles de F attaché a E. Regardons
le groupe GL(2) comme un groupe algébrique G défini sur F ; soit Z son centre. Soit A
un tore déployé maximal dans G, disons, pour fixer les idées, le groupe des matrices dia-
gonales. Soit © une représentation cuspidale automorphique du groupe G(F,), triviale
sur le centre Z(F,). Nous dirons que 7 satisfait a la premiére condition de Waldspurger
(en abrégé W1) s’il existe des formes automorphes ¢, et ¢, dans I'espace de © telles que
les intégrales suivantes soient non nulles :

1) J ¢1(a)da, jsz(a)n (deta)da,  acA(F)/Z(F ).

Introduisons d’autre part 'ensemble X(E: F), ou simplement X, des classes d’isomor-
phismes de couples (G’, T’), ou G’ est une forme intérieure de G et T’ un tore maximal
de G’, isomorphe sur F au groupe multiplicatif de E. Rappelons qu’un tel couple s’obtient
au moyen d’un couple (H, L), formé d’une algébre simple H de rang quatre sur F et d’un
sous-corps L de H F-isomorphe a E, en prenant pour G’ le groupe multiplicatif de H
et pour T’ celui de L. Le centre de G’ sera noté Z’.

Nous identifierons I'ensemble X a I'un de ses systémes de représentants. Notons aussi
X(m) ensemble des triplets (G’, T’, n’), ou le couple (G’, T’) est dans X et 7’ est une repré-
sentation automorphe cuspidale de G'(F,) reliée a w par la condition de [J-L], Th. (15.1);
celle-ci, rappelons-le, s’énonce encore ainsi : il existe un ensemble fini S de places de F
tel que, pour v non dans S, les groupes G, et G, soient isomorphes et les représentations T,
et m;, équivalentes, apres identification des deux groupes. Nous dirons que = satisfait a la

(*) Partially supported by N.S.F. Grant MCS 82-00551.
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186 H. JACQUET

deuxiéme condition de Waldspurger (W2) s’il existe un triplet (G’, T’, n’) dans X(m) et
une forme automorphe ¢ dans I'espace de n’ telle que I'intégrale suivante soit non nulle :

2 J<I>(t)dt, teT(F )/Z'(F 4).
Alors :

THEOREME (Waldspurger). — Les conditions W1 et W2 sont équivalentes.

(0.2) Indiquons les grandes lignes de notre démonstration. Tout d’abord nous pou-
vons identifier I'ensemble des doubles classes A\G/A avec la réunion disjointe des doubles
classes T'\G’/T’(§ 1). A vrai dire pour avoir cette identification il nous faut nous limiter
aux doubles classes « réguliéres ». Cela nous conduit a considérer une fonction lisse a
support compact f sur G(F,)/Z(F,) et, pour chaque (G’, T’), une fonction lisse a sup-
port compact f’ sur G'(F,)/Z'(F,). En fait f’ sera nulle pour presque tous les (G’, T").
A la fonction f est associé le noyau cuspidal K, et de méme a chaque fonction f” est associé
un noyau cuspidal K!. Les conditions imposées sur ces fonctions sont telles que (§ 7 a § 10) :

Jf Ja, b)dan(det b)d b J‘J (s, t)dsdt,
(1) G".T)

a, be A(F 4)/A(F)Z(F ), s, te T'(F)/T(F)Z'(F,4).

La relation entre f et les f’ est comme suit. Bien entendu ces fonctions sont des pro-
duits de fonctions locales. Si v est une place de F qui se décompose dans E alors pour
tout (G’, T’) les groupes G, et G, sont les « mémes » et nous prenons pour f, et f; la« méme »
fonction. Supposons au contraire que v se décompose. Alors I'ensemble X(E, : F,) est
encore défini mais il est réduit a deux €éléments (G,;, T,;), i=1, 2, avec G,,; déployé. Nous
pouvons encore identifier les doubles classes réguliéres de A, avec la réunion disjointe
des doubles classes réguliéres de T; et T,. Nous montrons que pour une fonction f donnée
il existe des fonctions f; sur G; telles que

J J f(agb)dan,(det b)db= J fi(sg't)dsdt,
a, beAv/Zm S, teTiv/Zim

si g correspond a g’ (§2 a 4) (L’énoncé exact est un peu différent puisque le membre de
gauche n’est pas tout a fait une fonction sur 'ensemble des doubles classes). Si de plus la
situation est non ramifiée et f, est une fonction de Hecke alors nous pouvons prendre
et prenons f; =f, et f,=0(§5). La condition est maintenant que f;=f; si G,=G;. Le résul-
tat de Waldspurger découle facilement de I'identité (1) (c¢f. § 11). Le paragraphe 6 contient
des résultats auxiliaires.

La méthode de démonstration de la formule (1) est basée sur une généralisation de la
formule des traces qui peut s’énoncer comme suit. Soit G un groupe semi-simple défini
sur F et A, B des sous-groupes de G définis sur F, A et p des caractéres de A(F,)/A(F) et
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RESULTAT DE WALDSPURGER 187

B(F,)/B(F) respectivement. Donnons-nous une fonction f sur G(F,)/G(F) lisse & sup-
port compact et calculons l'intégrale suivante :

' ijc(a, b)Ma)w(b)dad b

ou K, est le noyau cuspidal attaché a f. Ce noyau a une expression compliquée qui contient
en tout cas la somme :

;f(x”Cy), LeG(F).

Choisissons un systéme de représentants pour les doubles classes des groupes A(F) et
B(F). D’autre part si 1 est un ¢lément de G(F) notons H,, le sous-groupe de A x B formé
des paires (o, B) telles que o~ 'np = m. Alors tout élément de G(F) peut s’écrire unique-
ment sous la forme :

C=a'mB,  MeA(F)\G(F)/B(F), (a, B)eH(F)\A(F) x B(F).

En imitant le calcul formel usuel nous arrivons aussitdt a 'expression suivante pour
I'intégrale ci-dessus :

2. Vol (Hn(F)\H(FA)ﬂ fla™'nb)Ma)u(b)dadb,
acA(F)\A(F,),  beB(F)\B(F,),

la somme portant sur tous les 1 tels que Ma)u(b)=1 si a~ 'b=1. Bien entendu nous avons
ignoré les problémes de convergence et I'existence des autres termes dans l’expression
pour K,.

(0.3) Il me reste a remercier I'Institute for Adavanced Study et ses membres permanents
pour leur hospitalité, la majeure partie de ce travail ayant été écrite durant mon sé€jour a
I'Institute, 4 Poccasion de ’année spéciale 1983-1984 sur les fonctions L. En particulier je
remercie Langlands pour I'intérét qu’il a pris a ce travail. Enfin je dois beaucoup de recon-
naissance 4 Piatetski-Shapiro qui était aussi a I'Institute la méme année. Sa connaissance
approfondie de I'ceuvre de Waldspurger m’a été trés utile ; de plus une conversation avec
Piateski-Shapiro a été le point de départ de ce travail.

1. Doubles classes

(1.1) Dans ce paragraphe F sera un corps quelconque, disons de caractéristique zéro,
et E une extension quadratique de F. Nous noterons N(E : F) ou simplement N le sous-
groupe des normes de E dans le groupe multiplicatif de F. L’ensemble X(E : F) ou sim-
plement X introduit au paragraphe est encore défini. Considérons 'un de ses éléments
(G, T). I existe donc une algebre simple H de rang 4 sur F et un sous-corps L de H iso-
morphe & E tels que G soit le groupe multiplicatif de H et T celui de L. Nous nous pro-
posons de donner une paramétrisation des doubles classes T\G/T. A cet effet choisissons
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188 H. JACQUET

un €élément € du normalisateur N(T) de T qui ne soit pas dans T. Alors tout h dans H s’écrit
de maniére unique sous la forme :

(1) h=h +¢€h,, avec hielL.
D’autre part, si z — z~ désigne 'unique F-automorphisme non trivial de L alors :
) gze '=z",

Le carré ¢ =¢€? est dans Z, ou, autrement dit, dans F. De plus la classe de ¢ modulo N est
déterminée par la classe d’isomorphisme du couple (G, T) et, réciproquement, la détermine.

Définissons deux involutions j* et j~ de H par les formules :
€) jE(h)=hi +¢h, avec h comme dans (1).

11 est facile de vérifier que ce sont les seules involutions de H qui induisent sur L "unique
F-automorphisme non trivial de L. Pour h dans G nous poserons :

_(1/2Tr(hi* ()

4 X(h)=—un--—-——",
@ W= 2 Tr i)

Comme le dénominateur de cette fraction n’est autre que la norme réduite de h, X(h) est
un élément bien défini de F ne dépendant que de la double classe de h modulo T. Nous
introduirons aussi la fonction P(h : T) ou simplement P(h) définie par

_ 1+P(h)
®) X0 =15

ou encore

(6) P(h)=chohs (7)™l c=g2.

Ainsi P est une fonction a valeurs dans la droite projective qui est constante sur les doubles
classes de T dans G. Remarquons toutefois que d’apreés la formule précédente, si P(h) n’est
ni zéro ni infini, alors c’est un élément de la classe ¢N déterminée par le couple (G, T).
De plus P(h) ne peut étre égal a un, car cela donnerait X(h) infini. Nous dirons que 4 (ou
sa double classe) est T-singulier si P(h) est zéro ou I'infini, T-régulier dans le cas contraire.

PROPOSITION. — Deux éléments h et ' de G ont la méme double classe modulo T si et
seulement si P(h)=P(h’). De plus si x est dans cN et différent de 1 alors il existe un h dans G
tel que P(h)=x.

La démonstration est laissée au lecteur.

(1.2) La proposition suivante justifie I’emploi de I'adjectif T-régulier :

h
PROPOSITION. — Supposons h T-régulier. Alors les relations

sht=hz, seT, teT, zeZ
entrainent
seZ, teZ, st=z.

La démonstration est laissée au lecteur.
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RESULTAT DE WALDSPURGER 189

(1.3) Ce qui précede s’applique « mutatis mutandis » a un couple de la forme (G, A) ou
G est le groupe GL(2) et A un tore déployé maximal, disons le groupe des matrices dia-
gonales dans G. Alors H est 'algébre des matrices 2 par 2, L la sous-algébre des matrices
diagonales et nous pouvons prendre

0 1
10

E=

‘, c=1.

Les fonctions X et P(. : A) (ou simplement P) sont définies comme plus haut. En parti-
culier :

P(h)=bc(ad)™* si h=
c d

a b‘.

Elles sont constantes sur les doubles classes de A dans G. A nouveau P ne peut prendre la
valeur 1. Nous dirons encore qu’un élément 4 de G est A-singulier si P(h) est zéro ou I'infini,
A-régulier dans le cas contraire. Il y a maintenant 6 doubles classes A-singuliéres : les
classes sur lesquelles P prend la valeur zéro :

11
01

b

(1) T, Tn+T, Tn_T, ou n+=‘

H
n_= ,
11

et les classes sur lesquelles P prend la valeur infinie :
2 T, Ten, T, Ten_T.

Ainsi P ne permet pas de distinguer ces classes 'une de 'autre.

Toutefois P sépare les classes A-réguliéres :

PROPOSITION. — Soient h et b’ des éléments A-réguliers de G. Alors h et I’ sont dans
la méme classe si et seulement si P(h)=P(h’). Si x est dans F différent de 1 et 0, alors il existe
un élément A-régulier h tel que P(h)=x.

Nous laisserons la démonstration au lecteur:

(1.4) Nous avons aussi I'analogue de la pro\position (1.2) :

PROPOSITION. — Supposons h A-régulier. Alors les relations

_ ahb=hz, acA, beA, zeZ
entrainent .
acZ, beZ, ab=z.

Nous laisserons la démonstration au lecteur:

2. Intégrales orbitales : cas d’un tore compact

(2.1) Gardons les notations du paragraphe 1 mais supposons maintenant que F soit
un corps local. Alors T/Z est compact. Choisissons une fois pour toutes un caractére
additif non trivial { de F. Munissons le groupe additif F de la mesure dx auto-duale pour
le caractere V, le groupe multiplicatif F* de la mesure L(1, 1g) | x |~ 1dx (mesure de Tama-
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190 H. JACQUET

gawa relative & ). Munissons de méme le groupe multiplicatif E* de la mesure de Tama-
gawa relative au caractére o Tr. Par transport de structure nous obtenons des mesures
sur T et Z. Munissons T/Z de la mesure quotient. Soit f une fonction lisse a support
compact sur G/Z. Posons :

(1) H(g: f:T):f f(sgt)dsdt, s, teT/Z.

Il est clair que H(g : f: T) ne dépend que de la double classe de g modulo T. Soit x un
élément de F~. S’il existe g dans G tel que P(g: T)=x, nous poserons H(x: f: T)=H(g: f : T).
Sinon nous poserons H(x : f : T)=0. Nous obtenons ainsi une fonction H(f : T) sur F* et
nous nous proposons de caractériser les fonctions H sur F* qui sont de la forme H=H(f: T)
pour une fonction f appropriée.

(2.2) Considérons donc une fonction H=H(f: T). Par définition H s’annule, donc
est lisse, sur le complémentaire de ¢N. Considérons un point x de la forme P(h : T). Comme
la norme est une application submersive de E* dans F*, 'application g — P(g:T) est
a fortiori submersive au point h. Il en résulte que H est lisse au point x. Finalement sup-
posons que 1 soit dans ¢N (c’est-a-dire que le groupe G soit déployé); nous pouvons
alors supposer que c=1. Nous allons montrer que H est nulle au voisinage de 1.

Puisque f est a support compact modulo Z, il existe un sous-ensemble compact C de G
telque H(g : f: T) #0entraine ge TCT. Il suffira donc de montrer I'existence d’un nombre K
tel que la relation geTCT entraine | P(g : T)—1|> K. Supposons qu’il n’existe pas de
tel nombre. Alors il existerait une suite g; d’¢léments de TCT telle que P(g;: T) tende vers 1.
Quitte a agrandir C et a multiplier les ¢léments de la suite par des éléments de T nous

pouvons supposer que
gi=l+et=cz

avec t; dans T, ¢; dans C et z; dans Z. Alors
P(g;: T)=tt; =1+aq;
et a; tend vers zéro. D’autre part nous avons :
detg;=—a; et  detg;=(z;)*detc;.

Donc z; tend vers zéro. Il en est donc de méme de g;. Comme la projection de g; sur L est 1
cela nous donne une contradiction.

(2.3) Examinons le comportement de la fonction H au voisinage de zéro et au voisi-
nage de I'infini. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 0 dans F et une fonc-
tion lisse A sur U telle que :

(1) H(x)=A(x)(1+n(cx)), pour xeU,
2) 2A(0)=vol (T/Z)J f(t)de.
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RESULTAT DE WALDSPURGER 191

De méme nous montrerons qu’il existe un voisinage U de 0 dans F et une fonction lisse B
sur U telle que :

3) H(x)=B(x~ 1)1+ n(cx)), pour x 'eU,

4) 2B(0)=vol (T/Z) j f(et)dt.
En effet comme P(eg : T)=P(g : T)"! nous avons :

J‘[f(sagt)dsdt=H()c"1 2 f:7)

ou encore :
Hx™':f:T)=H(x: f":T) avec f'(g)= f(eg).

Il suffira donc de démontrer les assertions relatives au point zéro. Il sera commode de
traiter d’abord le cas non archimédien. Prenons un x dans ¢N. Alors x=cll~ d’ou x=P(h)
avec h=1+¢l. Nous pouvons donc écrire :

H(x :f:T):f fti(1+¢€l)t, de dt,

ou encore aprés un changement de variables :

5) Hix: f: T)=ﬂ f[(l +el ?)tz}dtldtz.

Comme f est lisse il existe un idéal V de E tel que pour [ dans V nous ayons :
f(g)=f[(1+el)g] pour tout g.

Il existe alors un idéal U dans F tel que /" eU soit équivalent a leV. Pour x dans cU
nous avons donc H(x)=0si x n’est pas dans ¢cN ; si au contraire x est dans ¢N alors x=cll~
avec | dans V et nous avons d’aprés la formule (5) :

H(x)=vol (T/Z) f f(t)de.

Notre assertion est alors immédiate.

Passons au cas archimédien. Alors F est le corps des nombres réels et L le corps
des nombres complexes. Posons K(x) =H(cx). Soit V un disque { z|zz~ < a } dans L tel
que 1 + £V soit contenu dans G. Alors le second membre de (5) définit une fonction lisse
sur V, disons C(/), ne dépendant que de la norme de I. Nous avons

K(x)=0 si x<0,
K(x)=C(l) si x>0 et x=II" avec IdansV.

En particulier la restriction de C a 'axe réel est lisse et paire et nous avons

K(x)=0 si x<0,
Kx)=C(y) si 0<x<a et x=y* avec y réel.
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192 H. JACQUET

Le contenu de notre assertion est I'existence d'une fonction lisse D sur F telle que
D(x) = K(x) pour a> x> 0. Elle est donc conséquence d’un théoréme de Whitney.

(2.4) Les propriétés précédentes caractérisent les fonctions H(f:T) :

PROPOSITION. — Soit H une fonction sur F*. Pour qu’il existe une fonction lisse a sup-
port compact f sur G/Z telle que H=H(f : T) il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites :

(1) H est nulle dans le complément de ¢N ;

(2) H est nulle dans un voisinage du point 1 ;

(3) il existe une fonction lisse A sur un voisinage de 0 dans F telle que, pour x prés de 0,
on ait :

H(x)=A(x)(1+n(cx)) ;

(4) il existe une fonction lisse B sur un voisinage de 0 de F telle que pour | x | suffisamment
grand on ait :
Hx)=B(x )1+ n(cx)).

Enfin si f. A et B satisfont ces conditions alors :
2A(0)=vol (T/Z) Jf(t)dt, 2B(0)=vol(T/Z) [_}"(st)dt .

Nous venons de montrer que les conditions (1) a (4) sont nécessaires. Nous laisserons
au lecteur le soin de montrer qu’elles sont aussi suffisantes. La derniére assertion de la
proposition a été prouvée au numéro (2.3).

3. Intégrales orbitales : cas d’un tore déployé

(3.1) Dans ce paragraphe F est un corps local, E une extension quadratique, n le carac-
tére quadratique de F* attaché a E, G le groupe GL(2) et A le sous-groupe des matrices
diagonales. Munissons encore F* de la mesure de Tamagawa, (F*)> du produit tensoriel
des mesures de Tamagawa des facteurs. Par transport de structure nous obtenons une
mesure sur A. Munissons A/Z de la mesure quotient. Si f est une fonction lisse a support
compact sur G/Z et g est A-régulier dans G nous poserons :

(1) H(g: f:A)=H(g: f: 1)=J:[f(agb)dadb, a, beA/Z,

2 H(g: f: n)=fff(agb)dan (det b)dad b, a, beA/Z.

La premiére intégrale ne dépend que de P(g: A) et nous noterons H(x: f: A)ou H(x: f : 1)
sa valeur en un point g telle que P(g : A)=x. Nous poseronsaussi H(1: f: A)=H(l :f:1)=0.
Pour x dans F différent de 0 et 1 nous définirons une matrice g(x) par :

1 x

) g=1, ||

4¢ SERIE — TOME 19 — 1986 — N° 2



RESULTAT DE WALDSPURGER 193

Alors P(g(x))=x de sorte que nous avons défini une section de I’espace des doubles classes
de A dans G. Nous poserons H(x : f : n)=H(g(x): f:m) si x est différent de 1 et 0;
H(x: f:n)=0si v=1. Posons :

(4 0 -1
w=
) 1 0

Notons N le groupe des matrices trigonales strictes supérieures et N’ le groupe des matrices
trigonales strictes inférieures. Alors nous avons un recouvrement de G par deux ouverts :

(5) G = ANN'UANWN.

Nous pouvons donc écrire f comme une somme f; + f, ol f; a son support dans le pre-
mier ouvert et f, dans le deuxiéme. Posons

(6) d(g)= Jf (ag)da,  acA/Z

et définissons de méme ¢, et ¢,. Alors ¢ est invariante a gauche sous A et a support
compact modulo A. Il en est de méme de ¢, et ¢, et =0, +d,. De plus les fonctions @,
et @, définies par

; O, 1) = 1 u 1 0:|
= X

@) WeU=01 o 1| e 1]

1 u 1 v
®) ®z(u,v)=¢z[ 0 1 W’O 1 }
sont a support compact sur F x F. Comme
9 a 0] |al=x) O 1 a'(1-x)"'x y 1 0

= X
O &y o 1170 1 a 1
'1—x 0 ’1 a(l—x)~! 1 a!
= X w N
0 a 0 1 0 1

nous avons pour x différent de O et 1 :
(10) H(x : f:A)=j(D1 [a_l(l—x)_lx,a]dxa+J®2 [a1—x)"1, a~']d*a.

Pour prouver la convergence de notre intégrale, nous pouvons supposer f positive.
Alors le calcul précédent est justifié. Dans le membre de droite de (10) les intégrandes
sont a support compact dans F* et donnent donc des intégrales convergentes. Ainsi H est
convergente et égale a (10). De la méme fagon, nous avons, pour x différent de 0 et 1 :

(11) Hx: f:m)= J(DI [a™'(1 —=x)"'x, aln(a)d*a + J‘d)z [a(l—x)"1, a~ ' In(a)d~a.

(3.2) Nous allons étudier les propriétés des fonctions H(f : n). La formule (3.1.11)
montre déja que H(x : F : n) est une fonction lisse en tout point x différent de 0 et 1. D’autre
part si @, et @, ont leur support dans ’ensemble des (x, y) tels que | x| <C, | y | < C alors
dans la deuxiéme intégrale nous avons, sur le supportde ®@,, | a(l—x)"!| <Cet|a™!| <C

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



194 H. JACQUET

ce qui donne : C™2 <|1— x| si la deuxiéme intégrale n’est pas nulle. De méme si la premiére
intégrale n’est pas nulle nous trouvons | (1 —x) ™ 'x | < C2, ce qui implique aussiD < | 1 —x |
pour une constante D convenable. 11 en résulte que H(x : f: n) est nulle au voisinage de 1.
On peut donc considérer la formule (3.1.11) comme vraie pour tout x non nul.

Etudions maintenant H(f : ) au voisinage de 0. Dans (3.1.11) la deuxiéme intégrale
est évidemment une fonction lisse de x au point 0. Pour étudier la premiére intégrale nous
utiliserons le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

LEMME. — Soit @ une fonction de Schwartz-Bruhat a deux variables. Alors il existe deux
fonctions de Schwartz-Bruhat a une variable A, et A, telles que pour tout x différent de 0
on ait :

JQ(G ~ix, am(@)dTa=A,(x)+ A (xn(x) .

Si F est réel et @ est donnée avec un support compact, on peut prendre A, et A, a support
compact.

Revenons a la premiére intégrale de (3.1.11). Avec les notations de la démonstration
du lemme, 'intégrale est égale a
A3) A(x(1=x)7 )+ Ax(x(1 =) (1 =)™ 1),

Si x est suffisamment prés de 0 alors 1 — x est une norme et (x(1 —x) ™ !)=mn(x). D’autre part
A;(x(1—=x)~1) est une fonction lisse de x dans un voisinage de 0. Comme la deuxiéme inté-
grale de (3.1.11) est évidemment lisse au point 0 nous en concluons que, dans un voisinage
de 0, H(x : f: m) a la forme suivante :

(4) H(x: f:m)=A()+A,(x)n(x)

ou A;, i=1, 2, est lisse.
Pour étudier H(x : f: m) pour | x| grand remarquons que

|10 . 0 1
eg(x)=g(x™") 0 st a=’1 0’.

Il en résulte que
(3) H(x ': f: m)=H(x: f:nn() avec  f'(g)= f(eg).
I existe donc deux fonctions B,, i=1, 2, définies au voisinage de O et lisses, telles que :
4) H(x @ f:m)=Bi(x H+B,(x "Inly)
pour | x | suffisamment grand.

(3.3) En résumé :

PROPOSITION. — Soit H une fonction sur F* telle qu’il existe une fonction lisse a sup-

port compact f sur G/Z avec H(x : f:m)=H(x). Alors :
(1) H est lisse sur F* ;
(2) H s’annule sur un voisinage de 1 ;

(3) il existe un voisinage U de 0 et deux fonctions lisses A;, i=1, 2, dans U tels que, pour x

prés de 0, on ait :
H(x)=A;(x)+Ax(x)n(x) ;
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(4) il existe un voisinage U de 0 et deux fonctions lisses B;,i=1, 2, dans U tels que, pour | x |
assez grand, on ait :
H(x)=B,(x™")+By(x~"M(x).

(3.4) Nous allons discuter la signification des valeurs en zéro des fonctions A; et B;
de la proposition (3.3). A cet effet rappelons tout d’abord que, si ¢ est une fonction de
Schwartz-Bruhat sur F, alors l'intégrale :

f ()| x 'd*x,

ou plut6t son prolongement analytique, a un pdle au point s=0; le résidu en ce point a
la forme C¢(0), ou la constante C dépend du choix de la mesure de Haar sur le groupe F*.
D’autre part I'intégrale :

JCP(X) | x I'n(x)d*x

a un prolongement holomorphe au point zéro et sa valeur en ce point sera encore notée
comme une intégrale :

jcb(x)n(x)d*x.
Nous introduirons les quantités suivantes :
(1 H(n+:f:n)=ﬂf[g ?jx'é 'j{:dxan(b)dxb,
@ H(n_:f:n)=ﬂf[|g Ol ?‘:dxan(b)dxb,
o) H(8n+:f:n)=ﬂf[lg Ulels ll’!:dxan(b)d*b,
@) H(an_:f:n):ﬂf“g (1) g 11) ?‘—d"an(b)d"b.

En général ces intégrales sont divergentes, mais on peut les interpréter comme il a été
rappelé ci-dessus. Par exemple la premiére intégrale est la valeur au point 0 de la fonction
méromorphe qui, pour Res > 0, est donnée par I'intégrale convergente :

® s

Remarquons toutefois que si f a son support dans I'ensemble ouvert ANwN alors les
intégrales (1) et (2) sont convergentes. En fait 'intégrale (1) est nulle puisque AN ne ren-
contre pas ANwN. D’autre part I'intersection de AN’ avec un ensemble compact contenu
dans ANwN est un compact disjoint de A. Il en résulte que dans (2) 'intégrande a support
compact dans F* x F* et I'intégrale converge donc trivialement. De méme les intégrales (3)
et (4) convergent si f a son support dans ANN’.

1 b
0 1‘:|d an(b) | b1*d*b .
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