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ESTIMATIONS ASYMPTOTIQUES
DES INTERVALLES D’INSTABILITE
POUR L’EQUATION DE HILL

Par ArLaiN GRIGIS

RESUME. — Dans cet article, on donne une majoration asymptotique, quand n tend vers l'infini, de la
largeur du n-iéme intervalle d’instabilité pour ’équation de Hill & potentiel réel-analytique. Pour les potentiels
polyndémes trigonométriques, on donne un développement asymptotique sous la forme du module d’une somme
finie de termes exponentiellement petits.

1. Introduction

L’équation de Hill s’écrit
(1.1 u” (x)=(V(x)—E)u(x)

ou la fonction V : R — R, appelée potentiel, est périodique. Nous supposerons la période
égale a © et V de moyenne nulle sur une période :

1.2) V(x—m)=V(x), JRV(t)dt=O.

0

Par définition, les valeurs propres de I’équation de Hill sont les valeurs du paramétre E
pour lesquelles il existe une solution non nulle de (1.1) périodique pour la période 2.
En fait, cette solution est périodique ou antipériodique pour la période =.

11 est facile de voir qu’il y a deux valeurs propres, distinctes ou confondues, proches
de n?, correspondant a des fonctions propres proches de cos(nx) et sin(nx), pour n assez
grand. On les appelle E, et E, ce sont les 2n-iémes et (2n+ 1)-iémes valeurs propres
de ’équation de Hill (voir [2]).

Pour E€]E,, E;[ les solutions de (1.1) ne sont pas bornées sur R. Pour cette raison
Iintervalle JE,, E; [ est appelé n-iéme intervalle d’instabilité, et on s’intéresse a sa largeur

(1.3) 1,=E; ~E; 20.

Si v,=0, l'intervalle d’instabilité est vide, et pour E=E=E_  I'’équation (1.1) admet
2 solutions 2 n-périodiques linéairement indépendantes.
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642 A. GRIGIS

Le lecteur peut consulter les références [2], [10], [11], [13] pour voir les liens entre la
décroissance de v, quand n tend vers I'infini et la régularité dv la fonction potentiel V(x),
D’autre part, les propriétés de I'application qui, a la fonction V, associe la suite (y,) ont
été largement étudiées, voir par exemple le récent article de Garnett et Trubowitz [5] et
sa bibliographie. Signalons aussi des résultats récents de De Lyon et Foulon.

Ici nous supposons

(1.4 V est une fonction réel-analytique

et nous précisons le résultat connu sur la décroissance exponentielle de (y,) (par exemple
Trubowitz [15]), a l'aide d’une indicatrice de croissance de V étendue au domaine
complexe.

Si on note, pour p grand, M(p) la demi-largeur de la plus grande bande |Imx| <A
dans laquelle V s’étend holomorphiquement tout en vérifiant |V(x) l <pona:

THEOREME 1. — Pour tout €>0 on a pour n>n, (g)
(1.5) Yo Sexp(—(2—&) nM(n?)).

On peut voir au paragraphe 2 des propriétés de la fonction M, notamment sa croissance
lente si V(x) s’étend en une fonction entic¢re sur C. On a aussi le

CoROLLAIRE 1. — Si V(x) s’étend holomorphiquement a | Im x| < B, alors pour tout £€>0,
on a pour n>n,(g) :

(1.6) Sexp(—2(B—g)n).

Dans le cas général, on a donc seulement une majoration asymptotique de vy,. Il est
peu envisageable d’espérer plus, car d’aprés les résultats de Garnett et Trubowitz [5]
toute suite (y,) esponentiellement décroissante est la suite des largeurs des intervalles
d’instabilité d’une équation de Hill associée a un potentiel V(x) qui est réel-analytique
d’apres les résultats de Trubowitz [15].

Pourtant, Harrell [9] et Avron-Simon [1] ont donné un équivalent de vy, quand n tend
vers I'infini pour ’équation de Mathieu :

(1.7 u” (x)=(pncos2x—E)u(x), n>0.

Pour ce potentiel :

R 1
(-9 Y"_z%"‘l((n—l)!)Z(1+0<n2)>'

Cet exemple montre que notre majoration (1.5) est a peu prés optimale.

Dans cet article, nous étudions I’équation de Hill associé & un polyndme trigonomé-
trique réel que nous pouvons supposer a translation prés de la forme :

N-1

(1.9) V(x)=pcos2Nx+ Y c,e*™~

~N+1
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EQUATION DE HILL 643

avec u>0, c,=c_,, co=0.
N-1
THEORERME 2. — Soit V (x) de la forme (1.9). Il existe un polynéme Q(t)= Y. A;t’ dont
j=1
les coefficients dépendent algébriquement de ceux de V, tel que si on pose

2inkn b\ L
(1.10) Ak(n)=exp[ N +2nQ(<ﬁ> e2"’N>:|

on ait
N-1
y Ak(n)<1+0<LOgn>)'.
k=0 n

4 2\ n/N
(1.11) v,,=—"(”" )
n \ 8n?
Le polyndme Q dont les coefficients sont calculés au lemme 2.1 intervient dans le
x, (E)
développement pour E tendant vers linfini des intégrales f (V()—E)Y2dt ou le
V]
complexe x,(E) vérifie V(x,(E))=E. Ces points sont appelés points tournants de
I’équation de Hill et jouent un réle fondamental. Nous les étudions au paragraphe 2 et

on a

%y, ()

(1.12) zk(E)=f (V()—E)2dt

0

1/N 1/N
=E1/2|:;L0g<<2};3> eZikn/N> 1;0g2+Q<<2E> ezikn/N>]+0(E—1/zLogE)_

A la fin de Plarticle nous discutons du probléme de I’annulation des y,. Il n’y a pas de
probléme si N=1, et nous retrouvons le résultat sur I’équation de Mathieu. Par contre,
pour N> 1, il peut y avoir compensation entre les N termes A, (n). Nous montrons que
dans un cas générique, 'un des A, (n) 'emporte sur les autres, ce qui donne un équivalent
de vy, quand n tend vers l'infini. Toutefois, celui-ci est de module exponentiellement
grand, de Pordre de exp(cn'~?#™) pour un j,, 1<j,<N—1, et on voit que 'on ne
peut plus considérer V(x) comme une perturbation de pcos2Nx pour ce qui est du
comportement asymptotique de v,.

|

On peut vérifier facilement le fait bien connu suivant : si V(x) admet une période
strictement inférieure a =, soit ©/M avec 1 <M diviseur de N, alors y,=0 si n n’est pas
un multiple de M.

Par contre, nous n’avons pas su démontrer la

CoNJECTURE. — Si le potentiel polyndme trigonométrique V n’admet pas de période
inférieure a m, alors vy, est non nul pour n assez grand.

D’aprés les remarques ci-dessus, il est clair que la méthode utilisée par Avron-Simon
dans [1] pour I’équation de Mathieu a peu de chance de marcher pour les polynomes
plus compliqués. Aussi notre méthode est complétement différente. Elle consiste comme
dans Harrell [9] a étudier I'équation (1.1) étendue au domaine complexe. Nous
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644 A. GRIGIS

construisons alors des solutions de (1.1) par la méthode W.K.B. complexe exacte dans
I'esprit de Voros [16] et Ecalle [3]. C’est 'objet de la partie 3. Dans la partie 4, nous
démontrons les théorémes.

Enfin, nous tenons a remercier Ecalle, Helffer et Sjéstrand pour de nombreuses
discussions.

2. Points tournants

Chaque potentiel V(x) que nous considérons est réel, réel-analytique et périodique de
période . Nous étendrons holomorphiquement la fonction V(x) a une bande du plan
complexe |Im x| <A.

Si nous introduisons la variable {=e? * nous pouvons écrire
(2.1 V(x)=P@(); (=e*

ou P est holomorphe de la variable { dans une couronne e 4 < |C| <e*. La fonction V
est réelle sur le réel, donc V=V ou V est la fonction holomorphe définie par
V (x)=V(x). On en déduit que la fonction P vérifie P({)=P(1/().

Dans la suite nous supposons que E vérifie

(2.2 E>m=sup|V(x)|.

xeR

2.1. Nous introduisons le changement de variable dépendant de E :

z(x, E)= r(V(t)—E)l/2 dt
0

(2.3) .
Im(z)>0 si xeR.

La fonction x — z (x, E) est bien déterminée pour x € R, car la détermination de (V—E)!/2
est imposée, et elle s’étend 4 la surface de Riemann de (V—E)*/2. Nous notons

(2.9 T(E)=1'z(n)=J‘ (E=V()?dt>0
l 0
et nous commengons par déterminer un domaine, dépendant de E, ou le changement de

variable x — z (x) =2z (x, E) est régulier.

ProposiTioN 2.1. — Soit U={|Imx| <A} tel que V soit holomorphe dans U et
]V(x)l < E dans U. Alors z(x) est holomorphe et injective sur U et vérifie

2.5) { z2(x)=—z(x)
' z(x+m)=z(x)+iT(E).
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EQUATION DE HILL 645

Seule I'injectivité n’est pas immédiate. Dans U on a Re((E—V)¥?3)>0 et si xeU,
yeU:

x V(t)dt

(2.6) z(x)-—z(y):J; (V()—BE)?dt=iE'*(x—y)—i ) m

Donc si x#y on obtient
|z(x)—z(p)—iE"*(x—y)| <E"*|x—y]

qui implique z (x) #z ().

Pour établir une estimation sur z(x) nous introduisons les fonctions M et M.
Si V s¢tend holomorphiquement a la bande maximale |Imx| <A, soit
M : [0, Ao[ - [m, + o[ définie par

M(A)=sup{|V(9)|; |Im¢| <A}
et soit M la fonction inverse de M. On pose
M(E)=sup{0<A=<A,; |V(x)| <E dans |Imx| <A}.

11 est bien connu que la fonction Log M est convexe.

En appliquant le théoréme des 3 droites de Hadamard a la fonction V() et aux droites
Imy=0, Imy=|Imx| et Imy=A, on obtient :

[V(x)| §mexp< |Ix:x| Log(M(A)>>.

m

En faisant tendre A vers M (E), on obtient

2.7 |V(x)|§mexp<MLog<E>).

M(E) m

Remarquons que M (E) est une fonction croissante, égale a + oo si V est constant. Si V
n’est pas une fonction entiére, A, est fini et M(E) tend vers A, quand E tend vers
sup M. Par contre si V est une fonction entiére non constante, M (E) tend vers I'infini
plus lentement que toute puissance positive de E. En effet, V qui est périodique ne peut
étre un polyndéme de x et la fonction M(A) croit alors plus vite que toute puissance
de A. Par exemple, si V est un polyndme trigonométrique de la forme (1.9), c’est-a-dire
une perturbation de pcos2Nx, on a :

M(A)=Ee™ (140 (e724)
(2.8)

i )

M(E)=2—ﬁLog2—E +0 (E~1N
n
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646 A. GRIGIS
Finalement, nous donnons une estimation sur la largeur de I'image de la plus grande
bande ou la proposition (2. 1) s’applique :

ProposiTiON  2.2. — L’application x>z (x, E) est injective dans le domaine
|Imx| <M(E) et l'image de ce domaine contient la bande :

(2.9) |Rez| < M(E)BY2(1—2(1—Log2)(Log(E/m)) ).

En effet pour 0<A <M(E), 'image de la bande |Imx| < A contient une bande de
largeur maximale |Rez| <A (A, E). Pour minorer A (A, E) il faut minorer |z (x)—z (Rex) |
pour |Imx|=A. D’aprés (2. 6) et la majoration (2.7) sur | V| on obtient

MA, E)=AE!? J * m (E/m)*™ 5.
= o (E_m(E/m)s/M)1/2+E1/2

L’intégrale qui figure au deuxiéme membre se calcule explicitement en utilisant la

variable
sM—1\1/2
cs(s)=1+<l—<E> )
m
et on obtient

MA, E)gAE1/2—2ME”2<Log<E>>_1[Log(%)+c(0}—c(A)].
m (e}

Ensuite on remarque que o (A) est décroissante pour 0 <A <M (E), avec
E\-1\12

c(M(E))=1, G(O)=1+<l—-<—> ) =2—-0(E™Y).

m

On obtient donc pour 0 A <M (E) la majoration

Log<w> +0(0)—o(A)<1—Log?2
c (0)

d’ou on tire la minoration de A (M (E), E) qui donne (2.9).

2.2. Nous supposons que la fonction V s’étend holomorphiquement a un domaine U.
Nous rappelons d’abord des définitions classiques (voir par exemple Sibuya [14]).

DEeFINITION 2. 1. — Le paramétre E étant fixé, on appelle point tournant de I’équation
de Hill un point x, de U tel que V(x,)=E. Le point tournant x, est dit simple si
V' (x4)#0. On appelle lignes de Stokes les courbes de niveau de Re(z(x)) et antilignes

Stokes celles de Im (z (x)), ot z (x)= f (V(©)—E)*dt, x, quelconque.
x1

Les points tournants dépendent de E. Ce sont des points singuliers pour le changement
de variable x+> z(x). Par définition, pour E>m, il n’y a pas de points tournants dans la
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EQUATION DE HILL 647

bande de sécurité |Imx| < M(E). On remarque aussi que pour presque toute valeur de E
les points tournants sont simples.

Les lignes de Stokes sont réguliéres en dehors des points tournants et des singularités
de V(x). Elles sont orthogonales aux antilignes de Stokes.

Remarquons que dans certains ouvrages les noms sont échangés et ce sont les lignes
de niveaux de Im(z(x)) qui sont appelées lignes de Stokes. Parfois aussi les appellations
précédentes sont réservées aux courbes de niveaux particuliéres de Re(z(x)) et Im(z (x))
qui aboutissent & un point tournant ou a une singularité de V (x).

Si x, est un point tournant simple, on a V(x,)=E, V'(x,) #0 et
2
2(x) =z (x0) = (V' (xo))'/? g(x —x0)*? (1+g (x—Xo))

avec g holomorphe au voisinage de 0 et g(0)=0.

On en déduit I'allure des lignes de Stokes au voisinage de x,. Il y en a 3 qui partent
de x, avec des demi-tangentes initiales d’argument

g — %Arg(V’(xO)) ( mod?).

Fig. 1. — Allure des lignes de Stokes
pres d’un point tournant simple.

Nous établissons maintenant la configuration des points tournants et des lignes de
Stokes pour des potentiels polyndmes trigonométriques réels. Soit V (x) de la forme (1.9).
On pose {=e? ™ et cy=p/2 ce qui permet d’écrire

.11 V() =P

P(0)= ; ¢ G

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



648 A. GRIGIS

Comme V est réel, on a P({)=P({ " Y) et il est clair que I’équation P({)=E a 2N racines
qui pour E grand, sont proches des racines N-i¢mes de E/c_y et de leurs inverses. Plus
précisément posons :

(2.12) P(O)=c_yETNO()

ou ® est donc un polynéme de degré 2N
2N

(2.13) Q=Y vt v=lN) e
0

On a donc y,=®(0)=1 et yy=0si V est de la forme (1.9). Enfin V est déterminé si on
connait p et les coefficients v4, ..., Yn—1-

PROPOSITION 2.3. — Soit V comme ci-dessus. Pour E assez grand, les points tournants
sont simples et peuvent se regrouper en deux familles, {x,, keZ} avec Imx,>0 et la
famille des conjugués. On a le développement asymptotique :

i 2E kT ® T 1/N . J
2.14 x,=—Lo )1+ —=—+VYv, Ml g2 ikn/N
219 © 2N g( M ) N ; ’<<2E>

o}

ou la série F(t)=Zvj t/ a un rayon de convergence non nul. De plus, si M divise N, il y a
1

équivalence entre :
(i) V admet la période w/M.
(ii) Pour tout j non multiple de M, v;=0, soit F (t)=F ().
(i) x4 nm=X+7/M, VkeZ, VE>E,.

Preuve. — On calcule d’abord les racines de P({) =E qui sont de module inférieur a 1
pour E grand. En posant

u 1/N .
(2.15) ock=<—> ¢2 kN

on les obtient sous la forme

(2.16) G =0t f (o)

o)

ou f(t)=) ;¢ est une série entiére a rayon de convergence non nul. Ceci est immédiat
0

car la solution {, de I’équation P({)=E est solution de
Lo =

avec @ /N(0)=1 et le théoréme d’inversion locale s’applique. On en déduit la premiére
partie de la proposition en posant {, =e? > et F(t)=(1/2i) Logf(¢).
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EQUATION DE HILL 649

On voit de plus que le j-iéme coefficient de F est un polyndme quasi homogéne de
degré j des coefficients v, .. ., y; de ®. Plus précisément, on a pour j=1

1
(2.17) V= ﬁYﬂ'POI('Yla cees Yio1)
avec
(2.18) Pol(svy, $*¥g .., 8 y;m)=8Pol(Ay, v - -, ¥ y)-

En effet, si on pose pour [e R
(2.19) Y'Q=@C)'= Y v ;¢
j=0

il est clair qu'on a y, o =1 et pour j>1
(2.19) Yl,j:le+P01(Y1, e Yj—l)

avec d’autres polynomes quasi homogénes de degré j. La quasi-homogénéité se voit en
remarquant que ®'(s{)=(®(s{)). Ensuite quand on applique le théoréme d’inversion
locale, on obtient 3,=1 et pour j>1

1
(2.20) 8j= _7—1/N,j+P01(Y—1/N, 15+ Y—1/N,j—1)= ﬁYj‘i‘POl('Yp cees 'Yj)

toujours avec des polynomes quasi homogenes, ce dernier point résultant de I'identité
formelle :

sC=50. @7 N(sL). f (s CO™ N (s D).

Enfin en prenant le logarithme de f on obtient (2.17).

Pour la deuxiéme partie de la proposition, il suffit de voir que (iii) équivaut a (ii) et
que (i) est équivalent a

(iv) v;=0 pour tout j non multiple de M.

Or, les identités (2.17) et (2.18) montrent que (iv) équivaut a (ii). La proposition est
démontrée.

Pour étudier la configuration globale des lignes et antilignes de Stokes on remarque
d’abord que d’aprés (2.4) et (2. 5) elle est symétrique par rapport a I’axe réel et invariante
par la translation par 7 (et par n/M si V est de période n/M). L’axe réel est une ligne de
Stokes. Dans le cas général, on peut juste dire que dans une bande autour de I'axe réel,
les lignes de Stokes sont d’allure paralléle a I’axe réel. Pour les polyndmes trigonomé-
triques réels de la forme (1.9) nous allons dire plus.

On calcule

N
V' (x) =Y 2inc,e*™*x=2iNE(1+0 (E~'/N))

-N

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



650 A. GRIGIS

ce qui donne [a un O (E~'/N) prés] les directions de départ des lignes de Stokes partant
de x,, a savoir —n/6, n/2 et 7n/6 d’aprés la figure 1.

Considérons d’abord le cas du potentiel de Mathieu V(x)=pcos2x. Les points tour-
nants sont x,=kn+iy et x,=kn—iy, keZ avec y réel, solution positive de pch2y=E.
Les lignes de Stokes sont comme sur la figure 2.

Fig. 2. —

Les lignes de Stokes aboutissant aux points x, se raccordent a cause de l’invariance
par translation. Pour compléter le dessin, on considere

t
z(s+it)=z(s)+iJ‘(V(s+it')——E)”2dt’, 0<s<’—2‘, t>0
(o)

V(s+it)=p(cos2sch2t’—isin2ssh2t’).

Donc pour 0<s<n/2 et 0<t’, Im(V (s+it')—E)!/2<0 et Re(V(s+it")—E)/2>0. On en
déduit que Rez(s+it") et —Imz(s+it") sont des fonctions strictement croissantes de t’,
ce qui montre que les demi-droites s+it’, 0 <s<m/2 et 0 <t’ coupent transversalement les
lignes et les antilignes de Stokes. Par contre, la droite /2 +i R est une antiligne de Stokes,
et la droite iR est constituée d’un segment d’antiligne de Stokes et de 2 demi-droites
lignes de Stokes.

Il reste a examiner la situation pour un polynéme général. D’abord, on déduit immé-
diatement le cas V (x) =p cos 2 N x du précédent. Ensuite, le dessin est 1égérement perturbé,
d’autant moins que E est grand. On voit encore que les antilignes de Stokes qui vont a
I'infini sont asymptotiques aux droites m/2N+kn/N+iR. La seule différence avec le
dessin non perturbé est que la ligne de Stokes partant de x, avec la direction —n/6 peut
ne pas aboutir au point x,,, mais partir vers I'infini asymptotiquement a la ligne

4° SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 4



EQUATION DE HILL 651

de Stokes partant d’un point x,,, avec la direction /2 si Rez(x,)>Rez(x,,,) et
Rez(x,)<Rez(x,.; pour 1<j<k’, ou bien aboutir a x,,, si Rez(x,)=Rez(x,,,) et
Rez(x) <Rez(x;4;) pour 1<j<k’. Il y a le méme phénomene avec les lignes de Stokes
partant de x, avec la pente 77/6. En résumé, on obtient un dessin du type suivant (ou
on a pris N=3), dans le demi-plan Im x>0 (fig. 3).

- - a e -
- - -

-
T et ed crte e - -
e

Imx=0

- -

—_—p——--

- -
-

rmlem - -

-t - -

Fig. 3

Par contre les antilignes de Stokes ont la méme allure que pour le cas V (x)=pcos 2 N x.

2.3. INTEGRALES D’ACTIONS. — Nous calculons maintenant les actions fondamentales,
C’est-a-dire les quantités qui permettent d’exprimer les intégrales de (V—E)'/2 sur des
lacets fermés. La premiére est

(2.21) m0=z(n)=iT(E)=J"(V—E)”Zdt
0

pour laquelle on a le développement

(2.22) T(E)=nE1/2<1+ Y ajE—f>
j=1

J

avec
a,=P,- J (V@Y
TJo

et

2j=2)!
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652 A. GRIGIS

déterminé par
[*o]
1/2 _ j
(1-0'2=7% B;t.
j=0

On a la majoration

L ilisof!
llsG a (1+0(5))

Pour I'équation de Mathieu, V(x)=pcos2x, on a m=p, a,;,,;=0 et
.25
aZj= B] m2]____.]__

221 (jn?

n
Remarquons qu’avec notre convention j V(t)dt=0 on a toujours a, =0 et
0

(2.23) T(E)=nE'2+0 (E"%?).

Considérons les polyndmes trigonométriques du type (1.9).
Il est clair que si y est un lacet dans C ne rencontrant pas de point tournant 'intégrale

J (V—E)'2dt s’exprime en une somme finie a coefficients dans Z :
v

N-1 N-1
noWo+ Y, Mo+ Y, Mmooy,
0 0

avec

(2.24) { 0 =2 () =2 (%) }0§k§N—1.
o=z (x)—z(x)=2Rez(x)

On définit
(2.25) zk=z(xk)=J C(V=E)"2dt
0

en choisissant un chemin d’intégration le long duquel |V|<E, par exemple la réunion
des segments de droite [0, Rex,] [Rex,, x,]. On a bien alors w,=iT(E)=2z(xx) —z (xo)
Pour calculer les autres actions on a la

PROPOSITION 2.4. — Soit z, comme ci-dessus. Avec o, =(u/2 E)'/Ne?**/N ot T (E) comme
en (2.21), on a le développement, pour E grand,

(2.26) z,(B) = TZ(E)

——Log (o) +E* G (o)
T
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0

oui la série G (1)=)_\;t' a un rayon de convergence non nul. De plus, si M divise N, il y a
0

équivalence entre
(i) V admet la période w/M.
(ii) Pour tout j non multiple de M, A;=0, soit G (t)=G, (t").
(i) zy nm=2,+i(T(E)/M), VkeZ, VE>E,.

Preuve. — On utilise la variable {=e*™*
14 © 14
Zk=‘1‘. j k(P(C)—E)mig=lE”2 ) BzE_IJ k(P(C.))'ﬁ
2i ), g 2 =0 1 g

Le développement en série est justifié car sur le chemin d’intégration choisi on a toujours
|P(§)|<E.

En posant
P(g)lz(c—NC—N)lq)l ©®= Z Cl—N'Yz,jCj—Nl
i=0

et en remarquant au passage que v, ;=0 pour j>2N/ car ici ® est un polyndome de
degré 2N, on écrit en rappelant of =(E/c_y) ! :

El/zZﬁl ZYIJf C Ni+j—- ldC
soit

1 1/2 - NI Ci-m_l
z,=-E Z Biow | Vi, v Logli+ Z Y= )
2 1=0 jent o j—NI

Maintenant on rappelle que {, =, f (o).
D’autre part on a

T(E)=E'? Z B,E” J (c- Ne_ZiN'(D(ezit))ldt=nE1/2 Z Bivi, de?’~

1=0
On en déduit
= B og, 4 E‘”ZB(Z U Y- ”'))
2 2 1=0  \j=0
Jj#NI

d’ou résulte la premiére partie de la proposition.
Pour démontrer la deuxiéme partie, nous utilisons le
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LEMME 2.1. — Pour p non multiple de N, le p-iéme coefficient de G est un polynéme
quasi homogéne de degré p des coefficients vy, . . ., v, de ®, de la forme

(2.27) A,=a,y,+Pol(yy, ..., v,-1)
avec a,#0 pour 0<p<N et
(2.28) Pol (57, 8%V - . -, Sp_l'Yp—1)=spP°1('Yl’ s Ypo 1)

Supposons le lemme démontré et déduisons-en la deuxiéme partie de la proposition.
D’abord comme dans la proposition 2.3 on remarque que (i) équivaut a

(iv) v;=0 pour j non multiple de M.

Comme V est réel, on a (c¢f. 2.13) 'YN+j=1—(N——j pour 0<j<N et comme y;=0 pour
j>2N on voit que (iv) est équivalent a

(v) v;=0Vj non multiple de M, j<N.

Maintenant remarquons que d’apres (2.27) et (2.28) pour p non multiple de M, donc
non multiple de N, le polyndme A,—a,y, prend la valeur O si y;=0 pour tous les j
inférieurs a p et non multiples de M. On en déduit que (ii) = (v). D’autre part, il est
clair que (iv) = (ii). Enfin il est évident que (iii) <> (ii). La proposition est démontrée.

o)

Preuve du lemme (2.1). — On rappelle qu'on a posé¢ F()=(1/2i)Log f (t)=) v;t/
1

avec les formules (2. 17). On pose d’autre part pour meR
fO"=3 5, ;v
j=0

et on remarque que 3, (=1 et §, ;=0 pour j>0. Il est clair que 3, ; est un polyndme
quasihomogéne de degre j des coefficients vy, ..., yj_;.
On a

G(t)=i<§ By, NttNl><§ Vjtj) Z B X i (t’< X Sn, g ">_th>

j=1 2,0 jenij—NI i=
d’ou on déduit pour p non multiple de N, avec [, partie entiére de p/N :
p=1i Z By, niVp- Nl+ Z Z

2 j=o i=o j—NI

Ni#j

— B, 8-, i

Il en ressort que A, est de la forme (2.27). Il reste a calculer a,. On utilise (2.17) et
(2.20) et on remarque que seul le terme avec /=0 dans la premiére somme et ceux avec
j=0 ou j=p dans la deuxiéme contiennent y,. On a

0

a,= 1+1<Z —— B (—NDH= +Z )

2N 2\;=; —NI zo—Nl

Ca= iy B

2N 2N1 1Pp— Nl
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Pour p<Na, est une somme de termes positifs et est non nul. On a aussi I'expression

1 p [t(1-=xM2_-1

- —_—_—dax

a_
P 2N 2N, xPH1

Remarque 2.1. — 1l est probable que a, est aussi non nul pour p>N. Cela serait utile
de le savoir pour considérer des potentiels plus généraux ou @ serait une série non
déterminée par ses N premiers coefficients. D’autre part, on peut obtenir aussi I’expression
de A, pour p-multiple de N, celle-ci n’est plus un polynéme quasi homogene de v, . . ., ¥
elle dépend de tous les coefficients de @. Notons I’exception

0

1 B, 1 fll—u—x)m 1
2.29 ho=2 Y b= | " _dx=—(1-Log2).
22 =32 TNIT2N o X N hos?d

3. Solutions exactes et développements

Comme les potentiels que nous considérons sont réels-analytiques, nous pouvons
étendre I’équation de Hill au domaine complexe. Nous allons construire des solutions
u(x, E) sous la forme de séries de fonctions. Ces séries seront convergentes dans certains
domaines et définiront des solutions exactes de I’équation de Hill. Si le potentiel V est
une fonction entiére, ’équation n’a pas de points singuliers en dehors de I'infini et les
solutions construites se prolongent donc en des solutions globales sur C. Toutefois, nous
sommes intéressés par le développement asymptotique de la solution quand E tend vers
Iinfini. Pour les solutions construites, nous savons trouver ce développement dans certains
domaines, par contre il est bien connu que ce développement n’est pas valable partout,
méme si la solution u (x, E) est définie pour tout x de C. C’est le phénomeéne de Stokes.
Pourtant, nous allons construire assez de solutions particuliéres pour étre capables
d’analyser le comportement global des solutions de I’équation de Hill. La plupart du
matériel utilisé ici a été repris de Evgrafov-Fedoriuk [4], Sibuya [14], Voros [16] et Ecalle
[3], plutbt sous la forme plus élaborée de [3].

Soit U(E) un domaine simplement connexe qui ne contient pas de singularité de V (x)
ni de zéros de V (x)—E, c’est-a-dire pas de points tournants. Comme les points tournants
dépendent continliment de E, nous supposerons que U dépend continiment de E. Pour
le moment, nous supposerons E fixé vérifiant (2. 1) et U=U (E) fixé. Dans U nous fixons
une détermination de (V—E)/* et nous choisissons un point x, € U. Ainsi la fonction

z(x)=z(x, E)=jx (V()—E)"2dt

x0

est parfaitement définie.

Si U contient le point 0, nous choisirons x,=0 et (V—E)** d’argument n/4 pour x
réel. Ainsi la fonction z(x) est la méme que celle utilisée au paragraphe 2. Quand x
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décrit U, z(x) décrit un ouvert d’une surface de Riemann et nous posons

(3.1 H(Z(X))=—%V’(X)(V(x)—E)“3’2=((V—E)””“)-((V—E)’”“)’-
Ensuite on considére des familles de fonctions de z, W, n=0,1, ...
n=0, 1, ... satisfaisant
Wi=1
(3.2) (0,£2) W3, =—HW],

az Witn = —ng:n— 1

et W, ,

Nous pouvons définir des solutions de ’équation (1.1) dans U au moins de maniére

formelle.

ProrosiTION (3. 1). — Les fonctions

+

u, (x, B)=(V(x)—E) Y42 =B % W' (z(x, E))
n=0
(3.3) et

+ o0

u_(x, B)=(V(x)—E)~ e *®B § W (z(x, E))

n=0

vérifient de maniére formelle I'équation de Hill dans U.

La vérification est immédiate. Posons

e} e8]
(P+= Z w;n-kl’ ¢ = 2 W2_n+1

(3.4) e "o
eF =Y W5, o t=)Y W,

n=0 n=0

On a par les formules (3.2)

(0,+2)¢"=—Ho"* "~
(0,-2)9 =—Ho "
8z(p+"=—H(p+

+

0,0 "=—Ho"

(3.9

En dérivant logarithmiquement, on obtient

’ +

+ .
Ly (V-E)i2 <H+1—H—+2_—“’¢>=(V—E)1/2“’—+—_—“’—+
u, (0} (O )
’ - _ —.+ -
P R GRS R B T S
u_ ¢ ¢ ¢ "+o
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d’ou on tire

(3.6) { W, (x, E)=(V ()—E)"*¢*® B (o*~ (x, E)— 0™ (x, E))

u_(x, B)=(V(x)—B)*e =B (—o~* (x, B)+ ¢ (x, E)).

De méme, on calcule

+ +- +
=(V—E)!12 CH4l+H4—29 —(V_p2® TP _(y_p¥+
¥ + -+ ,
¢ @ © (4 uy

U,

’

Uy

’7

u_

4

=(—E)”2<—H—1+H+—-———2‘p
- ¢

= _)=(V—E)"2%=(V—E>“‘

u/

et on voit que u, et u_ sont solutions de ’équation.

Nous allons maintenant construire des familles W, et W, satisfaisant (3.2). Comme
U est simplement connexe, on voit que W est bien défini, 4 une constante prés, par la
connaissance de WX_,.

Nous choisissons donc 2 points x, et x_ de U appelés points-base de u, et de u_
respectivement et nous imposons, pour fixer les constantes d’intégration :

(3.7 W (x,)=0, W, (x_)=0, Vn>1l.

Maintenant on obtient immédiatement des expressions intégrales de W;. Désignons
par y, =v (x4, x) un chemin dans U d’origine x, et d’extrémité x, Y, =7y (z,, z) I'image
de vy, par x > z(x), I', (x4, x) ’ensemble des n-uples (x,, x,, ..., x,) rangés dans cet
ordre sur le chemin v, T, (z,, z) 'image de T, (x,, x) par x > z(x). On a :

Wit (2
(3.8) =—J et2CG17nt a1 mIH (z)) L H (23,4042, - 244
’ Fanr1(zt.2)
Wi (2)= ef2@imnt . Anne1mnH(z,) . .. H(zy,)dz, . . . dz,,
Fontzt,

On a aussi les formules utilisant les variables x. En notant

e 1= x] Ulxs, xg ] U . Ulxg 415 X]

Lyn=x0 X2l U X3 X1 U oo U X3 015 X2

ou [x’, x”'] désigne I’arc de y, d’origine x’ et d’extrémité x”’, on peut écrire

(3.9 Wi (Z(x))=(~1)"j

Tp(xt,x)

exp(-i_-2f (V(t)—E)/? dt)
Iy

X : (M{i))dxl. ..dx,.
i=1 V(x,)—E
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I est clair que (3.2) et (3.7) sont vérifiées et comme U est simplement connexe, les
expressions ci-dessus ne dépendent pas des chemins y(x,, x) choisis. Maintenant, pour
x€U, on peut choisir le chemin y, =v(x,, x) joignant x, a x dans U, comme ci-dessus
de telle fagon que la fonction Re(z(x,)) soit a variation bornée quand x, décrit vy,.

Soit B, la partie positive de la variation de +Re(—z(x,)) quand x, décrit vy, de x,
a x. Soit v, limage de v,

L= z
Jl ld |
{A iy

(3.10)
= sup H(z,).
z1evt
LeEmMME 3.1. — Pour n=0
3.11) {W,,i(z)|§e”iA—{“.
n!

Le lemme s’obtient immédiatement a partir des formules (3.8) en majorant sous les
signes d’intégration.

Si x varie dans un compact K de U on peut faire des choix de y(x,,x) tels que les
quantités A, B, L définies ci-dessus soient uniformément majorées sur K. On en déduit
la convergence uniforme sur tout compact de U, des séries ¢, ¢, o T et ¢ etla

PROPOSITION 3.2. — Avec les fonctions WE définies en (3.8) ou (3.9), les expressions
(3. 3) définissent de vraies solutions sur U de Iéquation de Hill u” =(V —E) u. Ces solutions
u, et u_ satisfont aux conditions initiales en x, et x_:

uy (x4, BE)=(V(x4)—E) ez s B

(3.12) {u,i (x4, E)= + (V(x4) —E) 4 et7 2B,

Pour améliorer la majoration (3.11), on a intérét & diminuer la variation de Re(z(x,))
le long de v,. Par exemple si Re(z(x,)) est monotone le long de y,, on a

B, =sup(£Re(z(x})—z(x)),0)

donc B, est nul si +Re(z(x,) est croissante le long de y, de x, a x. On en déduit la

ProrosiTioN 3.3. — S’il existe un chemin vy, de x, a x tel que +Re(z(x,)) soit
croissante le long de v, de x. a x, on a avec les notations (3. 10)

A"L"
(3.13) | Wi (z)!<T.

Nous allons donner une autre majoration utile de |W,,i (2) |, dans le cadre de la
Proposition (3. 3), en utilisant des normes L2,
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LEMME 3.2. — Soit s,<s, feL?([so, s]), ||f|| la norme de f dans cet espace. Soit pour
nx1

L,= J et T f(s,). L f(sy,)dsy. . .ds,,
50<81...<s2p,<s

— 2(sy—s9t...+59,_1—9)
Iz;.—1—j e"t12 20179 (s9). o f(Sppmnydsy. . dsyp gy
s0<s1...<s2p-1<s

On a la majoration pour n>1

1 \l=+1)/2] R
(.14) I,.é(5> (nl

Preuve. — On a trivialement

(| eneieolealaa)s([ e (] )Ioer
s0<s1<s2<s t<0

et

1 n-1 - 7 7 1 n—
Iz,.—é(—llfl") (j )] ds ) S S P
2 sO<s’<s 2

Soit maintenant vy, comme dans la Proposition (3. 3). On suppose de plus d(Re z)/d | z|
non nul le long de ¥, et méme minoré par une constante ¢, 0<c< 1. Alors on va pouvoir
prendre Rez comme variable dans les intégrales (3. 8) et obtenir immédiatement a partir
du lemme 3.2 1a

ProposITION 3.4. — Soit v, comme ci-dessus.
On a pour n=1

1 1
(3.15 Wi (2| PCESVE] E”H(z)”{z ey

Remarquons que si y, est une antiligne de Stokes on peut prendre c=1 dans la
majoration précédente. Par contre, si le chemin y, commence & devenir paralléle aux
lignes de Stokes, 1/c devient de plus en plus grand.

Nous allons maintenant calculer les wronskiens de 2 solutions de I’équation de Hill.
Rappelons que si u et u, sont solutions sur U de I’équation u”’ =(V —E) u, le déterminant
wronskien

W (u, ug) =uug—uqu’
ne dépend que de E et est nul si et seulement si u et u, sont linéairement dépendantes.

PropoSITION 3.5. — Soient u, et u_ les solutions de I'équation (1.1) définies par les
formules (3.3) et (3.8), les points-base étant x, et x_. Soient u% et u® d autres solutions
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du méme type, les points-base étant x% et x°. On a avec les notations (3.4)

W(uy,u)=—20""(x_)=—2¢ *(x,)
(3.16) W(u,,ul)=2e22Po* (x9)=—2e27*" gg (x,)

W(u_,ul)=—2e"276D ¢~ (x%)=2e"27%-) g (x,).

C’est une vérification immédiate en calculant le wronskien aux points base et en utilisant
(3.12). Nous utiliserons surtout la premicre de ces formules. Remarquons que si on
prend x, =x_ona W(u,,u_)=-—2.

4. Les valeurs propres de Péquation de Hill

3.1. EQUATION AUX VALEURS PROPRES. — Les constructions du paragraphe 3 nous
permettent de construire pour E grand une fonction u(x, E) telle que (u, u) soit une base
de I’espace & (E) des solutions de I’équation de Hill sur R. A partir de cette fonction, nous
allons écrire une équation en E dont les solutions sont les valeurs propres périodiques.

Soit 7 la translation par m. Si u est une fonction définie sur R on pose
4.1 Tu(x)=u(x—mn), xeR.

Le produit des valeurs propres de t(E) est donc égal a 1. Bien sir, E est valeur
périodique si et seulement si T(E) admet 1 ou —1 comme valeur propre. Sinon t(E)
admet 2 valeurs propres réelles distinctes et E est dans un intervalle d’instabilité, ou bien
7(E) admet 2 valeurs propres non réelles ¢® et e i®, et E est dans une bande spectrale.
L’équation caractéristique de t(E) est de la forme

(4.3) A2—A(E)A+1=0.

La fonction A(E) est appelée discriminant de I’équation de Hill et les valeurs propres
périodiques sont les racines de A(E)+2=0. Avec les notations adoptées on a
A(EH)=2.(-1" '

Exprimons la matrice de 1(E) dans la base (4, u) de & (E). On obtient

(4.4) {tu=au+bu

tu=bu+au
avec, par la bilinéarité du wronskien:

W (tu, u)

W (u, Tu)
W (i)’

4.5) a=a(E)= Wn

b=b(E)=

PROPOSITION 4.1. — La matrice T(E) admet pour valeur propre e= +1, C’est-d-dire E
est valeur propre périodique si et seulement si E satisfait I'équation aux valeurs propres:

(4.6) a(B)=¢+i|b(B)|
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Preuve. — D’aprées la forme (4. 3) de I'équation caractéristique de t(E) on a les identités
entre fonctions de E:

(4.7 {aE—bE=1

2Rea=A.

On en tire
1 2 2 2
EA +(Ima)*=1+|b|

et on en déduit que € est racine de (4.3) si et seulement si Re a=¢ et (Im a)2=]b|2,
Cest-a-dire a=e+i|b|.

Remarque 4.1. — Pour que E soit valeur propre périodique double il faut et il suffit
que 1(E) = +1d, donc que soient satisfaites les deux conditions:

Ima(E)=0 et  b(E)=0.

Dans la suite nous allons construire a(E) et b(E) réel-analytiques pour E>E, tels que
0(E)= —Arg(a(E)) soit une fonction croissante de E et |b(E)l exponentiellement petite
quand E tend vers I'infini. Si E* et E~ sont deux valeurs trés proches solutions respectives
de

4.9 {a(Ej)=a(1—f|b(E_“)|)
a(B™)=e(1+i|b(E"))).

On a:
4.9 9(E+)—9(E‘)=Arctg(|b(E+) |)+Arctg(|b(E“) |).

On en déduira des encadrements de E* —E™ si on sait estimer la dérivée de 6(E) et la
valeur absolue de b (E).

4.2. PrREUVE DU THEOREME 1. — Soit E assez grand. D’apreés la proposition (2.2) il n’y
a pas de points tournants dans la bande de sécurité, U(E)={|Imx|<M(E)}. L’image
de cette bande par I'application x>z (x, E) contient une bande |Rez| <A (M (E), E) dont
la largeur est minorée en (2.9).

Nous choisissons le point de base x,=x% (E) de partie imaginaire positive, dans la
bande de sécurité

(4.10) Xo(E)=i(1—a(E)) M(E)
ou a(E) vérifie
(4.11) O<go<a(E)<eg, <.
On suppose que (1 —a(E)) M(E) est une fonction réelle analytique de E.
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On peut construire la solution u,(x, E) dans la bande U(E) de la forme u_ (., x,),
cette notation signifiant que u, est de la forme (3. 3), le point de base étant x,. Autrement
dit, d’aprés (3.12)

o (x9) =(V(xo) —E)~ 1/4 g7 (o)

ty (xo)=(V (o) ~E) ¢ * =0

et u, est bien définie dans U (E), les estimations du paragraphe 3 étant valables pour les
termes de son développement. De méme, les fonctions u,, Tu, et Tu, sont définies dans
U (E) et on connait leurs développements.

On rappelle qu’on a choisi la détermination de W =(V —E)"* d’argument n/4 pour x
réel, c’est-a-dire W=¢'"*(E— V)4 avec (E—V)* réel positif pour x réel et E grand.
En particulier W= —i W. D’autre part, tu,(x)=u, (x —n).

On a donc, en utilisant les formules (3.12) et en calculant les conditions initiales de
T, Ug, Ty, TESpectivement aux points x,+ 7, X, Xo+7:

u0=u+("x0)
ug=iu_(.,x,)
(4.12) St

Tu,=e U, (., xo+m

tug=ie' T®u_(.,x,+m).

LEMME 4. 1. — Les termes de la matrice de t(E) dans la base (ug, uy) sont donnés par
a(E):e-iﬂm@M
4.13) "7 (2(x0))
b(E)=ie' T® g2 0 9" (z (xo-_}_-n))
@" 7 (z(x0)

les fonctions @t~ et @~ étant celles de I'expression (3. 3) de u,,.
Cela résulte des formules (4. 5) et des expressions

W (g, ug) = —2i 0" ™ (2(x,))
W (T ug, u) =W (ttg, ug)=—2ie  T® o*~ (z(xo+m))
W (ug, Tug) =2€7'T® 2 2C0* W o (7(xy +))
z(xo+m) =z (xq) +i T (E).
La fonction (1—a(E)) M(E) étant réel-analytique, il est clair que a(E) et b(E) sont

des fonctions réel-analytiques de E. D’aprés (4. 11) et (2.9) pour E assez grand, tout le
rectangle de sommets

z9=2(Xo)
2, =2(xg+m)=2zy+iT(E)
Zz=Z(£0)= _Z_O

z3=z(xy+m)=—2z,+iT(E)

(4.14)
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est dans I'image de la bande de sécurité.

On va majorer les termes des développements @'~ (z,), @1 7 (z3) et @* (z,) en utilisant
les estimations de la partie paragraphe 3.

Pour cela on choisit rectilignes les chemins d’intégration v, image de v, i=1,2, 3.

) .
IT ~ "? — z3
V
Y2
z
Fig. 4

On note comme au paragraphe 3 L, la longueur de 7, et A, le sup de |H| Sur y;.

LEMME 4.2. — Pour tout €>0 on a pour E>E, assez grand

L, =T(E)<nEY2(1+¢)
L,=2K (E)<2EY2M(E) (1—a(E) +¢)

(4.15)
—-1/2
él—————E (1+e), i=1,2,3.
4 o(E)M(E)
Preuve. — L’estimation sur L, résulte de (2.22) et celle sur L, immédiatement de

(2.9). D’autre part, on a les majorations suivantes dans la bande de sécurité

E | Im x |/M
\' — A\ _—
| (x)|<m(m) (x)<M—|Imx|

d’ou on tire

1 E-12 E \(1m x| —MyMy —3/2
H <: =7 (1-(=
| (z(x))|_4M—|Imx|< (m) )

On en déduit les majorations sur A, et A; car il est clair que sur y, et y; on a
|Im x | <(1—0a(E)) M(E).

Pour montrer I’estimation sur A, il suffit d’estimer la distance maximale d, d’un point
de la ligne de Stokes vy, joignant x, & Xx,+m, au segment [xy, X,+m]. On tire de la
proposition (2. 2)

G (A) c(A+d)

dE1/2§2ME”2(LogE>_1|:Log 0 +Log 0 +20(0)—0(A)—0(A+d)]
m c c

E -1
d§4M(1—Log2)(Log<—>>
m
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donc d est négligeable devant o (E) M (E) pour E grand et on a bien la majoration (4. 15)
pour A,.

On utilise (3. 13) pour majorer |¢* (z,)|. Pour E assez grand

n 1+3e¢
'~ 4 o(E)M(E)

1

donc d’aprés I’expression de ¢ *

(4.16) |(p+(zl))|<sh<n 1+3e >< €1

4a(E)M(E)/ M(E)

D’autre part, on utilise (3.4) pour majorer les termes des séries @* ™ (z,) et ©* ™ (z3)

1 1/ E72 \r
4.17 Wi, (2,)|< —(L,A%)"< —
4.17) |Wia(z2)| < (L2 AD ._4n<8gM(E))

si on a pris €<¢gy/3 dans le lemme (4.2) avec g, de (4. 11).
De méme on a

(4.18) lw;,.(zs)|§<f£>"( B )

4 )\ e2M(p)

la constante ¢, plus grande que 1 venant de la pente du chemin y; par rapport aux
antilignes de Stokes, pente majorée par t/M (E). Rappelons que M (E) peut étre borné si
V(x) ne s’étend pas en une fonction entiére.

On en déduit immédiatement les majorations pour E assez grand:

-1/2
0% (z)—1| <2 =
(4.19) 2 & M(E)
—-1/2
0%~ (z)—1|=2 2
2 ¢ M(E)
Rappelant que 0 (E)=Arg (a (E)), on obtient le
LEMME 4.3. — Pour E assez grand
(4.20) |b(B)|< —MC(:*’E) e 22BN ®
(4.21) 8(E)=nE?(1+0(E™Y).

Preuve. — On obtient 'inégalité (4.20) en majorant les termes de I’expression (4. 13)
de b(E) a laide de (4.16) et de la proposition (2.2) qui permet de minorer |Rezo|.
D’autre part

8(E)=T(E)—Arg(¢" ~ (z3)) +Arg(¢" " (z5))
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et (4.21) résulte de (2.22) et (4.19). A
On déduit alors de ce lemme, en considérant les expressions (4. 8), les estimations

(E:)1/2=n+0<1>

n

(E;)1/2=n+0<1>

n

(4.22)

Comme M(E) est a croissance lente, de toutes fagons, on peut toujours choisir 4 (E)
vérifiant (4. 11) et tel que pour n assez grand, on ait pour E€l,

(I-3(E)) M(E)=(1—a,) M(n?)

ou I, est défini par

(4.23) |BY2—n|< 2.
n

Il est alors facile de majorer les dérivées de @'~ (z,(E)) et "~ (z3(E)) quand E
appartient aux intervalles ci-dessus. En effet, il suffit de considérer les expressions
W3 ,(z), i=2, 3 et on obtient sans peinte pour |EY2—n|<c,/n

(4.24) 9’(E)=EE‘1/2(1+0(E‘1))=1<1+0<i>).
2 2n n?
Maintenant on peut utiliser (4.20) et obtenir de I’expression (4.9), I’encadrement
4n cy 4n c,
(4.25) “Z(1-22 ) Inf |b(B)|=v,= —( 1+ =2 ) sup |b(B)|
T n? Eely, n n? Eel,

d’ou on tire trivialement (1.5) et le théoréme 1. Le corollaire 1 n’en est qu'un cas
particulier.

4.3. PREUVE DU THEOREME 2. — Dans le cas ou V est un polyndme trigonométrique,
on a déterminé les points tournants au paragraphe 2. La fonction x — z (x, E) est réguliére
dans la bande de sécurit¢é U(E) et elle peut se prolonger a la surface de Riemann de
(V(x)—E)Y2. En particulier on peut la prolonger sans ambiguité sur les droites
Re x=(k—1/2) n/N, ke Z. Nous choisissons des points-base sur ces droites.

x{=(k—%)§+iﬁ

xk_=<k—%>%—iﬁ

ou B>0 est un paramétre que nous ferons tendre vers I'infini.
Nous définissons maintenant pour k=0, 1, ..., N la solution u, de I’équation de Hill.

(4.27) w=u,(.;x})

(4.26) k=0,1,...,N
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Cest-a-dire que u, est de la forme (3. 3), le point de base étant x,”. Avec notre choix de
la fonction z (x, E), la fonction u, est exponentiellement petite prés de x,.

1 est clair que 'on a comme précédemment, en remarquant x5 =xg +7
N =Xo
we=iu_(., X})

4.28 .
(4.28) uy=eT® gy,

Nous calculons maintenant la matrice de t(E) dans la base (u,, i,) définie ci-dessus.
ProposiTION 4.2 :

W(uN9 uO)
W(uO’ ﬁo)
N_
' W (1, g4 1)

b(E)=e ' TOW (uy, i) L —
v o ,,go W (s 1, i) W (4, it)

a(B)=€T®
(4.29)

En effet d’aprés (4.5) et (4.28) :

W (tuo, i) =e-—iT(E)W(uN’ i)

E)=
“B= 5 o, 70) W (o, fig)

W (ug, Tug) =e—iT(E)W(uk> uy)

b(E)= :
(E) W (uy, 91,) W (uy, 1)

Si on pose un instant

= W (14 4, ) b= W (1, g y)
W (w, 1) W (uy, o)

c’est-a-dire
Uer1 = U+ b ilg
on obtient la décomposition de uy :

uy=dug+bu,

W (uy, i)
d=—" ¥ g iay—s...0;4,
W(uo’ uO)
W (u,, u
5=M=bN—-1+aN—1bN—2+aN—-1aN—2bN—3+' <. tan-1---a14
W (uo, i)

d’ou découle (4.29).
On voit donc que a(E) et b(E) s'expriment a l'aide des wronskiens W (u,, i,) et
W (ue, Uy y)

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 4



EQUATION DE HILL 667

Nous notons maintenant ¢, ~ la fonction de z ayant le développement

M s

+ - _ +
P = Wi

n=0

qui intervient dans le développement de u,.

Le point-base est donc x; et la détermination de z choisie au voisinage de x;’ est celle
obtenue par prolongement analytique de la bande de sécurité jusqu’a x;", le long de la
droite Rex=(k—1/2)(n/N). En rappelant qu'on a posé au paragraphe 2, z,=z(x,), le
point tournant x, ayant le développement (2. 14), on obtient le

LEMME 4.4 :

W (u, iy)= _2i(P):r— (xo)

(4.30) ) -
Wy they )= —2ie? %@ ™ (x1)),

11 faut préciser que pour définir @, ~ (xq) et @7 ~ (x;,,) on utilise les formules (3. 8)
ou (3.9) avec les chemins d’intégration vy, et y, comme suit, pour E assez grand et
B>2EY? Log(2E/p)

Ye=[x0, Yo 1U o, ¥ 1U DN, %1

Ye=Ix5 %75 4]

ol on a posé

y,j:(k—l) +1E1/2Logﬁ
2 /N p
o=+ X _iEY Log2t
2 K

donc proches respectivement des milieux de [x,_;, x,] et [X_, X,l.

En particulier y; joint x;” 4 x;,, en passant au-dessus du point tournant x, et la
dérivée de la détermination de z obtenue au voisinage de x;",; par prolongement analy-
tique le long de v, et v; est 'opposée de celle de la détermination obtenue par prolonge-
ment le long de v,,;. On voit donc qu’avec ce choix de z on peut mettre la solution
U+, sous la forme Au_ (., x;7,,). Maintenant on détermine A =ie** en comparant les
valeurs z (x;, ;) et (Vx;, ;) —E)"* obtenues en contournant le point tournant x, par la
gauche et par la droite. Les wronskiens demandés s’obtiennent donc en appliquant la
premiére formule (3. 16), et en tenant compte de (4. 28).

On peut combiner ce lemme avec la proposition (4.2) pour obtenir des expressions de
a(E) et b(E). Toutefois, celles-ci dépendent du paramétre B=Imx,". Nous allons faire
tendre B vers I'infini pour simplifier les expressions de a(E) et b(E).
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PRrOPOSITION 4.3. — Avec les conventions ci-dessus :

(4.31) lim @~ (z(x&))=1
B oo
4.32) V. (B)= lim ¢}~ (z(x5))=1+0 (E" "2 Log E).
B— o

Dans la base limite (u,, 4,), 1a matrice de t(E) s’exprime a I'aide de

—ite Un(E) ) o= O g (E N-t 2z .
vy PEmeTOWE 2 e ®

(4.33) a(E)=e
On démontre d’abord (4.31). On utilise I'expression (3.9) donnant les termes de
oF T (2(x{+1)

2 1 Vi(x)
W,,= -2 V—E)Y2dt ————" Vdx,...d
2n JrznexP< J;Z”( ) )zl;_[x< 4V(x,~)—E> X1 Xan

ou I',, et I,, sont définis & partir du chemin y; joignant x; & x,,; comme dans la
partie 3.

On remarque d’abord que pour B grand, le point base x, est situé entre les antilignes
de Stokes issues des points tournants x,_, et x,. On peut donc choisir y; transversal aux
lignes de Stokes tout en restant de longueur uniformément bornée quand P tend vers
I'infini. D’autre part, pour p grand et x;evy, on a

VD) 5iN(+0 2P
V(x)—E

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée puisque 1’exponentielle
est toujours de module inférieur ou égal a 1. Mais comme (V—E)!? est de 'ordre de
eNP on voit que la fonction a intégrer tend exponentiellement vite vers O en dehors de
I'ensemble de mesure nulle {x;=x,, X3=X4, ..., X;,_1=X,,}. Donc tous les termes
W,,, n=1 tendent vers 0 comme e °P avec ¢>0 quand B tend vers I'infini et on a
(4.31).

Maintenant on fait tendre les extrémités x,” et x, du chemin y, vers l'infini. D’aprés
I’étude du paragraphe 2 il est clair qu'on peut supposer vy, transversal aux lignes de
Stokes et méme prendre Rez comme variable le long de v,, ceci en vue d’appliquer la
proposition (3.4). On commence par estimer la fonction |H(z)| le long de ,.

LeEMME 4.5. — La fonction Rez - H (z), z décrivant vy, est de carré intégrale et la
proposition 3.4 s’applique au chemin infini v,.

Preuve du lemme. — Rappelons

He(x)=—1 V™

4 (V(x)—B)*?

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 4



EQUATION DE HILL 669

La majoration pour |Rez| petit est évidente. Regardons le comportement quand
Rez —» — oo cest-a-dire f'=Imx - + o0

an I/ZeNB’
ZX)~1| — -
0~i(5) "5

~1—ZiN(H/z)eZNB'~‘§<I_l)”2 -NB —1
HEO ey ") ¢ T

ce qui montre bien que la proposition (3. 4) s’applique.
Enfin, la fonction ‘ H(z(x)) [ admet des maxima quand vy, passe entre 2 points tournants,
C'est-a-dire quand |Rez|~E"? Log(2E/p). On a alors V (x) proche de —E et

H(Z(x))~1 —2iNE —iN__,
4 (2E)3? 4ﬁ

En résumé le graphe de Rez — |H(z)| quand z décrit y, a I'allure de la figure 5.

LICTIN

N _-1/2

i
1 -3/2 1
V3T QE ") : i
E1/2 Logzi- Re z

u

Fig. 5
Fin de la preuve de la proposition (4.3). — Comme on peut appliquer la

proposition (3.4) méme sur le chemin infini y,, on voit que la limite {, (E) quand  — o0
existe bien et qu’on a (4.32). D’autre part (4.33) résulte immédiatement de (4.29) et
(4.30).

Remarque (4.1). — La majoration de ,(E)—1 n’est sans doute pas la meilleure
possible, méme si elle nous suffit pour la suite. Il est probable qu'on ait
VY, (E)—1=0 (E"?) et méme qu’il existe un développement asymptotique de {, (E) en
puissances négatives de E'/2. Toutefois celui-ci semble délicat a calculer.

On a de méme la majoration faible.

(4.34) Vi (E)=0(E~*? Log E).

En effet la fonction H (z) est en fait une fonction de z et de E puisque le changement
de variable x+ z dépend de E. Plus précisément, pour E grand pres de tout point régulier
29, x=x(z, E) est holomorphe des variables E 1> (z—z,) et E" . 1l en est de méme de
la fonction EY2H(z, E). On en déduit une majoration de 0H/JE le long de v, et (4.34).

On peut alors conclure comme pour le théoréme 1.
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On résoud d’abord
0(E)=—Arga(E)=nn
ce qui donne pour (EX)!/? le développement asymptotique commun :

1

(4.35) EM2anNd,—, dy=1, d,=0.
J 2 0 1
o n°’

Bien que nous n’ayons pas vérifié que E~ 12 Arg Yy (E)/V,(E) a un développement qui
ne comporte que des puissances entiéres de E, cela résulte de la méthode WK B standard,
et d; =0 a cause de (2.23) et (4. 34).

On a donc
N—-1
(4.36) n~2|_b(_E.'ﬂ~ﬂEi/2(l+O(En—1/2)) Z esz(En)(1+0(E'l—1/z))
0(E) = 2z

et d’apres (4. 35) et (4.32)
En=n+o<i4>, q;,,(E,,i)=1+o<L°g">,
n n

T(E,,)=1tn+0< ! )

n3

(4.37)

D’autre part, d’apres la proposition (2. 4)

mm=?m

Log oy +EY? Y A o
T j=0

1/N
o= L e2 ik /N
2E
donc on a

N-1 :
n . N kx Log n
(4.38) 2zk(E")=ﬁ(Log<2—‘:l2)+2zkn> +2n Yy xj<iz> Q2 ik /N+o<—g)

j=0 2n n

d’ou on tire, car A,=(1/N) (1 —Log 2)

4n (e p\"N
4.39) 4 =2R(CH
4.39) v n <4n2>

N—-1
Z e2 ink n/N

k=0
Nt N
em<22ﬂ(ig amWXquﬂﬂ»‘
j=1 2n N

le théoréme 2 est démontré.
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Maintenant la question se pose de savoir s’il y a des compensations dans la somme
des N termes exponentiels. Il n’y a bien siir pas de probléme si N=1 et on retrouve le
résultat de [1] en appliquant la formule de Stirling,

COROLLAIRE (4.2). — Pour I'équation de Mathieu,

V(x)=pcos 2x

_ W 1 1
= g ((n—l)!)2(1+0<n2)>'

On n’a pas écrit O (Log n/n), en tenant compte de la remarque (4. 1).

on a

On obtient aussi la stricte positivité de v, dans un cas générique ou 'une des exponen-
tielles 'emporte sur les autres. Pour cela on compare les parties réelles de z,(E,) pour
k=0,...,N—1. Si cy_, est non nul, cy_,/c_n=(2/W) cy_, est non nul et d’aprés le
Lemme (2.1) A, =(24a,/p) cy_, est non nul. On remarque que si A} ¢ R™, parmi les N
nombres Re (), e**™N) un seul est plus grand que tous les autres, soit pour k=k,
etona

(4 . 40) Vo= 41! ez Re zko(nz) <1 +0 ( LOg n >>

n n

Le méme raisonnement marche si le premier j=1 pour lequel y; est non nul, est premier
~avec N. On a donc le

CoOROLLAIRE (4.3). — Soit V(x) de la forme (1.9) et plus précisément

V(x)=pcos 2Nx+ )Y c,e*™

|n]=No

avec N, strictement inférieur a N, premier avec N et cy, non nul. Alors pour n grand, les
intervalles d’instabilité s’ouvrent, et v,>0 si (cNO)N¢ R™.

Dans le cas N=2, les polyndmes qui ne vérifient pas cette condition sont de la forme
V(x)=pcos 4x+v sin 2x. Ils possédent la symétrie V(n/2—x)=V (x). Pour v#0, les
gaps se referment-ils vraiment ?

La conjecture suivante est-elle raisonnable ?

CoNJECTURE. — Si V(x) de la forme (1.7) n’admet pas une période plus petite que ,
alors pour n assez grand, tous les intervalles d’instabilité sont ouverts.

C’est dire que nous pensons que dans I’expression (4.30) il y a, en allant assez loin
des termes qui ne se compensent pas, et dans tous les cas on obtient un comportement
asymptotique non nul pour v,.

On vérifie sans peine que si V & une période n/M, M > 1, il y a annulation automatique
des termes pour n non multiple de N. On peut aussi remarquer que si la conjecture n’est
pas vraie, on découvrira de nouveaux exemples de potentiels pour lesquels de nombreux
« gaps » se ferment, ce qui serait trés intéressant.
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