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0. Introduction

Par la diversité des domaines ou elle puise son inspiration, et de ceux ou elle trouve a
s’appliquer (physique mathématique, analyse harmonique, équations aux dérivées par-
tielles, théorie des nombres...), la théorie de la quantification occupe en mathématiques
une position remarquable. Cette singularité est encore renforcée par le fait que, jusqu’a
une date récente, il s’agissait d’une théorie dans laquelle un seul modéle avait été
développé dans tous ses aspects, a savoir le calcul symbolique de Weyl et ses satellites
(calcul de Wick-anti-Wick, calcul des opérateurs pseudo-différentiels...). En revanche, le
cadre général dans lequel il convient de situer la théorie avait été posé trés tot par les
peres fondateurs de la mécanique quantique (en particulier Dirac) et peut étre sommaire-
ment décrit comme suit.

Soient IT une variété C®, I' un groupe de Lie connexe de difféomorphismes de IT
opérant transitivement sur Il. Soient H un espace de Hilbert complexe et V une représen-
tation unitaire projective de I' dans H (le deuxiéme adjectif signifie que
VW) V(¥)=pV((PY’) avec peC, | u| =1). Soit L un espace vectoriel sur R constitué
d’opérateurs autoadjoints non bornés sur H, extensions d’endomorphismes du méme
sous-espace dense de H : on suppose que i[A, B]eL quels que soient A et Be L. Pour
tout A eL soit Symb(A) (le symbole de A) une fonction C*® sur Il; on fait I’hypothése
que l'application Symb est R-linéaire et jouit d’une propriété de covariance a I’égard de
la représentation V : cela signifie que si eI et AeL, alors V(W) AV (¥)~! appartient
a L et a pour symbole Symb(A)o¥~!. Pour terminer, on suppose que si (¥,) est un
sous-groupe a un parameétre de I, on peut choisir p,eC, |u,| =1 tel que l'on ait
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134 A. ET J. UNTERBERGER

1 V(¥,)=exp2intA avec AeL. Alors, si 'on pose f=Symb(A) et que I'on note X, le
champ de vecteurs générateur du groupe (¥,), on voit en évaluant de deux fagons
différentes (utilisant la propriété de covariance) le symbole de d/dt|,_o (e*™* Be™2™4)
pour BeL, que I'on a I'identité Symb(2in[A, B]) = —X [Symb (B)].

La description qui précéde est familiére dans plusieurs domaines, méme si les éléments
de structure sur lesquels elle est basée ne sont pas toujours les mémes. Ainsi, le probléme:
de la quantification d’un systéme mécanique classique consiste-t-il, en supposant donnée
une variété symplectique II, a compléter la structure de telle sorte que —X,(g) ne soit
autre que le crochet de Poisson de fet g. En particulier, cela exige que les transformations
Yel préservent la structure symplectique de IT, i.e. soient des transformations
canoniques : on sait depuis longtemps, cependant, qu’il n’est pas possible de prendre
pour I' le groupe (de dimension infinie) de tous les automorphismes de la structure
symplectique de I1. Dans la théorie des représentations, on part au contraire du groupe I,
et I'on construit tout le reste. Ainsi, la théorie de Kirillov et ses extensions aménent-elles
a prendre pour IT une orbite de la représentation coadjointe de I', puis a construire H
et V au moyen de polarisations.

Le cas ou I' est le groupe d’Heisenberg est celui qui sert de premier modéle dans
toutes les investigations : ici espace de Hilbert H est L2(R"), et la représentation de I’
dans H est celle dont les générateurs infinitésimaux sont les opérateurs de position et
d’impulsion de la physique. Le calcul symbolique adéquat fut introduit par Weyl en
1927, et peut étre résumé de la fagon suivante. On prend pour espace de phase I’espace
IT=R"x R", muni de la forme symplectique [ , ] telle que

[(ya n)a (J", ﬂ/)]= - <y’ n’>+<)/, ﬂ>,

laquelle permet de définir des crochets de Poisson { , }. Pour tout Y=(y, n)ell, on
définit la transformation unitaire involutive oy de L*(R") par

(Oy ) () =u2y—x) et x7vm>
et on définit le symbole f d’un opérateur a trace A sur L?(R") par la relation
f(Y)=2"Tr(A oy).

Bien entendu, 'application Symb s’étend a des opérateurs beaucoup plus généraux que
les opérateurs a trace, en particulier aux opérateurs différentiels a coefficients C*. La
formule 2in Symb ([A, B]) = { Symb(A), Symb(B) }, valable lorsque A ou B appartient a
I’espace L constitué des générateurs infinitésimaux de la représentation d’Heisenberg, doit
étre élargie en remplagant le crochet de Poisson au membre de droite par ce que les
physiciens appellent en général « crochet de Moyal » : celui-ci résulte de la formule,
classique également, qui exprime le symbole f # g du produit de deux opérateurs différen-
tiels par la somme finie

(—=Dlel/ 1 \lel+1Bl
(0.1) (f#8)(x &)=Y (—) 0% 08f (x, €) 9L Oz g (x, ©).

alB! \4in
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QUANTIFICATION 135

Avec Y =(y, n) et Z=(z, {), soit L 'opérateur sur les fonctions de (Y, Z) tel que

inL=(4in)—lz[— F ., ]

0y;0C; 0z;0m;

On peut alors écrire (0. 1) sous la forme
0.2) (f#X)=["(fX+Y)g(X+2Z)] (Y=Z=0),

et la version intégrale de (0.2) reste valable pour des symboles non différentiels. Une
derniére découverte importante concernant la structure formelle du calcul de Weyl fut
celle de sa covariance a P'égard de la représentation métaplectique du groupe
symplectique : celle-ci est due a plusieurs auteurs indépendants, parmi lesquels A. Weil
[23] se placa dans le cadre le plus général.

Il serait tendancieux de soutenir que I’analyse pseudodifférentielle ait sa source dans le
schéma qui précéde : la rencontre, quoique fondamentale, est plus tardive, et I'introduc-
tion du calcul pseudo-différentiel par Calderon et Zygmund, a la fin des années cinquante,
fut plutdt une etape dans la théorie des opérateurs intégraux singuliers, lesquels peuvent
étre considérés comme issus de la théorie du potentiel. Ces opérateurs ont recu dans la
théorie des équations aux dérivées partielles un champ d’applications qui, aujourd’hui
encore, parait illimité (voir par exemple les deux volumes de Treves [13]). Quoiqu’il en
soit, en ce qui concerne la technique seule des opérateurs pseudodifférentiels, il s’agit de
prolonger I'application Symb a des opérateurs aussi généraux que possible tout en
étendant, au moins en un sens asymptotique, la validité de la formule (0.1) du calcul
symbolique. On y parvient en utilisant des symboles de classe C* tels que les dérivations
par rapport a & fassent gagner plus que ce que les dérivations par rapport a x ne font
perdre (¢f. Hormander [7]). Toutefois, Calderon-Vaillancourt montrérent qu’un
symbole C* dont toute dérivée est une fonction bornée fournit un opérateur borné sur
L2(R". Leur article [5] prépara en méme temps de nombreux travaux de la décennie
suivante, en fournissant le plan suivant pour I’étude d’un opérateur de symbole f: en
faire un découpage f=) f; et utiliser le lemme hilbertien de Cotlar pour ramener tout le
probléme a la recherche d’estimations efficaces pour les symboles f; # f¥. Le lien étroit
de I'analyse pseudo-différentielle avec la mécanique quantique fut mis en évidence princi-
palement par I’école russe, en particulier Egorov par sa méthode de quantification
approchée des transformations canoniques et Maslov par sa théorie des développements
asymptotiques. Leray [9] attira D'attention sur ces travaux, en méme temps que sur
I'importance du groupe métaplectique. Entre-temps, Beals [1] avait considérablement
étendu les classes de symboles utilisables : ce dernier travail fut généralis¢ par I'un des
auteurs [14] et par Hormander [8], ces deux extensions prenant en compte la covariance
du calcul de Weyl a I’égard de la représentation métaplectique. Enfin I’article [15] d’un
des auteurs introduisit une nouvelle méthode d’étude des opérateurs essentielle pour notre
propos : au lieu de découper le symbole et d’utiliser la formule de composition, on établit
la possibilité d’écrire 'opérateur comme somme d’opérateurs de rang un u (u, @y) @y,
les fonctions @y, étant liées aux structures mises en jeu. Cette méthode est particuliérement
appropriée a I'analyse pseudo-différentielle sur les espaces de phase non euclidiens, ou
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136 A. ET J. UNTERBERGER

d’une part I'analyse harmonique conduit & un choix naturel des fonctions ¢y, et ou
d’autre part il n’existe pas encore, ou pas du tout, de formule de composition utilisable :
on en verra un exemple ici.

Le développement (0. 1) est 4 la base de certaines méthodes asymptotiques. Dans la
théorie des opérateurs pseudo-différentiels, il est classique de faire appel a des symboles
dont « 'ordre » diminue d’une unité a chaque dérivation par rapport a &, ce qui conduit
a attribuer un poids de moins en moins important aux termes successifs du développement.
Ce développement commence par

fHe=fg+——{fg)+...
4in

et celui de f# g—g # f par (2in) ' {f, g}. On est quelquefois amené, par exemple si
I’on utilise les symboles de Calderon-Vaillancourt rappelés plus haut, a la considération
de classes de symboles pour lesquelles les termes successifs de ce développement ne vont
pas en général en s’améliorant. Cela n’enléve rien au fait que ce développement doit étre
considéré comme faisant partie intégrante du calcul de Weyl, puisque de toute maniére il
reste valable pour des sous-algébres denses de symboles. Du reste, les physiciens intro-
duisent pour les raisons que 1’on sait un petit paramétre h dans la définition du calcul de
Weyl, ce qui permet d’accompagner de puissances d’ordre croissant de h les termes
successifs du développement (0.1) et donne ainsi une autre signification a I’existence de
ce développement : C’est tout simplement le fait que le second membre de la formule de
composition (0. 2), dans laquelle L a été remplacé par hL, est formellement une fonction
analytique de h prés de h=0.

Le but essentiel du présent travail est de montrer sur un modéle important, celui ou
I’espace de phase IT est le demi-plan de Poincaré, qu’il ne faut pas s’attendre en général
a Pexistence de formules asymptotiques de ce genre : en revanche, une généralisation a
certains égards surprenante de (0. 2) sera établie.

Une quantification des variétés IT munies d’une structure d’espace hermitien symétrique
a été proposée par F. A. Berezin ([2], [3]) : elle constitue, par ses deux notions de symboles
covariant et contravariant, une généralisation du calcul de Wick-anti-Wick des opérateurs
sur R". Ainsi qu’il a été expliqué dans [16], il y a cependant trop peu d’opérateurs
admettant des symboles contravariants (et trop peu de fonctions qui soient des symboles
covariants) pour que le calcul de Wick et ses généralisations constituent un calcul
acceptable des opérateurs. Les auteurs ont étudié dans [21] et [22] une généralisation du
calcul de Weyl, valable également dans le cas des espaces hermitiens symétriques : celle-
ci constitue, dans le cas ou II=SL(2, R)/SO(2), le modéle examiné dans le présent
travail; nous appellerons calcul de Bessel sur Ry le calcul symbolique en question.

On peut regretter ’absence de validité, dans le calcul de Bessel, de formules asympto-
tiques du type (0.1). Cest pourquoi I'un des auteurs a introduit dans [17] le calcul de
Fuchs des opérateurs sur Ry, sorte de « contraction » du calcul de Bessel, qui rétablit la
situation a cet égard. Du reste, la méthode que nous emploierons, pour établir dans le
calcul de Bessel la généralisation correcte de (0.2), consistera précisément a utiliser les
résultats déja obtenus dans le calcul de Fuchs, plus maniable. Outre les brefs rappels
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QUANTIFICATION 137

nécessaires, concernant les calculs de Bessel et de Fuchs, nous décrirons certaines algébres
d’opérateurs sur H=L2(R™) : il faudra bien, en effet, donner un sens i la composition
de deux opérateurs avant de chercher a en exprimer le symbole.

Pour terminer, il nous parait utile de dire quelques mots sur le prix que nous attachons
au calcul de Bessel (et a la quantification des espaces symétriques, d’une maniére plus
générale). C'est en effet le propos essentiel de ce travail de montrer que ce calcul ne
fonctionne pas, comme le calcul de Weyl, dans I’esprit des méthodes asymptotiques
traditionnelles. En dépit de son caractére en partie négatif, ce résultat nous parait
intéressant en soi car il fait apparaitre, dans la théorie de la quantification, des faits de
structure peut-étre inattendus. Enfin, le calcul de Bessel (qui dépend d’un paramétre
A>0) ne peut étre dissocié du calcul de Fuchs, sorte de limite renormalisée, quand
A — o0, du calcul de Bessel. Or, d’'une part le lien entre ces deux calculs symboliques
met bien en évidence le réle, que nous croyons essentiel dans la théorie de la quantifica-
tion, joué par les contractions de groupes de Lie (voir également Guillemin-Sternberg
[6]). D’autre part le calcul de Fuchs et ses diverses généralisations ([17], [18]) semblent a
certains égards aussi prometteurs que le calcul de Weyl : le calcul symbolique y est en
effet aussi satisfaisant que celui de Weyl, mais adapté a des variétés a bords ou a points
coniques, et, dans le premier cas, aux techniques de microlocalisation au bord de
Melrose [11]; enfin, une restriction convenable du calcul de Fuchs sur un cone conduit
au calcul symbolique de Klein-Gordon [20], dont la relation au calcul de Weyl est
analogue a celle de la mécanique relativiste a la mécanique classique.

La formule de composition dont la preuve est I’'objet essentiel de ce travail a été
annoncée dans la conférence [19].

1. Rappels sur le calcul de Bessel des opérateurs
sur une demi-droite

Nous nous contenterons de rappeler ici, sans démonstration, ceux des résultats de [21]
qui sont nécessaires pour la suite.

On désigne par IT le demi-plan droit constitué des points X =x+i&, avec x>0; on

pose du(X)=x"2dxdE. Soit '=SL(2, R). A tout élément y= ( a

b) de I" on associe
c d

la transformation [y] de II telle que

_aX—bi

(1.1 X icX+d

Le stabilisateur du point X=1 de II est le sous-groupe K=SO(2), d’ou IT=I"/K.

Soit A un nombre réel >0. On désigne par H, l'’espace de Hilbert des (classes de)
fonctions mesurables sur R*, & valeurs complexes, telles que

(1.2) ||u||g=f°°)u(t)|2rwt<oo.

0
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La représentation unitaire projective V, de I dans H, est définie comme suit.

Si y=<a b) avec ¢>0, on a
c d

® )
(19 Vi u@=er 228 [ (2 (op-2in ), (L)

0

Sic=0etd>0,0na
-1 A1 b -2
(1.4) V,(y" Hu(s)=a <exp~—211t—s>u(a s).
a

La représentation V, n’est autre qu’une version, déguisée par la transformation de
Laplace, d’une représentation extraite de la série discréte de I' : c’est une véritable
représentation si A est entier.

A tout point Y =y +inell on associe I'opérateur « de symétrie » c% sur H, tel que

0

(1.5) (Gﬁu)(8)=2nyf

0

A2
e2in(t—s)n<;> Jl(4ny(st)”2)u(t)dt'

L’opérateur % est unitaire et involutif. A toute fonction fe L* (I, dp) on associe I’opéra-
teur Op, (f) de symbole actif f défini par

(1.6) Opx(f)=2j f(Y) oy du(Y):

I

c’est un opérateur borné sur H,. Si B est un opérateur a trace sur H,, on définit le
symbole passif g=Symb, (B) par la relation

(1.7) g(Y)=2Tr(Boh).

Dans les conditions qui précédent, on a
(1.8) Tr(AB) =f f(Y)g(Y)du(Y)
I

et comme Op, (f)*=Op, (f) et que Symb, (B*) est le conjugué de Symb, (B), les applica-
tions Op, et Symb, apparaissent comme adjointes I'une de l'autre pour les produits
scalaires qui interviennent dans (1.8) : nous nous intéresserons principalement a la
seconde. On a la relation de covariance

(1.9) Symb, (V(y) AV (v~ 1)) =Symb, (A) e [y]™*

pour tout opérateur a trace A, et tout yeI, ainsi que la relation analogue avec les
symboles actifs.

L’application Op, s’étend en une application linéaire continue de L2(Il, dp) dans
I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H,, et Symb s’étend en une application
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QUANTIFICATION 139

continue en sens oppos¢. L’opérateur F, =Symb, o Op, qui fait passer d’'un symbole actif
e L?(I1, dp) au symbole passif de 'opérateur associé est une fonction explicite de I’opéra-
teur de Laplace-Beltrami A= —y?((6%/dy*)+(6*/6n?)) de I1: on pourra trouver dans
([21], section 5) cette fonction, ainsi que le noyau de I'opérateur F,. Rappelons cependant
que I'on a

Fil=@mn) 2F,, [AA+1)+A]

et comme l'opérateur F, , est borné sur L2(I1, du), 'application Op,°F, ! attache a
tout symbole g tel que g et Ag appartiennent a L?(II, du) un opérateur de Hilbert-
Schmidt sur H,, qu’on appellera ’opérateur de symbole passif g.

Pour tout X =x+i&eIl, on considére la fonction ¢% € H, définie par

(1.10) Oh () =24 L@+ D2 (T (A4 1))~ 12 x @+ 12 gh o= 20Xt

On a || ¢k |,=1 et, pour toute fonction ueH,,
a2 4n 2
(1.11) | (u, @), [ dp(X) = — || ul2.
o A
L’intérét de ces fonctions est qu’elles permettent d’écrire
A A A
(1.12) by (1, 93 Px dn(X)

en un sens faible, pour tout ue H,. De plus, on a
(1.13) V(Y) %= 1ot x

si yeTI, pour un certain nombre complexe p (dépendant de y et de X) tel que |u| =1. La
relation (1.8) et le calcul des symboles actif et passif d’un opérateur de rang un du type
u— (u, 0}), % conduisent aux résultats suivants :

(i) si un opérateur de Hilbert-Schmidt A sur H, a pour symbole passif g, alors, quels
que soient X et ZeIl, on a

(1.14) (A 9% 9= Jg(Y) W, z(Y) du(Y)

ou la fonction W¢ , est définie par les formules

(1.15) Wi 4 (Y) = %«p&, O, (6x. 2 (V) 2,
N N 2(x2)1/2]k+1
(1.16) (p% (Pz)x—[ X172
et
(1.17) 8. 2(V)=(r(X+2)) " D2+ (X —in) (Z+in)];
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140 A. ET J. UNTERBERGER

(ii) sous les mémes hypothéses, on a

2
(1.18) g(Y)=(f;> f (A 0b, @X), Wy, 2(Y) dp(X) dn(2)
avece
(1.19) Wi 2(Y) =2(0k 93 (3x 2(Y) 1.

Rappelons pour terminer que
(1.20) 3x x(Y)=chd(X, Y),

ou d désigne la distance hyperbolique sur I, et (cf. [21], (5. 10)) I’égalité

(1.21) Reax,z(Y)=<chd(X2’ 2

)_1chd(M, Y),

en désignant par M le milieu de X et Z au sens de la géométrie hyperbolique.

2. Algébres d’opérateurs

Pour prouver la formule de composition des symboles, objet essentiel de ce travail, il
sera indispensable de sortir du cadre des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H,. Cest
pourquoi on décrit ici des classes de symboles donnant naissance a des opérateurs bornés
plus généraux. Nous appellerons fonction-poids toute fonction m >0 sur II vérifiant pour
un couple de constantes C,, N, I'inégalité

2.1 m(Y)<C, m(Y’)(chd(Y Y))™

quels que soient les points Y et Y’ appartenant a I1. On ne s’intéressera ici qu’aux
fonctions-poids bornées. Etant donné un entier k=0, on appellera symbole de poids m
jusqu'a Tordre de différentiabilité k toute fonction ge C* (IT) vérifiant les inégalités

2.2) |(y£—)'(y—a—>’g(y+in)| <Cm(y+in)
n oy

pour tout couple (i, j) tel que i+j=<k, et pour C bien choisi.

THEOREME 2. 1. — Soit m une fonction-poids bornée vérifiant (2.1); soit k un entier 22,
et supposons A\>max(2k, 2k+N, —1). Soit EY, P'espace des symboles de poids m jusqu’a
Pordre de différentiabilité 2 k, muni de sa norme naturelle g || g ||, 2 Alors Papplication
Op, © F; ! (qui, rappelons-le, attache a g Iopérateur de symbole passif g) initialement définie
sur C§ (IT) et a valeurs dans T'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H,, s’étend en
une application continue de E%, dans l'espace des opérateurs bornés sur H,. De plus, pour
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tout geEY,, il existe C>0 tel que Popérateur A =Op, (F; ! g) vérifie
d(X, Z)\! -2
|(A Gk ob1] SCm(n(X, Z))<ch_(_2_)>

quels que soient X et ZeIl : p(X, Z) désigne le milieu de X et Z.

Preuve. — Soit ge C® (1) et partons de (1.14) et (1.15) pour évaluer (A ¢k, ©5),.
D’aprés ([21], (5.29)), les puissances de la fonction &y , vérifient, si A >0, I'équation
différentielle

(2.3) 85z =(A(A+1) T AMA-1) +A]8x),

et, puisque A >2k, il existe un polyndme P, , en une variable, de degré k, a coefficients
dépendant de A, tel que

(2.4) Si,lz_ 2= Px, x(A) 8);,"[ 2T
En intégrant par parties, on écrit alors

2.5 (Aox <Pé)x=%j(Px,k(A)g) (Y) (0% 92s(8x,z(Y)) 772" du(Y).

D’aprés (2.1), on a
(2.6) [(P,, (1)) (V)| ZC|& lm; 2xm (X, 2)) (chd(Y, n(X, Z))™

pour une certaine constante C. D’aprés (1.16) et (1.20) on a

d(X, Z))”‘"l
2 .

2.7 (9% @Dx|= (ch
Enfin, d’aprés (1.21), on a
(2.8) |85 (V)| (ch@)ﬁzm(chdw, R(X, Z))) F2H
On voit que l'intégrale
J(chd(Y, R(X, )M 7272 du(Y)

est bornée si A>N,+2k—1 en se rappelant que, dans les coordonnées polaires
géodésiques (r, 8) sur IT centrées au point p(X, Z) (de sorte que r=d(Y, p(X, Z))),
I’élément de mesure est du(Y)=sh r dr d6. Il résulte de 1a que

1-2k
2.9 (A G 03| SCllg ]l e (1(X, Z))(chf‘—(x-z’i’> .
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Puisque k>3/2, le noyau (chd(X, Z)/2)' "2 est celui d’un opérateur borné sur
L2(T1, dw). En écrivant, pour u et ve H,, I'identité

2
(2.10) (Au, U)x=<4—7;‘> Jj(ua ?%1. (A 0% ©2)s (9%, v)dn(X) dn(2)

et en utilisant (1.11), on voit que si m est bornée la norme de A dans I’espace
des opérateurs bornés sur H, est majorée par C||g|| 2 Le théoréme 2.1 se déduit
immédiatement de 1a.

La preuve d’une réciproque partielle du théoréme 2.1 va nécessiter un lemme.

LEMME 2. 1. — Quels que soient les entiers j et k=0, on a, avec

e=y_— e e=y_—

dy on
Pinégalité
| &k el 8y, ()| ST chd (Y, p(X, 2)).
Preuve. — Remarquons d’abord la relation [e,, e,]=e,, qui autorise & ne considérer

dans I’algébre engendrée par e, et e, que les opérateurs de la forme indiquée. En partant
de (1.17), on obtient

j y i -1 X=in)(Z+in)
2.11 eld Y)=—"—+(-1) —_—
( ) 10x,z(Y) X+7 (=1'y X+7

. i(X—=Z)+2n
2.12 el d Y)=(—-1))——
( ) ) e,e10x z(Y)=(—-1) X+7
et
: . 2y

2.13 23"8 Y = —11—_'
(2.13) ez €1 8x, 2 (Y) =( )X+Z

Pour k>3, on a é e} 8x ,(Y)=0. Soient Z=z+i{, X=x+i&.
La relation

1/2
= .xC+

(x2) |x+z|+:x§ z&

xX+z x+z

(2.14) nX, 2)=

se vérifie le plus facilement en constatant qu’elle est vraie si Z=X"1, et qu’elle est vraie
pour le couple (a X +ib, aZ+ib) si elle est vraie pour le couple (X, Z) et si a et b sont
réels, a>0.

On en déduit

1 _ x+z y
2.15 chd(Y, u(X, Z)) == y(Rep(X, Z2)) = _
(2.19) (¥, 1 225y (Ren(X, 2) =0 2o
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et
1/2 z
(2.16 hd(Y, u(X, 2) 22y ! Ren(x, 2)) =2 D2 IX+Z]
2 2 x+z y
En utilisant également (1.21), on obtient
Yy
2.17 —<chd(Y, p(X, Z
(2.17) X+Z| (Y, n(X, 2)
et
1 |X=in)(Zin)
2.18 A 1 ZI<2chd(Y, p(X, Z)).
(2.18) y X+Z = (Y, n(X, 2))

I ne reste plus & majorer que le terme du second membre de (2. 12) qui provient de la
partie réelle du numérateur : or, si

1 X+z
In—i(&ﬂ) |§——2(xz)1/2y’
alors
ln—%(uol
(2.19) <chd(Y, n(X, 2))

|X+Z|
d’aprés (2. 15); dans le cas contraire, on a

2(xz)/?

1
(2.20) |Tl‘§(§+0 l§—;?

y“‘ln—%(&%)l2

2 vz 1
_2097, ‘[l&—nuc—n|+—(&—§)2]
x+z 4
1/2
gy‘1|X—in||Z+in|+1—(xz) Y X+Z)?
2 x4z
d’ou
1
|n—5@+ol
(2.21) <3chd(Y, p(X, Z))

|X+Z|
d’aprés (2.18) et (2. 16).
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THEOREME 2.2. — Soit m une fonction-poids bornée vérifiant (2. 1), et supposons A>N;.
Soit N un nombre réel >2, et soit A un opérateur borné sur H, tel que

d(X, Z)>—N
2

|(A 0%, 03 |SCm(u(X, Z)) (ch

pour une certaine constante C>0, et tout couple (X, Z) de points de I1.
Alors la fonction g sur I1 définie par

g(Y)= ( ) j J(sz, ¥X0x W 2(Y) dp(X) du(2)

est un symbole de poids m jusqu’a tout ordre de différentiabilité (entier) <N —2. L’applica-
tion A g étend I'application Symb, définie jusqu’a présent sur I'espace des opérateurs de
Hilbert-S chmidt.

Preuve. — La derniére affirmation, déja énoncée en (1. 18), résulte de I'identité
o= [ a0t obhiw o910k Dndu00 2
une conséquence de (1.12). Pour estimer I'intégrale qui définit g(Y), on écrit
(2.22) |(A 0% @3, |SCm(Y) (ch i(xz’—z))_N(ch d(Y, p(X, 2)™
et I'on évalue | Wy ,(Y)| grace a (1.19), (1.21) et (2.7). On obtient

(2.23) | Wx,z(Y)[S2(chd(Y, p(X, Z)) **

et
-N
2.24) |g(Y)|<Cm(Y) J f [ n?X: Z’] (chd (Y, p(X, Z)" " du(X) dp (2).

On effectue dans I'intégrale le changement de variables
X, Z)— (T, ®)=(n(X, Z), a+bi) avec a+biell

choisi tel que Z=aT+bi : alors X, symétrique de Z par rapport a T=t+01i, est donné
par (cf.[21], (2.29))

(2.25) X=t2(aT+bi—i0) +i0,
et un calcul élémentaire mais fastidieux fournit

d(X, )

(2.26) dp(X) dp(Z) =ch ————du(T) du (@) =chd (1, @) du(T) du(®).
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I en résulte que |g(Y)|<Cm(Y) pourvu que N>2 et A>N,. D’aprés le lemme 2.1 et
(1.21), une dérivation suivant le vecteur e; ou e, d’une puissance de 3y ,(Y) fait perdre
au plus le facteur

chd(Y, p(X, 2))| 85 % (Y)|< h“l(x2 2

ce qui conduit au théoréme 2. 2.
Remarques. — (1) dans le théoréme 2. 1, seule est susceptible d’étre utile la différentiabi-

lit¢ de g jusqu’a un ordre <A : c’est pourquoi, ainsi que 'indiquera déja la remarque
suivante, les propriétés du calcul de Bessel sur H, s’améliorent lorsque A augmente;

(2) l'application simultanée des théorémes 2.1 et 2. 2 permet d’obtenir une information
sur le symbole passif g du produit A, A, de deux opérateurs A, et A, ayant des symboles
passifs de poids m, et m, respectivement. En effet, supposons (2.1) vérifiée pour les
poids m, et m,, supposons A>max(2k, 2k+N,; —1) et faisons ’hypothése que A, et
A, ont des symboles passifs de poids m, et m, respectivement jusqu'a l'ordre de
différentiabilité 2k. On a

A
(2.27) (ALA; 0% 0),=(A, 0% A?w%)x=4—nf(A1 0% P), (A, 0%, 0h)du(Y)

et 'application du théoréme 2.1 permet d’obtenir
(2.28) I(Az A, 0% q”i)x'
dX,Y 1-2k dY,Z 1-2k
<Crmy (WX, ) m (Y, 2) (ch%) (ch‘—z—)) dn(Y).

Soit N=>0. En utilisant 'inégalité

4K Y d(Y,2) 1 d(X, Z)

(2.29) 2 2

et 'inégalité de Schwarz, on obtient
d X V4 —2N;—-N
230|824, 0k oy (0 ? % D)
. 1/2
[J(ml (X, Y))*(chd (X, Y))"z"+2N1+Ndu(Y)]

[ j (m (Y, Z)))? chd(Y, Z))‘-“”Nl*"du(Z)]”z.

En utilisant I'inégalité

(2.31) (my (1(X, Y)))? <C(m, (X))*(chd (X, Y))™
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et celle similaire relative & m,, on obtient, pourvu que 2k>N+3N, +2,

(2:32) |(A; A, 0% wﬁ)xléle(X)mz(z)<chi(—x—2’——z")>_nw
<Cm, (W(X, 2)) m, (1(X, 2)) (ch@)'

ce qui permet d’appliquer le théoréme 2. 2. Ainsi, pourvu que k (et par suite A également)
soit assez grand, I'opérateur A, A, a un symbole de poids m, m, jusqu’a n’importe quel
ordre de différentiabilité souhaité.

3. Rappels sur le calcul de Fuchs

Les propriétés qui précédent montrent qu’il est tentant de remplacer le calcul de Bessel
sur H, par la limite de ce calcul quand A — oo, pour autant que cela ait un sens. Pour
commencer, il convient de remplacer la représentation V, elle-méme par une limite
renormalisée. On obtient en fait une représentation V non du groupe I'=SL(2, R) lui-
méme, mais d’une contraction I', de ce groupe, d’ailleurs isomorphe au groupe de Poincaré
a une dimension d’espace : cet adjectif signifie ici qu’'une constante de structure de
l’algébre de Lie de SL(2, R) a été remplacée par 0. On trouvera les détails dans [17] et
mieux, dans un cadre plus général, dans la section 17 de [18].

L’espace de phase naturel pour la définition du calcul de Fuchs est un demi-plan sur
lequel opére I',: si 'on désigne par KAN la décomposition d’Iwasawa du groupe I,
I’identification de ce demi-plan avec le demi-plan de Poincaré n’est naturelle que si I'on
se restreint a I’action du sous-groupe NA de I', lequel sous-groupe est également un
sous-groupe de I'.. Cette identification, dont la possibilit¢ a été mentionnée dans [17],
déf. 4.1) n’a cependant pas été faite dans [17] : nous la ferons ici, ce qui simplifiera la
comparaison des calculs de Bessel et de Fuchs. Compte tenu de ce changement de
coordonnées sur I'espace de phase, énongons bri¢vement les résultats relatifs au calcul de
Fuchs qui seront utiles ici : la traduction se fait en repérant par y+inell le point noté
(=y~'m, y~!) dans[17].

L’espace de Hilbert que I'on considére est H=L2((0, ), t'dt), autrement dit H,
avec les notations des deux sections qui précedent : les normes et produits scalaires dans
H ne seront pas affectés d’indices. Pour tout A >0, I'application o, : H — H, telle que

(3.1) (@, u) ()=t 4" Du(r)
est une isométrie. Posons, pour tout X eIl,
(3.2 V=, ' 0%

ou % a été définie en (1. 10). Comparant avec ([17], déf. 2. 1), on note que cette fonction
aurait été désignée par y/?>**1) dans ce dernier travail, mais cela n’entrainera pas de
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confusion. Pour tout Y =y+in, on définit 'opérateur unitaire involutif oy sur H par
(3.3) (oyw)(S)=u@ 2s Hexp—2inn(s—y 2s™ ).

Comme dans (1.6) et (1.7), on définit I'opérateur OpF () de symbole actif f e L (I1, dp)
par

(3.4 OPF(f)=2j J(Y) oydu(Y)
o

et le symbole passif g d’un opérateur a trace B sur H par
(3.9 g(Y)=2Tr(Boy).

Avec (§, z)=(—y ', y~ 1), les opérateurs 8/d¢ et z(8/0z)+ ¢ (8/(%) introduits dans ([17],
(3.1)) deviennent respectivement —y(d/(dn) et —y(0/dy). La proposition 1.2 de [17]
montre alors que 'opérateur F qui donne le passage du symbole de Fuchs actif au
symbole de Fuchs passif est

1/1 8\
3.6 F=l14+-{—ypy— .
(3-6) [ 4<2inyan>]

Cet opérateur et son inverse conservent les classes de symboles de poids donné. Celles-ci
sont toujours définies par (2.2) : si 'on ne précise pas d’ordre de différentiabilité, il est
sous-entendu que celui-ci est infini.

Un des résultats essentiels ([17], théorémes 4.1 et 6. 1) du calcul de Fuchs est le suivant.
Soit m une fonction-poids bornée sur II, et soit A un opérateur borné sur H. Pour que
le symbole de Fuchs (actif ou passif) de A soit un symbole de poids m, il faut et il suffit
que pour tout N il existe A,>0 et, pour tout A=A, une constante C>0 telle que

[(A V¥, V) |SCm (X, 2))(chd(X, 2)) ™™

quels que soient les points X et Z appartenant a I1. Bien entendu, la comparaison de ce
résultat avec les théorémes 2.1 et 2.2 est a ’avantage du calcul de Fuchs.

Dans le calcul de Fuchs, les formules (0.1) et (0.2) de composition des symboles se
généralisent trés bien. En effet, la proposition 1.3 de [17] montre que, si fet geCg (IT),
le symbole passif fog du composé des opérateurs de symboles passifs f et g est donné
par

(3.7 (f°g)(x+i§)=4ff(X((1+Q’2)”2—q’)(1—ip’)+i§)

gx (1 +q"H)"*—q")(1—ip”) +iE)
e—4in(—q’p”+q"p’) dq/ dp/ dq// dp”-

Si 'on pose P=(q, p) et que I'on note @y la carte R> — IT telle que

(3.8) D, P)=x((1+¢*)"*—q) (1-ip)+i§,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



148 A. ET J. UNTERBERGER

la formule (3.7) s’écrit aussi

(3.9 (f & X)=[e"(f (@x(P)) g (®x (P")](P'=P"=0)
avec

N >
(3.10) inL=(4in) ( 6q’6p"+—6q”6p"

On observera la ressemblance de (3.9) avec (0.2).

La formule (3.7) s’écrit enfin

(3.11) (f°g)(x+i€)=ff(y’+in’)g(y"+in”)

S (e
y/x x y/y x/y
<}L+£>(y +x>y/ 2 7= 2dy dn dy//d,n//

x y/\x y’

Nous aurons 'usage de cette derniére relation dans le cas ou f(x+i&) ne dépend que
de &/x, i.e. f(x+iE)=0 (E/x), et ou I'on cherche a évaluer f o g au point réel x>0. Dans
ce cas des manipulations formelles conduisent a écrire (en désignant par ¢ la transformée
de Fourier de o)

(fog)(x)= f (—--———)g(y”ﬂn“)exp 211:(5—2{)3;
Xy

(}L_'_i,)(y__‘_x)y/ 1.,77— zdynd,nudy
x ¥y y

puis, aprés avoir effectué le changement de variables

Z, y// 1<x y>’ d’Ofl- dz/=<}L+£/>y/—1y//—ldy/’
y x x Yy

(3.12) (fog)(x)= J (———) (y”)( - )dy,,
')y

D’aprés le résultat essentiel du calcul de Fuchs mentionné plus haut et un argument
analogue a celui développé dans la remarque a la fin de la section précédente, le symbole
f g dépend continiment, pour la topologie de la convergence uniforme, du couple ( f, g)
variant dans E}, x E}, (cf. énoncé du théoréme 2.1) pourvu que k soit assez grand.
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Considérons la fonction-poids my(X) =(chd (1, X)) "N ainsi que, vu I'inégalité

yn| x &-n’
y2

1+x7tE| Ty

+y'1|§—n|§§+%<l+ >§%+2chd(x, Y)+2ch2d(X, Y),

la fonction-poids my(X)=(1+x7"|§|)™™. 1l est alors aisé¢ de justifier (3. 12) dans le cas
ou feEZN, geESN, pourvu que N et k soient assez grands.
4. D’un calcul symbolique a Pautre

Soit A un opérateur borné sur H, ayant un symbole de Bessel actif f: avec I'aide de
(3.1), considérons I'opérateur o, ! A ,, qui est un opérateur borné sur H. D’aprés ([17],
10.9)), o, ' A @, admet si f € C? (IT) un symbole de Fuchs actif a donné par

4.1 a(y+in)=4nr°f(ty+in)Jx(4nt)%.
0

Soit e, ’opérateur y 8/dy sur L?(I1, dp) : il est normal et a pour spectre (1/2) +iR.
En utilisant ([10], p. 91), on voit que le lien entre f, et a s’exprime sous la forme

(4.2) a=R,(e) f
avec

_ © 1 _ 1-z T((A+2)/2)
(4.3) Rl(z)—41tJ‘0 t* 1], (4nt)dt=(2n) ——————F(1+(x—z)/2)'

D’apres (1. 8) et la propriété analogue liant les symboles de Fuchs actif et passif, on voit
que la relation

(4.4 g=R,(1—e))b

lie le symbole de Bessel passif g de A et le symbole de Fuchs passif b de @y ' A o,
Finalement, la relation qui nous importe est

4.5) b=G, g
avec
(4.6) Gy=(2m - LU2OH e _p (1 1e.
T(1/2A+1—ey)
Dans le cas ou ge Cg (IT), on peut écrire
4.7) b(y+in)=41tj gty+in)l, (4ne)dt.
0
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Il convient maintenant d’étudier I'opérateur G, et ses extensions, non plus sur
L2(I1, dp), mais sur des espaces de symboles de poids donné. Plus généralement, pour
tout entier k =0, posons

(4.8) G, .=R,(1—k+ey),

ie.

4.9 (Gx,kg)(y+in)=4nj‘ gty+in)J, (4ne)t *de.
0

Quels que soient les entiers j et k=0, on a

(4.10) G, ;=(@mn) *A+1+j—ey)... A+k+j—e)Gyip jrr
Evidemment, G, , commute avec e,, et par ailleurs

(4.11) ;G =G i116,

si e, =y d/on.

Soit m une fonction-poids vérifiant (2. 1), de sorte que

(4.12) my+in)SCm@y+in) @+t~ HN,

Comme
f(t+t‘1)N1|Jx(4nt)|t"‘dt<oo
0

siA>N,;+k—1et k>N, +(1/2), on voit, avec les notations introduites dans le théoréme

2.1, que G, , se prolonge sous ces hypothéses en un opérateur borné de Ef dans Ef.

Avec l'aide de (4.10), on voit finalement que G, se prolonge en un opérateur borné de

E}, dans E} pourvu que A>N; +p—1 et k>N, +(1/2). En particulier, si ge Ef =N EY
k

est le symbole passif de A, alors G, g est un symbole de poids m jusqu’a tel ordre de
différentiabilit¢ que I'on souhaite pourvu que A soit assez grand : de plus, dans ces
conditions, G, g est bien le symbole de Fuchs passif de w, ' A ®, comme il résulte
d’arguments de continuité basés sur le théoréme 2.1 d’une part, sur I’analogue pour le
calcul de Fuchs du théoréme 2.2 d’autre part.

Enfin, nous aurons dans la prochaine section a utiliser le fait suivant: si A>0,
Popérateur G, défini sur E} et a valeurs dans E] (et borné d’aprés ce qui précéde) est
injectif. Posons en effet, pour tout entier k =0,

[

(4.13) HH=R1(1—k—e1)=4nJ‘ t7kme ], (4me)dt,

0
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la deuxiéme égalité étant valable si A>k—(1/2), au sens des opérateurs sur L2 (I, dp),
d’aprés [10], p. 91. En particulier

(4.14) H, ,°G, =1
et
(4.15) H, o=(4m) 'H,,,, (A +1+e)).

La derniére égalité et la formule

(4.16) (Hx,kb)(y+in)=4njwb(t‘1y+in)Jl(4nt)t'kdt
0

montrent que H, , se prolonge en un opérateur continu de E} dans E} : linjectivité
annonceée est alors une conséquence de (4. 14).

5. La formule de composition des symboles

Considérons la carte ¥ : R* — IT définie par
(5.1 ¥(q, P=[1+¢*+p*)"*+ql(1-ip)~!
et rappelons que, avec ®=tg0/2, la formule
(5.2 x+it=(e "+ ) '(1+0’+2imnshr)

définit le point x+i& a la distance r de 1€II sur la droite (au sens de la géométrie
hyperbolique) faisant au point 1 I’angle 6 avec la droite £=0. Dans les coordonnées
polaires (r, ) au point 1, la formule (5. 1) s’inverse donc par les formules

(5.3 g=sh r cos 6, p=sh r sin 6.

Plus genéralement, pour tout X eI1, nous utiliserons la carte Wy : R* — IT telle que

(5.4) ¥,rie(g P)=x¥ (g, p)+ik
Sur les fonctions de quatre variables (¢’, p’, 9", p”")=(P, P”), on définit 'opérateur
2 2
(5.5) inL=(4in)“<— 0 + 9 )
aq/ apl/ ap/ 6q//

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat essentiel de ce travail.

THEOREME 5.1. — Soit E la fonction holomorphe dans le plan complexe privé de la
demi-droite réelle négative, définie lorsque Re z>0 par '

E(z)=41tf L(4nt)e 'z dr.

0
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1l existe hy>0 tel que, quels que soient A> A, et les symboles f, g appartenant a Cg (II),
la formule suivante soit vérifiée : soit A (resp. B) l'opérateur sur H, de symbole passif
S (resp. g); alors le symbole passif f # g, au sens du calcul de Bessel, de I'opérateur AB est
donné par

(f#X)=[E(—inL)((f> Yo ®(g°¥x))](P=P"=0),

expression dans laquelle I'opérateur E(—in L) se définit via la transformation de Fourier
dans les variables (P, P”).

Remarque. — On observera I'analogie de cette formule avec (0.2) ou avec (3.9),
formules qui expriment la composition des symboles dans les calculs de Weyl et de
Fuchs. Mais il y a une différence essentielle, qui interdit tout développement du genre
(0.1), et qui provient de ce que la fonction E, au contraire de la fonction exponentielle,
n’est pas une fonction entiere.

D’aprés [10], p. 447, on a en effet
E'(2)=—-8nJ,((8n2)"")K,((8m2)"?)
d’ou, si A n’est pas entier,

E(Z)=Z(_1)"r((1/2)(7»—n+1))(2nz)"+ 27 Z(_1)" (Qmzr+2ntt
n! T(1/2)A+n+1)) sinth < n! TA+n+1)T(A+2n+2)

Si A est entier la présence du facteur log z dans I'un des termes de E (z) interdit encore
a cette fonction d’étre entiére.

LeMME 5.1. — Posons my(X)=(ch d (1, X)) ™ et m(X)=(1+x""'|&|)™™. Soient
feETN et ge ETY, f étant en outre de la forme particuliére f (X)=@(x " *E). Si N, k et A
sont assez grands, la composition f # g des symboles de Bessel passifs f et g vérifie alors la
relation

(f # g)(1)=4ner(4ns)dsr¢(t)(go\1’)<5t;, O)dt

0 0

dans laquelle ¢ désigne la transformée de Fourier de o.

Preuve. — Les opérateurs A et B de symboles passifs f et g sont définis par le
théoréme 2. 1. D’aprés les résultats de la section 4, les symboles passifs, au sens du calcul
de Fuchs, des opérateurs o, ' A o, et o, ' Bo, sont G, fet G, g, avec

(5.6) (fo)(y’+in’)=4n‘[w(p<n,,)Jl(41ts)ds
0 sy
et
(5.7 (G, 2 @"+in”)=4nng(ty”+in") J, (4mt)dt.
0
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On sait aussi que, pourvu que A soit assez grand, ce sont des symboles de poids my et
my jusqu’a tel ordre de différentiabilité que I’on souhaite.

On est donc en mesure d’appliquer la formule (3. 12), ce qui permet d’obtenir

(5.8) (Glf)O(Glg)(x)=(4n)2J‘Jl(4ns)1k(4nt)dsdt

. ’’ x ., ’7 x d 17
ol )m(z2)%
x y x )y y
En effectuant le changement de variable

(5.6) s<y——%>=z", dz"=s<y_+%) v

x ¥y

on obtient

(5.10) (Glf)O(Glg)(x)=(4n)2JJX(4ns) J,(4nt)ds dt

f@(z”)g<t—x [Z— + <(£>2+4>1/2:|>dz”
21 s s

d’ou (G, f) (G, g) (x)=(G, h)(x) pour tout x>0 pourvu que

(5.11) h(x)=4nJJl(4ns) ds J(b(z”)g(-;-l:z—ﬂ + <<Z—H>2 +4>l/2]> dz".
s s

Comme l'opérateur G, commute avec I'opérateur de restriction des symboles & Ry,
I'injectivité de G, sur les classes de symboles appropriées, démontrée a la fin de la
section 4, fournit en particulier ( f#g)(1)=h(1). La formule annoncée dans le lemme 5. 1
est donc une conséquence de (5.11), vu la formule (5. 1).

Preuve du théoréme 5.1. — Soit kg=exp 1%(? _(1)>, de sorte que, d’apres (1. 1),

-1
(5.12) [ke] X={ —iX sin9+cosg (X cosg—ising .
2 2 2 2
Les relations (5. 3) montrent que, quel que soit (g, p)eR?, on a
(5.13) (ko] W) (g, P)=Y (q cosB—p sin 6, q sinB+p cosb).

Avec la méme hypothése sur @ que dans I’énoncé du lemme 5. 1, supposons cette fois
que, pour un certain 0 réel, on ait I'identité

(5.14) f(x+i§)=(p(§—cose—(l(x—x_1)+—2> sin(-)),
X 2 2

X
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autrement dit
(5.15) f ¥ (g p))=0(—qsinb+p sinb).

On conserve les hypothéses relatives a g énoncées dans le lemme 5. 1. La relation de
covariance (1.9) permet d’écrire

(5.16) (f#8) (1) =((folkel) # (g ° [keD)) (1).
D’aprés (5.13) et (5.15), on a

(5.17) (folkeD (¥ (g, P =0 ()

soit

(5.18) (folkeD) x+i&) =0 (E/x)

d’ou, d’apres le lemme 5.1,

(5.19) (f#g)(1)=4nijx(4ns)dsjw(b(t)(gO‘P)(zicosG, L sin(—))dt.
S

o o 2s

Prenons maintenant fet g dans C§ (IT) conformément aux hypothéses du théoréme 5. 1.
Il est commode de définir la transformation de Fourier « symplectique » ¥ sur les
fonctions de P=(q, p) par

(5.20) (F(fo¥)(a, B)=U(f° ¥) (g, p)e* it r*PDdg dp
ce qui donne en particulier 4% =1 : I’emploi de coordonnées polaires permet d’écrire
2n
(5.21) (fO‘P)(q,p)=j @o(—¢ sin0+p cos 6) d6
4]
avec
(5.22) ¢9(P)=J (% (foP))(r cos®, r sinB) e? ' "?rdr,
0

fonction dont la transformée de Fourier est
(5.23) Go()=t(% (foW))(t cosh, t sinb) Y (t),

en désignant par Y la fonction caractéristique de R{. La formule (5. 19) fournit alors

(5.24) (f#g)(1)=4nrwﬂs)dsﬂff(fo% @ p’)(go‘P)(zq—;, %)dq' .
0
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En écrivant

! ’ 7 44 in 7 ’’7 74 s ’7 4
(5.25) (golP)(%,%){j@(go\P)(q P) exp = (~q' P +4"p)da’ dp

on obti.at finalement

(5.26) (f: #g)(1)=J@ (fe¥) (¢, p) ¥ (g°¥)(q", p”)dq dp’ dp” dp”

i

4RJ J,(47s) exp —(—q p’+q" p)ds,
S

(]

ce qui est le sens précis qu’il convient d’attribuer a la formule énoncée dans le
théoréme 5.1, la covariance assurant bien entendu la validité de cette derniére en un
point quelconque dés qu’elle est valable au point 1.

6. Commentaire
sur les puissances de la constante de Planck

La théorie de Berezin a bénéficié récemment de I'intérét suscité en physique par les
états cohérents [12] : il s’agit de physique mathématique et certains calculs, purement
formels, ne pourraient étre considérés comme légitimes par des mathématiciens. Néan-
moins, il nous a paru impossible de passer sous silence I’origine d’'une contradiction entre
une affirmation importante contenue dans [4] et le présent travail : celle-ci pourrait en
effet, a bon droit, troubler le lecteur.

Avec des modifications de détail (ainsi, seule la réalisation de H, comme espace de
fonctions holomorphes est utilisée), voici pour le demi-plan de Poincaré la théorie de
Berezin, basée sur I’emploi des fonctions % définies en (1. 10). Si f est une fonction sur
I1, opérateur A de symbole contravariant f est défini par

(5.27) Au= Jf X) (4, 9% Pk dn(X)

et le symbole covariant g d’un opérateur A est défini par
(5.28) g(X)=(A ¢% 0%

11 est clair que la fonction
(5.29) (X, 2)=(¢% 925 ' (A 0% o)

est le prolongement unique de g holomorphe en X et antiholomorphe en Z. 11 est évident
également que I'opérateur T, : fi— g qui fait passer d’'un symbole contravariant au symbole
covariant de 'opérateur associé¢ a pour noyau la fonction (X, Y)— I (9% oY |*
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Dans les travaux de Berezin, la question de savoir dans quels espaces de fonctions il
convenait de faire varier les symboles covariants g a été passée sous silence. On observera
que, compte tenu de (5.29), les théorémes 2.1 et 2.2 apportent une réponse a cette
question, qui s’exprime en termes du prolongement g(X, Z) : bien entendu, les conditions
équivalentes relatives aux symboles de Bessel passifs sont beaucoup plus maniables, ce
qui est lié au caractére a notre avis partiellement tautologique de la définition du symbole
covariant d’un opérateur.

La formule de composition des symboles covariants, a I’opposé de la formule correspon-
dante du calcul de Bessel, est immédiate. En effet, si A; (resp. A,) a pour symbole
covariant g, (resp. g,), la formule (1.12) montre que le symbole covariant g=g, g, de
lopérateur A, A, est donné par

(5.30) g(X)=(A, 0% At 9%

A
=an J (A2 0% OV (A, @), 0X)rdu(Y)
N ﬁ £:(X, Y) & (Y, X) | (0 o) |2dn(Y)
B ﬁm(Y & (Y, X) & (X, )(Y=X).

Avec Q=(1/2)+i(A—(1/4))'/2, le résultat essentiel de la théorie de Berezin est la
relation

4

.31 - "
(5.31) K (T (A+1))?

C(A+)T(A+1—0).

On trouvera dans ([16], théoréme 3.4) une preuve de ce résultat ne faisant pas intervenir
de produit infini d’opérateurs différentiels.

Dans [4], il est affirmé que le développement de g, * g, suivant les puissances de A !
présente un intérét considérable. Méme si le calcul de Berezin et le notre sont distincts
(cf. [16] pour la comparaison des calculs de Wick et de Weyl, ainsi que de leurs
généralisations), I'existence d’un tel développement en série entrerait en contradiction
avec le théoréme 5. 1. Or, ce développement est justifié, dans [4], par une formule

T,= Y A7"P,(4)
n=1
qui n’a pas d’existence, et qui semble basée sur un emploi de la formule de Stirling.

Pour terminer, qu’il nous soit permis d’exprimer notre désaccord avec I'interprétation
de A~ comme constante de Planck : c’est en effet cette interprétation qui conduit a la
recherche cofite que colite de tels développements, a notre avis sans signification. Dans
le calcul de Weyl sur R", soient

qj=x; et p;=(h/2im)(0/0x))
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les opérateurs de position et d’impulsion, de sorte que [p;, q,]=(h/2in) 5. Si'on remplace
h par zéro (cette opération consiste a effectuer une certaine contraction de 'algébre de
Lie du groupe d’Heisenberg), on obtient une algébre de Lie commutative : c’est d’ailleurs
la raison pour laquelle, conformément a la tradition, faire tendre h vers zéro fait passer
de la mécanique quantique a la mécanique classique. Or, si ’on fait tendre A vers oo, les
opérateurs infinitésimaux de la représentation V, convergent [aprés une renormalisation
nécessaire pour celui qui correspond au groupe K=S0(2)] vers les opérateurs infinitési-
maux d’une représentation d’un groupe non commutatif, 4 savoir le groupe de covariance
du calcul de Fuchs (voir [17], section 10, ou [18], section 17) : ce dernier groupe, tout en
étant une contraction de SL (2, R), n’est pas commutatif, sans quoi le calcul de Fuchs
serait inutilisable. En conclusion, I’analogie de A avec une constante de Planck nous
parait limitée dans sa portée, et la recherche de développements suivant les puissances
de A" ! sans objet. A 'opposé, la formule énoncée dans le théoréme 5. 1 est satisfaisante,
par son analogie frappante avec les formules (0.2) et (3.9) des calculs de Weyl et de
Fuchs.

Signalons qu’une critique, motivée par des faits différents, des développements formels
suivant les puissances de h, a été exprimée par M. V. Karasév et V. P. Maslov dans leur
article « Asymptotic and geometric quantization », Russian Math. Surveys, vol. 39, n° 6,
1984, p. 144. Iis observent en effet que de tels développements ne sauraient faire la
différence entre les quantifications de deux espaces de phase dont I’un serait un revétement
de l'autre : or les propriétés topologiques de I'espace de phase jouent dans leur théorie,
par la présence de « conditions de discrétisation », un role essentiel.

Notre point de vue est le résultat d’une longue pratique des opérateurs pseudo-
differentiels. Il est de fait amplement prouvé que les développements asymptotiques du
composé de deux symboles présentent un intérét dans les applications de I’analyse pseudo-
différentielle aux équations aux dérivées partielles. Nous pensons seulement qu’un tel
développement ne va pas de soi, et qu’il importe de distinguer les calculs symboliques
(tel le calcul de Fuchs) ou tout se passe comme dans le calcul de Weyl, et ceux, tel le
calcul de Bessel, qui apportent des faits de structure nouveaux dont il faudra bien tenir
compte dans une future théorie axiomatique générale de la quantification.
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