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ORBITES FERMÉES ET ORBITES TEMPÉRÉES

PAR JEAN-YVES CHARBONNEL

Introduction

Soit G un groupe localement compact. On définit pour G la notion de représentation
à trace. Si n est une représentation unitaire irréductible et à trace de G, alors le point du
dual unitaire ô de G qui correspond à n est fermé pour la topologie de Mackey sur ô.
D'après Harish-Chandra, toute représentation unitaire irréductible d'un groupe de Lie
semi-simple est à trace. Si G est un groupe de Lie niipotent connexe, la méthode des
orbites de Kirillov montre que l'espace des orbites de la représentation coadjointe de G
paramétrise ô. En outre, elle montre que toute représentation unitaire irréductible de G
est à trace. Si G est simplement connexe et si n est dans ô, le caractère de n est la
transformée de Fourier de la mesure invariante, normalisée convenablement, sur l'orbite
de la représentation coadjointe associée à TT. Ces deux derniers résultats résultent du
théorème suivant :

Toute mesure invariante sur toute orbite de la représentation coadjointe de G est tempérée
au sens de 1.1. On dira plus simplement que toute orbite de la représentation coadjointe de
G est tempérée.

P. Bernât a démontré que la paramétrisation de Kirillov se généralisait au cas des
groupes exponentiels. En outre, L. Pukanszky a prouvé que cette paramétrisation était
continue pour la topologie quotient sur l'espace des orbites de la représentation
coadjointe. Dans le cas des groupes de Lie niipotents connexes, simplement connexes,
I. Brown a montré que cette paramétrisation était bicontinue. L. Pukanszky a généralisé
au cas des groupes de Lie résolubles connexes la méthode des orbites de Kirillov. Dans
le cas des groupes de Lie résolubles, les orbites de la représentation coadjointe ne sont pas
toutes tempérées. N. V. Pedersen et M. S. Khalgui ont démontré que toute représentation
factorielle normale d'un groupe de Lie résoluble connexe est à trace si elle est associée à
une orbite tempérée de la représentation coadjointe. L. Pukanszky a démontré que toute
orbite fermée de la représentation coadjointe d'une algèbre de Lie résoluble ad-algébrique
est tempérée. En fait, il s'est avéré que ce dernier résultat est conséquence du théorème
suivant, dû à V. A. Guinzburg:

Soit X une sous-variété algébrique lisse, définie sur R de C". On suppose que X (IR) est
Zariski-dense dans X et fermé dans V (0.7). Alors toute mesure [i sur X(tR) qui est définie
par une forme différentielle régulière sur X, est tempérée au sens de 1.1.
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124 J.-Y. CHARBONNEL

La question résolue par L. Pukanszky dans le cas d'une algèbre de Lie résoluble ad-
algébrique restait ouverte dans le cas général. Le principal résultat de ce mémoire est le
suivant :

Soit 9 une algèbre de Lie réelle. Alors toute orbite de la représentation coadjointe de 9
est tempérée.

M. Dufio a donné une paramétrisation de certaines représentations factorielles normales
de G dans le cas où G et un groupe de Lie assez général. En particulier, à certaines
orbites de la représentation coadjointe il associe une famille de représentations factorielles
normales. M. S. Khalgui a démontré que ces représentations sont à trace lorsque l'orbite
associée est tempérée. D'après le résultat principal, ces représentations sont à trace
lorsque l'orbite associée est fermée. En particulier, dans le cas d'un groupe de Lie
exponentiel, l'image d'une orbite fermée par l'application de Kirillov est un point fermé
du dual unitaire.

On en vient à la démonstration du résultat principal. En désignant par G la composante
neutre du groupe des points réels du groupe adjoint-algébrique de 9, on remarque que
toute orbite de G dans g* porte une mesure G-invariante. Le théorème principal est
alors conséquence d'un théorème beaucoup plus général (théorème 1.5). Pour donner
une idée de la démonstration du théorème principal, on l'esquisse dans un cas particulier.
Soit 9 une algèbre de Lie résoluble qui est le produit semi-direct de R et d'une algèbre
de Lie niipotente n. Soit X un élément de 9 qui n'est pas dans n. Dans ce qui suit, on
désigne par G le groupe adjoint de 9, par G le groupe adjoint algébrique de 9 et par G
la composante neutre de G(tR). On suppose que les conditions suivantes sont réalisées:

(1) adX est une dérivation non semi-simple et non niipotente. En outre, les valeurs
propres de ad X sont entières;

(2) il existe une forme linéaire / sur 9 pour laquelle G./ est fermée et G./ n'est pas
fermée. En outre, on suppose que les stabilisateurs de / dans g et dans l'algèbre de Lie
de G sont respectivement contenues dans n et dans ad (9);

(3) l'orbite de/sous l'action du groupe adjoint de n n'est pas bornée.
On note C le caractère de G dont la différentielle prend la valeur 1 en la composante

semi-simple de ad X. Soit A le morphisme de G dans G^ dont la différentielle est nulle
sur adn et prend la valeur 1 en la composante niipotente de AdX. Puisque les valeurs
propres de ad X sont entières, C et A sont triviaux sur G(/). Le morphisme C x A définit
par passage au quotient un morphisme p de G./dans G^ x G^. Les images de G./ et de
G./ par p sont respectivement [R^ x R et {(y, x) e R* x [R; ̂  = ̂  }.

Il existe sur G./une forme différentielle, de degré maximum, G-invariante. Soit œ une
telle forme. On note aussi œ la mesure sur G./ définie par la restriction de œ à G./. On
fixe sur g* une norme euclidienne ||. || et on désigne par F la fonction régulière sur G./
pour laquelle on a: F(x)= 1+||x||2 pour tout x dans G./ On considère le morphisme
p x F. On désigne par v la forme différentielle d y / y A dx A dt sur G^ x G^ x G^. On note
aussi v la mesure sur R* x [R x [R définie par la restriction de v à R* x R x R. Au-dessus
d'un ouvert de Zariski Q de G^ x G^ x G^ le morphisme p x F est lisse. Par suite, il existe
une forme différentielle relative P sur (pxF)"1^) définie par l'égalité: œ=P A v. Soit
QO l'intersection de 0 et de 1R* x R x R. On note (p x F)o la restriction de p x F à
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l'intersection de G./et de (pxF^^Oo). Pour toute fonction borélienne positive (p sur
G./, on a :

f (p (x) Jœ (x) = f f (p (x) rfp, (x) ̂ v (z).
Jô./ Jno^p^o 1 (z)

Pour tout réel positif R, on désigne par E (R) l'ensemble des (y, x) de IR* x R satisfaisant
la condition: | log^—x|^R. Pour tout z dans IR* x [R, on note ^(z) la borne inférieure
de la fonction F sur l'ensemble des points x de G./ dont l'image par p est égale à z.
Puisque l'orbite de / sous l'action du groupe adjoint de n n'est pas bornée, l'image de
ô./ par p x F est l'ensemble des points (y, x, t) de tR* x [R x [R pour lesquels t n'est pas
inférieur à [i(y,x). Pour tout réel positif R, on note Ê(R) l'ensemble des points ( y , x , t )
de cette image pour lesquels (y,x) appartient à E(R). Par hypothèse, l'orbite G./est
fermée dans g*; donc l'application: (y,x)}—>(\ogy—x,[i(y,x)) de R* x [R dans tRx [R, est
propre. Par suite, d'après [3], proposition 5, pour tout réel positif R, il existe des réels
positifs A et a, pour lesquels on a :

aCy.x^AO+x2)0,

pour tout (y,x) dans E(R). Pour tout point (y,x, t) de OQ? te^ clue l solt non inférieur à
\JL (y, x), (p x F)o 1 (y, x, t) est une variété compacte, C°°, sans bord. Soit 1 (y, x, t) la valeur
de l'intégrale de la restriction de P à (p x F)o1 (y,x,^). On veut prouver que pour tout
réel positif R, il existe un entier positif assez grand k, pour lequel l'intégrale

t k (y, x, t) dv (y, x, t) est convergente. Le théorème principal résultera alors du
JÊ(R)JE(R)
théorème de Fubini et de l'égalité :

f t-kï(y,x,t)dv(y,x,t)= f F(x)-^œ(x).
JÊ(R) J(pxF)o 1 (E(R))

En utilisant un théorème de P. Deligne, on montre qu'il existe un ouvert de Zariski Q^
de Q pour lequel, la fonction 1 est la détermination sur l'intersection de 0^ et de QQ,
d'une fonction analytique multiforme sur 0^ dont la croissance à l'infini est modérée
([4], proposition 3.6). Pour décrire cette dernière condition, on utilise le plongement
usuel de la variété G^ x G^ x G^ dans (P1) x p1 x p1. Puisque P1 (R) x p1 (R) x p1 (R)
est compact, il suffît de prouver que pour k entier positif assez grand, la fonction:
(y.x,^)1—^"^!^^ t) est intégrable au voisinage de tout point à l'infini de Q^, adhérent
à E(R). Soit x^ un tel point. En utilisant le théorème de désingularisation de Hironaka,
on prouve qu'au voisinage de x^, on a une inégalité :

icy^o^B^ixi^iog^r,
où B, a, p, y sont des nombres réels et où m est un entier non négatif. La mesure œ
étant ô-invariante, on peut choisir a non inférieur à — 1. Par suite, utilisant les inégalités
^u,(y,x)^A(l 4-x2)0 et | log^—x|^R, on voit que pour k entier positif assez grand, la
fonction (y, x, t) \—> / - fe 1 (y, x, t) est ûfv-intégrable sur Ë (R) au voisinage de x^.
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126 J.-Y. CHARBONNEL

Ce travail se divise en quatre parties :
0. Table des notations.
1. Énoncés des principaux résultats et lemmes préliminaires.
2. Sur la structure des groupes de Lie.
3. L'intégration le long des fibres.
4. Démonstration des principaux résultats.
Je remercie Z. Mebkhout pour des conversations intéressantes à propos de (4).

0. Table des notations

Dans ce texte, on utilisera très souvent les notations ci-dessous sans y faire référence.
0.1. Si G est un groupe, on désignera le plus souvent par e son élément neutre. Si G

est un groupe topologique, on notera Go sa composante neutre. Si a et b sont des
nombres réels, dire que a est non inférieur (resp. inférieur, non supérieur, supérieur) à b
signifie que a est inférieur ou égal (resp. strictement inférieur, supérieur ou égal, stricte-
ment supérieur) à b. Si G est un groupe de Lie, on notera parfois L(G) son algèbre de
Lie.

0.2. Si V est un espace vectoriel sur un corps quelconque, on note V* son dual. Si V
est un espace vectoriel réel, on note V (x) C son compléxifié et si v appartient à V*, on
note aussi v l'élément de (V (x) C)* qui prolonge v. En outre, si on s'est donné sur V une
structure d'algèbre de Lie, celle-ci se prolonge à V ® C et en fait une algèbre de Lie
complexe.

0.3. Soit V un espace vectoriel sur un corps k. Soit X un endomorphisme de V. Soient
W et W deux sous-espaces vectoriels de V. On suppose que W et W sont invariants par
X et que W contient W\ On note A(X;W) la restriction de X à W et A(X;W/W7)
l'endomorphisme de W/W7 que définit A (X; W) par passage au quotient.

0.4. Soit a une algèbre de Lie sur un corps k de caractéristique zéro. Soient b et c
deux sous-espaces vectoriels de a. Soit X dans a. On suppose que b et c sont invariants
par l'endomorphisme ad X de a et que b contient c. On écrit ad(X;b) et ad(X;b/c) au
lieu de A(adX;b) et A(adX; b/c). Dans ce qui suit, on suppose: k=R ou C. Soient A
un groupe de Lie d'algèbre de Lie a et g un élément de A. On suppose b et c invariants
par l'automorphisme Ad g de a. On écrit Ad(^;b) et Ad (g; b/c) au lieu de A(Ad^;b) et
A(Ad^;b/c).

0.5. Soit G un groupe opérant à gauche sur un ensemble X. Pour tout x dans X, on
note G (x) le stabilisateur de x dans G et G. x l'orbite de x sous l'action de G. Si G est
un groupe de Lie, on note g(x) l'algèbre de Lie de G(x).

0.6. Soit X une variété algébrique définie sur un corps k de caractéristique zéro. Si K
est une extension de k, on note X(K) l'ensemble des K-points de X. S'il existe sur X
une structure de groupe algébrique, compatible avec la structure de variété algébrique,
alors, d'après [8], corollaire, p. 44, X(K) est dense dans X, pour la topologie de Zariski,
lorsque X est irréductible.
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0.7. Soit X une variété algébrique définie sur un corps k. On note (9^ son faisceau
structural. On suppose que k est un sous-corps de C. Conformément aux notations
usuelles [10], on désigne par X^ l'espace analytique sous-jacent à la variété algébrique
complexe, déduite de X par extension des scalaires. On note 0^1 le faisceau structural
de l'espace analytique X3". Si ^ est un faisceau algébrique sur X, ^an désigne le faisceau
analytique sur X^ déduit de ^ ' . L'espace topologique sous-jacent à X'111 est noté Xçi.
L'ensemble des points de X.^ est X(C) et sa topologie est la topologie de Hausdorff.
Chaque fois que l'on utilisera la topologie de Zariski sur X(C) on l'indiquera: par
exemple, on dira d'une partie qu'elle est Zariski-dense.

0.8. Soient C et C' deux catégories abéliennes. On suppose que C a suffisamment
d'objets injectifs. Soit T un foncteur covariant additif de C dans C'. Si p est un entier,
on note R^T le /?-ième foncteur dérivé de T. Si K" est un complexe d'objets de C, on
note R^T^K') le p-ième groupe d'hypercohomologie de T par rapport à K' ([5], 11.4,
p. 32).

0.9. Soit X un espace topologique. Soit U un recouvrement ouvert de X. Si ^ est un
faisceau de groupes abéliens sur X, on désigne par C* (U, ̂ ) le complexe de cohomologie
de Êech du faisceau ^ sur X, associé au recouvrement U. Si ^* est un complexe de
faisceaux de groupes abéliens sur X et si i est un entier, on note ïT(U,^'*) le î'-ième
groupe de cohomologie du complexe simple associé au complexe double C* (U, ̂ *).

0.10. On note A la droite affine SptR[X]. On désigne par G^ et G^ les groupes
algébriques, définis sur [R, multiplicatif et additif, de dimension 1. La variété algébrique
sous-jacente à G^ est canoniquement isomorphe à A. La variété algébrique sous-jacente
à G^ est isomorphe à un ouvert de Zariski de A. Pour n entier positif, on note P"
l'espace projectif défini sur R et de dimension n. Dans ce mémoire, on utilisera le
plongement usuel de A" dans P".

0.11. Soit G un groupe algébrique défini sur un corps k de caractéristique zéro. On
désigne par Gy le radical unipotent de G. Si 9 est l'algèbre de Lie des A-points de G, on
note (^ l'algèbre de Lie des fe-points de Gy.

0.12. Pour tout (z,a,w)=(zi, . . ..z^a^, . . . ,a^,Wi, . . .,w^) dans (C*)"xC"x ^M, on
désigne par | z l" (log | z \f1 le produit :

(|zJal...|z„|a")(log|zJrl...(log|z„|)w".

1. Énoncés des principaux résultats
et lemmes préliminaires

1.1. Soit V un espace vectoriel réel, de dimension finie. Soit \i une mesure positive
sur une partie borélienne de V. On dira que la mesure |A est tempérée s'il existe une

norme ||. || sur V et un entier positif k pour lesquels l'intégrale : (1 +1| x ||2)-fe ̂  (x), est

finie.
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128 J.-Y. CHARBONNEL

1.2. LEMME. — Soit G un groupe localement compact. Soit H un sous-groupe fermé de
G, contenant [G, G]. Soit K un sous-groupe fermé de G. S ' i l existe sur G/R une mesure
relativement invariante de multiplicateur y, alors il existe sur H/(H H K) une mesure
relativement invariante dont le multiplicateur est la restriction de y à H.

On note A^ et Aç, les fonctions modules des groupes K et G. Dans les hypothèses du
lemme, on a: yC^Ai^A^)"1, pour tout g dans K. Puisque H contient [G, G], la
restriction de Aç à H est la fonction module du groupe H et la restriction de A^ à
H H K est la fonction module du groupe H 0 K; donc la restriction de y à H est le
multiplicateur d'une mesure relativement invariante sur H/(H P| K).

1.3. Soit X une variété algébrique, définie sur R. Soit G un groupe algébrique
irréductible et défini sur (R. On suppose que G agit régulièrement dans X, au sens de la
géométrie algébrique et que cette action est définie sur R. Soit XQ un point réel de X.

LEMME. — On suppose que l'orbite G.XQ est dense dans X pour la topologie de Zariski.
Il existe une variété algébrique, définie sur R, Y et n un morphisme de Y dans X qui
vérifient les conditions suivantes :

(1) le groupe G agit régulièrement dans Y, au sens de la géométrie algébrique et cette
action est définie sur R;

(2) le morphisme n est défini sur R, fini et G-équivariant,
(3) pour tout point y de n~1 ({xo }), l'orbite G. y est dense dans Y pour la topologie de

Zariski, contient n~1 ({xo }) et G (y) est égal à G(xo)o;
(4) la fibre n~1 ({ XQ }) contient des points réels.
Soit F le groupe algébrique G(xo)/G(xo)o. Puisque le sous-groupe G(xo)o est invariant

dans G (xo), l'action à droite de G (xo) dans G définit par passage au quotient une action
régulière de F dans G/G(xo)o. Soit K' le corps des fonctions rationnelles sur G/G(xo)o.
Puisque G est irréductible et que G.XQ est dense dans X pour la topologie de Zariski, X
est irréductible et son corps de fonctions rationnelles est égal à celui de G.XQ. Il est
canoniquement isomorphe au sous-corps K des éléments de K' invariants par F.

Soit (Ui, ...,!;„) un recouvrement de X par des ouverts affines, définis sur R. Pour
î'J=l, . . .,n, on note A^. l'algèbre des fonctions régulières sur U,nU,., Â^. la clôture
intégrale de A^. dans K' etp^ le morphisme de Sp(Â^.) dans Sp(Â^) dont le comorphisme
est l'injection canonique de Â^ dans Â^.. Le morphisme p^ est un isomorphisme de
s? (^ij) sur un ouvert de Zariski de Sp (À,.,) car Â^. est l'intersection des clôtures intégrales
des localisés de A^ en tout point non nul de l'idéal de définition du complémentaire de
H H U, dans U,. Il est clair que les morphismes p^ /J= 1, . . ., n, satisfont les conditions
de [6], exercice 2.12. On note Y le recollement des Sp(Â^), ;=1, . . .,n, le long des
morphismes p^. La variété algébrique Y est irréductible et définie sur R. Les injections
canoniques de A,, dans À,,, i= 1, . . .,^, définissent par recollement un morphisme n de
Y dans X. Ce morphisme est défini sur R. Pour ;•= 1, . . . ,n, n~1 (H.) est un ouvert affine
et le comorphisme de la restriction de 71 à n~1 (U,) est l'injection canonique de A^. dans
Â^.; or F est fini; donc n est un morphisme fini. Les actions de F dans les À,., définissent
par recollement une action régulière de F dans Y. Pour i= 1, . . . ,^, 71-1 (U,) est invariant
par F. Soit X le normalisé de X. Dans le cas où F est trivial, la construction précédente
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donne X; donc il existe un morphisme canonique de Y dans X. On le note 7t. Pour tout
x dans X, le groupe F opère transitivement sur la fibre n~1 ({x}).

D'après [11], le groupe G agit régulièrement dans X et le morphisme canonique de X
dans X est G-équivariant. Soit U un ouvert affine, non vide de G.X(). L'ouvert TC'^U)
est affine et l'algèbre des fonctions régulières sur n~1 (U) est la clôture intégrale dans K/
de l'algèbre des fonctions régulières sur U. Puisque le morphisme canonique de G/G(xo)o
dans G/G(xo) est fini, il existe un isomorphisme 0 de n~1 (U) sur l'image réciproque de
U dans G/G (xo)o. Soit \={Çg,x,y)eGx TC-^U) x n-1 (U); ^.0(x)=0(^)}. L'adhé-
rence V de V dans G x Y x Y est irréductible car Y et G le sont. L'image de V par
idç x 71 x îi est le graphe du morphisme de G x X dans X qui définit l'action de G dans
X. Puisque n~1 (U) est invariant par F et que les actions de G et de F dans G/G(xo)o
commutent, V est invariant par idç x y x y, pour tout y dans F; or G x X est l'image de
V par le produit de la projection canonique de G x Y x Y sur G x Y et du morphisme
idç x îc; donc d'après ce qui précède, l'image de V par la projection canonique de
G x Y x Y sur G x Y est G x Y. La variété G x Y étant normale et le morphisme n étant
fini, il résulte du théorème principal de Zariski que V est le graphe d'un morphisme de
G x Y dans Y. Ce morphisme définit une action régulière de G dans Y car V contient V.
En outre, pour cette action, n est G-équivariant. D'après ce qui précède, V est une
composante irréductible de l'image réciproque par idç x 71 x 71 du graphe du morphisme
de G x X dans X qui définit l'action de G dans X; or cette action est définie sur IR; donc
l'action de G dans Y est définie sur IR.

Puisque n est fini et G-équivariant, pour tout y dans n~1 ({^o}), G. y est ouvert dans
Y et G (y) est contenu dans G(X()); donc G. y contient n~l([xo}) et G (y) est égal à
G(xo). Soit B l'anneau local en G(^o)o de la variété G/G(xo)o. Puisque G/G(xo)o est
lisse, B est un sous-anneau local de K/, intégralement clos. L'orbite G.XQ étant ouverte
dans X, l'anneau local A en XQ de X contient l'un des A^.; or A est contenu dans B;
donc B contient l'un des A^. L'anneau B étant l'anneau local d'un point réel de G/G(xo)o?
l'idéal maximal de B définit un point réel de Y dont l'image par n est XQ.

1.4. COROLLAIRE (les notations sont celles de 1.3). — Soit G un sous-groupe de G(1R),
fermé, connexe pour la topologie de Hausdorffet dense dans G pour la topologie de Zariski.
On suppose que l'orbite G.XQ est fermée dans X(R) pour la topologie de Hausdorff. Alors
pour tout point réel YQ de n~1 ({ XQ }), l'orbite G.yo est fermée dans Y (R) pour la topologie
de Hausdorff.

Puisque n est G-équivariant, n~1 (G.X()) est réunion finie de G-orbites qui rencontrent
n~1 ({xo}). Dans ce qui suit, on utilise la topologie de Hausdorff. Soit yo un point réel
de n~1 ({^o}). Puisque G.XQ est fermé dans X(tR), le sous-groupe GG(R)o(xo) est fermé
dans G(tR)o; or GG(IR)o(jo) est ouvert dans GG(tR)o(xo); donc l'orbite G.yç est fermée
dans G(lR)o.^o- L'adhérence de G(IR)o.^o dans Y(IR) est la réunion de G(lR)o.^o et de

G (IR)o-orbites de dimension strictement inférieure; or l'orbite sous G(IR)o de tout point
réel de n~l(G.Xo) est de dimension égale à celle de G(IR)o.^o car G.^o est égal à
n~1 (G.Xo); donc l'intersection de 71;-1 (G.X()) et de G(IR)o.^o est fermée dans Y(R). Par
suite, G. YQ est fermé dans Y(IR).
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1.5. Soient X, G et XQ comme en 1.3. On suppose qu'il existe un caractère rationnel
y de G et une mesure relativement invariante, non nulle, de multiplicateur | y | sur l'orbite
G(R\.XQ.

THÉORÈME. — On suppose X affine. Soit G un sous-groupe de G(IR), fermé, connexe
pour la topologie de Hausdorff et dense dans G pour la topologie de Zariski. On suppose
que l'orbite G .XQ est fermée dans X(1R) pour la topologie de Hausdorff. Soit F une fonction
régulière sur X dont la restriction à X (R) est propre pour la topologie de Hausdorff sur
X (R) et prend des valeurs réelles non inférieures à \. Il existe des mesures relativement
invariantes sur G. XQ dont le multiplicateur est la restriction de \ y à G. Si G contient
Gy(IR)o (0.6, 0.11), alors pour k entier positif assez grand, la fonction: xi—^F^)"^, est
intégrable relativement à de telles mesures. En outre, lorsque G ne contient pas Gy (R)o et
lorsque y est trivial, alors pour k entier positif assez grand, la fonction: .xl—)>F(.x)-fc(0.12),
est intégrable relativement à toute mesure invariante sur G.XQ.

Puisque G est connexe et dense dans G pour la topologie de Zariski, il contient
[G (IR)o, G (IR)o]. La première partie du théorème résulte alors de 1.2. Il suffît de démontrer
le théorème dans le cas où G.XQ est dense dans X pour la topologie de Zariski. Soient
Y et 7i comme en 1.4. Soit yo un point réel de Y dont l'image par n est XQ. Soit 9
l'algèbre de Lie de G(R). Soit y' le caractère rationnel de G tel que Y (g) soit égal à
|y(g)| pour tout g dans G(ÏR)o. On note aussi y' la différentielle de y' en e (0.1). Par
hypothèse, pour tout ^ dans g(xo), y'fê) est égal à la trace de ad (^; g/g (xo)) (0.4).
Puisque G(yo) est égal à G(xo)o, d'après [9], corollaire p. 44, G(R)(xo)o est dense dans
G(jo) pour la topologie de Zariski; donc sur G.yo existe une forme différentielle, de
degré maximum, relativement invariante et de multiplicateur y\ Puisque le morphisme 71
est fini, la restriction de F ° n à Y(R) est propre pour la topologie de Hausdorff sur
Y(R); or d'après le lemme 1.4, l'orbite G.YQ est fermée dans Y(IR); donc pour démontrer
la deuxième partie du théorème, on peut supposer : il existe sur G. XQ une forme différen-
tielle, de degré maximum, non nulle et relativement invariante ou invariante lorsque G
contient G^(IR)o. Sous cette hypothèse, la deuxième partie du théorème sera démontrée
en 4.5.

1.6. COROLLAIRE. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit ||.|| une
norme sur V. Soit G un sous-groupe fermé connexe de GL(V). Soit G la composante
neutre de l'adhérence de Zariski de G dans GL(V). Soit v dans V. On suppose qu'il existe
une mesure invariante non nulle sur G .v et que G. v est fermé dans V. Alors il existe sur
G. v des mesures invariantes et toute mesure invariante sur G .v est tempérée.

1.7. LEMME. — Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie g. On note G
l'adhérence de Ad (G) dans GL(g) pour la topologie de Zariski. Soit f dans g*. Alors il
existe une mesure invariante sur l'orbite Q.f.

Soit g l'algèbre de Lie de G. Si g est dans Q (/), l'automorphisme A (g: g/g (/)) laisse
invariante la forme bilinéaire : (X, Y) -> (/, [X, Y] ) sur g x g; donc det A {g, g/g (/)) est
égal à 1, pour tout g dans G(/). Puisque (Ad g— 1) (g) est contenu dans ad g, pour tout
g dans G, det [Ad (g-, g/g (/))] est égal à 1 pour tout g dans G(/); donc il existe une
mesure G-in variante sur G./.
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1.8. THÉORÈME. — Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie 9. Soit fdans g*.
Si l'orbite G .f est fermée dans g*, alors toute mesure invariante sur G .f est tempérée.

Le théorème résulte de 1.7 et 1.6.

2. Sur la structure des groupes de Lie

2.1. Soient X, G et XQ comme en 1.3. Soit G un sous-groupe fermé de G(IR) (0.6)
dense dans G pour la topologie de Zariski. On note G le sous-groupe de G(IR) engendré
par G, G(R) (xo), [G, G] (R) et l'ensemble des points réels de la composante anisotrope
d'un tore maximal, défini sur tR, de G.

LEMME. — 57 l'orbite G.XQ est fermée dans X(tR) (0.6), alors Q est fermé dans G(IR)
et Q.XQ est fermé dans X(R).

Puisque G contient G(1R) (xo), il suffît de montrer que Q.XQ est fermé dans X(IR).
Soit H le sous-groupe de G(R) engendré par G et [G,G](IR). Puisque G est Zariski-
dense dans G, G est un sous-groupe d'indice fini de H; or G.XQ est fermé dans X(1R);
donc ÎÎ.XQ est fermé dans X(tR). Soit T l'ensemble des points réels de la composante
anisotrope d'un tore maximal, défini sur IR, de G. L'orbite Q.XQ est égale à TH.X(); or
T est compact et H.XQ est fermé dans X(IR); donc Q.XQ est fermé dans X(tR).

2.2. Soit g une algèbre de Lie algébrique réelle. Soit t) un idéal algébrique de 9,
contenant [g, g] et la partie anisotrope d'un tore de dimension maximale de g. Soit î un
idéal de g, distinct de g, contenant i) tel que î0g^ (0.11) soit égal à Ï)0g^ et pour
lequel tout élément de g est réplique d'un élément de t.

LEMME. — Dans l'espace I)1 des formes linéaires sur g, nulles sur t), existe une base
(c^ . . ., c^ a^ . . ., ai) (fe^ 1, /^O) qui vérifie les conditions suivantes :

(1) Ci, . . ., ̂  sont des caractères rationnels de g.
(2) a^ . . .,âi ne sont pas des caractères rationnels de g, mais leurs noyaux sont des

idéaux algébriques de g.
(3) Les restrictions à î de c^ . . . , C p (1 ̂ p^k) forment une base de l'espace des formes

linéaires sur ï, nulles sur î).
Soit Ii un facteur réductif dans Ï ) . D'après [8], I^ est contenu dans un facteur réductif 1

de g. Soit t un tore contenu dans le centre de 1 tel que : I = t © Ii. Soit m un supplémentaire
de t )ng« dans g^, stable par I. On a: g = t © t ) © m et î + g ^ = f ® m car îP igu est égal à
l)Pig^. On note i' l'intersection: (Ï+gJPit. L'algèbre de Lie g/Ï) est algébrique et
commutative. Le tore maximal de g/Ï) et (g/Ï))y sont respectivement l'image de t et de m
par l'homomorphisme canonique de g sur g/t); or î est distinct de g, contient Ï) et tout
élément de m est la partie niipotente d'un élément de î; donc i' et t ne sont pas réduits à
{0}. Puisque l) contient la partie anisotrope d'un tore de dimension maximale de g, t est
un tore déployé; donc dans t* existe une base formée de caractères rationnels. Soit
(ci, . . . ,Cfe) une telle base, ordonnée de façon que les restrictions à f de c^ . . . , C p
(\^p^k) forment une base de (f)*. Pour ;==1, . . .,k, on note aussi c^ le caractère
rationnel de g qui prolonge c^ et qui est nul sur t)+g«. Soient (X^, . . .,Xj) une base de
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m et (a^ . . .,ûj) sa base duale. Pour i= 1, . . .,/, on note aussi a^ la forme linéaire sur g
qui prolonge a, et qui est nulle sur t©t) . Il est alors clair que la famille (c^, . . .,c^
a^ . . . ,ûj) vérifie les conditions du lemme.

2.3. On reprend les notations de 2.1. On suppose que G(IR).X() n'est pas fermé dans
X(R). Soient 9 l'algèbre de Lie de G(1R) et î l'algèbre de Lie de G. Soit t) l'idéal de 9
engendré par [9, g] + 9 (xo) + (L (G) 0 ̂ ) (0.1, 0.5, 0.11) et la partie anisotrope d'un
tore de dimension maximale de 9. Comme en 2.2, î) est un idéal algébrique de g, ï
contient t) et tout élément de g est réplique d'un élément de ï car G est Zariski-dense
dans G. Puisque G(IR).X() n'est pas fermé dans X(IR), il résulte de 2.1 que î est distinct
de g. Soit (c^, . . .,c^a^ . . .,âj) une base de t)1 qui vérifie les conditions de 2.2
relativement à ï. On note C^, . . ., C^ les caractères rationnels de G dont les différentielles
sont respectivement c^, . . .,6^. Pour ;'= 1, . . . , / , on désigne par A^ le morphisme de G
dans le groupe algébrique additif G^(0.10), dont la différentielle est a^ Soit G^ le sous-
groupe de G(IR) engendré par G et l'ensemble des points réels de l'intersection des
noyaux de C^, . . . ,C^,Ai, . . .,Aj. Puisque î contient t), G est un sous-groupe d'indice
fini de G^. On note G^ le sous-groupe de G(IR) engendré par G^ et G(tR)o.

D'après la propriété (3) de 2.2, il existe des réels oc .̂, p-\-\^i^k, l^j^p, et P^y,
l^/^/, l^'^/?, pour lesquels les formes linéaires: ^-oc^ Ci- . . . -^pCp,
?=/?+ 1, . . . ,k et û y — P^-i Ci — . . . — P^p Cp, /= 1, . . ., / sont nulles sur ï. Pour
i=p-}-1, . . .,k et/= 1, . . . , / , on note (p^ et \|/y les fonctions sur (IR*)^ R1 définies par:

<PfO^ • • •.^^1. • • .^^^^i"0111- • •JÇ0^
et

^/(yi. • • •,.y^i. • • •^)=^-IWog(ji)-.. .-p^iogc^,).
On désigne par 0 l'application de (tR*^ x R1 dans (IR*)^ x [R1, définie par :

<D(Vi, . . .,^,Xi, . . .,^)

=(^+1(^1, • • •^z), • • •^k(yi. • . -.^^iCyi, • • '^i\ ' ' .^iCvi, • • '^i)\

LEMME (les notations et les hypothèses sont celles de 2.1, 2.2 et 2.3). — On suppose
G(xo) irréductible. On note H l'intersection des noyaux de C^, . . . ,A^. Soit F une fonction
régulière sur X dont la restriction à X(IR) est propre et prend des valeurs réelles non
inférieures à 1.

(i) Le morphisme'. g^(C,(g\ . . .,C,(^), A, fe), . . .,A,(^)) de G dans (GJ^G^
(0.10) définit par passage au quotient un morphisme ouvert et lisse de G.XQ dans
(GJ^x (G,y. On le note p.

(ii) Pour tout z dans (G^ x (G^)1, p~ 1 ({z}) est une ^-orbite.
On note pi la restriction de p à G^. XQ. Pour tout z dans (IR*.)^ x R\ on pose :

H(z)=inf{F(x);pi(x)=z}.

(iii) Pour tout z dans (tR*^ x R\ p^1 ({z}) est une ïî(R)-orbite.
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(iv) Pour tout z dans (R*)^ x tR1, (0° pi)"1 ({z}) est une Q^-orbite.
(v) L'application pi x F de G^. XQ dans (R*^ x [R1 ̂  ̂ r^r^.

(vi) La fonction: zt-^(z) ̂ r (R*)^ x R1 ̂  continue.
(vii) 57 F ^é?^ /?^ ftor^ sur H(R) .^o, 7?OMr ^r z dans (R^ x ̂ , n'mû^é? par F ̂

pr^M^tHO^+ooL.
(viii) L'application ^ x ^ d e (R^ x [̂  dans (R*)^ x [R1 x R é^ 7?ro^.
(i) Puisque G(xo) est irréductible et que t) contient gOo), les fonctions régulières

Ci, . . . ,A^ sont constantes sur G(xo); donc le morphisme: g^(Ç^(g), . . .,A^(g)) de G
dans (Gm)kx(Ga)l définit par passage au quotient un morphisme p de G.XQ dans
(G^ x (G^)1. Le morphisme :

fe^i, • . .,^^1, • • .^)^(Cife)^i, . . .,C,(^,Xi+Ai(^), . . .,^+A,^))

de G dans G x (G^ x (G^, définit une action régulière de G dans (GJ^ x (G^, pour
laquelle p est équivariant; or pour cette action G opère transitivement; donc p est un
morphisme lisse de G.XQ sur (GJ^ x (G^)1.

(ii) résulte de ce que H est le stabilisateur de tout point de (G^ x (G^.
(iii) résulte de l'égalité : G^ = (GQo H W-
(iv) On note cpp+i, . . . ,(pfc, (pj les fonctions sur Gi pour lesquelles on a:

^Pite-^O^p+i^ • • •.<Pfc(^<Pi(^ • • -îite)). P0^ tout ^ dans Gl•

L'application 0° pi de Gi .XQ dans (R*^ x R1 est G i-équi variante pour l'action de Gi
dans (W^^x n1 définie par:

§ ' ( y p + i , ' ' .^fc^i. • • • ,^)=((Pp+ife)^+i, . . .,<Pfcfe)^^+$i(^ • • •.^+(P(^))•

Le groupe Gi est le sous-groupe de Gi engendré par H(R) et le sous-groupe analytique
de GI d'algèbre de Lie l; or î est l'intersection des noyaux des différentielles de
îp+1. . • • » Ïk. îi. • • • . ̂  donc le stabilisateur de tout point de (R*)^ x R1 pour l'action
définie ci-dessus, est ôi. L'assertion résulte alors de ce que 0° pi est G i-équi variante.

(v) D'après 2.1, Çj.Xo est fermé dans X(R); or ô est un sous-groupe d'indice fini de
&i et H(R) est un sous-groupe fermé de ôi qui contient Gi (xo); donc l'orbite H(IR).Xo
est fermée dans X(IR). Les H (R)-orbites dans G^ .XQ sont fermées dans X(R) car G^ les
permute; or la restriction de F à X(R) est propre; donc pour tout (z, t) dans (R*)^ x R1,
p^- l({z})n{;ceX([R);F(;c)^} est compact. L'assertion résulte alors de ce que pi est
une application ouverte.

(vi) Soient z dans (IR*^ x R1 et 8 un réel positif. Puisque pi x F est propre, il existe x
dans pr^z}) pour lequel on a: F(x)=^(z). Soit V un voisinage ouvert de x dans
Gi.^o tel q^ F(;c)-e<FùO<F(x)+8, pour tout y dans V. D'après (iii),
pi ({^eGi .XQ; F(y)^F(x)-£}) est fermé dans (ER*/ x R1', or pi (V) est ouvert, contient
z et pour tout z dans pi (V), ^(z7) est strictement inférieur à n(z)+£; donc ^ est continu
en z.
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(vii) Soit z dans t). Soit x dans Pi"1^}) tel que F(x) soit égal à n(z). D'après (v),
l'image de H(R)o. x par F est un intervalle borné si et seulement si H (IR)o. x est compact;
or GI permute les H (IR)o-orbites dans G^.Xo, H(IR).X() est fermé dans X(IR) et réunion
finie de H (IR)o-orbites, et F n'est pas bornée sur H (IR). XQ\ donc l'image de po'1 ( { z } )
par F est l'intervalle [a(z), + oo[.

(viii) D'après 2.1, Q.XQ est fermé dans X(tR); or G est un sous-groupe d'indice fini
de GI et GI permute les G^-orbites dans G^.XQ; donc les G^-orbites dans G^.XQ sont
fermées dans X(1R). D'après (iv), pour tout (z,Q dans ((R*)^^,
(^>op^~l({z})^}{xeXW;¥(x)^t} est alors compact car la restriction de F à X(IR)
est propre; donc (^"^({z}) H {z 'e^î^x R1;^')^/} est compact. L'assertion résulte
alors de ce que l'application 0 est ouverte.

2.4. On conserve les notations des paragraphes précédents. On suppose que la restric-
tion de F à H([R).X() n'est pas bornée. Soit (^i, . . ., ^) une base de t). Pour x dans X,
on note F' (x) la différentielle de F en x. Soit Y le fermé de Zariski de G. XQ défini par
les égalités : < F' (x), ^. x > = . . . = < F' (x), ^. x > = 0. Il est défini sur R.

LEMME. — (?) L'image de Y par p x F n'est pas dense dans (G^ x (GJ1 x A pour la
topologie de Zariski.

(ii) L'ensemble des points lisses de l'adhérence de Zariski de (p x F) (Y) qui sont dans le
graphe de la fonction a, est une partie ouverte non vide de l'ensemble des points réels de
pxF(Y).

(iii) La restriction du morphisme p x F au complémentaire de Y dans G. XQ est un
morphisme lisse de cet ouvert de Zariski sur un ouvert de Zariski de (G^ x (G^.

(i) Pour tout z dans (G^ x (G^, F est constante sur chaque composante irréductible
de l'intersection de Y et de p'^z}); donc la partie constructible pxF(Y) de
(G^ x (G^)1 ne contient pas d'ouvert de Zariski non vide.

(ii) On désigne par Z l'adhérence de Zariski de p x F (Y). Si z est dans (R*^ x R1, il
existe x dans pi"1 ({^}), pour lequel on a : F(x)=a(z); or un tel x appartient à Y; donc
(z, u(z)) appartient à pxF(Y). Puisque (R*)^ n1 est dense dans (G^^ÇG^)1 pour la
topologie de Zariski, le graphe de la fonction |LI contient des points lisses de Z. Soit z un
point de (IR^^x R1 pour lequel (z, u(z)) est un point lisse de Z. Soient U un voisinage
de z dans (IR^^x ff^ et V un voisinage de u(z) dans [RL Si U et V sont assez petits,
l'intersection de U x V et de Z est le graphe d'une application de U dans V; or d'après
2.3, (vi), (z, a(z)) appartient à U x V si U et V sont assez petits; donc l'ensemble des
points lisses de Z qui sont dans le graphe de la fonction u, est un voisinage de (z, a(z))
dans l'ensemble des points réels de p x F (Y).

(iii) Pour tout élément x de G. XQ qui n'est pas dans Y, la différentielle de p x F en x
est de rang Â:+/+ 1; donc d'après [6], proposition 10.4, p. 270, la restriction de p x F au
complémentaire de Y dans G.XQ est un morphisme lisse. En particulier, l'image de cet
ouvert de Zariski de G.XQ par p x F est un ouvert de Zariski.

2.6. Remarque (les notations et les hypothèses sont celles de 2.3). — On suppose X
affine. Il résulte de [3], proposition 5 que pour tout compact K de (IR*.)^"^ R^ il existe
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des réels positifs A et a pour lesquels on a : u(z)^A[l+Xl(z)2+ . . . +Xl(z)2]a, pour
tout z dans ^"^K).

3. L'intégration le long des fibres

3.1. On conserve les notations X, G, F, Xo, p, Y de 2.1, 2.3 et 2.4, avec les mêmes
hypothèses. On désigne par (p x F)~ la restriction de p x F au complémentaire de Y dans
G.XQ. Soit S l'image de (p x F)^. D'après 2.4, (iii), (p x F)~ est un morphisme lisse. On
désigne par d la différence des dimensions de G.XQ et de S. Soit Q* le complexe des
faisceaux de germes de formes différentielles régulières relatives de [G. ̂ o\Y] sur S ([6],
chapitre II, § 8). Si Si est un ouvert de Zariski de S, on note Xi l'image réciproque de
Si par (pxF)^ et par (pxF)^ la restriction de ( p x F ) ~ à Xi. On désigne par Of la
restriction de Q* à Xi. On utilise la notion de connexion intégrable régulière sur un
fibre vectoriel, définie en [4], 4.5.

THÉORÈME ([4], théorème 6.13). — // existe un ouvert de Zariski, non vide. Si de S qui
est défini sur R et qui possède la propriété suivante : pour tout fibre vectoriel à connexion
intégrable régulière i^ sur Xi, définissant le système local V sur (Xi)^ (0.7), on a les
assertions suivantes :

(i) les faisceaux R1 [((p x F)^)3"]^ (V) (0.7, 0.8) sont des systèmes locaux sur (Si)^; leur
formation est compatible à tout changement de base;

(ii) les faisceaux R1 ((p x F)^ (Qf ®^ -T) et R1 [((p x F)^311]^ ((Qf)811 ®^ (^) sont
localement libres de type fini, de formation compatible à tout changement de base;

(iii) les flèches canoniques :

o^ ®c R1 [((P x F):)3"]* (V) ̂  R1 K(P x W^ ((^î)8" ®^ cm
^ (R1 ((p x F)^ ((Qf) ®^ -T)r,

sont des isomorphismes.
3.2. On utilise le plongement usuel de A^ x A^ x A dans (P1^ x p1 x P1. D'après (0.9),

la variété algébrique (GJ^G^xA est alors plongée dans (P^x P^x p>1. Avec les
notations de 3.1, Si est un ouvert de Zariski de (P^ x p1 x p1. On considère sur Xi le
faisceau structural. C'est un fibre vectoriel de rang 1. On le munit de sa connexion
canonique. Cette connexion est intégrable régulière car les sections locales horizontales
sur (Xi)^ (0.7) sont localement constantes. Soit ^ le ^-module : R^p x F)i~)^(QÎ).
C'est un fibre vectoriel sur Si, d'après 3.1, (ii). On utilise sur i^ la connexion de Gauss-
Manin. C'est l'unique connexion pour laquelle le système local des sections locales
horizontales sur (Si)^ s'identifie à ^[((p x F)^)^]^^^, au moyen des isomorphismes
de 3.1, (iii). D'après [4], théorème 7.9, la connexion de Gauss-Manin est intégrable
régulière.

LEMME (les notations et les hypothèses sont celles de 3.1 et de 3.2). — Soit (^i, . . ., e^)
une base de sections multiformes horizontales du fibre ^an. Soit b une section globale de
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Y^. Alors les coodonnées de b dans la base (e^, . . ., e^) sont des fonctions analytiques
multiformes, de détermination finie, sur S^", à croissance modérée le long du complémentaire
de Si dans (P^ x P1 x P1, au sens de [4], 2.10.

On note ici V la connexion de Gauss-Manin sur Y'. Soient Y^* le fîbré dual du fibre
ï et Q1 (Si)* le fibre dual du fibre Q1 (Si). On munit ^* de la connexion duale V* à V.
De même, sur Hom(^, (9^) on utilise la connexion V définie par :
(Vç(p)(r|)=<(û?((p(r|), Ç)—(p(VçT|) , pour toutes sections locales (p, Ç, T| de
HomCT, (^?, O^Si)* et ^. D'après [4], 4.6, les connexions V* et V sont intégrables
régulières. On considère sur ^* la base duale (e\, . . ., ^*) à (e^, . . ., ^). C'est une base
de sections multiformes horizontales. On note e* le morphisme :
v \—> (( e^, v ), . . ., ( e^, v )) de ̂ an dans (^i)^- C'est une section multiforme horizontale
de Hom(^, ^i^)3"; donc elle est de détermination finie. Puisque la connexion V est
régulière, la section multiforme e* a une croissance modérée le long du complémentaire
de Si dans (P^x p^x p1; or toute section globale de i^ a une croissance modérée le
long du complémentaire de Si dans (P^x P ^ x p ^ d'après [4], 2.4; donc e*(b) est une
section multiforme de (^i)3" au-dessus de S^1, de détermination finie et ayant une
croissance modérée le long du complémentaire de Si dans (P^ x p^ x P1.

3.3. On conserve les notations de 3.1. Pour tout ouvert de Zariski U de Si, il existe
un recouvrement fini {U^ , ieï] de U et un recouvrement fini { V ^ y e J } de
((px F)^)~1 (U) par des ouverts de Zariski, affines, qui vérifient la condition suivante :
pour tout ; dans I, {Vy; (p x F)^ (V^)^Uj est un recouvrement de ((p x F)^)~1 (H). En
abrégé, on note U et V les recouvrements ci-dessus et on dit que (U, V) est un recouvre-
ment adéquat de l'ouvert U. Pour ; dans I, on pose : J ( i ) = { j e J ; (p x F)^ (V^U^} et
on note V Ci) le recouvrement { V .̂, jeJ (i)} de ((p x F)^)-1 (U,).

Soit (U, V) un recouvrement adéquat de l'ouvert de Zariski U de Si. D'après [5], III,
12.4.3, R^ ((p x F)^)^ (Q*) (0.8) est canoniquement isomorphe au faisceau engendré par
le préfaisceau: Vi—^R^r^p x F)^)~1 (V), û*]. Puisqu'une intersection finie d'ouverts
affines est affine, d'après [5], III, 12.4.7, pour tout ; dans I, R^F^p x F)i~)~'1 (U^, 0*]
est canoniquement isomorphe à H^IV^'), Q*] (0.9), avec les notations de [5], III. Ainsi,
il existe un morphisme naturel de F[((p x F)^)~1 (U^), 0^] dans
R^r^p x F)^)"1 (U^), Q*]. La famille indexée par I des morphismes ci-dessus définit un
morphisme de F[((p x F)?"1 (U), Q.^] dans l'espace des sections au-dessus de U du
faisceau R^p x F)^)^ (Q*). On le note : b\—>\Çb). C'est un morphisme de (9^ (U)-modu-
les. Il ne dépend pas du recouvrement adéquat (U, V) de U.

3.4. On conserve les notations de 3.1. Puisque le morphisme (p x F)^ est lisse, pour
tout ouvert de S^", il existe un recouvrement {U^ , ieî] de U et un recouvrement
{ V ^ y e J } de [((px F)^)3"]"1 (U) par des ouverts de Stein qui vérifient les conditions
suivantes :

(a) pour tout j dans J, il existe i dans I tel que ((p x F)^)'"1^) soit contenu dans U^;

(b) pour tout i dans I, {V^^pxF)^)^^)^^} est un recouvrement de
[((pxF):)-]-1^,);
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(c) pour tout j dans J, ((px F)^)2"1^) est un ouvert de Stein de S^" et la restriction
de ((p x F)^" à V .̂ est isomorphe à la projection canonique de D^ x ((p x F)^)^^.) sur
((p x F^VÇVj) où D^ est un polydisque ouvert de C^;

(d) les recouvrements {U,, /el} et { V p j e J ] sont localement finis.
En abrégé, on note U et V les recouvrements ci-dessus et on dit que (U, V) est un

recouvrement adéquat de l'ouvert U. Puisqu'une intersection finie d'ouverts de Stein est
un ouvert de Stein, les arguments de 3.3 montrent que pour tout ouvert U de S^", il
existe un morphisme naturel de ̂  (U)-modules de F[(((p x F)^)8")"1 (U), ((û'i)3")] dans
l'espace des sections au-dessus de U de ^[((px F)^)^]^^^"). Comme en 3.3, on le
note : b \-^\^(b). Il ne dépend pas du recouvrement adéquat (U, V) de U.

LEMME (les notations et les hypothèses sont celles de 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4) (?) Soit U
un ouvert de S^". // existe un morphisme canonique de l'espace des sections de
R^ [((p x F)^)^]^ ((Pf)8") au-dessus de U dans le d-ième groupe de cohomologie du complexe
des formes différentielles C°° relatives de ((px F)^")"1 (U) sur U. C'est un morphisme
de (9^ ^-modules. En outre, si b est une section de
(Q^)3" au-dessus de (((p x F)^)3")"1 (U), alors l'image de ^(b) par le morphisme ci-dessus
est la classe de b.

(ii) Soit P une forme différentielle C°°, de degré d, sur (((p x F)^)^)"1 (U) qui représente
l'image de la section b de R^ [((p x F)^"]^ ((Of)8") au-dessus de U, par le morphisme défini
en (i). Soit £. un champ de vecteurs holomorphe sur U. Soit T| un champ de vecteurs C°°
sur (((pxF)^)^)"1^) dont l'image par ((pxF)^)2"1 est Ç. Alors la dérivée de Lie de P
dans la direction définie par r|, représente l'image de V^Z? par le morphisme défini en (i).

(iii) On suppose que l'ouvert U de (i) est un ouvert de Zariski. Soit b une section de
F[((p x F)^)~1 (U), Q^] au-dessus de U. Alors l'image de \(b) par la flèche canonique de
^((pxF)^)^*) dans ^[((px F)^)8"]^ ((Qf)3") est l'image par \^ de l'image de b par
la flèche canonique de F[((p x F)0-1 (U), Q'J dans r[((p x F)^)311)"1 (U811), ((O'i)8")].

On note Q^ ^ le complexe 0^ ®^ çïî'
(a) Soit V={Vj . Y'^J} un recouvrement ouvert, localement fini de

[((P^rTT1^)- Soit ^ un [^((pxF^^r^LOJ-module. Soit S^) la différen-
tielle du complexe de cohomologie de Êech C*(V, ̂ ). Soit { ^ p j e î } une partition de
l'unité C00 subordonnée au recouvrement V. On note K l'opérateur d'homotopie du
complexe C* (V, ^), défini par :

(Kc)(/o. • • •,yp-i)=Z(P^(/.7o. • • '.Jp-i)'

On a : ^(^OK+KÔG^)^; donc le complexe C*(V, ^) est acyclique. Par suite,
il existe un isomorphisme canonique de la cohomologie du complexe
F [(((p x F)^)^)"1 (U), Q*^ J sur la cohomologie du complexe simple associé au complexe
double C*(V,QÎ, J.

(b) Soit a une section de ^[((px F)^)811]^^?)3") au-dessus de l'ouvert U. Il existe
un recouvrement adéquat (U, V) de U et pour tout ; dans I, a; dans tf [V (Q, ((Qf)3")]
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qui vérifie les conditions suivantes :
(1) après identification de H^IYO), (Q*)^)] et de l'espace des sections au-dessus de U^

de R^ [((p x F)^)3"]^ ((PT)3"), a, et o^ ont même restriction à U, H U^;

(2) dans le faisceau engendré par le préfaisceau :

U ̂  R^ F [[((p x F^)3"] -1 (U), ((O?)3")],
a est défini par les o^.

Pour ; dans I, on note ^ une section de û^ ^ au-dessus de (((p x F)^)3")"1 (LJ() qui
représente l'image de o^ par l'isomorphisme inverse de celui défini en {a\ pour l'ouvert
H-. Soit {v|/p ;'el} une partition de l'unité C00 subordonnée à U. La classe de cohomologie
de la forme différentielle: 2:\|^°(((px F)^)3")?,., dans le complexe
F[(((px F)^)^)"1 (U), Qf oj ne dépend que de a. On la note a. L'application : ah->a
est un morphisme de ̂  (U)-modules. La deuxième partie de l'assertion (i) est claire.
L'assertion (ii) résulte de [4], 7.7.

(iii) En utilisant dans 3.3 la structure analytique et des ouverts de Stein au lieu des
ouverts affines, on construit le morphisme i3" pour tout ouvert U de S^". L'assertion
résulte alors de ce que pour tout ouvert de Zariski, affine, U de S^, U3" est un ouvert de
Stein de S^.

3.5. On conserve les notations des paragraphes précédents. On suppose qu'il existe
sur G. XQ une forme différentielle régulière, de degré maximum, relativement G-in variante,
définie sur R et non nulle. On note œ une telle forme différentielle. On utilise le système
de coordonnées usuel : (ji, . . ., y^ x^, . . ., x^, t) sur (G^ x (G^)1 x A et on désigne par
v la forme différentielle : ( d y ^ l y ^ ) A . . . A (dy^y^) A dx^ A . . . A dx^ A dt.

LEMME 77 existe une forme différentielle régulière relative et une seule P, de (p x F)"1 (S)
sur S, de degré d, définie par : (3v=œ. En outre, P est définie sur R.

Puisque la restriction de p x p à (pxF)"^) est un morphisme lisse, la restriction
de (pxF)3" à (pxF)"^)3" est localement isomorphe à la projection canonique de
C^ x (p x F)~1 (S)2"1 sur (p x F)"1 (S)3"; or œ et v sont des formes différentielles de degré
maximum; donc il existe une et une seule forme différentielle P, analytique, relative de
(pxF)"^)311 sur S^ pour laquelle la restriction de œ à (pxF)"^)8" est égale à
pA^IS3"]. D'après [6], chapitre III, proposition 10.4, le faisceau [^[(p x F)"1 (S)] est
un ^pxF)-^)"1110^^ libre; or œ et v sont des formes différentielles régulières, définies
sur [R; donc d'après l'unicité de la forme P ci-dessus, la forme P est régulière et définie
sur R.

3.6. On conserve les notations des paragraphes précédents. Pour tout (z, t) dans
l'image par pi x F du complémentaire de Y(R) dans Gi .Xç, (pi x F)"1 ({(z, /)}) est une
variété C°°, compacte, sans bord et la restriction de P à cette variété y induit une
orientation. Dans ce qui suit, on utilise ces orientations.

PROPOSITION. — Soit b une forme différentielle régulière relative de X^ sur S^,
de degré d et définie sur R. Sur tout ouvert connexe, simplement connexe de
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Si (R) n (P. x F) (GI. Xo), to fonction : (z, 01-^ [̂  | (pi x F)~1 ({(z, 0})] est la détermina-

tion d'une fonction analytique multiforme sur S^", de détermination finie et à croissance
modérée le long du complémentaire de Si dans (P^ x P1 x P1.

D'après 2.3 (iii) et 2.4, Si (R) n (pi x F) (Gi. Xo) est ouvert dans (R*^ x ̂  x R car
Xi est contenu dans le complémentaire de Y dans G.X(). Soit U un ouvert connexe,
simplement connexe de Si (IR) H (pi x F)(Gi .Xo). Soit Û un ouvert connexe, simplement
connexe de S^" dont l'intersection avec Si (tR) est U. Soit (<?i, . . ., ^) une base de sections
multiformes horizontales de [R^ftp x F^^O'j')]'"1. Soient (pi, . . ., (p^ les coordonnées
de i3"^) (3.3) dans la base (e^, . . . , < ? „ ) . On désigne par les mêmes symboles des
déterminations sur C de (pi, . . . , ( ? „ , e^ . . . , ^ , choisies de façon que l'on ait:
[i3" (^) | Û] = ̂  (p, e,. Pour f== 1, . . ., n, on note [̂ ] l'image de ^ par le morphisme de 3.4
(i) pour l'ouvert Û. D'après 3.4 (ii), pour i=\, . . ., n, la différentielle de la fonction

sur U : (z, t)\-> [Kl|(pi xF)"^^, 0})] est nulle car .̂ est une section horizontale;

donc U étant connexe, la proposition résulte de 3.2, de 3.4 (iii) et de l'égalité :

f^Kp^F)-1^, o})]=Zcp,((z, o) [[[^(pi^Fr^Kz, o})].

4. Démonstration des principaux résultats

4.1. On conserve les notations de 3.1. Soit a un morphisme défini sur R du groupe
algébrique (G^ dans le groupe algébrique G tel que pour i= 1, . . ., k et j= 1, . . . , / ,
Q(a(^i, . . ., Sfj) et A^.(a(^i, . . ., s^)) soient respectivement égaux à ^ et à 0. On
désigne par n le morphisme de (G. Xo) x (GJ^ dans (GJ^ x (G^ x A x (GJ^ défini par :
7i (x, s) = ((p x F) (a (s). x), s). Soit Z l'image réciproque de Y (cf. 2.4) par le morphisme :
(x, s) \-> (a (^). x, s). On désigne par n la restriction de n au complémentaire de Z dans
(GJ^ x (G^)^ x A x (GJ^. Soit T l'image de îc. Si Ti est un ouvert de Zariski, non vide,
de T, on note Xi l'image réciproque de Ti par n et n^ la restriction de n à Xi. Soit fS*
le complexe des faisceaux de germes de formes différentielles régulières relatives de X
sur T.

THÉORÈME ([4], théorème 6.13). — // existe un ouvert de Zariski, non vide, défini sur
[R, TI de T qui possède la propriété suivante : pour tout fibre vectoriel à connexion intégrable
régulière i^ sur Xi, définissant le système local V sur (Xi)^, on a les assertions suivantes :

(i) les faisceaux ^((iïi)3")^^) (0.8) sont des systèmes locaux sur (Ti)^; leur formation
est compatible à tout changement de base;

(ii) les faisceaux R^îii)^^*®^^) et ^((îii)811)^^*)311 ̂ ^an-T811) (0.7, 0.8) sont
localement libres de type fini, de formation compatible à tout changement de base;
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(iii) les flèches canoniques :

(9^ ®c R1 {W\ (V) ̂  R1 (W\ ((Û*)8" ®^n r311) ̂  [R1 (îi^ (^*(x)^ -T)]311,

.yo^ ûfey isomorphismes.

4.2. On reprend les notations de 4.1, 3.4 et 3.5 avec les mêmes hypothèses. On
utilise le plongement usuel de (GJ^ x (G^ x A x (G^ dans (P^ x p^1 x (P^ (c/. 0.10).
Soit 'v la forme différentielle sur (G^ x (G^ x A x (GJ^ : VA(^/^)A . . . /\(dsjs^.
Soit P la forme différentielle relative de X sur T définie par :
jï A v=œ A ( d s ^ / s ^ ) A . . . A {dsjs^). D'après la démonstration de 3.5, elle est régulière
et définie sur R. On note r la restriction de n^ à (G^.Xo) x ([R*)^ ̂  X^ (IR). Pour tout x
dans l'image de r, r~ 1 ({x}) est une variété C°°, compacte, sans bord et la restriction de
Jî à r~1 ({x}) y induit une orientation. Dans ce qui suit, on utilise cette orientation.

PROPOSITION. — Soit b une forme différentielle régulière, relative de X^ sur T^, de degré
à et définie sur R. Soit U un ouvert connexe, simplement connexe de T^ (IR), contenu dans

l'image de r. Alors la fonction sur U : x\—> [&|r~ 1 ({x})], est la détermination sur U

d'une fonction analytique multiforme sur T}", de détermination finie à croissance modérée
le long du complémentaire de T^ dans (P^ x P^1 x (P^.

La proposition résulte de 4.1 par une démonstration analogue à celle de 3.6.
4.3. On conserve les notations de 4.1 et 4.2 avec les mêmes hypothèses. On suppose

que la forme différentielle œ est G-invariante. On désigne par œ la mesure sur G(IR).XO
définie par la forme différentielle œ sur G.XQ.

LEMME. — Soit ̂  la fonction sur

W x ̂  x R x (R*)^ : (z, t, s) h-> f[P | r-1 ({ (z, t, s) })].
J

Alors pour tout (z, t, s, s ' ) dans (R*)^ R1 x R x (IR*^ x (R*)^ T((z, r, s s ' ) est égal à
^(z.t.s).

Soit S s la mesure sur (R*^ définie par la forme différentielle (ds^s^)r\ . . . /\(ds^s^.
Pour tout s dans (G^)\ on note T (s) l'automorphisme de (G^ x (G^ x A x (G^f- défini
par : T (^) (z, ^/) = (z, ^/) où z et ^ appartiennent respectivement à (G^ x (G^ x A et à
(G^Y. Par définition, pour tout x dans G. XQ et pour tout ^ dans (GJ^, îi (y (^). x, ^') est
égal à ^^'^[nÇx, ss1)]. Soient SQ dans (IR*.)^ et (p une fonction continue à support

compact sur (R*^ x [R1 x [R x (R*^. L'intégrale : (p (^, r, ̂ (z, ^ ̂ (z, t, s) est égale

à l'intégrale : (p ° r (x, 5') Ao (x) 8^; or les mesures œ et Ss sont invariantes; donc d'après

ce qui précède, cette intégrale est égale à : (p(z, /, ^)^(z, t, S Q S ) ( K ( Z , t, s). Le lemme

résulte alors de la continuité de la fonction ^F.
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4.4. On désigne par N la fonction sur ([R*.)^ x (R1 définie par :

N(ji, . . . ,^ ,x i , . . . ,x , )= l+ | log(J l ) |+ . . .+ | log(J , ) |+(x0 2 +. . .+(^) 2 .

PROPOSITION (les notations et les hypothèses sont celles de 4.2 et de 2.3). — Si q est
un entier positif assez grand, alors la fonction sur G^.Xç : xi^pSI^p^+F^)]"4 est
o-intégrable.

On démontrera cette proposition en plusieurs étapes. Dans ce qui suit, on utilise les
notations de 2.3, 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4. Pour simplifier, on pose : ^=2Â:+1+Z.

4.4.1. D'après [7], il existe une variété algébrique T et un morphisme T de T dans
(P^ x p^1 x (P^ qui vérifient les conditions suivantes :

(1) T et T sont définis sur IR;
(2) T est une variété algébrique lisse;
(3) T est un morphisme propre;
(4) la restriction de T à T~ 1 (T\) est un isomorphisme de ï~ 1 (T\) sur T\;
(5) le complémentaire de T~ 1 (T\) dans T est une hypersurface à croisements normaux.
Soit K une partie compacte de (IR*-)^, d'intérieur non vide. Soit WQ un point de T(R)

adhérent à T~ 1 [K x R1 x R x (tR*)^ et n'appartenant pas T~ 1 CT\) (R). D'après la condi-
tion (5) ci-dessus, il existe une carte locale (U; z^, . . ., z^) de T^, centrée en WQ, qui
vérifie les conditions suivantes :

(a) II existe une carte locale de T^, centrée en Wç, dont le domaine contient l'adhérence
de U et dont les coordonnées prolongent z^, . . ., z^.

(b) Les fonctions z^, . . ., z» prennent des valeurs réelles en les points réels de U et
l'image de U par l'application: wi—^(zi(w), . . . , z ^ ( w ) ) est le polydisque :
{zeC; |z| <!}".

(c) L'hypersurface : { ( z ^ . . .z^)==0} contient les points de U qui ne sont pas dans
T-^TQ.

(d) Chacune des fonctions y^ ° T, . . ., y^ ° T, x^ ° T, . . ., x^ ° T, t ° T, s^ ° T, . . ., s^ ° T a
sur U un développement de la forme sz^. . .z^", où m^ . . ., m^ sont des entiers tous
non positifs ou tous non négatifs et où s est une fonction holomorphe bornée sur un
voisinage de l'adhérence de U dans T3". En outre, pour chacune des fonctions
s^ ° T, . . ., s^ ° T, la fonction 8 est inversible sur l'adhérence de U dans T3" et pour chacune
des fonctions y^ °T, . . ., ^°T, les entiers m^ . . ., m^ sont tous nuls.

(ë) Si T (wo) appartient à K x [p^1 (R^R^1] x p1 ((R^, alors il existe un entier i dans
{ 1 , . . . , / + ! } pour lequel la fonction s de (d) associée à x ^ ° T ( x j + i = ^ ) est inversible
sur l'adhérence de U dans T^ et les fonctions (xi/Xf)°T, . . ., (x^) ° T, (^)°T ont un
prolongement holomorphe borné sur un voisinage de l'adhérence de U dans T^.

On désigne par U* l'intersection de T (IR) et de l'ensemble des points de U en lesquels
(z^. . . z^) est non nul. D'après les conditions (4) et (c) ci-dessus, la restriction de T à U*
est un homéomorphisme de U* sur un ouvert de (IR*^ x R^1 x (IR*)^. On note aussi ï la
mesure sur U* qui est l'image par ï~1 de la mesure sur r(U*) définie par la forme
différentielle v.
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LEMME. — Soit U** l'ensemble des points de U* dont l'image par T appartient à
(IR*^ x ^+1 x ((R*^. ̂  ^ est un entier positif assez grand, alors la restriction à U** de la
fonction :

[ i+o^T)2^-. . . +(^o^2+^+^g ̂ ^| + . . . + logcvDinoFo^
est v-intégrable.

Pour tout x dans U, on note z(x) le point (z, (x), . . ., z^(x)) de C". Soit J l'ensemble
des entiers j de { 1 , . . ., n} qui satisfont la condition suivante : dans les développements
de la condition (d) ci-dessus, l'entier m^ est nul pour chacune des fonctions
Xi °T, . . ., XI°T, t ° -c . D'après la condition (b) ci-dessus, l'ouvert T(1R) n'a qu'un nombre
fini de composantes connexes et ses composantes connexes sont simplement connexes.
D'après les conditions (d) et {e) ci-dessus, pour q entier positif assez grand, la restriction
à U** de la fonction :

[ l + ( ^ ° T ) 2 + . . . + ( ^ ° T ) 2 + ( ^ T ) + | l o g ( ^ ° T ) + . . . + | l o g ( ^ ° T ) | ] - ^

est v-intégrable. Il suffit donc de prouver que pour toute composante connexe C de U**,
la fonction : [1 +(^ "r)^ . . . +(^0^2+^0^-,^,^ ^ ̂ ^ ̂  l'intersection de
C et d'un voisinage ouvert de WQ dans U, dès que q est assez grand. Soit C une
composante connexe de U**. Puisque C est simplement connexe, il résulte de 4.2 que la
restriction de T à C est la détermination sur C d'une fonction analytique multiforme sur
U, de détermination finie et à croissance modérée le long de l'hypersurface
{Or • •^)==0}; donc d'après [l], proposition 4.4.2, p. 256 et [4], remarques 2.20, il
existe une famille {(p^; (a, m)e(D} de fonctions holomorphes sur un voisinage ouvert
LT de WQ dans U, indexée par une partie finie 0 de C" x ^n, telle que pour tout x dans
LTnC, ^(x) soit égal à la somme : ̂  (p,^ (x) | z (x) \1 (log | z (x) \ )" (0.12) étendue à 0.
Il résulte de 4.4 que pour tout élément j de J et pour tout (a, m) dans 0, Re(û.) est non
négatif; donc, avec les notations de la condition (e) ci-dessus, la fonction :
^^[x^T^r^oTfx)), est bornée sur l'intersection de LT et de C dès que q est assez
grand. Le lemme est ainsi démontré.

4.4.2. Puisque (P1 W x ̂ +1 (R) x (pi (R))^ est compact, T (R) est compact d'après
la condition (3) de 4.4.1; donc d'après le lemme 4.4.1, en utilisant un recouvrement
ouvert de l'adhérence de T-1 [Kx Ri x Rx (R^ ^^ pu^ ^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ ̂ ^
positif assez grand, la fonction sur K x U1 x [R x ([R*)^ :

(z, ^^ )^ [ l+x 2 +. . .+x 2 +^+ | log^ |+ . . .+ | l og^ | ] - ^ (z , t , s ) ,

est v-intégrable.
Par suite, pour q entier positif assez grand, la fonction : (x, ^)^[N°p(.x)+F(;c)]~^

est (œ A ô^-intégrable sur l'ensemble des éléments {x, s) de (G^.Xo) x (R^ qui satisfont
la condition suivante : (s, y,, . . . , s^) appartient à K si s et p(x) sont respectivement
égaux à (s^, . . ., ^) et à (y^ . . . , y^, x^, . . ., x^. La proposition 4.4 résulte alors du
théorème de Fubini et de l'invariance de la mesure 6s.

4.5. On démontre dans ce paragraphe la deuxième partie du théorème 1.5 dans le
cas où il existe sur G.^o une forme différentielle de degré maximum, non nulle et
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relativement invariante. On procédera en plusieurs étapes. On utilise les notations de
3.1 et de 2.4 avec les mêmes hypothèses. Comme en 4.3, on désigne par œ la mesure
sur G(R).Xo définie par la forme différentielle œ sur G.XQ. Avec les notations de 2.3,
pour tout réel a supérieur à 1, on note II (a) l'ensemble des points (Vi,. . .,^,^1,. . . ,Xj)
de (tR*^ x R1 dont l'image par 0 appartient à [(1/û), af'1' x [-log a, log a}1.

4.5.1. Avec les notations de 2.3, on désigne par Z l'adhérence de Zariski dans
(pi)fc x P1 x p1 x P1 de l'ensemble des points (z, t, (i) de ((R*)^ x R1 x R x tR pour lesquels
(z, n) appartient au graphe de la fonction ^. Soit §1 l'image réciproque de S^ par la
projection : (z, r, n)t-»(z, t) de Z sur Afe x A^ x A. Soit Z' la sous-variété algébrique de Z
qui est la réunion du lieu singulier de Z, du complémentaire de §1 dans Z, de
l'hypersurface : {(z, r, ^(P^x p^x P1 x P1; ^ = = n } et de l'ensemble des points de Z
en lesquels la projection : (z, t, [i) i-̂  (z, Q, n'est pas lisse. Les variétés algébriques Z et
Z' sont définies sur [R. D'après [7], il existe une variété algébrique Z et un morphisme T
de Z dans Z qui vérifient les conditions suivantes :

(1) Z et T sont définis sur [R.
(2) î est une variété algébrique lisse.
(3) T est un morphisme propre.
(4) La restriction de T à T~ 1 (Z') est un isomorphisme de ï~ 1 (Z7) sur Z.
(5) Le complémentaire de T~ 1 (Z) dans Z est une hypersurface à croisements normaux.
Puisque Z (R) est Zariski-dense dans Z, il résulte de la condition (4) ci-dessus que

Z(R) est Zariski-dense dans Z. On note respectivement î et jl les composées de la
restriction de T au complémentaire de r"1 (Z') dans Z et des projections : (z, t, n)i-^(z, Q
et (z, t, [i) \-> [i. Soit F l'ensemble des points (z, t,[i) de Z (R) pour lesquels (z, ^) appartient
au graphe de la fonction \i et t n'est pas inférieur à H. D'après 2.3 (iii) et 2.3 (vii),
l'image de F par la projection : (z, ^, ^)i-^(z, Q, est l'image de G^.XQ par pi x F.

LEMME.—L'image par T ûfe l'intersection de [Z\^:~l(Zf)] et de tout voisinage dans
Z(R) du complémentaire de T^CT) dans son adhérence, est une partie de (IR*)^ U1 x R
dont le complémentaire est relativement compact.

Par construction Z(R) est compact; or d'après la condition (3) ci-dessus, Z(R) est
compact; donc l'adhérence de T'^F) est compacte. Par suite, le lemme résulte alors de
ce que Z' contient le complémentaire de (IR*)^ x R1 x [R x R dans son adhérence dans
Z(R).

4.5.2. On note S\ l'image de T et on pose : X'i=(p x F)"1 (S[). On désigne par X^
l'image réciproque de la diagonale de S[ x S[ par le morphisme T x [p x F | X'J.

LEMME. — On a les assertions suivantes :
(i) la partie S[ de (P^ x P1 x P1 est un ouvert de Zariski contenu dans S^;

(ii) le morphisme T est un morphisme fini de [Z\T~1 (Z')] sur S'i;
(iii) la variété X^ et la restriction à X^ de la projection canonique de [Z\^~l(Zt)] x X[

sur [Z\T~1 (Z7)], sont lisses;
(iv) la restriction de î à [Y\1:~l(Zf)} est un homéomorphisme de [^\^:~1CZ')] sur

l'ensemble des points (z, t) de l'image de (pi x F) pour lesquels t est supérieur à ^(z).
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(i) D'après la condition (4) de 4.5.1, S[ est l'image de [Z\Z'] par la projection :
(z, t, »x)i-^(z, t) de (P^x P^x p1 x P1 sur (P^x p1 x p1. La restriction à Z de cette
projection est surjective et l'image de T par cette projection est un fermé de Zariski de
(P^xp^xp 1 ; or par définition, S[ est contenu dans Si; donc S[ est un ouvert de
Zariski de S^.

(ii) D'après 2.4 (ii), l'intersection de Z et de A^ x A^ x A est contenue dans l'adhérence
de Zariski de p x F (Y); donc d'après 2.4 (i) et la condition (4) de 4.5.1, la restriction
de T à un ouvert de Zariski non vide de [Z^^'1^)] est un morphisme fini; or
[Z\ï~1 (Z')] est irréductible et T est un morphisme lisse; donc les fibres de T sont finies.
Par suite, T est une immersion fermée. Il résulte alors de [6], exercice 5.5, chapitre II,
que T est un morphisme fini.

(iii) La première partie de l'assertion résulte de ce que X[, [Z\Z'], T et [(pxp^X'J
sont lisses. La deuxième partie de l'assertion résulte de [6], chapitre III,
proposition 10.1 (b).

(iv) L'assertion résulte de 2.3 (vit) et de ce que Z' contient l'hypersurface
{(Z, t, ^(P^XP^XR^P1 ; t=[Ji}.

4.5.3. On note s la dimension de Z. Soit WQ un point de Z(R) adhérent à T'^F)
dont l'image par T n'appartient pas à (tR*.)^ x ̂  x [R. Puisque T~ 1 (Z1) est une hypersurface
à croisements normaux, définie sur R, il existe une carte locale (U; z^, . . ., zj de Z21",
centrée en H\), qui vérifie les conditions suivantes :

(a) II existe une carte locale de Z3", centrée en Wç, dont le domaine contient l'adhérence
de U et dont les coordonnées prolongent z^, . . ., Zy

(b) Les fonctions z^, . . ., z^ prennent des valeurs réelles en les points réels de U et
l'image de U par l'application: w\—>(z^ (w), . . ., z^w)) est le polydisque :
{zeC; M<1}5.

(c) L'hypersurface : { ( z ^ . . .Zg)=0} contient les points de U qui ne sont pas dans
T-^Z').

(d) Chacune des fonctions ^i °T, . . ., J^°T, X I ° T , . . ., Xj°T, ^°T, ii°T a sur U un
développement de la forme sz^1. . .z^5, où m^ . . ., m^ sont des entiers tous non positifs
ou tous non négatifs et où £ est une fonction holomorphe bornée sur un voisinage de
l'adhérence de U dans 2^. En outre, pour chacune des fonctions y^ °T, . . ., ^°T, ^°T ,
ji°T, la fonction s est inversible sur l'adhérence de U dans Z^ et pour chacune des
fonctions t°T et ji°T, les entiers m^ . . ., m^ sont non positifs. L'ensemble des indices i
de { 1 , . . ., s ] pour lesquels m^ est nul pour chacune des fonctions ^i°T, . . ., ^°T,
XI°T , . . ., Xj°T, ^°T, JI°T, est égal à [n-\-1, . . ., s}.

(e) II existe une fonction (p dans (x^ ° T, . . ., Xi ° T } pour laquelle la fonction s de (d)
associée à (p est inversible sur l'adhérence de U dans Z3" et les fonctions
[(x^ ° r)/(p], . . ., [(xi ° ï)/(p] ont un prolongement holomorphe borné sur un voisinage de
l'adhérence de U dans Z3".

Soit U* l'ensemble des points x de l'adhérence de U dans 2^ pour lesquels
z^(x), . . ., z,(x) sont tous non nuls. On désigne par U* l'ensemble des points réels de
U* dont l'image par T appartient à l'adhérence de (R^ x U1 x [R x [R dans Z(R).
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LEMME. — On identifie l'adhérence de U dans Z3" et le poly disque {zeC; |z|^l }5 au
moyen de l'application : x\—>(z^ (x\ . . ., z^(x)).

(i) La partie U* de Z(R) a un nombre fini de composantes connexes.
(ii) Pour toute composante connexe C de U*, il existe un élément (s^, . . ., £5) ûfe

{ — 1, + 1 Y pour lequel l'image de l'application :

Oi, . . ., ^)^(£i exp [-xj, . . ., 8, exp [-xj)

ûfe (R^ âfû^51 [—1,4-1] 5 , ̂  égal à l'adhérence de C dans U*.
(iii) 5^ C une composante connexe de U*. Alors ï(C) ̂  contenu dans Y ou ne

rencontre pas F.
D'après la condition {a) ci-dessus, U est le polydisque ouvert {zeC; |z|< 1 }5. D'après

les conditions (b) et (d) ci-dessus, l'ouvert U* de W est réunion de composantes connexes
de l'ouvert : {(;q, . . ., ^)e]-l, +1 [s; x^. . .x^O}; donc U*. n'a qu'un nombre fini
de composantes connexes. L'assertion (ii) du lemme résulte de ce que les fonctions
z^, . . .z^ ne changent pas de signe sur chacune des composantes connexes de U*. Soit C
une composante connexe de U*. On suppose que T (C) rencontre F. D'après les conditions
(ç) et (d) ci-dessus, l'image de T (C) par la projection : (z, r, ^) \-> (z, n), est un ouvert
lisse de l'ensemble des points réels de l'adhérence de Zariski dans (IR*)^ f f^x R du
graphe de la fonction H; donc d'après 2.4 (ii), cette image est contenue dans le graphe
de la fonction [i. Puisque T contient l'hypersurface {(z, t, ̂ (P^x P^x P1; t=[i], la
fonction : (z, t, [i)\->t-\i, ne s'annule pas sur ï(C); donc r(C) est contenu dans F.

4.5.4. Soit a un réel supérieur à 1. On suppose que l'image de T (\Vo) par la projection :
(z, /, |^)i->(z, 0, est adhérente à II (a) x [R. Soit C une composante connexe de U* dont
l'image par T est contenue dans F et à laquelle ZQ est adhérent. Soit (s^, . . ., £5) l'élément
de { — 1, +1 Y qui satisfait la condition de l'assertion (ii) du lemme 4 .5 .3 relativement
àC.

LEMME. — On suppose que l'entier l de 2.3 est non nul. On identifie l'adhérence de U
dans Z^ et le polydisque { z e C; | z | ̂  1 }5 ÛM moyen de l'application :

xi->(zi(x), . . .,z,(x)).

(i) L'image de U par T rencontre l'intersection de Z et de l'hypersurface
(pi)fcx P^x { o o } x p 1 .

On suppose qu'il existe des entiers positifs m et q, non supérieurs à n, qui satisfont les
conditions suivantes :

(1) L'hypersurface { ( z ^ . . . z^) = 0 } coïncide avec l'intersection de U et de l'image récipro-
que par T de l'intersection de Z et de l'hypersurface (P^ x P1 x { oo } x P1.

(2) L'hypersurface { ( z ^ . . . z ) = 0 } coïncide avec l'intersection de U et de l'image récipro-
que par T de l'intersection de Z et de la réunion des hyper sur faces (P^ x P1 x { oo } x P1

et (P^ x [P^\A1] x P1 x P1.
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(ii) // existe des réels positifs B et b tels que pour tout point (zi, . . .,^5) de C dont
l'image par T appartient à II (a) x [R, o^ û^ fey inégalités :

log(|zJ)^B[^T(zi, . . ., z,)}\ pour ;=1, . . ., n,

et

|z , | - l^B[^T(Zl, . . . ,z , )]& , j^r ; = ! , . . . , q .

(i) Si l'image de U par T ne rencontre pas l'intersection de Z et de l'hypersurface
(jp^k x p1 x ^ oo } x p1, alors la fonction t ° T est bornée sur U; or la fonction ji est majorée
par la fonction t ° T sur toute composante connexe de U* qui est contenue dans F; donc
d'après 2.3 (viii), l'image de C par T est une partie relativement compacte de
(IR*)^ x n1 x [R. Ceci est absurbe car ZQ n'appartient pas à (R*^ x R1 x [R.

(ii) On utilise les notations de 2.3. Pour i= 1, . . ., k—p, a^ désigne la fonction
holomorphe identiquement nulle sur C5. Pour i=k—p^-\, . . ., k — p - ^ - l , on note a^ la
fonction holomorphe sur un voisinage dans C5 du polydisque {zeC; [ z l ^ l } 5 définie
par : a, (zi, . . . , z,) = e (EI Zi, . . . , £ , zj, où s est la fonction de la condition (d) de 4 .5 .2
associée à la fonction ^_fc4.p°T. Dans R5, on note V le sous-espace vectoriel engendré
par les m premiers vecteurs de la base canonique de R8 et C (V) le cône convexe engendré
par ces vecteurs. De même, on désigne par U le sous-espace vectoriel engendré par les
(s—ni) derniers vecteurs de la base canonique de W et par C (U) le cône convexe engendré
par ces vecteurs. On note Z^, . . ., Z^ les restrictions à V des coordonnées canoniques de
W et X i , . . . , X ^ les restrictions à U des coordonnées canoniques de R5. Soient
m^ . . ., m^ les exposants de la condition (d) de 4 .5 .3 relative à l'une des fonctions
•XI°T, . . ., X ^ ° T et Vi, . . ., v^ les exposants de la condition (d) de 4 .5 .3 relative à la
fonction ^°T . Par hypothèse v^ est non nul si et seulement si i n'est pas supérieur à m.
En outre, w, est nul si ; est supérieur à q et il est non nul si ;' n'est pas supérieur à q et
s'il est supérieur à m.

Pour ; '=!,.. . , k, on désigne par m^, . . ., m^ les exposants de la condition (d) de
4 .5 .3 relative à la fonction ^°T. Pour ; '=!,.. . , k — p , on note ^ et ^ les restrictions à
U et à V de la forme linéaire sur W :

( ,̂ . . ., ^)i-^(oc^+p)iWn+ . . . +o^+^Wpi)ai+ . . .

+(a(f+p)i^is+ • • • +a(f+p)p^s)^-[(W(;+p)iXi+ . . . +W(,+^xJ.

Pour i=k—p-\-1, . . ., k—p-^-l, on note u^ et .̂ les restrictions à U et à V de la forme
linéaire sur [R5 :

(Xi, . . ., ̂ )h^(P(i+p-k)lwll+ • • • +P(f+p-fe)pwpl)•xl+ • • •

+(P(i+p-fe)l^ls+ • • •+P(i+p-fc)p^J^-

Pour simplifier, on pose : e=k—p-\-l. On considère le système :

S(U, V, C(U), C(V), û,, . . ., ̂ , X^, . . ., X, Zi, . . ., Z, ̂ , . . ., ̂ , z;i, . . ., z;,)
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analogue au système S(. . .) de (3, 3.1). Pour R et p réels positifs, le système S(. . .) et
les entiers w^, . . ., m y v^, . . ., v, ci-dessus définissent les parties E(R) et E(R, p) de
R\ comme en (3, 3.2). D'après la condition (d) de 4.5.3, pour R réel positif assez
grand, l'image de E (R) par l'application :

(xi, . . ., x,)h^(£i exp [-xj, . . ., e, exp [-xj)

de R\ dans [-1, +1]5, contient l'intersection des adhérences dans U* de C et de
ï~1 [n(â?)x[R]. En outre, il existe un réel positif R pour lequel l'image de E(R) par
l'application :

(x^ . . ., x,)i->(8i exp [-xj, . . ., s, exp [-xj)

de R\ dans [-1, +1]5, est contenue dans l'intersection des adhérences dans U*. de C et
de T'^II^X R]. Par suite, d'après l'assertion (viii) du lemme2.3, pour tous réels
positifs R et p, E(R, p) est une partie compacte de R^. D'après la remarque 2.6, pour
tout réel positif R, il existe un réel positif A pour lequel on a :
(wi Xi + . . . + m, X,) (x) ̂  A [1 + (Vi Zi + . . . + v, Z,) (x)], pour tout x dans E (R).
L'assertion (ii) résulte alors de [3], proposition 3.2.

4.5.5. LEMME (les notations et les hypothèses sont celles de 4.5.5). — On suppose
que l'entier l de 2.3 est nul. Il existe des réels positifs B et b tels que pour tout point
(z i , . . . , z , ) de C dont l'image par T appartient à n(a)x[R, on ait les inégalités:
IzJ-^B^TCzi, . . .,z,)}\ pour f = l , . . .,n.

Puisque l'entier / est nul, les fonctions a^ . . ., a^ sont identiquement nulles; donc les
ensembles E(R) sont définis par un système de la forme :
| LI fê, C) | ̂  R, . . ., | L^ (Ç, C) | ̂  R, où Li, . . ., L^ sont des formes linéaires sur HT. Puis-
que les ensembles E(R, p) sont compacts, l'assertion du lemme résulte de [3] lemme2.2.

4.5.6. On conserve les notations de 4.4.4. On utilise la forme différentielle relative P
de 3.5. Pour tout z dans T~ 1 (F), on désigne par I(z) l'intégrale de la restriction de P à
(pi xp^^^)}). D'après le lemme 4.5.2, la restriction de T à x~l(V\Zf) est un
homéomorphisme de x~l(^\Zf) sur un ouvert de ([Rî/x R1 x R. On utilise la forme
différentielle v de 3.5. On note aussi v la mesure sur ^:~l(^\Zf) définie par la forme
différentielle T* (v).

LEMME. — 57 l'entier l de 2.3 est nul, alors pour i entier positif assez grand et pour IT
voisinage assez petit de WQ dans U, la fonction : z\—^l(z)[t°^(z)}~\ est v-intégrable sur
T~ 1 (II (a) x R) 0 V 0 C. En outre, lorsque l n'est pas nul et lorsque la forme différentielle
œ est G-invariante, la conclusion est encore vraie.

On utilise la variété X^ et la flèche : X^ ^[Z^'^Z7)] de 4.5.2. D'après le lemme
4.5 .2 et le théorème 3.1, cette flèche satisfait les conditions (i), (ii), (iii) du théorème 3.1.
Pour le voir, il suffît de considérer le changement de base : [Z\î~1 (Z7)] -> S[. Puisque C
est une composante connexe de U*., C est un ouvert simplement connexe de Z(ER); donc,
d'après la démonstration de la proposition 3.6 et [4], proposition 4.4 (ii), la restriction
de I à C est la détermination sur C d'une fonction analytique multiforme, de détermination
finie et à croissance modérée le long de T~ 1 (Z'). Par suite, d'après [l], proposition 4.4.2,
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p. 256 et [4], remarques 2.20, il existe une famille {(p^ g; (a, ô) e 0 } de fonctions holomor-
phes sur un voisinage ouvert 17 de WQ dans U, indexée par une partie finie 0 de C5 x N5

telle que pour tout z dans l'intersection de LT et de C, 1 (z) soit égal à la somme :
^(p^ ^^"(log |z|)6 (0.12) étendue à <D. La mesure v est définie par la forme
différentielle : T| [z^. . . z^] (dz^ A . . . A ûfej, où T| est une fonction holomorphe sur U.
En outre, pour ; supérieur à n, l'entier n, est non négatif et pour ; supérieur à q, l'entier n,
est non inférieur à (-1). D'après la proposition 4.4, lorsque œ est G-invariante, Re(o^)
n'est pas inférieur à (-1) si (p^ 5 n'est pas nul et si ; est supérieur à q\ donc d'après les
lemmes 4.5.4 et 4.5.5, pour ; entier positif assez grand, il existe un réel positif A pour
lequel (/ ° r) (z) ~11 (z) [z^i. . . z^] | n'est pas supérieur à

A[|z^\ . . .Iz^InOog |z^J). . .(log |z^|)]-2,

pour tout z dans T~ 1 (II (a) x R) H LT 0 C. Le lemme résulte aussitôt de cette inégalité.

4.5.7. LEMME (les notations et les hypothèses sont celles de 1.5) .—Soit F' une
fonction régulière sur X qui est définie sur R. Alors il existe des réels positifs A et a pour
lesquels \ ¥ ' (x) n'est pas supérieur à AF (x)° pour tout x dans X (IR).

Si / est un réel supérieur à 1, on désigne par À,(Q la borne supérieure de la restriction
de la fonction (F')2 à l'ensemble des points x de X(IR) pour lesquels F(x) n'est pas
supérieur à t. Lorsque t est assez grand, cette borne supérieure est finie car la restriction
de F à X(R) est propre. En outre, l'application : t^->'k(t), est continue sur tout intervalle
de 1R+ où elle est finie. Soit 1 l'ensemble des points (x, ^, ^) de X(R) x R^ x [R^ pour
lesquels À, n'est pas supérieur à F'(x)2 et t n'est pas inférieur à F(x). Puisque X est
réunion d'ouverts affines, d'après le théorème de Tarski-Seidenberg, l'image de S par la
projection : (x, t, 'k)^->(t, X) est unje partie semi-algébrique de IR+ x U+. On note î cette
projection. Si t est un réel positif assez grand et si À, est un réel supérieur à À, (Q, (t. À,)
n'appartient pas à £; donc il existe une fonction polynômiale P pour laquelle P (t. À- (Q)
est nul dès que t est assez grand. Puisque la fonction ^ est continue, il existe un diviseur
irréductible P' de P pour lequel le graphe de la fonction ^ est une branche à l'infini de
{(t, À,)G[R+ x R^; p'(^ À,)==0}. Par suite, en utilisant un développement de Puiseux, on
voit qu'il existe des réels positifs A et a pour lesquels ^(t) est égal à A ̂ [1+0(1)]
quand t tend vers l'infini; donc il existe des réels positifs A' et to pour lesquels on a :
(^'(x^^AFÇxY si x est dans X(R) et si ¥ ( x ) n'est pas supérieur à to. Le lemme résulte
alors de ce que l'ensemble {xeX(lR); F(x)^^} est compact.

4.5.8. On achève dans ce paragraphe la démonstration du théorème 1.5. On remarque
pour cela que l'entier / de 2.3 est nul si et seulement si G contient G^(R). D'après les
lemmes 4 .5 .3 et 4.5.6, pour tout point Wç de Z(IR) adhérent à T'^F) et à
T'^II^x (R), pour; entier positif assez grand, la fonction: zi-^TXz^Hz) est
v-intégrable sur l'intersection de ï~ 1 (F) n ï~1 (H (a) x [R) et d'un voisinage assez petit de
WQ; or l'adhérence de T~ 1 (F) dans Z (R) est compact; donc d'après le lemme 4.5.1, si K
est une partie compacte assez grande de ( R î ^ x l R ^ x f R et si ; est un entier
positif assez grand, la fonction zh-^^TXz)"1^) est v-intégrable sur
[T'^r^T'^IHâOx R^T-^K)]. Pour tout entier f, l'intégrale de la restriction de la
fonction F1 à p^1 (II(û)), relativement à la mesure œ, est égale à l'intégrale de la
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fonction : z ̂  (t ° T) (z)~l ï (z) sur [r"1 (F) n^"1 (lï(ât)x [R)], relativement à la mesure v;
donc d'après ce qui précède, pour ; entier positif assez grand, la fonction F~1 est
œ-intégrable sur p ^ 1 (Tl(a)). L'assertion du théorème résulte alors du théorème de Fubini
et du lemme 4.5.7. D'après 2.4, les démonstrations ci-dessus ne s'appliquent que dans
le cas où la fonction F n'est pas bornée sur H(tR).Xo. Dans le cas général, on se ramène
à celui-là par l'artifice suivant : soit ^ une représentation de SL^ (IR) dans un espace
vectoriel réel V de dimension finie, pour laquelle il y a une orbite fermée non bornée qui
porte une mesure invariante. Soient SL^W.-XQ cette orbite et F' la restriction à
SL.2 (IR). x'o d'une norme euclidienne sur V. On désigne par X' la variété algébrique :
XxSL^.-Xo et on considère la fonction régulière : (x, ;Oi-^F(x)[l +F'(x')] sur X\ La
restriction de cette fonction à X' (IR) est propre. Le groupe algébrique G x SL^ opère sur
X' et l'orbite G x SL^ (IR). O-o, x'o) est fermée dans X' (R). Puisque le groupe dérivé de
G x SL^ contient [G, G] x SL^, le théorème 1.5 résulte de ce qui précède et du théorème
de Fubini.
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