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SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS
D'ONDES SEMI-LINÉAIRES

PAR G. LEBEAU

RÉSUMÉ. - Soit u(t, x) appartenant localement à l'espace C°(IR(, H54'1 (IF^)) HC1 (IRp H3^)) et solution
d'une équation d'onde semi-linéaire D u=¥{t, x. M, VM), où F est C00, et s>dj1. On prouve que les singularités
microlocales de u sont estimées par les images directes « d'intégrales de Feynman » construites à partir des
données de Cauchy, et du propagateur libre.

ABSTRACT. - Let M (t, x) locally in thé space C° (IR(, H^1 (R^) 0 C1 (R,, H5 (IR^)), be a solution of thé semi-
linear wave équation D «=F(r, x, u, VM) with FeC00, s>dlî. We prove that thé microlocal singularities of
u are estimated by thé direct images of "Feynman intégrais" associated with thé Cauchy data of M, and thé
free propagator.

Mots clés : équation des ondes semi-linéaires, analyse microlocale.

Code Matière A.M.S. (1986) : 35 S 15.

0. Introduction et résultats

Soit D ==6^—A^ l'opérateur des ondes, où teR, xetR^, et Q un ouvert de (R14^ qui est
un domaine de détermination pour © = Q H { ^ = = 0 } .

Soit u (t, x) une fonction réelle continue sur Q appartenant localement à l'espace

C° ̂ o i-r^1 ̂ o^ r\ c^1 (\G> "i-r5 ̂ o^{H^ i-L {H ) ) ( \ L/ {H^ M {H ) )

où H5 est l'espace de Sobolev usuel et vérifiant dans Q l'équation des ondes semi-linéaires

D u=F(t, x, u, V M » , V M = ( ^ M , V^)

(1) ^^o=^£H^ l(œ), su =^eH^(œ)
St (=0

où F est une fonction C°° de ses arguments et où s>d/2.
On s'intéresse à déterminer les singularités de la solution u de (1) dans Q + = Q O [t>0]

en fonction de ses données de Cauchy UQ et u^. Plus précisément si /)£T*Q+\Q+, on
cherche à déterminer pour quelles valeurs de a on a

(2) MeH^ (espace de Sobolev microlocal).
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202 G. LEBEAU

Depuis les travaux de J.-M. Bony, ce type de problème a été intensivement étudié (voir
la bibliographie). Dans cet article, nous prouvons que les singularités de u sont estimées
par les images directes « d'intégrales de Feynman » construites explicitement à partir des
données de Cauchy UQ et u^ et qui traduisent les phénomènes d'interaction (non linéaire)
et de propagation (linéaire).

Plus précisément, notre résultat s'énonce de la façon suivante.

DÉFINITION 1. — On appelle diagramme D la donnée d'un ensemble fini 1 = { 1 , . . ., N }
muni d'une partition I ^ U . - . U Ï L et (rune application 6 : I - ^ I U { 0 } telle que
6(Ifc)cI^_i, 9(I i )={0}. On définit le degré de D par deg D == Card (J), où
J=^•eI,9- l(0=0}.

Soit <?+(z)(z=(r, x)\ la solution élémentaire de D à support dans l'avenir. Si D est
un diagramme, pour (zo, ^i, • • ., z^eff^1'^^'^, on P0^ :

( [D] = nvpl ̂  (^ (o - ̂ ) n ̂  (^ (o - ̂ )
(3) } ^J l6J

{ D } = n (^° (^) 8^0 + ̂  (^) 8^0).
f e J

Ici P^ vérifie

IPJ^L
^evect^.V^oJPl^l} et ^evec^VP^.V^oJPl^Llï ^2}

et on omet dans la notation des distributions [D] et { D } la dépendance enpp v°. On a
alors :

THÉORÈME 1. — Soit u solution de (1) avec ^=(^/2)+po, Po>0- P0^ tout entier M^l
et ^^ae[^+l+(M-l)po, ^ + l + M p o [ , on a :

(4) WF0 (^l^o^î (^o. Ço). il existe un diagramme D,
avec deg(D)^M et (zo, ^i, . . ., ̂  ̂  0, . . ., 0)eWF[[D] . {D}]}.

Remarque. - Dans ce théorème, l'existence du produit de distributions [D] . { D } est
assuré par l'hypothèse s>d/2. Plus précisément, si j^=(zo, z^, . . ., ZN), T| la variable
duale, on vérifie comme dans [23], 112.2, lemme 2 qu'il existe s>0 tel que pour toutes
fonctions tests (p, \|/, l'intégrale

(5) f(pÎD] (rO f[D } (îi - ri') (1 +1 rT | )6 d^

existe et est fonction tempérée de T|.
Le plan de l'article est le suivant : dans le paragraphe 1 on introduit la technique de

décomposition en fonction de la fréquence qui est la base de la preuve du théorème 1.
En particulier, on prouve le théorème 2. La preuve de ce résultat utilise d'une part les
techniques géométriques et d'analyse microlocale analytique développées dans [23] et
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SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 203

d'autre part un découpage de la solution u en (essentiellement) deux termes,
u(t, x, X- )==Mi(^ x, \)^-u^{t, x, K) où À- est un grand paramètre qui représente la fré-
quence à laquelle on observe la solution; la fonction u^ (partie régulière de u) est alors
concentrée à des fréquences inférieures à ^ô, avec 8e]0,1[, et u^ (partie singulière de u)
est ^(À-"0), avec a>0 dans un espace de Sobolev convenablement choisi. Le paraproduit
de J.-M. Bony correspond à un découpage analogue avec 8=1. L'intérêt de choisir un
ô < 1 réside dans le fait qu'il permet une calcul multilinéaire à tous les ordres. Comme
application d'un tel découpage, on obtient en particulier le théorème suivant (zwr§ 1).

THÉORÈME 2. — Soit MeH5^), ^=(û?/2)+p, p>0, à valeurs réelles et FeC°°(IR, R).
Alors V N ^ l , V^e[(û?/2)+Np, (ûf/2)+(N+ l)p[, on a

N

WF^F^c U WF^7)
j'-i

où WF^ est le front d'onde Sobolev usuel d'indice \JL.
Les singularités des polynômes de u contrôlent donc les singularités des fonctions

non linéaires de u.
Dans le paragraphe 2, on introduit les algèbres associées à l'équation des ondes, et

dans le paragraphe 3, la régularité des solutions d'équations d'ondes dans ces algèbres.
Dans le paragraphe 4, on étudie la paramétrix d'une linéarisation de l'équation (1). Le
paragraphe 5 est consacré à la preuve du théorème 1 et le paragraphe 6 en donne
l'application aux problèmes à singularités conormales (théorème 3).

1. Calcul quasi homogène multilinéaire

On note X Q)' l'espace des distributions / (x, ?i), x e [R4, dépendant d'un paramètre
^e[l, oo [, telles que pour tout (peC^ (ff^) on ait :

(1) |(p7fé,^)| ̂ polynôme (?i, ^).

DÉFINITION 1. — Pour (xo, ^o)61^^ et/e^^7, on a (xo, Ço^^C/) ssi il existe

(peCy (ff^) égal à 1 près de XQ et Vo voisinage de Ço ̂  q^

(2) f i^y^.^i^e^^-00)
J^e^Vo

où^Vo={^=îir|;T|eVo}.
On remarquera qu'on a À, WF (/) = WF (/) si/est indépendant de ^, où WF est le

front d'onde de Hôrmander, dans T* R^^.
Pour p e Z, soit Cp la couronne

(3) e^^^^/O (9==0,9)
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204 G. LEBEAU

et pour/(x, À,) à support compact en x, /?^0

(4) ^(/)=f |/fé,2Q|2^.
Je?

Pour [i e R, on pose :
00

(5) \f\l=^^W).
p=0

Pour t>d/2, on munit l'espace de Sobolev I-T^) d'une norme || ||^ telle
que ||âA||^||a||J|&||( et ||J||Li^||a||( pour a, beîî1^). On peut choisir

I I a I I ? = D( (1+|^| )251 a(Ï,) |2 ̂  pour une certaine constante D^.

LEMME 1 .—Soi t t>d/2 et a(x,K) de classe C°° ^ x vérifiant 38e]0,l[, Va,
^C.supllX-'^^^II^C,

À,
(i) Pourfe^^' ^ û À,WF(a/)c?iWF(/).
(ii) P^t;(x)eH^p, |^|^Cte|H|^.

Preuve. — On peut supposer ^ à support compact en x. On a alors :

(6) VN, 3C^, V^,Ç, l û ^ ^ l ^ C N ^ ^ . y

(7) supf|ûfê,^)|^^Co.
?i J

Soit/eÀ,^ et (xo, Ço)^^WF(/). soit ^ et ̂  comme dans la définition 1 et Vo Œ=VO.
Ona/eÀ-^par(6)et

(8) ^af(W=[ a^-^^Çf^K)d^[ ^-TI, ^)'cp7(r|, ^)^ri=I+IL
JîieXVo JTI^^VO

Par (7) et (2) on a ||I(^ ^[^(^e^^"00). Pour ^e?iVo et TI^VO on a
|^-r| |^Cte(?i+|Ç|+|r| |) d'où pour ^e^Vo |lltë, ?i)|e^(X-00) d'où(i). De même
pour v e H^p, Ç e Cp, p ̂  0 on écrit

(9) Bfê, 2^)= f ^fé-r|, 2^(r|)^+ f ^fê-r|, 2^)^(r|)^r|=I+II
JiieDp Jil^Dp

où D^=C^_i UC^UC^i. On a par (7)

(10) \\H^y)\\L^c^C,\\v\\^^
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SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 205

et pour ^eCp, r̂ D,,, |i;-r| ̂ C^P+ITI |) d'où

( 1 1 ) VN, 3CN, V/^0, V^eCp, \ïî^ Î^C^-^^.
00

Or on a ^ 2^||z;||,2^=Cte|H|,2, d-où (ii).
p=o

LEMME 2.—5o^ gÇx^e^'ÇR^ et supposons donnée pour tout À-^l une
décomposition g (x) = g^ (x, ^) + g^ (x, ^), g ^ ' k Q ) ' avec (.XQ, ^ Ço) ^ ̂  ̂ F (^i) J^0^ ^^^ t>0,
| ̂ o |= L ^ 1^2 |^l< °°- ^4/or^ geH^ ^) (espace de Sobolev microlocal).

Preuve. — D'après la preuve du lemme 1, si/, VQ, cp vérifient (2) il en est de même de

/, VQ, \|/(p pour \|/(x)eC°° et Vo Œ=V(). Il existe donc W voisinage du segment Ko? 2^g]

et (p e C;? (R') tels que | (pgi fê, ?i) |2 ̂  e ̂  (^-Go), d'où
JîiW

(12) f |^të)|2^^2 f |̂ î , 2^)|2^+2 f |(p^(^ 2Q|2^
Jrp J2^w Je?

oùr^=2^wnq,c;={2^|^|<2^1}.
Comme pour ^eCp, r{^Cp on a |Ç-r| |^Cte(|r| 1+2^), |g2|^<°° entraîne

^22^ f 1-cp^të, 2^)|2^<œ, d5où^22^ f Icp^Ql^oo, doncgeH^^.
P Je? p Jr?

THÉORÈME 2. — 5'̂  MeH5^), ^=(^?/2)+p, p>0 à valeurs réelles et FeC°°([R, R).
Alors V N ^ l , Vne[(^/2)+Np, (^/2)+(N+ 1) p[ on a

N

(13) WF^ (F (M)) <= U WF^ (MJ)
j = i

OM WF^ ^r le front d'onde Sobolev usuel d'indice \i.

Preuve. — Soit a==(^/2)+y, 0 < y < p et ôe]0,l[. On pose v = ^ — a = p — y . Le résultat
étant de nature locale, on peut supposer u à support compact en x. Pour tout À,e[l, oo[
on décompose u sous la forme

(14) u(x)=u,(x, À)+^, ̂ ); ^i(^ ^=(270-^ f é^fê)^.
JKI^

On a alors

(15) Va, 3C,, V^, H^-'-I^^JI^C,

et si G est une fonction C°°, (pG(Mi) vérifie des estimations analogues pourcpeC^ car
s>d/2. De plus, on a :

(16) II^H^Cte^0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



206 G.LEBEAU

En écrivant la formule de Taylor pour F on a

F(^)=/i(x,X)+/,(x,^)

F0^ (u }/i(^ ^)= E ——l-^= Z G î) '̂
J'^N 7' j ^N(17)

/2(^^)=^ r^^+^Kl-O^

où les Gj sont C00.
Soit (p (x) e C? (ff^), ^i = cp /i, ̂  = <P /2- On a

(18) 3C^ VA, ^(.^II^C^-0^

donc

(19) ^fe^C^-^^^

d'où | g^ |^ < oo pour a < a + vô (N + 1).
Si ^'eH^^ pour 7=!, . . ., N on a d'après le lemme 1, (15) et (17), gi=^i+^/

avec (xç, ^o)^À-WF(^) pour tout t>0 et ^/^«X). D'après le lemme 2 et
(pF(M)=g7l+(^+^) on a alors cpF(M)eH^ ^ pour a<a+vô(N+l) d'où le résultat
en faisant tendre a vers d/2 et 5 vers 1.

LEMME 3. — Soit u (x, y. À,) e 'k Q)' à support compact en (x, y) e ff^ x
r

^ (x, À-) = \u (x, y, À) â^. On ave À- ̂ / ^^ .'

)d y rr&w

\:, À-)= M(X, ̂ ,

(20) ^WF(t;)c{(x, Ç); 3^ : (x,^, ^, O)G^WF(M)}.

^^

Pr̂ M .̂ - On a ^(^, À,)=Mfé, 0, 'k) donc ve'k^.

Soit (XQ, Ço) te^ q116 P0111" tout y^ on alt (^o? y^ Ço» O)^À-WF(M). Il existe alors
(p (x) e C^ égal à 1 près de XQ et V voisinage de (^o, 0) tel que

(2l) f lîp^n.^l^ne^--00).
JîiV

Si v[/ (y) e C^ (R") vaut 1 au voisinage du support de u on a :

(22) (pî(^, X)== \i/(-r|)cpM(^ T|, ̂ r|.

On peut supposer V = V o > < { | r | ^ 80} où Vo est un voisinage compact de ^o. On a alors

(23) l^^cpï(^)=f vK-r|)l^^tpïfê,r|,^)^r|+f . . . = I + I I .
Jlîll^eo J|ii|^À,eo
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SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 207

Comme ^ est à décroissance rapide, et Vo compact on a |II(Ç, ?i)|6^(À,~00) et par
Cauchy- Schwarz

|i(^)|^i^(f i^^îi^)!2^2^!^
\J|Tl|^eo /

d'où le résultat d'après (23).

2. Algèbres

Dans ce paragraphe, on aura xed^, teR, et on posera z=(t, x), Ç=(r, ^elR14^. On
notera W l'algèbre de Wiener des fonctions dont la transformée de Fourier appartient
àL1 .

DÉFINITION 1. — Pour ( j e t R + . a e R + o n définit A^ comme sous-espace de L2^14^)
par

0) A-'—LGL^O+l^lrfo+IÇl+lTl^l^^^l^eL2^)!
l J J

et pour u e A0'a, on pose :

(2) I I^IL^IIo+l^lrfo+lçi+lTD-l^^T)( i + l ^ l r [ ( I + I Ç I + I T D - I ^ ^ T ) ! ^ .
J L2

Pour ve[0, a], on a Aa^^AO+vfa~v et C^cA0'".
On remarquera qu'on a A^cL00^,, H^^)) et plus généralement

A^cLip^R,, H°(^)).

LEMME 1.—Pour a+a>(û?/2), A0'" ^^ une algèbre. Plus précisément, on a
A0'" . A^cA0'" a^c injection continue, et A^cW.

Pr^^. - On a A^cA0"^'0 et puisque a+oc>(W/2)

fl^ï(^T)l^A=f(l+lçl)-(CT+a)^(l+|^|)-+»L'(^
donc A^^cW, avec injection continue.

Pour M, v G A0'a, on a donc M, ^ e L2 Pi L00, ̂  e L2 et

^fê, T)= f^fê-^ T-T')^^, T')^^,
a/

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



208 G. LEBEAU

donc

(3) (l+\^\T\r\uv^^\^Cie(\u\^\v\^\u^\v\)

avec \u |a=(l+| Ç |+| T | )a | ù \. On a

(4) ( ||^>M^)fé)^ [J L'fé-^, T)|^T. [(I+I^I+ITD-I^^I^I^^^^Z,
\*' / J G J J J

r - ravec ûfê)= |«(Ç,T) | rfT, z,(y= (I+|^+|T|)« |^(^^|^. on a (l+|i;|)^6L2 et

( l+I^D^'ûeL 2 , donc a e L1 car (T+a>(rf/2) donc

(5) ||(1+|^ rCa +^ I I^^C te t IKO+ l^ l r ^+ é l l ^+ l l a+ ^ l+ l^ l ) ^ ) ! ^ ] .

On a ||û'*((l+|Ç|)^)||L2^Cte||y||^J|î)||<, ,. Enfin (1+|Ç|)"û*& est de la forme c*b
avec (H-I^D^é'eL2, ||y||L^Cte||^||,,, et (1+l^rc^'eL2, ||c'||L2^Cte||M||,,,,
d'où

(6) (c^)(0=f-^^_-y^-^Jo+lç-^'D' (i+l^'ir '•
Or

(I+IÇ-Ç'D» (i+iç'D^^Li+I^D^^o+l^-^'l)'1^ ^ cte Li+l^'D^01 + (i+i^-^'ir^J
donc llc^lli^C'tellc 'Hi^HA'Hi^, d'où le résultat.

LEMME 2. — On a A^cH^ (injection continue).

Preuve. - Soit (p (Q 6 C^ (R), yeA0'", •u=(pM. Il suffit de prouver qu'on a :

(7) I=f ( l+(Ç |+ |T | )2" |^ -^) |2^^Cte( / f ( l+ |^ |+ |T | ) B | « fé ,T) | r fTY.
«/ \ J /

Or

i^ K i + l ^ l + l T l ) 2 0 ' ! » ^ , 9)1. \ù(î,, e') . |$(T-e)|. |ç(T-e')|^e'A

et

j= ('(i+l^l+lTD^jç^-e)!. |<p(T-e')|rfT
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SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 209

vérifie J^Cte(l +1 ̂  1 4 - 1 9 1 )"(! +1 Ç | +1 Q' \ )01 puisque J^J i+J2+Js avec Ji =
J | T - 9 | ^ 8 1 T )

J2== ^3= i r - e i ^ M et on a
J |T -e ' | ^£T J | T - e ' | ^ £ | T |

J^Cte^ fo+l^l+lï l)2" ^ -CteO+l^)2-

et sur le domaine d'intégration de J3, on a | T | ^ | 9 | + | T — 9 | ^ | 9 | + £ | T | donc
| T | ̂  (1/(1 - £)) inf( 191, | e' | ) d'où il résulte

(8) J3^Cte( l+ |^ |+inf( |9 | , |9 / | ) ) 2 a^Cte( l+ |^ |+ |9 | ) a ( l+ |^ |+ |9 / | ) a

d'où le lemme.

DÉFINITION 2
(i) Soit Q un ouvert de Rl+d. On définit l'espace vectoriel A (a, a, Q), (T^O, a>0 par

(9) A(a, a, û)={^eL2^ V(peCy(Q),Va /e[9, a[, (p^eA0 '"'}.

(ii) Si u(z, 'k) est une famille dépendant d'un paramètre ^e[l, oo[ et g(k) une fonction
positive de À-, on écrit u e (9 y ^ (g) ssi

V?i, MeA(cy,a,Q)
(19) V (p e Cy (Q), V a' e [9, a[, 3 Cte (a', (p),

VX||cp^||^C(^(p)^).

LEMME 3. — Soient 04>a2>9, Ôe]9,1[, ^(z, X)e^ ^^(1). Pour tout À-^l , il existe une
décomposition

(11) ,̂ ^)=^(^ ^)+^(^ ̂  ^€^,.,(1)

Û^^C

(12) VP, ^e^(^IP')

(13) ^^^a^^"5^1"012^

5'z M est à valeurs réelles, on peut choisir Uj à valeurs réelles.

Preuve. — Soit { (p j} une partition de l'unité localement finie sur Q.,.u=^Up U j = ( p y M
et \|/,eCy (Q), \|/j= 1 sur le support de (pj, la famille des supports des \|/y étant localement
finie. On pose alors

(14)
^,,(Z, ̂ ^.(^Tl)-^ f^^.K, ̂ )IK|^

^,2^ ^)=^(z)(27^)-(l+d) p ,̂̂  ^)lia^5^

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



210 G. LEBEAU

et MI (z, À,) = ̂  ̂  i (z, À,), ^2 (^ ^) = E ̂ -, 2 (z. ^) convient.

LEMME 4. — (9/2 suppose a>0 et a+oc>(ûf/2).
(i) 5^6^ Mi(z, À,), . . ., MN(^ ^)<=^ „(!) û z^/6?^ r^/fcy ^ FeC00^, R). ^/o^

F(^, ...,^)e^,(l).
(ii) Si v, (z, X) e ̂ , (^ (^)) alors Y[ v, e (9^, Ç\ g,).

J 3

Preuve. - Tout d'abord (ii) est conséquence de la preuve du lemme 1. Comme
M,e^Jl), on a d'après le lemme 1, ^.eL^ uniformément en À< et on peut supposer les

f
Uj et F à support compact. On a alors F(û)=(27l)-N ^F^ô)^).

j
On choisit 8e]0,1[ et se]0, oc[. On pose alors

(15) ^.=^+^ ^^TI)-^ f^^(Ç, ̂ )1|^^^ . v[/(z)
•/

où .̂ = (1 +19^ | )9 avec ^ 8e ̂  1, v(/ e C^, \|/ = 1 sur le support de Uj. On a donc

(16) ^2^^,.-.^)
(17) a^,,e^,(^'PI).

On considère donc ici À< comme paramètre uniforme les .̂ étant les paramètres asymptoti-
ques. On écrit e^^^e^^e1^^ -^ n^'2'9^ On a ^2 • 9,e^,_,(l) donc aussi

J J J

^•,2-9j=^(^»)(^.^ 9^ ^r d'après la preuve du lemme 1, pour
k

u, ^ e A ^ ^ I ^ H ^ p ^ C t e ^ p I l M l l ^ p l l ^ l l ^ p . Déplus, on a :

(18) \\8^Y\eiu^'Qj\\^^Cte^l+\6\^^+^\^.
j

Comme C^c=A^ p pour k^k((j, |3) avec injection continue, on déduit de (18)

(19) n^'^aœael))
J

où P est polynôme (dont le degré dépend de s).
Comme F (9) est à décroissance rapide, on a donc

(29) F^)^^ fn^^'^n^'^^FW^e^ ,_,(!)
J j j

pour tout s>9 donc ^(u)e(9^ ̂ (1).

LEMME 5. — 5o^ Q(z, D^) M/2 o.;?. d classique de degré -m sur Q(w^9) et ueOy ^(1).
Pour tout cp e C^ (Q) 0^ a

(21) Q((P^)£^,a^(l).
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Preuve. - Soit q(z, Q le symbole de Q, v|/eCy(Q). Si le support de \|/ est contenu
dans le cube [-(R/4), +(R/4)] l+d=K, etvI/eC^ vaut 1 au voisinage de K, on a

^(z)q(z,Q=^(z)^e2ink'z^q^
k

(22) < avec

i^^A0^»'"
et il suffît d'écrire :

(23) ^ Q (cp ù) = ̂  ̂  (z) e21^ • ̂ R ̂  (D) (cp u).
k

DÉFINITION 3.
Soit u(x, X) une distribution sur Q, dépendant de À-e[l, oo[, seR et g(k) une fonction

positive. On écrira u e (9^ (g) ssi

(24) VcpeCo"^), V^, 3C^, H^HH^C^^).

(ii) Pour M E(9, (g) et p=(z, OGT*Û\Q, on écrira ue(P^,Ç^g) ssi il existe
(peC^(Q), égal à 1 près de z, et Q o.p.d elliptique en p de degré 0 tels que
Q[(M^,.fe).

LEMME 6. — Soit P (z, D^) M/2 opérateur différentiel de degré m elliptique en p e T* Q\û,
^M(X, ^)e(9,(\) vérifiant Pu==ved)^ ,Jp,l). Alors ue (9^^^, 1).

Preuve. - Soit Q un o.p.d elliptique en p de degré -w tel que QP=Id+R, où
p^SE(R). Si p=(z, 0 etcpeCy vaut 1 près de z on a Q(pP=Q[(p, P]+(p+R(p donc
Q(pî;=Q[(p, P ] ^ + ( p M + R ( p M . Si SE(Q) est concentré près de p on a Q(p^e^+^(l)
d'après le lemme 5 car si T est régularisant, T(pî;£^ ̂ +mW car (pz;e^_^(l). Enfin, si
Q' est un o.p.d à support assez près de p, elliptique en p, l'opérateur Q'[R(p+Q[(p, P]]
est régularisant, d'où le résultat.

3. Équations d'ondes

Dans ce paragraphe on note D^-A,,, teR, xeR'1 l'opérateur des ondes et on
désigne par Q un ouvert de ff^ x [̂  qui est un domaine de détermination pour
œ=QrV=0. Si/(x, t) est une fonction sur 0 on note tr^ (/)=(/(x, t^\ (ôf/ôt)(x, ^))
et tr(/)=tro(/). On conserve les notations et définitions du paragraphe 2. En particulier,
h (x,?i)e^(w(?i)) signifie:

(1) VcpGCo", V^<., =3C^, VX, \\^(x)h(x^)\\^^C^.mW.

On fixe s>d/2.
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LEMME 1. — Soit f(x, t, À-) solution de D/==0, avec tr (/) = (/o, /i), /o^s+i (^(^))?
f,E(9^mW). Alors /e^+i (m^)).

Preuve. — Par vitesse finie de propagation, on peut supposer /o et /i à supports
compacts dans œ. Alors on a

(2) f(t. Ç, ^)=/ofé, ^) ces ^|+/iC;, ̂ slï^11.

Si(p(QeCy, on doit estimer pour a<^+ 1

(i) = f | (p(T±|^ | ) /ofê^) | ( l+ |^ |+ |T | ) a^
J L2 (Ç)

^ Jfl^^l^D-^^-I^DIl^^^Ki+i^i+izir^ .
1 J | S | L2 (^)

Pour (i) on remarque que | ( p (T± |Ç | ) | ( l + |^ |+ |T | ) a JT^Cte( l+ ^l)".

^ + 1
Pour (ii) on écrit ( p < T + | Ç | ) - ( p ( T - | ^ | ) / | ^ | = ^' (T+s\Ï.,\)ds et on coupe Finté-

J-i
grale en deux morceaux : |Ç|^1, |^ |^L d'où

^ + 1 (*+ao
(3) (ii) ^ l iç i^ lA^^l f^^f^ l^ 'CT+^IÇDI^

J-1 J-oo

+cteif^-^ï^^(ï+^\r

d'où le résultat.

LEMME 2. — Soit u (x, t. À,) e ̂ ^ „ (m (À-)), a>l ^f a + a = = ^ + l . ^4/o^ û^c
tr(M)=(Mo, Mi) on a ^e^+i_^.(w(X)).

Preuve. — On peut toujours supposer M à support compact. On a :

^(^-Cte L'(T, O^T et ue(9^^(mW)
j

/• • -.,
^fé)=Cte TM(T, y^T et ^e^,_,(m(X))^^^_i,o(^W).

J ô^

LEMME 3 .—Soi t b=b(x, OeLOO(Q)^lL^(^; H5') ^o^r tout s ' < s , à support dans
t^O. Sif=f(x, t) est la solution à support dans t^O de D f=b on û/eA(a, a, Q) pour
(7+a=.y+l et a ̂ 3/2. 5'; b dépend de plus de K et &e^(w(À-)) uniformément en t, alors
fe(9^,(mW).
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Preuve. - On peut supposer b=b(x, t, ^) à support compact. Si \|/6Co°(R), on a :

(4) ^/(T, ç, x)= fV-^J r^(^-o|^|g^ ^ ̂ -i
Jo Uo 1 ^ 1 J

r00
Donc avec 9 (Y, r) == e1^ e ~itx \|/ (/) dt et

Jr'

M(^ Q= Fle^T-I^D-e^z+l^)!^
J-oo |^|

on obtient :

(5) f|vi/7(T, Ç, ^)|^^Cte fco|^(/', y|M(Ç, QA'.
•' Jo

Si |^| ^1, on a

e(^T-|ç|)-e(r',T+|ç|) r^ae.. , , . ,
———m———=i^.(t-T+s^)ds

et 9(t', T) est un symbole en T de degré -1, donc 8Q/8teO(\-c\~2) et M(Ç, r') est borné
pour |^| ^1. Pour |^| ^1, on a

(6) JleO',T-|Ç|)-9(r',T+|^|)|À^CteLog(2+|Ç|)

d'où M (Ç, ?') ̂  (Cte/(l +1 î, | )) log (2 +1 ^ | ) et puisque b e (9, (m (À)) uniformément en t, on
a d'après (5)

<7) /6^,,(p,w(À))

pour cr+a=5+ 1 en tout point p=(x, t, T, ^) avec ̂ 0. Pour v< 1, en posant

(8) ^f^Tv^''1--^)-9^^!)!
J-OO |Ç |

on a M^Cte(l+|Ç|)v-lLog(2+|Ç|), d'où également:

(9) /e^i(m(À)).

Comme D \|//= <)/&+[ D, \|/]/=^ et qu'on a

(10) (l+l^)s'fnTl-hplvi;è(T^'^IA ^Cte,,.w(À) pour .'<,, p>l
J ^ 1 1 ! 1 1 ! ^ L2^) 2
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puisque \|/ b e L2 (Rp H5 ) on a aussi d'après (9)

(11) (1+|^ | Y [77———— 1 i^ ^ ^) 1 ̂  ^ Cte,, m W
JU+N) L2^)

et (^2~^2)^f=g entraîne alors f e ̂  3/2 (p, w (À,)) aux points p=(x, ^, T, 0) d'où le
lemme.

LEMME 4.—Soient a(t, x, ^), b ( t , x , ' k ) vérifiant \Z\a=b, b ç ( 9 y ^ _ ^ (m, (À-)), oc>l,
tr (^) = 0. .4/6^ û e ̂  (w (?i)).

Preuve. — On peut toujours supposer û et b à supports compacts. Pour tout

^<a+a-l , on a ( l+l^) 5 ' |^(ï, ^, ?i)|A ^C^w(?i), donc ÀeL0 0 (IRpH5'). On
J L2 (Ç)

peut donc appliquer le lemme 3 à <ï=û l^o4 '^ I f ^ o ? Puisque D (û l^o)=A l^o, donc
ûe^/^ / (w(À-)) avec a'+oc^a+oc, a'^3/2. Puisque Dâ?=^, on a d'après le
paragraphe 2, lemme 6, ûe^ , a + i ( P ? w(^)) aux points p non caractéristiques pour D
donc a e (9 y ^ (m (À,)).

LEMME 5. — Soit s>â/2 et u(t, x) une fonction sur fi. appartenant localement à l'espace
C1 (R,, H5) Pi C°([Rp H^1) et vérifiant D M+F(^ x, u, V M » = O . ^for^ on a :

(12) ^eA(0 ,^+ l ,Q) .

Preuve. — On a M = v + w avec

D-y=0,

tr (ï;) = tr (u) et D w = - F (^, x, u, V M) e C° (Rp H5), tr (w) = 0.

En appliquant le lemme 1 à v et le lemme 3 à w, on obtient z;eA(0, s-\-1, 0) et
weA(^-(l/2), 3/2, Q) donc M E A (^-(1/2), 3/2, Q) et VMeA(^-(l /2) , 1/2, Q). D'après
le paragraphe 2, lemme 4, on a ¥ ( t , x, u, VM)eA(^—(l /2) , 1/2, Q), donc d'après le
paragraphe 2, lemme 6, ^£^s- i /2 ,5/2 (P? 1) aux points p non caractéristiques et comme
u e A Çs - ( 1 /2), 3/2, 0), il ' en résulte u e A (s - (3/2), 5/2, Q) donc
F(^x, M, V^)eA(^-(3/2), 3/2, Q). On a ^+1 =(1/2)+^+9, 9e[0, 1[, ke^, k^l. En
itérant le procédé précédent on obtient ueA(Q, (1/2)+^), F(^, x, M, VM)eA(9, À:-(1/2))
donc ^e^e , fc+3/2(P? 1) aux points non caractéristiques d'où finalement comme
^+l<fe+(3/2), 9^0, MeA(0 ,^+ l , 0 ) .

LEMME 6. — 5^7 ^(^ x, ?i), ^(^ x, ^)=(^,(r, x, À,), . . . . q^{t, x, ?i)), qo(t, x, ^),
d+2 fonctions appartenant à 6^_i(l), a>l , a+oc>(J/2)+l. ^o^ D^ l'opérateur

(13) D^=D+^^+^ .a ,+^o .

5^ ^,x,?i)e^,_i(m(?i)), /o(x,?i)e^^Jw(?i)), /i (x, ^)e^+^_i (m(?i)). ^/^
/^^MÛ^O^

(14) n^/=^ tr(/)=(/o,/,)

4e SÉRIE - TOME 25 - 1992 - N0 2



SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 215

possède une unique solution f e fi^ „ (m (k)).

Preuve. - D'abord les coefficients q, appartiennent uniformément en À à l'espace
C (U,,W) pour tout ^'<cj+a-l et o+a-l>(rf/2). Si S'=q,8,+q,8,+^, on
construit la solution / en temps petit comme limite dans l'espace
E=C°([-T, T], ïp'^nC^-T, T], H5'), T petit, de la suite/", ^0,/°=0,

(15) n^i+^y,,^ Tr (/")=(/<,,/,)

puisque geC°(R,, HQ./oeH^VieH5'. On a alors

(16) /=/•!+^(^i_y«)=/1 .

avec D/1^, trC/-1)^,/,) donc/^^JwO)) et on a

||/"+l-/n||^C,,w(À)(CoT)"

et l'intervalle d'existence [-T, T] est indépendant de L. L'équation étant linéaire et par
vitesse finie de propagation, on a donc l'existence et l'unicité de / sur 0, appartenant
localement à l'espace C°(R,, ïP'^nC1^, H5'). En recopiant la preuve du lemme 5,
en utilisant cette fois le paragraphe 2, lemme 4, (ii), on obtient fed), ,(w(À,)).

LEMME 7. — On conserve les notations du lemme 6 et on suppose de plus w(X)=l et
pour un ôe]0, 1[, et pour tout P

(17) ^.e^^'PI), ô^f,e(9^_^\), <?P ge(9^_^^\).

Alors on a :

(18) ^/e^,(^IPI).

Preuve. - Par le lemme 6, on a /eû^ (1). Soit ^ une dérivée espace, |B |=Â:+1
k^Q. On a : i i '

(19)
a ̂  ̂  f= 8^ g + E (*) 5ï1 <?. ̂  (/, v /), v = (8,, <y

I Y I l + l ï 2 1 = 1 P I

1-r i l ^ 1

Tr(aê/)=^tr(/).

Par récurrence, on a 3p / e 6^ , (?i81 ̂  1 ) pour | y^ | ̂  A: donc ^2 (/, V /) e (0, , _ , (X81^1)
donc en appliquant le lemme 6 on obtient 8^ f e (9 Q * } p ' ).

Soit/,(x, ^)=8{f\^o. Pour contrôler toutes les dérivées par le même argument, il
suffit de prouver qu'on a :

(20) (1) ^.e^^in^ (2) a^e^^m^).

Or (2)=>(1) pour j^l car

(21) K/,I^Cte[K/,||^_,+ ^ ||^/;.||^_J.
l Y l = I P | + l
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On a a^ge^-i^1131-^) et oc>l donc (voir lemme 2) a^|^o^o+a-i (^+51 p l )
et on obtient alors (2) par récurrence sur j en dérivant la relation
^/=A/+^A/+^/+<7o/+^ et en utilisant ^A/oe^-i (X5 ' P'^).

4. Paramétrix

Dans ce paragraphe, on conserve les notations du paragraphe 3. On fixe a^O, a>l
tels que a+a>(^/2)+l, et û?+2 fonctions appartenant à ^a- iO) 1 ^(^ ̂
^(z, ^-(^(z, ^), . . ., ^(z, ^)), qo(z, ^), z==(r, x)eQ. On pose

(i) j^=^+^. a,+^o; a^= a +^
et on suppose que les coefficients q^ de l'opérateur ^f vérifient, pour un 5'e]0, 1/3[ :

(10) Vp, ^.G^^'PI).

On s'intéresse à écrire le développement de Hadamard de la paramétrix de l'opérateur
strictement hyperbolique du second ordre dépendant de À<^ 1 D^.

DÉFINITION 1. — Soit/(zi, Z2, À,) une fonction de (z^, z^eWctR2^-^, a^O, ai>0
et g(X) une fonction positive de À,^ 1. On écrira

(3) /^,a,(^))

ssi pour tout (peCy (W), tout o^ <a^ et tout (i, il existe C tel que pour tout À, on ait

/»
(4) sup (i+|^|r1 (i+l^l+lTiD^l^cp/fêl^i;^^!^! ^C^'IP'^)

Z2 J L2^!)

(ici est la transformée de Fourier partielle en z^).
On remarquera que cette définition signifie que z^ est considéré comme paramètre C°°

et qu'on a ôj^/e^^ (?i0' ̂ ^gW) uniformément en z^, pour tout P.
En particulier on a, d'après le paragraphe 2, lemme 4 :

LEMME 1.—-57FGC 0 0 , ai+ai>^/2 et/e^^(l) fl/^ F(/)e^^^(l); si de plus
heQ^gW) alors f. heO^^gW).

LEMME 2.—^/e^,^feW), alors h (z, ^) = / (z, z, ?i) ^n/^ /^^(^g^))
7?OMr ^M^ ^^^'^r M > a i + a i + l + ^ (aux points z où h a un sens).

Preuve. — On peut supposer / à support compact. On a alors

(5) A(Ç, ̂ ^TT)-^^ f/K-Ç,, Ç,, ̂ 2 K=(^ 0)
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et d'après (4) [ici^Fourier (zi, z^)]

217

(6) o+l^ir^l^i'^lo+M)0'1^ ^w^gw
J L2^) ( l+l^^

d'où, puisqu'on a CT^O et qu'on peut supposer oc'i>0

(7) O^D- Jl/(^^)|(l̂ |)^ ̂ ,̂ p^
L^y (l+l^-^^

et le lemme est conséquence de (5) et (7).
Fixons Zi et notons e(z^, z^, A) la solution à support dans le cône d'avenir de sommet

z; = 0 de l'équation

(8) D^,e'(ziz,^)=ô^^; e(z^z;, ,?L)=e'(zi,Zi+z2,X).

Soit ej(z),jsi - ï les distributions définies par

(9) e-l=S^=o, D^.+i=^. (7^-1), support (^.)c=^0.

On cherche alors un développement asymptotique de e de la forme :

(10) e(zi, Z2, À)^ ̂  ^.(z^, z^, X)^.(z2).
JSO

LEMME 3. — ̂ ec Co = 1/2, C,.= C,_ i/(l + 2 C,._ ï) (/•^ 1) on a :

(H) f 8 t e j + l = C J t e j , ^e,+i=-C,.Xk^ (/•^0)
[ S,eo=tïî, 8^eo=-Xi,ti (H = Cte Log ((ï - i O)2 - Ç2)).

Preuve. - On a eo^-îO)2-^]-1 donc ^H=2ïCteeo et a^H= -2^^^ d'où
les deuxièmes relations de (11). Poury=0, par les conditions de support on a :

^1=^0 ^ a,D^= l^rDeo+2^e^^^- 2|_ a/ j 5^0=^60

^el=-yeo <^ ^Dei=^[-x,Deo+2^o] o a,^o=^eo.

Ensuite par récurrence on a D S^e^^S^e^C^^ t e ^ _ ^ et

DC,/e,=C,[/De,+2^6',]=C,[^,_,+2C,_i^,_i]=C,_ire,_i,

ainsi que

D ^x» ̂ +1 = ̂  ̂ .= - C,._ ï x, e,_ ï
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et

D(-C,x^,)=C,[-x,D^+2a,^,]=C,[-x^,_,-2C,_^^,_J.

En écrivant l'équation (8) pour le développement (10) et en utilisant les relations (11),
on obtient le système d'équations de transport sur les coefficients ûy suivant

(12) 2z . 8,a^(tq,-xq,)ao=0, a^z,, 0, X)=l

(i3) 2c^.a,(^^)+(c,(^,-x^)+i)a,^=-Dû,-[^a,+^a,+^]^
où q^ = q^ (zi + z, À,) et Z2 = z = (t» x)-

Par intégration de (12), on obtient

C 1 f1 1
(14) ao (zi, z, ?i) = exp ^ - {tq, - x q^) (z^ + zv, ?i) dv ^

1 ^Jo J

D'après (2) et le lemme 1, on a donc :

(15) ûo(^2^)^.a-l(l).

De plus, si g (0) = C > 0 l'équation

(16) z . OJ^-gf=r

a pour solution

/*! r f*\ '\ j
(17) /(z)= r(zï;)exp ^ - z6(zw)^w \vc—

Jo l Jy J ^

avec z6(zw)+(C/w)=g(zw)/w. En écrivant la solution a^+i de (13) sous la forme (17)
[on a alors C= 1/2 Cp z9(zw)=(l/2)(^-x^)(zi+zH7, À<)] on obtient

(18) ^(zi, Z2, ̂ e^.-i^2^), Vy^O.

On pose à présent e(z^ z, À,)=^+ (z^, z, À-), ej=e^~ et ^+ (z^, z^, ^)=^(z^, z^, ^). On
définit de même ?~ (z, z, À-) et ^~ (z^, z^, ^) par

(19) D^?~(zi, z, ^)=8^^; ^~(^i , ^2. À-)==?~(^l» ^1+^2. ^)

avec la condition support e~ czt^^0(z^=(t^ x^)\ Si ^~ (z) est défini par ^1=^=05
D e^~+^=e]~ (j^ — 1), support (^~)c^0 on a toujours le développement asymptotique

(20) ^- (Zi, Z2, À,)^ ^ ^.(Zi, Z2, ^)^~ (Z2)
7^0

car les e] vérifient toujours les équations (11), avec H=H~, H~ =CteLog ((T+;0)2-^2)
et les équations de transport (12) et (13) restent inchangées.
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Pour tout entier N^ 1, on pose alors :
N

(21) E^ (z, z,, K)= ^ a,{z^ z-z^, ̂ ef (z-z,).
j=o

On a :

(22) n^(z, z^, X)=(D^(zi, z-zi, ?i))^(z-z0+8^.

Pour A(z, ^)e^_i(l) on pose :

^ ^ (A) (z, ?i) = fE^ (z, zi, ^) 1 ±,^o ̂  (^i, ^) ̂ i

KN(/O=K;(/O+KN(/O.

On a support K^ (A)c { ±^0}.

LEMME 4. — Pour tout a'<a, K^ (h) appartient localement à l'espace C1 (IRp H0'^"'"1).

Preuve. - Par construction, les fonctions ûy(zi, z-z^, À,) sont C00 en (z, z^). On a

(24) ^4-(z-Zl)û,(Zl,Z-Zl,X)l,^o^^l^)^l=F(z,Z2,?l)|,^,

avec

(25) F= L+(z-z0/(z„ z,, ̂ z,; /=^.(z,, z,-z,, ^l,^o^(^i, ̂

donc ô^ / est localement uniformément en z^ dans l'espace L°° (R, , H5') pour tout
^<a+a- l et tout P et D(D J^^F)=^/, support (a^F)c{^0}. D'après
le paragraphes, lemme 3, on a D^FeC1 (Rp H5') donc (itération sur y)
5^FeCi(tR,, HQ pour tout P, d'où F(z, z^, À,)|^,eC1 (R,, H5'), d'où le lemme.

DÉFINITION 2. — On note D^1 A la solution du problème de Cauchy

(26) D^D^/O^A; ^(D^/O^.

D'après le paragraphes, le lemme 6, si Àe^-i (w(X)) on a D^Ae^Jw (D).
Posons pour A€^a- i ( l )

(27) D^/^K^/O+KàW.

D'après le lemme 4, on a tr K^ (A) = 0, donc

(28) D^KàW= -RN(À); trKà(A)=0

(29) RN(/Q= f((D+^^(zi, z-z,, ̂ ^(z-z,)h^z,)+e^(z-z,)h.(z,))dz,
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avec h^ = ± l^o^-
On a RN(/Q(Z, ?i)=G(z, z^, ^)|z^z avec

(30) G= [e^(z-z^^e^(z-z,)Q-dz,

(3i) e(zi,z,,^)=/2(zO[(D+^^^(zi,z2-zi^)]; e^^i^o.e.

Il en résulte :

(32) DN+lG(z,z^)=e(z,z^); J^VG^O-O y^(2N+l).
\ A 7

LEMME 5. — Soit Mo entier, Mo><7+a+rf . 0/2 ^ .•

b(z^ z,, X)=^(z^, z,-z,, ̂ )e^,_, (^N^'MO),

Preuve. — On a Z?(zi, z^, À-)==ÛN(ZI, Z2—Z3, ^)|^3=^^ et on utilise (18) et le lemme 2
(la dépendance supplémentaire en z^ étant sans importance).

Par le paragraphe 3, lemme 4, (32) entraîne alors

(33) Ge^.^20^^8'^)

donc par le lemme 2

(34) R^/Oe^N^35'^1^20''10).

Choisissons alors un veRÔ", 1[ et appliquons la construction du paragraphe 2,
lemme 3, aux fonctions R^^)^"30 (N+1)-20 Mo, avec 8=v. On décompose ainsi l'opéra-
teur RN en somme de deux termes

(35) R^=Rà+Râ

qui vérifient pour he(9y ^ _ ^ ( 1 )

(36) Vp, S^R^We(!)^^_,Q.3ô'^+l)+2!)'Mo+v^i)

(37) R^/Oe^.i^-30'^1^20'^

Si on définit K^'4 par

(38) D ̂  Kâ'4 (/O = - Rà'4 W Tr K^'4 W = 0

on a alors d'après le paragraphe 3, lemmes 6 et 7

(39) K^(h)ç=(P^^~(v~36')^+l)+2s'Mo)

(40) Vp, ^KàWe^^30'^1^20'^^!).
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On choisit alors N assez grand pour assurer K^(/?)6^ Jl) et on pose :

(41) M1 (h) = Kà (h) + Kâ (/Q; M2 (h) = K^ (À).

On a alors pour he^y ^_^ (1)

(42) D^/^M^/O+M2^)

et puisque D^1 (/Q e ̂  , (1), et M2 (h) e 0^, (1)

(43) M^/Qe^O).

En particulier, on toujours localement

(44) M^/OeC^H5'), V^<a+a- l , ;=1,2.

5. Preuve du théorème 1

Soit u solution de (1). D'après le paragraphe 3, lemme 5, on a ueA(0, s+ 1, û). On
fixe pe]0, po[ (voisin de po), ôe]0, 1[ (voisin de 1), et on pose oco=^+ 1 =(^/2)+po+ 1,
a=(ûf/2)+(po-p)+ 1 >(û?/2)+ 1. Dans cette partie, on aura a =0 et on notera OQ p=^p-
En utilisant le paragraphe 2, lemme 3 avec 04=ao, 0^=0, on décompose ^(z) sous la
forme

(1) ^(z)=^(z, ?i)+^ ^); ^e^(l)

(2) Vp, aP^e^J^'PI)

(3) ^e^^"0'); V^e^-i^-^).

En écrivant la formule de Taylor avec reste intégral à l'ordre N^3, on a

(4) F(^, x, ^+^, V^+V^)=F(^ , x, ^i, V^)-^(^)+^(^)+RN

(5) -^2)= E ^F^x.^.V^^.V^)7

| Y J = I

(6) ^O^)- Z -^^F^ ̂  ^i, V^)(^, V^)7

2^ | Y | <N Y '

r1
(7) RN = S (^2. V ̂ 2)' GY (^ ,̂ o, ̂  + a (^ - ̂ i), V (^i + a (^ - ̂ 0) ̂ a.

M=N Jo

Comme a- 1 >(J/2), d'après (2) et (3) on a :

(8) RN^.^-^).

Les coefficients c=8y¥(t, x, u^ V^i) des opérateurs ^ et J^ vérifient :

(9) Vp, ^ce^_ , (^ IPI ) .
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Comme dans le paragraphe 4, on notera D^> l'opérateur D +^f. On a :

(10) D^M2=F(^ x,Mi, V M ^ - D M I + J ^ ^ + R N .

On écrit alors u^ sous la forme

(11) ^=^o+/; D^o=0; Tr(Mo)=Tr(^); Tr(/)=0.

D'après (3) et paragraphe 3, lemmes 2 et 6 on a

(12) u^eW^)

donc aussi u^—Uo=fe(()^(k~8p) par (3) et (12) et avec les notations du paragraphe 4
(définition 2), on a

(13) /^o+n^^^o+^+a^RN
avec &o= Dj^F^, x, M^, V ^ i ) — D ^i).

LEMME 1. — La fonction Z?o vérifie :

(14) VP, ^o^ao^').

Preuve. - Pour D^1 (F(^, x, u^ V^i)) cela résulte du paragraphe 3, lemme 7.
Soit /^Dj^DMi); on a D ^ A = D M i , tr(/?)=0. Si w=^-/î , on a D^w=^f(Mi) ,

tr(w)=tr(Mi). D'après (2) et loc. cit., w vérifie (14), donc aussi h.
De plus, comme bo==f— D^1 J / ' (u^)— D^1 RN, d'après le paragraphe 3, lemme 6, (3),

(6) et (8) on a aussi :

(15) b^O^-^).

Soit à présent D un diagramme, I=Ii U. . . U IL ^a partition de son ensemble d'indice,
9 son application. Pour f e J = {^'el; 9~1 C/)=0}, on se donne une fonction S^(z, À-) de
la forme

di
(16) s,=cn^-(^o); vy, |p, ^i ; d^o

7=1

où c(z, À-) vérifie (9) et 8^(uo, bo)=8^JUo ou P^o. On a Sf=c lorsque ^=0. D'après
(9), (12) et (15), on a :

(17) S.e^a-0^).

On posera S=(S^gj. Enfin, pour tout feI\J, on se donne un <^(z, ^) vérifiant (9),
un (ûf+ 1)-indice y,, ly j ^ 1, et on note Y=(c,, Yf),ei\j-

DÉFINITION 1. — Avec les notations précédentes, on définit une fonction notée

(18) f (D^, S, F)
JD
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de la manière suivante :

si I=I i (L=l , donc J=I) on pose
(19)

[(n^S.I^D^nS,).
JD ie l i

Ensuite (18) est construit par récurrence sur L; si L> 1 on écrit

ï[={ieï^Q-l(i)^0}, ii=riur/;
pour ieï\, on note D1 le sous-diagramme de D dont l'ensemble d'indice est

6 fl

ïi={ieï,j->i} \j-.i signifie : 3^>0, ^(7)=;], et S^S^i. et on pose

f (D^, s, r )=D^fn s,, n ̂  [ W. s1, r)\(20) (D^S.I^O^
JD Yje l i ie l i JD'JD Vjel'i ie l i JD1 /

D'après (17) et le paragraphe 3, lemme 6, on a :

(2!) f (D^^ne^a-^/O.
JD

LEMME 2. — Pour tout 1^M<N, ;7 ^x^^ une famille finie de diagrammes D\ S^ et
r ,̂ ^//^ ^M^

(22)
r

/-^o-S (D^l,Sfc,^fc)e^(?l-§P<M+l))
fe JD^

avec

(23) Vyfc, ^ ^^M.
.6^

Preuve. - On a FN= D^1 RNe^J^-6^) d'après (8). Comme ^ (u^) ne contient pas
de termes linéaires en ^ on a (22) avec M= 1 et une famille vide, d'après (3), (13). Par
récurrence, supposons (22) au rang M, M+ 1 <N et reportons (22) dans (13). On obtient

(24) /^o+n^k+^o+E [(D^S^n+r^l+r^

avec rM+ie^-0^-^). On développe alors D^1^^. . .] selon la formule (6); on a

/, Mo, b^(9^~^ et aussi ^ (D^1, S', F^) d'après (22). Comme ̂  ne contient pas
k JDk

de terme linéaire, tout terme dans lequel apparaît r^+i est (^(X"0^"^) dans le dévelop-
pement de D^1 jq. . .] donc est un reste pour (22) au rang (M+ 1). Le lemme est alors
conséquence de la définition 1, puisqu'on peut toujours supposer (23) d'après (21).
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Soit à présent VQ solution de :

(25) n^o=0, tr(î;o)=tr(^).

Si onposeZ?i=-yo-Mo, on a donc \Z}^b^=0 eiiT(b^)=tT(u)-tT(u^=tr(u^ d'après (11),
donc par (2) et le paragraphe 3, lemme 7

(26) Vp, ^e^(^'Pl)

d'où en utilisant le lemme 1, (16) et UQ=Vo-b^ on obtient le

LEMME 3. — L'assertion du lemme 2 reste valable en remplaçant S^ défini par (16) par :

ai

(27) S-cn^o; Vy, |P,|^1; ^0; Z^M, V/r.
^= 1 f e J ^

Preuve. — En effet puisque Z?o, Z?i vérifient (26) on a pour |P |^1 , Vy,
ô^^o,!6^-!^0171) donc ^0,1 vérifient (9) et en écrivant S, sous la forme (16)
comme combinaison linéaire de termes de type (27), on ne peut que diminuer ^.

On choisit à présent ô'e]0, 1/3[, ô'<5, et en utilisant la construction du paragraphe 2,
lemme 3, on décompose les coefficients q de l'opérateur ^f sous la forme :

/ ^=^1-^2
^i^^o-i^')
^1^-1(^1 PI )

(28)

^^-i^).

[On utilise le paragraphe 2, (14) avec la troncature l|ç|^s' pour définir ^J, et on pose :

(29) ^=^\-J^; D^=D^-^-

Pour tout entier k, on a l'identité :

fc
(30) D^= ̂  n^^a^y+a^^a^^a^1.

J=0

Les coefficients de ^f^ vérifient (9) et l'opérateur D^ (J^ D^î) fc^2D^1 est

^^-ô'pd+k) ̂  ^_^( i ) dans ^(1) d'après (28), de même D^(J^ D^îy est ^-S/PJ)
de ^_i(l) dans ^a(l); il en résulte, en choisissant k assez grand en fonction de ô/ô' et
M, en reportant (30) dans (22).

LEMME 4. — L'assertion du lemme 3 reste valable en remplaçant D^1 par D^,1 et VQ
par WQ : D ̂  WQ = 0, tr (^o) = tr (^).

fe
Preuve. - ̂  ^o^^o(l) et z;o=^(D^1 ̂ y^o+(a^ ^^(^o-^o).

o

4e SÉRIE - TOME 25 - 1992 - N° 2



SINGULARITÉS DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS D'ONDES SEMI-LINÉAIRES 225

On va à présent utiliser les résultats du paragraphe 4 appliqués à l'opérateur D^> . On
notera ici N^ l'entier N du paragraphe 4; on choisit v, ô', ô tels que ve]3ô', ô[. Pour
/?e^_i (1) on a d'après le paragraphe 4 (42), (43), (39), (41), (40)

(31) D^/^M^/O+M2^); M^^/Oe^O)

(32) M^/Oe^-^-3^^1^20'1^)

(33) M^/O^W+K3^)

(34) Vp, ^Kà^/Oe^J^^i^^o^lPI)

et l'entier Ni sera choisi tel que :

(35) (v-3ô / ) (Nl+l)>2ô / Mo+ôpN.

Soit WQ la solution du problème de Cauchy

(36) Dwo=0, tr(wo)=tr(M».

Onawoe^( l ) e t

(37) WQ=WQ-B^^,WO).

On peut donc, dans le lemme 4, remplacer WQ par WQ.
On a u = MI + M^ = MI + MO +/= MI — &i + t^o +/, d'où

fc

^=^-^+^(D^l^ywo+(D^l^)fc(^-H;o)+/.
0

D'après le lemme 4, (2), (26), (28) et (37), on a donc :

LEMME 5. — 77 existe une famille finie de diagrammes D^, S^ ^ I^ ^/fe ^M^

=b^ [ (D^.S^r^+r
fc JD^

(38) M= , 0 , 1 ^^N

d?

û^c ft vérifiant (14), rNe^JÀ--0^), ^OMr ^^r k, i S?=c ]"[ a^Wo, | P,| ^ 1, c vérifiant (9)
j= i

et pour tout k, ^ ^^N- 1.
i e J k

Si D est un diagramme intervenant dans (38) tel que ^ ^=0, alors (D^1, S, F)
i e J JD

f
vérifie (14) d'après le paragraphe 3, lemme 7 et 8'<§^ si | y | ̂  1, 57 (D^^, S, F), vérifie

JDJD
alors (9). En appliquant cela aux sous-diagrammes des diagrammes qui interviennent
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dans (38) et en utilisant la définition (20), on obtient

dans (38), on peut supposer
(39) pour tout Dk, et tout ieîk,

d^l.

D'après (31), (32) et (35), on a alors

(40) on peut remplacer Dj^ par M1 dans (38).

En utilisant (33), (34) et v<8 on obtient alors

LEMME 6. — 77 existe une famille finie D^ S^, F^ telle que

(41) ^+E f (K^S^r^+r^
k JD^

d?

avec ^e^-5^), S?=c ]~[ ̂ o. |P,| ^ 1, û^l, E û^N-l, /^ coefficients b, c
J = 1 ie3k

vérifiant

(42) 3A, Vp, a^e^(?lA+ÔIPI)

(43) 3A, Vp, ^ce^.^A^IP').

Comme S >1, on a en particulier

(44) ^ W F ( À , c ) c = { ( x , 0 ; Ç = 0 } .

LEMME 7. — Soit D im diagramme intervenant dans (41). 0/2 a ;

(45) l^o f ( K N , ^ r ) = f ( K N , S ^ , r )
JD JD

avec S+ ̂ = ̂ t^o^iP0^ IE^'

Preuve. - D'après le paragraphe 4, (23) et le lemme 4 on a tr (KN (A)) = 0,
l^oKN(/0=KN(/?l^o) et l^o^K^/O^l^K^/O pour |y |^ l puisque

ç
^W |(=o=0. Le lemme résulte donc de la définition de (K^, S, F).

JD

Preuve du théorème 1. - Soit ae[s+1 +(N-2) pç, (^+ 1)+(N- l)po[ et
(zo, Ço)£T*Q\Q, Zo=0o. Xo), ^o>0.

Comme r^eO^Ck'^), on a par le paragraphe 2, lemme 2

(46) Va'<a, VcpeC?, 3C,^, V)i, IÎ IÎ C -̂̂
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donc avec les notations du paragraphe 1, on a |q ) rN^<oo pour tout
H<a+8pN=(û?/2)+(po-p)+l+ôpN. En choisissant ô proche de 1 et p proche de po,
on obtient | cprN^<oo. D'après le paragraphe 1, lemme 2, (41), (44) et (45) on aura
uç:îî^^si

(47) Vû>0, Vfc, (zo^o)^WFff (KN,S^r^
VJ^ /

D^ étant un diagramme intervenant dans (41).

Avec z=(^, x), w=(^, x'\ MoCO, u^ (x ' ) étant les traces de u, on a

(48) (l^o^o)^ ^)= [^(^-^[^^oMô^o+^^MÔ^o]^
J

r
(4^) (l^o^Wo)O. ^)= \e+(z-w)[^,(xf)S^o+^^o(xl)S^o]dw

•/

et pour 7^ 1 :

r
(50) ^(z-w)= ^+(z-zO^+(zi-Z2) . . .^+(z,-w)^. . .^ .

J

Comme dans [23], on écrit alors (KN, S\, F^) comme une image directe, en utilisant
JD^

le paragraphe^ (23), (48), (49) et (50). Les multiplicateurs B ^ a ^ z ^ z - z ^ K ) sont \
microlocaux d'après le paragraphe 4, (18), ainsi que les fonctions c de type (43) d'après
le paragraphe 1, lemme 1, (i), car PiWF^/^c^WFC/), et si g vérifie V(î,
I I^H^'PI on a II^II^^'^IPI. Le théorème est alors conséquence du
paragraphe 1, lemme 3 et de d\^ 1 et ^ ^^N-1.

^

Remarque. - Soient M^ M/! des données de Cauchy telles que u^-u^W,
u[-u^eW~\ |Li>or et V'Q la solution de D^^^O. tî'(^o)=(^o. ^i)- On a alors :

(51) a^(^o-^o)=0, ir(vo-vo)e(ïî^ W-1).

En découpant les traces de /Uo~vo en utilisant le découpage du paragraphe 1, (14), on en
déduit par le paragraphe 3, lemmes 6 et 7

(52) vo-^=h^h,

avec V P, 5P h, e ̂  (?i01 P 1 ) et h, e ̂  (?i-0 ̂ -a)). Si on remplace z.o par ̂  dans le lemme 3,
on commet donc une erreur dans (22) qui est fi^'"0^"00) donc négligeable pour [x>çj.
La conclusion du théorème 1 reste donc valable si on remplace les données de Cauchy
de u par des données congrues modulo (IP, îP~1), |LI>CT.
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6. Singularités conormales

Dans ce paragraphe, on suppose que u est une onde semi-linéaire solution de (1),
paragraphe 0, telle que

(1) les données de Cauchy UQ, u^ sont conormales classiques sur A==T^ R0

où V est une hypersurface analytique réelle.

Comme dans [23], le théorème 1 fournit une estimation géométrique sur les singularités
de u à partir de l'ensemble des points limites d'ensembles de suites tracées dans le fîbré
cotangent complexe T* C1 +d comme suit.

On note S des ensembles de suites (z^, Ç^eI^C1^, z=(t, x), ne^ qui vérifient

(2) la suite z^ converge vers le point de Q.
(3) II existe une suite convergente T|̂  e C1 +d, | T|J = 1

et une suite ^eC* telles que ^=^T|^.
(4) La suite (z^, Q est caractéristique f. e. ̂  = (r^, ^), ̂  = ̂ .

On suppose en outre que ^ est stable par extraction de sous-suites et vérifie

(5) (T contient toute suite (z^, Q satisfaisant (2), (3), (4) et lim ^=0.
(6) Si (z^, Q e ê et z^ vérifie lim z, = lim z^ et lim | z, - z, \. \ Çj = 0 alors (^) (z^, ^) e ̂ .

(7) Si (z^, Ç^) e ̂  et si z^ est telle que lim z^ e û

appartient au demi-cône d'onde de sommet limz^
qui ne rencontre pas l'hyperplan t = 0

et si (z, Ç,) et «, Q
sont sur la même bicaractéristique complexe de D, alors (^) (z^, Çn)e^.

[(^) signifie : il existe une suite extraite telle que.]
Soit à présent
/o\ e> _ ( /p tp e> )
\°) é- [é^ é^, . . ., 6^, . . . }

une suite croissante de tels ensembles de suites telle que

(9) si (z^, ÇQe^. sont N suites (/•= 1, . . ., N)

possédant le même point de base z^ et si ̂  est une suite
telle que (z^, Q vérifie (2), (3), (4) et lim(^+ . . . +^-^)=Q

alors (^) (z^, ^n)e^k avec ^=^i+ . . . +Â:N.

On définit alors Z^ (<f) par

(10) ZM (^) = {(z, C) e T* C1 +d | Q, il existe N suites (z^, ^) e ̂ .,

z=limz^, Ç=lim^+ . . . +^ et ^+ . . . +^^M}.
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[Le point (z, Q n'est pas caractéristique en général.]
Enfin on note ^y l'ensemble des suites (z^, £,„) vérifiant (2), (3) et (4), z^ = (0, ;€„),

Çn= Ow Çn)? C^yp Ç«)e T^c où Ve est un complexifîé de V.

THÉORÈME 3. — Soit u une onde semi-linéaire solution du paragraphe 0, (1), avec
5-=(rf/2)+p, p>0, vérifiant (1). Pour M^l et ae[s+1 +(M- l)p, s-\-1 +Mp[ on a
WF^I^o^M^r»7*^ dès que ^=(^^ ^2, . . .) vérifie j^v^r

Preuve. — On reprend la preuve de [23]. D'après le théorème 1, il suffit d'estimer
WF ([D]. { D } ) pour deg (D) ̂  M, et par l'hypothèse conormale classique, on peut suppo-
ser que dans {D}, les données de Cauchy sont conormales analytiques classiques (voir
[23], (22), p. 289). Rappelons que si F^, F^ sont deux fermés du fîbré cotangent, la
somme de Kashiwara-Schapira, F^+F^ est définie par (z, OeF^+F^ ssi il existe des
suites (z^)eF,, (z^)eF,, z^z, z^z, Ç^^et |z^-z,2 1.1^ | -0. On a
alors (loc. cit., proposition 1, p. 289) WF([D]. {D})C=A^}+A^ avec

(11) A^)={(^ ̂  . • .^N, Ço. Ci, . . .^N), Ço-0, Ç,=0 si ^J, ^=0,
(^.^eT^C^ou^^Osi^J}.

(12) A^= {(zo, Zi, . . ., ZN, Ço, Ci, • • • , ÇN) tel q11'11 existe 3l, • • • , SN

avec(z,-ze(,), 5,.)eAn, Ço= Z 3,,^=-5,+ Z 5,si;^0}.
e(i)=o e(j)=i

Reprenons les notations de [23], 11.4, p. 292-293. Si (z^, Ç^)e^, limz^==(0, x), et ^
caractéristique, alors (^) (z^, ^)e^i puisque e^^^i- On a toujours, si ;eI 'nJ?
(z,(l,^), 5,(1,Â;))6^ et si z, (1,^)9^(0(1,^), 3, (1, À;) G Car D. Comme ^UCarD
vérifie au voisinage de ^==0 les axiomes Ai, A^, A^, A^ de [23], on a toujours pour tout
fe r (Zf ( l , k), 3^(1, k))eê. Puisque ^ H Car D <=<^i, on achève la preuve par récurrence
le long de 9 comme dans [23], loc. cit.
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