
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

D. EMMANUEL
Étude des intégrales abéliennes de troisième espèce

Annales scientifiques de l’É.N.S. 2e série, tome 8 (1879), p. 299-326
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2_8__299_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1879, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1879_2_8__299_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


É T U D E
DES

INTÉGRALES A.BÉLIENNES
DE TROISIÈME ESPÈCE,

PAR M. DAVID EMMANUEL,
LICENCIÉ ES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET ES SCIENCES PHYSIQUES.

C'est Jacobi qui a formulé le problème des fonctions inverses des
intégrales abéliennes*

Riemann a mont ré la possibilité d'exprimer des fonctions algébriques
de celles-là au moyen de fonctions ©, ayant pour arguments les inté-
grales normales de première espèce, augmentées chacune d'une con-
stante arbi traire .

MM. Clebsch el Gordan ont résolu le problème posé par Riemann,
dans le cas où l 'équation n'admet que des points critiques d u second
ordre. Ces géomètres ont in t rodui t dans leurs recherches une transcen-
dante T définie par une somme dep intégrales normales de troisième1

espèce, et ils ont ramené le problème qu'ils avaient en vue à - l ' é t ude
de cette transcendante. Ils ont procédé de façon à découvrir la fonc-
t ion ©, et ils sont arrivés, en effet, à exprimer T à l'aide d'une fonction
dévelôppable en une série convergente analogue à celle de la fonction 0
et jouissant des mêmes propriétés. Celte fonction n'est autre que la
fonction ©. Comme corollaire, ils ont déduit l'expression de l ' intégrale
de troisième espèce au moyen de la fonction 6.

M* Briota résolu le problème de l'inversion à l'aide des fonctions Ô,
38.
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dans le cas général on l'équation admet des points critiques d 'un ordre
quelconque. La méthode qu'il a suivie est opposée à celle dont je viens
de parler. M. Briot part des propriétés connues de la fonct ion © à
^arguments arbitraires, et démontre quelques théorèmes fondamen taux
sur les fonctions Q dont les arguments sont ceux considérés par Rie-
mann et un théorème sur les conditions que doit remplir une fonction
de deux variables, liées par une équation algébrique, pour être une
fonction rationnelle de ces variables. Il compose ensuite une expres-
sion de fonctions 0 qui remplisse les condit ions pour être une fonction
rationnelle, et particulièrement pour être le quotient de deux poly-
nômes de d e g r é p , dont chacun^ égalé à zéro, admet pour racines les
l imi tes supérieures des intégrales qui figurent dans les fonctions ©.
Le problème de l'inversion se trouve ainsi résolu dans le sens dans
lequel l 'entendait Jacobi.

Je pars des propriétés de la fonction 0 dont je viens de parler, et
j 'obtiens dans le cas général l'expression des intégrales de troisième
espèce au moyen de cette fonction; j 'en déduis ensuite d 'une façon
ires-simple les principales propriétés de ces intégrales. Dans la seconde
Partie de cette Thèse, j'arrive, en me servant de considérations ana-
logues à celles qui m'ont donné l'intégrale de troisième espèce, à
exprimer la fonction T par les fonctions ©, et, en faisant de cette fonc-
t ion le même usage qu'en ont fa i t MM. Clebsch et Gordan, j 'obtiens la
so lu t ion du problème de l'inversion sous la forme obtenue par M. Briot.

1. Soient
F(^)=o

une équation algébrique irréduct ible et de degré 772 par rapport à y, et

y(^,r)

une fonction ra t ionnel le que lconque ; l ' intégrale

^[x,y}dx

est ce qu'on appelle une intégrale abélienne. On ramène, par des trans-
formations qui ne sauraient trouver leur place ici, les intégrales abé-
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lien nés aux formes
,f0(^y)^

J ^-(^r) 5

r G(r)^_
. J (^ ^a)F;(^,y)

et à des intégrales qui se déduisent de la dernière par la différenti;t1-
tion de celle-ci par rapport au paramètre a. Dans ces intégrales, Q(x, y}
et G(^) sont des polynômes à coefficients arbitraires et respeclivement
de degrés m — 3 et m — 2.

La première de ces intégrales ne peut devenir infinie qu 'aux points
pour lesquels on a V^{x,y) = o. On peut assujettir les coefficients du
polynôme Q à des conditions qui font que cette intégrale reste finie en
tous les points critiques. C'est alors l'intégrale de première espèce.

SoitAle nombre des équations linéaires auxquelles doivent sa t is fa i re
les coefficients du polynôme Q; posons N == 2 [ h — i ) , /^désignant Je
nombre des racines y qui se permutent au tour d 'un point cri t ique, et
le signe 2; se rapportant à tous les points critiques. M, Elliot ( f ) a dé-
montré que l'on a

A= .|,m[m—i)-.^,

le nombre des coefficients arbitraires de Q est donc

/? = ^ (m — i) ( m — i ) — A === — •— [m — i ).

C'est le nombre des Intégrales abéliennes de première espèce.
Si l 'on assujet t i t une courbe quelconque, dont le degré n'est pas

inférieur à m — 3, aux mêmes conditions que la courbe Q(^,y) == o,
le nombre de conditions A sera évidemment le même, car ce nombre
ne dépend que de l 'équation F(.r,j) == o,

On démontre que le nombre des périodes d'une intégrale de première
espèce est ap.

Les intégrales de première espèce qui interviendront dans cette thèse
sont celles qu'on appelle normales? et qui seront désignées par

H^y UW, . .., l^Ph

( t ) Âniîalea scicntîfiqices de UEcoîe Normale supérieure, année 1876.
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La moitié des périodes de l 'une quelconque de ces intégrales est
nu l le , à l'exception d 'une seule, qui est égale à

27Î \j— 1 .

Ce sont les périodes dites de rang impair. Les périodes de rang pair de
l ' intégrale u^\ par exemple, sont désignées par

2(^41, 2(3:42, • • ., 2^.

On a
, (%<,== a,,.

2. Les intégrales de la seconde forme sont appelées intégrales de
troisième espèce.

Au lieu de ces intégrales, on considère les intégrales p lus générales

/L—^ ĵl̂ ^^
j (a.r+(3y4-y)F^(^j')'

ou G[oc,y} == o est une courbe de degré m — ^.
Assujettissons les coefficients de la courbe G{sc, y ) = o aux condi t ions

pour que l 'intégrale reste f inie aux points critiques; on aura, en vertu
de ce que nous avons dit plus haut, le même nombre A de conditions
que pour la courbe Q(^,y) ==== o. Il en résulte que le nombre des coef-
ficients arbitraires de la courbe G(^,j) == o est

j ( m —- a ) ( m -h- i ) — A == p 4" m — ;>.

On pourra assujettir la courbe G === o à passerparw — 2 points d ' in ter-
section de F(.r,y) = o avec la droite ao? -+- ç»y ^- 7 === o. On ne peut la
faire passer par plus de m — a points sans la décomposer en cette
droite et en une courbe de degré w — 3; dans ce cas, Fintégrale se
réduirai t à une intégrale de première espèce.

La courbe G(<r , j )=o , satisfaisant à ces conditions, contiendra
encore ^paramètres arbitraires*

Soient (Ç, ̂ ) , {'n, r^) les deux points d'intersection de la .droite
ax -4- ^y 4- 7 == ô avec la courbe F(^,j) === o par lesquels la courbe

( ' ) BRIOT, Théorie des fom'i'imts abêtie nnc s.
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Q\x,y} == one passe pas. Pour tous les points du plan autres que (S, ^, ),
( 7 3 , 7 3 , ) , l 'intégrale que nous considérons reste finie. Examinons, en
développant le calcul de MM. Clebsch e tGordan , comment cette inté-
grale se comporte dans le voisinage de ces deux points.

Posons
ax 4- (3y-+-y= [x— E ) ( E i — T?, ) — ( ^—y i ) ( r— £ > ) ,

en me t t an t en évidence que la droite passe par les deux points, et
représentons cette fonction par [S,'/;]. Notre intégrale sera

<, - rAi^r)^
"""J[^^F,(^7)'

Rendons les équations homogènes, et soient, pour le moment ,
( S ^ Ç a » ^ ) , (^ i , ' ^?^) les coordonnées de ces points. Les coordonnée^
d'un point quelconque de la droite sont données par les expressions

^, -4- 7;/3i, î^-T^n y, ^"4- ^TÎ a,

). étant un paramètre variable. Les points d'intersection de la droite et
de la courbe F === o sont donnés par l 'équation

F ( ̂  -4- À/Il, ̂  + À7Î2, ^3 + X-/33 )

• == F(^, ̂  1.) ̂  ^ f"/î. ̂  + -^ ̂  + "^3 -1^ + . . . + 7/1 F("^,, 7h, r,,) - o
\ ^Csl ^^î " ^S /

:= ?/y + À Ut -+- . * . 4" )" Un,

où l'on a
F(^,,^,^)^o, F(- / î , , - / î , , - / î3)=o.

Les points d'intersection de la même droite avec G == o sont donnés
par l 'équation

G( ̂  + ̂ ,, ̂  + ̂  ̂  + î;/3;,) =: o = ̂ , 4- ̂  + . . . -i- ?n••--2^-..

11 faut que les racines en À soient les mêmes dans les deux équations,
et, en m u l t i p l i a n t G par une constante convenable, on peut faire en
sorte que l'on ait

^' .«„. vls,... _ ^zi • 1 .
^i U-i ' ' ' lfn—\
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Il en résulte qu'aux points (£ , , ë^, ^3}, ( ^ < , ^ 2 » ^ s ) » G(^, j ) aura res-
pectivement les valeurs

(W à¥ s ô¥_
7n^, ̂ ^^^^à'^

, ()F , à¥ , /)F
^ ___ -̂  ^ -—— -4- ^ -—— 9

^•/h ' à-nî ^3

ou, en revenant aux coordonnées primitives,

Gs=(yî-E)Fi+(7L-2.)F^

G,=(^-,)F,+(g,~^)F,,.

11 est important de remarquer que G prend aux deux points consi-
flérés des valeurs indépendantes des p points choisis arbi t ra i rement
sur la courbe F(^,y) == o.

Le point (Ç, Si ) étant un point ordinaire pour l acoa rbeF( r r» j ) == o,
la dérivée Fç\ est différente de zéro et l 'équation admet une seule racine
voisine de S,. Cette racine, étant une fonction holornorphe de x, est
développable^ dans le voisinage du point (Ç, ̂  ), en une série ordonnée
suivant les puissances croissantes de x — ^,

et l'on a
y — 2, ==: a, [x — Ç) -+- €h[x — '£,)

• FSa^^~

On en déduit

[,,,̂ (iri2?l̂ ^
•" si

[,ï,-/;] ==- ̂ (^ - £) -I- ̂ (^- S)2
 +•. • •

r'T

La fraction rationnelle ^-5 étant aussi holomorphe dans le voisinage
du point (Ç, Ç , ) , est développable de la même manière,

p p
rï7==^-+" A . ( ^ — — ^ ) + A 2 ( ^ — — £ ) 2 4-.^,
A y 1 ̂
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d'où
G i-.-A,(^-S)+A,^-Ç) î+...

U- Jb ç, __________________________

r^^~ ^-^-^^a^-^^...]9

G——— = - -———— + A, -4- 2A^ - S) + . . . ;
[^•/îPy ^ — Ê

par suite, dans le voisinage de ce point, on a

S^ ̂  - log(^ - Ç) + A 4- Ai [x ~ ^) 4- As (^ - ^)2 +.. ..

On aura, dans le voisinage du point (^^), la série suivante de for-
mules, analogues aux précédentes:

F(.r,y)==(^-'/î)F,-+-(y-7ii)F,,+...==o,

^•— YÎ,=== & , ( ^ — 7 î ) -h ^(^—Tî) ' - } - . . ., &i ==— y^î
~ ^i

r^^^Li-^^-^^'-^^^^-^+^^-^t^—.)^...,
•"•Si

[Ç,T)] = ̂  (^ -•fl) 4- ̂ -ïl)2^-. . .,
1 ^^

G==Gl+1i^-•n)+K^-•n)l+--••
CY r.,^

Enfin
,. G == —'— + B» + aB, [x - •fl) +...,
[S,-/ljFy .C-TÎ

et l'on a, dans le voisinage de ce point, l'expression suivante de l'in-
tégrale S^ ;

SE,==log(a-—-/l) -,-B-^-Bl(a?-•/l)-^-B'i(.t•—-/)) :'-+-....

Les deux points (§,?.), (^ ,^<) sont donc deux points critiques
logarithmiques de l'intégrale S^, et, par conséquent, cette intégrale
augmente de ± W^ suivant que la variable tourne autour du
point (^, §.), ou (--i, ̂ ) dans le sens du mouvement de l'aiguille d'une
montre.

Ann. de l'Éc. Normale, azérie. Tome V11I. - SETÏEMBRE 1879. »9
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3. Prenons pour intégrale de troisième espèce l 'expression

k=p

S£,4-V^.^),

les quanti tés c/s é tan t des constantes arbitraires.
Soient S|̂ , S^, . - . , S^ les valeurs de S^ le long des cycles qui

donnent les périodes de rang impair des intégrales u. Ce seront les
périodes de S^ correspondant aux mêmes cycles. Les périodes cor-
respondantes de l ' intégrale que nous considérons sont

- S|̂  4- 27î \j — l Ck, /f == 1 , 2, . . . , /; .

Si nous donnons à c^ la valeur
s^c/. —-~ ——-====.?

27:^ — 1

les périodeù de rang impair de l'intégrale choisie de troisieûne espèce
seront toutes nulles.

Cette intégrale est appelée intégrale normale de troisième espèce.
On la désigne par 11^.

Les périodes de rang pair de cette intégrale se déduisent de la rela-
tion q u i existe ent re les périodes d 'une intégrale de première espèce
et d 'une intégrale de troisième espace. Formons avec les poin ts (Ç, ̂  ),
(•/3, ??, ) d eux n o u v e a u x lacets, et supposons d'une façon générale que
les d e u x lacets n 'entrent pas dans un même circui t . Soient (C)^; le cir-
cui t dans lequel entre le lacet (^), el (C)^: celui dans lequel entre
le l a c e t ( ^ ) .

La relation entre les périodes d'une intégrale U de première espèce
et d 'une intégrale S de troisième espèce s'obtient, comme on sait, en
égalant à zéro la somme

/r.sm—1 • • •

^•/U(^^)rfS(^yA),
A'=0

où l ' intégrale /U(<r,j/,)<^S(.r,j/J est prise suivant la suite des lacets
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qui entrent dans le circuit (C)^. Tous les circuits, à l 'exception des deux
considérés, ne sont pas affectés par les l a c e t s ( ^ ) et (^). Considérons
les deux autres. Soient U^., Ua.et Ug,, Up,.les valeurs de l 'intégrale U en
deux points i n f i n imen t voisins, l 'un sur le bord de gauche, l'autre sur
le bord de droite , correspondant aux lacets (Ç) et ( ï î ) , quand on arrive
en ces points en suivant les chemins indiqués par la théorie qui donne
la relation entre les périodes de deux intégrales de première espèce ( 1 ) .
Soient aussi S^,, S^.» S^,, Sp^. les valeurs correspondantes de S. Le lacet (ç)
donnera

F U,, rfS,, + 2 7T "̂=7 U,,, ( Ê ) 4- f Ua/, dS^
J^ J^

Or on a
U^, =.= Ua,. et S .̂ "== Sa/. —— 2 7T ̂  — 1 ;

donc l'expression précédente se réduit à

^:r7u^).
Le lacet (73) donne

~ 27T\ / '— 1 Up,(" / î ) .

Les autres lacets des deux circuits considérés se comportent comme si
les deux intégrales étaient de première espèce. Il en résulte que la

/ f :=W—Ï

somme y /U(,'y,y/,)û?S(^, y/,) peut se décomposer en deux parties,
h ".; 0

dont l 'une. Indépendante des lacets (Ç) et (•<?) , est de l à même forme que
si les deux intégrales étaient de première espèce, et dont l'autre est

-27T^T[Up,.(^-U.,(^)].

Le chemin auquel se rapporte la différence Up,.(^) — Ua/.(Ç) est.parfai-
tementdé ie rminé ; nous le désignerons, pour abréger le langage, par le
nom de courber, et nous représenterons cette différence par l ' intégrale

y^

| d{] prise le long de cette courbe.

BIUOT, Théorie des fonctions <(bêiîennes»
89.
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Si l'on désigne par Q^ H les périodes normales correspondantes aux
intégrîiles U et S, la relation entre ces périodes sera

i=.p

y(Q^Q;/- Q,-.,̂ ,) - 27Tv^~7 r'dU = o.
À ^

Si l'on remplace les intégrales U et S parles intégrales normales u^
etil^ les périodes ûg^deviennent toutes nulles, et, parmi les périodes
•̂-.̂  il n'y a que ûa/z-i qui est différente de zéro et égale à 27r\/"^-~7;

la relation précédente devient
____ ____ /-»?!

2 7 T \ / — l Û ' a A — 2 7 T \ / — 1 f du^ -==. 0.
t/ç

Les périodes de rang pair de l'intégrale Ti^ sont donc données par les
intégrales

/^
\ du^\ h ==:i, 2, . . . , / ? ,

</ç

Expression des intégrales abéliennes de troisième espèce
à Faide de la fonction ©.

4. Considérons la fonction
r " '
I ^h

( î) y(^y)=^^ \

/ï.f
dans laquelle l'intégrale ( dîl^ est prise à partir de l'origine (se,, 9-0)

^•«•ii
jusqu'au point variable (a-,y), le chemin étant quelconque, et exami-
nons comment cette fonction varie sur toute la sphère.

Désignons par v\sc,y} et parïïç, les valeurs de la fonction < p { x , y ) et
de l'intégrale Iï^ quand on va de l'origine au point (a;,y) en suivant
un chemin déterminé, en particulier un chemin qui ne traverse aucun
lacet. Si l'on fait varier le chemin', mais de telle façon que la variable
soit assujettie a ne traverser aucun des lacets relatifs aux points cri-
tiques algébriques, tandis qu'elle soit libre de traverser les lacets relatifs
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aux points critiques logarithmiques, la valeur IT^ que prend alors l'in-
tégrale n^i au point (^y) est donnée par ïl'^= n^ -h ^mn:^— i,
m étant un nombre entier positif, négatif ou nul. Si l'on appelle y" la
valeur correspondante de y, on a (f" = y'. Enfin, si le chemin qui con-
duit du point (^o,yo) au point (^»y) devient absolument quelconque,
on a

£==/»

j dH^== n^ + 2 rm: ̂ "̂  4- ^ n, ^ â? '̂),
J^ ~ ^

les coefficients n^ étant des nombres entiers dont les valeurs dépendent
^

des chemins qu'on suit, tandis que l'intégrale \ du^ a une valeur par-
^Ç

faitement déterminée. Cette intégrale est prise le long de la courbe ̂
que nous avons définie dans le numéro précédent. 11 résulte de là qu'en
un point (a?,y) la fonction y(^,j) est susceptible d'une infinité de va-
leurs, qui sont données par la formule

1==^ /*ïi
.2 rii f dM.Q

(2) ç^^e1^ t/ç

5. Examinons maintenant comment la fonction y[oo,y} se comporte
dans le voisinage des points critiques logarithmiques (^, ÇJ, (^3, ̂  ). On

a vu que dans le voisinage du premier de ces points l'intégrale j dH^
•Aro

est représentée par

f dïl^ log ——— + A + K\ (^~-S) + A^(.r ~ Ç)^. ..;
^ •̂,, • x — ^

dans le voisinage de ce point, on aura

lO(?^l.g+A4-A',(^--S)+A',(.c-S)î+.
(,r,j)==<? ^- s

^ _ A^^-O+A^^-Ç)^...

OU

9(^7)^ ̂ [i + A\(^ - - S;) + A^ (^-g)2-^...].

Le point (Ç, §,) est donc un pô/e simple de la fonction y(ûK?,y).
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Dans le voisinage du point ( ï î , y ? f ) , on a de même .

Ç dH^~^ log[.r -- •n) -4- B •4-y,(.r "- 7î) -4- B,(^ - 72 î 2 -^ . .., •
^.f»

et, pour la fonction <p(,r,y) dans le voisinage de ce poin t , on aura

9(^,J•)=r^ïî(^~73)e^ ("'-~ ï !^^ (• r- ï ! ) s4-••

<y(.r,y) == ̂ (.r — Yî)[' i ~\-B\{^ — 7 î ) + B^(^— yîj'-'-h . .].

Le point (77, •^) est une racine simple de cette fonct ion .
Ainsi la fonction y [oc^ y), susceptible en chaque point ' { x , y) d 'une

infinité de valeurs données par la formule ( 2 ) , n'admet sur toute la
sphère qu 'un seul zéro (>?, -^i ) et un seul in f in i (Ç, ̂  ).

6. Je vais rappeler ici quelques théorèmes démontrés par M. Briot
dans ses Leçons sur les fonctions abéliennes,

Si l'on pose
au ̂  ̂ .li -+- \/— i a'A,A,

i l résulte-de réiude des périodes normales des intégrales normales de
première espèce que l'on a l 'inégalité

/•=-:/. i^.p ^
r / ^/^A^/^O,

/.=:l /;-.!

ce q u i est la condition nécessaire et suffisante pour que l 'on puisse
former avec les quant i tés a une fonction © ^ p arguments arbitraires*
En remplaçant les? arguments arbitraires par les/? intégrales normales
de première espèce considérées comme fondions de {oc, y ) , on a une
fonct ion Q qui ne dépend que de la seule variable (^y)

f ' — \ f • - ' ///^- 2 ^<ft)+ 2 ï! w,,,
6(^0), u^,..., ̂ ) •=•:: y y ... y ^=1 ^i ̂ 1

Au lieu clé u^, u^,.,. ,^, on prend, avec Biemîinn, les arguments

, .. ^co^^,, ^^)^g-^ . . . , u^ — g^ : ,
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g\.g^ . • • , gp étant des constantes arbitraires. On a, en définitive, à
considérer la fonction

' • ^ p p
n,__« 2 n<(^-^)+ I "/^.a^

Q(^}_^) ̂  y ̂  ^-=1
' /?,=:—oc

7* Voici les théorèmes dont il s'agit :
I. La fonction Q ainsi formée admet sur touifi la sphère seulement

p zéros, que nous désignons par (^, ,y, ), (^2^2)^ • • • . (^» Yp)'

II. Entre les zéros et les constantes arbitraires g, il existe les p relations
suivantes :

f^pi"/ =- î
i^p

^u^x^r^-s^^

^^c2)(^,^)_^==c.,
/.••=!

l^p

^^)(^^)-^::-:rC,,

où C î , (^ » . . . , C^ désignent des constantes indépendantes des arbitraires g.

1/étude des équations différentielles abéliennes permet de conclure
que, réciproquement, si l'on prend pour ^7 la valeur

/-^ , .
> u^ [ x^ y ^ } — Ci, ( i = i, 2,. . . ,p ),

A - ^ l

la fonction
r /t^p "î

© u<0(^,y) -VM^'^hn) -h C,
L ^=i J

admet les/^ zéros (^,,y^), (-r^ja)» • • • » (-^»J/?) choisis à volonté.

8. Faisons en sorte que l'un des zéros, {scp^y?) par exemple, coïncide
avec le point ( ^ , ^1 ) ; les autres zéros seront les^p — t points arbitrai-
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rement choisis (^.,,^), (^2^2), • • - (^—Y^)- Mettons en évidence
que la fonction admet le zéro (>î, vîj ;

[ Â-=//- i "j
Q u^[x,y}—u^^n,}— V ^(^r^ "4-c* •

À'==I -J

Considérons encore une fonction 0 analogue à la précédente, qui ad-
mette les m ê m e s j o — i zéros et dont lep^soit le point (Ç ,^ ) :

[ Â-=^-i "j
© u^[x,r)-uw[^}— V ^(^,^)+c' •

A-==l J

9. Considérons le quotient des deux fonctions précédentes, et posons
A-=^-l . "1

^(^.r)-^^.)- V ^(^r^+c,
/>•=! J

(3) ^y)=————————————————^—————————^

0 ^')(^J*)-^^(^ ^)-- V ^/)(^7/r)-^"C.

L ^i J

Les intégrales ^(Ç,£<), ^(^,), qui figurent dans le second membre
sont déterminées de la façon qu'il a été dit (n° 3), savoir : ̂ (Ç,^)
est la valeur de ^{oc.y} quand on arrive au point (Ç ,Ç . ) après
avoir décrit le chemin formé des lacets fondamentaux de seconde
espèce qui conduisent de la racine yo à ja,» de la suite des lacets
qui entrent dans le circuit (C):;. jusqu'à l'entrée du lacet (Ç) et de
la droite OÇ; u^^^,) est la valeur de i^\x,y} au point (^,^) quand
on suit les lacets fondamentaux de seconde espèce qui font passer de
la racine jo à la racine y^, les lacets qui entrent dans le circuit (C)^;
jusqu'à l'entrée du lacet (^) et la droite 0^. Quant aux intégrales qui
composent la somme

Â=^-l

^ u^(x^y/s],
A ̂ i

il est indifférent, pour notre objet, de prendre pour elles l'une quel-
conque des valeurs qu'elles ont aux points (a?/,, y,,).

La fonction ^(^,y) admet sur toute la sphère le seul zéro (^3,^1) et
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le seul infini (Ç, ^). On sait qu'à chaque point analytique (^»y) cor-
respondent une infinité de valeurs des intégrales u^\ ^(2), ..., u^y va-
leurs qui dépendent des chemins qu'on suit et qui sont données par
les expressions

k^p

u^(sc,y) -4- 2/n,7r\/—i --}- 2 ̂  m^^

/r= 1

les coefficients w^, n^ étant des nombres entiers. Si l'on pose, pour
abréger,

/C==/J—1

^•==C— V ^ï(^,y,),
/.•==!

on a en chaque point (^*»y) une in f in i té de valeurs de '^(^j) données
par

[ ^ 1
0 ^(^y) — ^^'^TÎ,-/?!) "4- hi + 2 ^ /î./^^ |

^ ( y ^\ _»„________________________^-^^ J .^^,JJ__ „ ^ - ^ _ 5

e ^^")(^,y) - i^c^ ̂  ) + A, 4- ^ V 7?/..^
L ^ J

i'=/? /?
— 2 '̂I" '̂ (^",y) — "('^ h, '-h) •+" /'<] — 2 "i " l i "'ik

, Q î(^^ e '=ï__________/>/ti==l

V(^,r)=iy [u^{x,y}-u^[^} +^] l^ . ^
L l J ' • - 2 ^^•'^.D-^^^.Sil-h/^- 2 ^W.

^ .=1 z,A=l

Désignons par ^(^.y) la valeur de ^(^y) quand on suppose que
la variable ait décrit une courbe x^x ne traversant aucun des lacets
relatifs aux points critiques algébriques. La formule précédente pourra
€ écrire i^p

2 ^•[^(^i)—^(^Si)i
^(^^(^r)^1

or, d'après ce que nous avons dit des valeurs des intégrales ^(^ë,),
^(>5,^), on à ^(^^,)-^/)^^>)= r^^jç

Ann. de l'Éc. Normale. 2° Série. Tome VUL — SEPTEMBRE x879. 40
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l'intégrale étant prise le long de la courbe S"/î. On a ainsi
i^f) /.•/!
2 ^ / rfM^

(4 ) d^,y)^4/(^r)^1 "

10. Supposons que les deux fonctions (f{x,y], ^(^.7) données par
les formules (^) et (4) se rapportent à un même chemin quelconque
allant du point (^o»yo) a^ point (^j)î les coefBcients /^ seront les
mêmes dans les deux formules, et l'on aura

<p(^.r) _ y'(^>.r)
'K^r) 'w' ^'(^r)5

c'est-à-dire que, quel que soit le chemin qu'on suit pour aller du point
(^o,yo) au point (^,7)» le rapporta prend une valeur unique en (.z\y).
La fonction analytique

y(^r)
^(^•,7)

est donc une fonction monotrope de ' oc,y} sur toute la sphère,,y é tan t
lié à x par l 'équation a lgébr ique F(^,y) = o irréductible et de degré
772 en j. D'ailleurs cette fonction est finie sur toute la sphère.

11 . M. Briot a démontré dans son Cours le théorème suivant :
Étant donnée une équation algébrique F(,r,j)=o irréductible et de

degré m en y, toute fonction analytique monotrope de [x^y] qui napas
d'autres points singuliers que des pôles est une fraction rationnelle de
(a?,j); si cette fonction reste finie sur toute la sphère, elle est une con-
stante.

La fonction ̂ ^ remplit précisément ces conditions; donc elle
est égale à une constante, et l'on peut poser

9(^^)==Aè(^y)
OU

•to (m^ ̂  . ef^f^,r)-^c^(7î^0-^
Ae[^(^y)-^^(^^)4-/^0 t
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Pour déterminer la constante, donnons à (^,y) la valeur iniliale
(^pjo) ; on au ra , ̂ (^Jo) étant nu l ,

A-0I^^ML±A]
^[-^^(-/î,73,)+-/?/]'

et, par suite, on a pour l ' intégrale de troisième espèce

f rfn^^iog
A a

r /^p-i ""] r Â== / ' - i
Q z^')(.r) - ti^{-n) - V ^')(^) -+- C, © - it^^) - Y ^)(.^) -r- Q

L /•==i J L /.=iF A--:/.-! -j F /.=//-i
© z^f^-r /OÎÇ)- V ^)^)-4-C © -7^)(7î)~ V ^)(^,;+Cu^U^^ + C;

L /^i J L />=i
où l'on a écrit x, Ç, ^ au lieu de (^j), (^S i ) , (•/?, r^).

Remarque. — Le premier membre étant évidemment indépendant
d e s / > - — i points ^i, ^2» . . . »^ - i» il est absolument nécessaire que le
second membre en soit'aussi indépendant .

12. On peut mettre l 'intégrale de troisième espèce sous une aut re
forme. Je me servirai à cet effet de la fonction 0 en laquel le la fonc-
tion

[ Â'^
© ^^(.r)— V^(.^) 4-C/

A-=l

se transforme à l'aide du théorème d'Abel (1) .
Faisons passer par les p — ï points x^ x^ .. ., Xp^ une courbe

y = ode degré m— 3, satisfaisant aux mêmes conditions auxquelles
satisfait la courbe qui figure dans les intégrales de première espèce.
Celte courbe coupera F == o en p —-1 autres points x\, ^g, ..., ^«i.
Le théorème d'Abel, appliqué à cette courbe, donne les égalités

f t-=//~-l h . ~ p - i/ ==p— ï /. •-- p — ïy u^[xk} -ï- y u^
/•==! À - ^ I

y /^)(^) + y ^(.i4)=-.2Q

BHIOT, Théorie des fonctions (ibéllenne&. 40.
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A-=;?-l

- Y ^)(^)+c,^ Y ^(4)-^
/>•=! À-=I

La fonction © considérée devient

[ ^p-i ""[
Q ^)(^)—^)(^)+ V ^«J-C, ,

Â-=l J

qui admet nécessairement les mêmes zéros que la précèdent. En rem-
plaçant successivement Xp par -^ et S,, les deux fonctions

[ h^p-\^/:;-1 "j

^ ^)(^)-C.•L
À'=l J

•=/;"1 -1y ^•)(^)-c,/f==:i j

© ^<)(^)-M( ï)(-/ î)+ y i^w-ciÀ.=i _

^ /»•=/; "i
Q u^[x]-u^[l)^ y ^(^)-C,

/.•==1

admettent respectivement les zéros r^, Ç c t p — ï zéros communs. Le
rapport F ^-i -j9 ^(o (^ _ „(') (./,) + y u^ w - c/

L________,_ <-=,i______J.

[
_ ^ Â - ^ r i = .

Q ^)(^—^)(^)4- ^ ^(O-Q

À = l • J

admet donc le seul zéro "/3 et le seul inf ini Ç.
Le raisonnement qui nous a fait obtenir la formule (5) donne évidem-

men t
A=p—l^© ^^^(o (./,)+ y ^(^)^Qe -^(^4- y ^(4)-o

L Â-==i J L k-.\(ffl,,=log- .=,.,A'=/—l

u(.)(y)_y(.)(^+ y y(')(a4)-C( -u(/)^)+ ^ r((-)(^,;-C,Q uC)(y)-K("(S ©
A---;)

Or, cette expression élant indépendante des p — i points sc\, œ.^ . • . ,
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.^,_i, nous pouvons les supposer remplacés par les p — i points x\,
a?2» < • • > ^-i ; cm a ainsi

k--=:p—i

e ^)(r)-^)(-/î)+ V «^(^)~c/ © -^^(^4- V ^;^)--Q
Â-=lhis) rfnsn=log-

~^)+ V ^(^)~QQ ^0(^_^)(Ï]4. ^to)~Cj© -^(7î)+
Â-=l

Â-=i
^

î^o^i—C/

13. Dans tout ce qui précède, on a supposé que la limite inférieure
des intégrales était le point fixe (^oîjo) choisi pour origine, et toutes
les quantités qui figurent dans nos expressions n'ont de signification
précise qu'autant qu'on suppose rorigine toujours la même. Supposons
qu^on veuille prendre pour limite inférieure de l'intégrale U^ un point
quelconque (a, a,); il est facile de voir comment on peut ramener ce
cas à celui où la limite inférieure était l'origine des intégrales de pre-
mière espèce. Joignons à cet effet le point (a, a^ ) à l'origine par uno
courbe ne traversant aucun lacet; l'intégrale n^ prise le long de cette
courbe aura une valeur bien déterminée, qui s'annulera quand le
point (a ,a<) , en suivant cette courbe, viendra se confondreavec l 'origine.

.̂r

Nous entendrons par intégrale | dH^ la somme des deux intégrales
Ja

/•» A'o /» X

\ (ffle, + 1 (/Hç,,
« • a <-'.r«

don t la première est prise le long du chemin que nous venons de défi-
nir et dont la seconde rentre dans le cas considéré précédemment;. Cette
somme peut s'écrire

f r/IIç,- f dn^
^.ro .̂ro

d'où
p ^~i -j r A=--/)--Î "i

e ^)-^)(7î)- V ^M+Q © ^^)-^(£)~ ̂  ^(^S+Q-
| /,•=! J L _______^-l___________-1.dn^=iog- À-=:p-i/(-.i-.p-i

Q u^[x)-U^}- y llW(Xk)+Ci Qp^(a)-^(-/!)- V uW(x/;]-r-Cf

"\ 1 1 1 1 1 , L , ^ Â•::::l 1 1
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ou , en partant de la formule (5 his],

f.=f)-{Â-==;-~I -i r /^p-\
© ^Q(^)~-M(^)4- y ^)(^)_c, © ^(a)-^^)4-- Y ^(w-C<

L Â-==i J I. /•=i;7) j rfn^lo^- /^p—i,
© ^(0(^)~^ï(E)+ y ,^(^)--C, © ^(a)-^^^- y ^')(^)-C,

4 = = l J L /.==l

14. Considérons les deux intégrales n^ et n^ et supposons que l'on
ait formé avec les points (a, a,,), (?, ^) deux nouveaux lacets, qui ne
coupent aucun des autres lacets. D'une manière générale on passera
du point (û:, a J au point ((3, Ri ) en traversant certains lacets. Suppo-
sons que l'on ait construit une courbe réunissant ces deux points et
analogue à la courbe |̂  déjà considérée. Prenons les deux intégrales
respectivement entre les points a, (3 et Ç, -^ le long des courbes déter-
minées qui réunissent ces points. En prenant la première sous la
forme (6), la seconde sous la forme (7), on aura

/,==p-i /I == /? — 1Q\U^}^^]^ y ^(^.)+c, © ^^)-«(/)(£)- y ^(^)+c
L Â-=i J L /-=i

/c.=p-i A" -. p — 1© ^(P)-^)^-)-, y ^)(^)+c, © \u^\ff:)-ui)[r^ y ^(^.i+c
Â = ; l

d

Â=/ )~ l

Q ^)(^-^0(p)+ ̂  ^)(.r,)-Q © ^(S)-^(a)^ y ^(^)-C,
__L______ . A-=i J L ~ .log—1

©

À-=/.-l /»•=/?—1

^•)(^_^)(^)+ y ^)(^)-Cr © ^)(^-~^)(p)4~ y ^(^)-C/
/•=! J L ~ .

^^p-i '"] r. A'^^-.i© ^(p)-?^(-/7)~ y ^')(^)4-ci © ^^(a)-^'')(^)- y ^M+o
log- k^f^l

© •?^((3)-^(^- \u^)+Ci © ^(a)-^)^)- y ^O^+C/
' L 1 . 1 1 ' Â==i , "
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Or, les intégrales se rapportant à des chemins parfaitement déterminés,
chacun des seconds membres n'est susceptible que d'une seule valeur ;
les seconds membres sont donc égaux, et l'on a

f dîl^= Ç rfll,;,,
J v. J \

formule qui constitue le principe rechange entre les paramètres et les
arguments.

15. Considérons les deux intégrales

,^ r/nr - in^ (^OM^^^± Hw(^ - {- / i t}
J, ^ "" b e[^)(.r)-«(^(-/î)+^]©[^(^(a)-^')(Ç) +/^]

et

(c.} r'rm ^ In- Qf^^) ~ ̂ ^ +^.] Qr^^K^)^^^— + A/1
l9; J, a^ ^^[^^-^(^^^^^^[^(a)-^^^ ̂ ]5

où nous supposons que l'on ait réuni les points ' Q , Ç ainsi que les
points Ç, Ç par des courbes analogues à la courbe .'^ déjà considérée.
En faisant la somme des égalités (6), (7) et (8), on aura

f (rfllç, •+- rfH^-î- dll^) == o,
^ a.

ce qui montre que trou intégrales normales de troisième espèce, formées
identiquement et ayant deux à deux un point logarithmique commun,
prises entre les mêmes limites^ ont une somme nulle.

Cette propriété résulte aussi immédiatement si l'on fait la somnn*
des trois intégrales après qu'on a changé les paramètres et les argu-
ments.

16. Considérons l'intégrale générale
i^p

S^IIs.-f-————Vs^).
. ^V-1,—
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Remplaçons IIçy; par sa valeur en fonction de©; on aura

r,. _ ' Vq,A-, ^ , , erMt')^-»<•)^)+A.1Q[«(•)(a|-K(-)(gl-^/^.•^
J. '"• aîT^ïZ el! '''^^[^(^-«O^+A^^O^j-^O^j+A;]'

Si l'on forme de la même façon les deux intégrales

Çd^, Fd^,
^a ^ a.

et qu'on fasse là somme des trois intégrales, on aura

^ ^
\ (dS,^ dS.^ dS^) == ———= ̂  (S^+ S^+ Sçf)^)(^),

^ a 2 71 V — 1 ̂

c'est-à-dire que :
La somme de trois intégrales générales de troisième espèce qui ont deux

à deux un point logarithmique commun et qui sont prises entre les mêmes
limites est une intégrale de troisième espèce.

17. Si l'on remplace l'intégrale S^ par une autre S^ ayant les mêmes
points logari thmiques, on aura sous le signe log la même expres-
sion, car cette expression ne dépend que de Ç, T ] , qui sont les mêmes
dans les deux intégrales. Il en résulte que la différence

k^p

[ (rfs,^sy=——=V(s^~s^}^)(^7)
»/a 3TÎ' V — l ̂

est une intégrale de première espèce.

Application au problème de l'inversion.

18. Reprenons la fonction
r- Â-==^-I -Ti

6 uW (^) + V u^ (^.) ~ uW (^) ̂  C, ,
L •À'= i ^ J

qui s'annule au point ocp et en p — ! autres points dépendants des
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p -— r points.^. Regardons ces derniers comme variables et considérons
la fonction ']•U^[^)-U^[Xp]-Ci

qui s 'annulera toutes les fois qu'un des points xj, viendra coïncider
avec le point Xp. Remplaçons successivement Xp par 'f\ et Ç :

[ /.=,. -i[ /.=/.0 S ^^)'-^ /5(^~c '
/.=1

[ /^,
0 S ^ r / )(^)-^ ( / )(S)~-c'•

/.=!

) ^ ^(^-^(^-C, ,
/.=i J

[ /^, -.

) ^ ,^)(^)_^)^)_Q .

/.=1 J

Ces deux fonc t ions s 'annulent en même t emps , excepté lorsqu 'un
des points^ coïncide avec le po in t ^ ou le po in t Ç; dans ces cas, c'est
respectivement la première ou la seconde qui s 'annule .

Posons
.»r , ...r., ^.r,,

J <m^ } ^S, J ^

^^e^ e^ . ^ e ^

W =

r~/-../, -ir~/../»

e y ̂ )(^)-,^') (•/?)- Q^^(^)—^)('/î)~-C,
L/;—i J

A'=/. -JA'=/,ei y^)^jLA.=I^^ ) (^ )_^ ) (^ )_Q

A .= 1 J

Les l imi te s infér ieures des intégrales de troisième espèce qui figurent
dans le second membre de <I> sont? points fixes liés à l 'origine par des

^xi
chemins ne traversant aucun lacet, et les intégrales \ dH^ sont prises

(
de la façon que nous avons indiquée dans la première Partie.

Les deux fonctions $ et ¥ s 'annulent et deviennent infinies pour les
mêmes points . Si l'on suppose pour u n moment les points^, ^3, , . . ,
Xp fixes et le point x^ seul variable, le raisonnement que nous avons
fait ai l leurs montre que le rapport-^ est une constante par rapport à x^

Ann, de l " É c . Normale, '2e Série. Tome TÏIL— SEPTKMBIÏE 1879. 4 r
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$Si l'on suppose le point x^ seul variable, le rapports sera indépen-
dant de x^, et ainsi de suite. Ce rapport , étant indépendant àesp points
.y,, ^Q, . . . , Xp, est une constante absolue, et l'on a

Ê
¥ :A.

Déterminons la constante en donnant à x^ x^. . . . , Xp les valeurs
, <%2, . . . , ̂ , d'oùa^ , aa, ..., ̂ , d'où

r-/c==^© y^0^)"^^^-^
A = = 1

e V?,(o(^)~u( ()(-/î)-Q

et par suite
r^=^

Ï r^ Q S^^^^0^^^ e ^^(^^^(^-a^•^p ^j.
=1 «̂ i. '1 L/r=1 J L/>-=1

© ^/^(^l - ^<^(S) - Q © V^A) - ^(^(y^) ~ c,
L^=i J L^~-i

Posons, avec MM. Clebsch et Gordan,

TJ^' •^)=yf\n,\a,, as, . . ., a^/ Zj J

on aura, pour .l'expression de la fonction T^,
rÂ-==p

© ]^(0 (^) -" ̂ 0 (73 ) - Q © V"0'^^) ~ ̂  (£J - Q
L^==i( ï ) Tç^log-

0 ^^(^-^(^-^ © y^)(a,)-M(-)(-/2)-Q
LA-==I I I /,,-i

19. Je rappelle qu'en désignant par 11^ une intégrale de troisième
espèce, par y(^j) = o et ^(^,7) == o deux courbes algébriques de
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même degré, le théorème (TAbel donne l'égalité

10£ ^-.logf^^y r\m^
^A UA ^(^)Jç

où les Ç et les 7] désignent respectivement les points d'intersection des
courbes < p ( < r , y) == o et ^(^j) == o avec la courbe ¥ { œ , y } = o. Ajou-
tons que les chemins des intégrations qui se rapportent au second
membre, ainsi que les logarithmes du premier, sont complètement déter-
minés par les conditions que le théorème impose. En échangeant les
paramètres et les arguments, l'égalité précédente devient

l°^).-•o^)=s„„„F^"•
20. Considérons les/? équations différentielles

A-=p

\ clu^[xk} —:di(.t,
/.=i
/.=//

^ du^ [ x k } == duy,

k ^ p

Y du^[xk}^= dup.

L'intégration de ces équations par rapport à ̂ , x^, .. < , Xp constitue ce
qu'on'appelle le problème de V inversion. Les x, ou plus généralement
des fonctions symétriques de ceux-ci, sont appelées/o/îc^on^ abéliennes
des variables Ui.

21. Prenons, pour les courbes y = o et ^ == o, les droites

( 3 )
x — ^ == o,
x — -n = o,

et remplaçons successivement dans (a ) le point a par les points x,.
4i.
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x^,...,Xp et simultanément le point ^ par les points a,, û^, .
On aura les/? égalités

(4 )

/'

\

, .̂ i
00 .c,

, X;
' o g ,

•^a

loo- tr/;
& .ŷ

-S
——VI

-^
— 7Î

Ç

— 7Î

, û;,

^

lo""2

Ios^

lo"^
" Ôip

-î.
—'/\

-^
— 'f\

^
—— 7]

- v r^'- z^ """'
vi r'1'-- .SI '"'•••
Y r'/m
^J "̂Er
—*/«„

En faisant la somme, on a

Â'=s// À' -s p k •= /^ ^log^"^-Iog^^ii::lA=-y y r"^-D JLA .̂ — -/î ° AA ^ — TÎ ^(Ç,y,) Zj J^

d'où

(5)
A-.=^ ^ /=./?

nîtrI^rT^n
,y, — ^ JL 1 a, ——

_,.,,, /^.•^.•.•,.^,
_ " ̂ r^^, aa, ,..,a.y

• ̂  — '/î O;A— '/î

Remarquons, avan t d'aller plus loin, que, la formule précédente
ayant lieu eu vertu du théorème d'Abeï, on pourrait croire que les
variables x^ x^,... ,Xp devraient être assujetties à ne suivre que cer-
tains chemins déterminés; mais il est facile de voir qu'il n'y a lieu de
faire aucune restriction a l'égard des chemins que ces variables doivent
suivre. En effet, supposons que les chemins deviennent quelconques;

pxi
la valeur primitive de l'intégrale f dll^ se trouvera augmentée de

vf/..-

2W^7T

A'= f)^i^y^ r duw[x^
1— ^ S

k ^ p

ou, en désignant par U^ l'intégrale ̂ ^A^^), rintégrale C dll^ se
~"̂  ^a-
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trouvera augmentée de
___ /r'i

2 W , 7 T \ / — 1 + / rf^^î
^

et, par suite, la sommer j dïï^ sera augmentée de la quant i té
—^S,'^ ,/„.^sWa,

2m'i7:\/— ï -hy r rfUO.
^S,7i)Jp

Or, les po in t s Ç , y? sont supposés réunis par des courbes qui ne se
coupent pas entre elles et qui ne traversent aucun lacet, et c'est le long-
dé ces courbes que nous prenons les intégrales précédentes; par con-
séquent , en vertu du théorème d'Abel, la dernière somme est nul le ,
et, par suite, la fonction

e^

n'est nu l lement affectée de la façon dont les variables se meuvent .

22. Désignons par ( Ç , Ç , ) , ( ^ £ 2 ) » . - • » (S,^) les points d'intersec-
t ion de la droi te ^ — Ç = ô avec la courbe F ( ^ , y ) = o e l p a r ( ^ , ' / î J ,
( 7 3 , ^ 2 ) , . . . , (yj,^) ceux de la droi tes— ïî==ô avec la même courbe;
nous aurons, après avoir remplacé dans la formule (5) ï^ par sa valeur
en fonction des 9,

r^
^ ^e V^(^)^^)(^^)-c, e ^^(^,)-^)(^^)-~Q

r-^^TT^irirT ' '[ftrj^îT^ir-i
l-^—'/î 11 ^—•/3— y) H Ofi, —Y) 11 r~ /( = /;

/t=l 0 •y^(^)-^(^^)~Q © ^^(a,)~^(^^)-C/
/^ - J U=i

ou , si nous supposons que les points o:,, a^ . . . , ̂  coïncident avec
^=/.

l 'origine, on aura, en remplaçant y ^{oc^} par ^,

^ -tAi!!̂ —^^ - ̂ V^ rr2 QÎ ir̂ .̂̂  Q|y°(^ ̂ ) +Q] ^
^+A,^j -+-... 4- A^""VJ l.le[^-^(-/2,^)-C/]©[^^(^^)+Q;]^7Î; JLA^|u,-^^(- /2,- /5Aj—<

Aszl
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En donnant à Ç et à ^ p valeurs différentes, on aura au tan t d'équa-
tions linéaires pour déterminer les coefficients A , , Aa, . . - » Ap. Les
u valeurs œ^ ^2» • -» ^p so11! évidemment les racines de l 'équation algé-
brique

^p -F A,^^-' -?- Aa^^"2 -+-.. .-+- A^ == o.


