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SUR LA THEORIE

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,

Par M. Gastoxn FLOQUET,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DE NANCY.

INTRODUCTION.

En 1866, M. Fuchs a publié un Mémoire fondamental (') sur les
fonctions d’une variable imaginaire définies par une équation différen-
tielle linéaire. M. Tannery a exposé les principes et les résultats de ce
travail, en méme temps qu’il en a agrandi le cadre par des recherches
personnelles (*). Depuis, M. Tannery a étudié (*) en particulier I'équa-
tion qui, dans la théorvie des fonctions elliptiques, relie au module la
fonction complete de premiere espece.

A partir de 1868, époque a laquelle parut un second Mémoire de
M. Fuchs, 1'étude des équations différentielles linéaires, devenue clas-
sique en Allemagne, y a donné naissance & un grand nombre de tra-
vaux. M. Fuchs a persévéré, et deux géometres éminents, MM. Thomé
et Frobenius, ont entrepris des recherches intéressantes et profondes
sur ce sujet (*).

Y'al pensé étre utile en appelant I'attention sur ces analyses, qui ont

) Journal de Crelle, t. 6.

) Annales de UEeole Normale supéricure, année 1874.

) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, avril 1878.
) Journal de Crelle, t. T4 et suiv.
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leur point de départ dans les découvertes de Cauchy et qui sont la suite
naturelle des belles études de M. Puiseux sur les équations algébriques,
de MM. Briot et Bouquet sur les équations différentielles du premier
ordre. Je me suis donc proposé d’élucider et de compléter le plus pos-
sible ces travaux, en prenant pour base les Mémoires de MM. Thomé
et Fribenius. |

Dans la premiere Partie, je rappelle les principes fondamentaux de
la théorie des équations différentielles linéaires.

La deuxisme est consacrée i la définition des intégrales mguheres et
a leur recherche, cette recherche étant fondée sur la notion de I'indice
caractéristique. :

Dans la troisieme Partie, je définis la fonction caractéristique, la
fonction déterminante, et je ramene la notion de U'indice caractéristique
a la considération plus naturelle de la foncetion déterminante. Puis on
introduit les formes normales, les expressions composées, et ’on établit
une proposition capitale concernant la fonction déterminante d’une
expression composée de plusieurs formes normales. Enfin, on pose les
principes de la réductibilité des équations différentielles linéaires.

La quatrieme Partie traite de I’application des notions qui précedent
a I’étude des intégrales régulieres.

Dans la cinquieme, on construit I’expression différentielle adjointe
et 'on établit ses importantes propriétés. L’équation adjointe est en
rapport intime avec I’équation proposée, ce qui conduit & de nouveaux
théoremes concernant les intégrales régulieres.

Dans la sixieme Partie, je définis et j’étudie la décomposition des
expressions différentielles linéaires homogines en facteurs premiers
symboliques; je fais ressortir i ce propos les analogies de ces expres-
sions avec les polynomes algébriques; je trouve encore les conditions
que doivent remplir les facteurs pour étre commutatifs, et la forme que
doit affecter une expression différentielle pour étre décomposable en
de pareils facteurs; puis japplique la décomposition a I'intégration de
I’équation lingaire complete, connaissant U'intégrale générale de I'équa-
tion privée du second membre.

Enfin, la septieme Partie est 'application des considérations de la .
précédente i I’étude des intégrales régulibres. Admettant la proposition
fondamentale démontrée dans la troisieme Parlie et concernant la fonc-
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tion déterminante d’une expression composée de plusieurs formes nor-
males, j'obtiens d’abord un théoreme, également simple, ayant liew
quand les composantes n’ont pas la forme normale. Je fais intervenir
ensuite les décompositions en facteurs premiers symboliques a coeffi-
cient monotrope. En dernier lieu, je donne une nouvelle interprétation
du degré de I'équation déterminante et du nombre des intégrales
régulieres; puis j'établis, avec facilité, toutes les propriétés de ces
intégrales. ~

Le fond de ce travail appartient & MM. Thomé et Frobenius. Les
méthodes élégantes de M. Frobenius m’ont paru pleines d’intérét, et je
les ai surtout mises & profit. J’ai modifié quelques démonstrations, j’ai
développé particulierement certaines considérations et j’ai introduit de
nombreux raisonnements intermédiaires. Enfin, j’ai ajouté les deux
dernieres Parties, qui reposent sur 'emploi des facteurs symboliques
que j’appelle premiers, et qui me sont enlierement personnelles.

PREMIERE PARTIE.

{. Nous considérerons I'équation différentielle linéaire homogene

m'}. dm—! W

b JEP p— et
I ‘\} )= dxm +])1 d‘z.nl—l

= pay =0,

ol les coellicients p sont des fonctions de 2 continues et monogenes
dans une partie T du plan & contour simple, sauf en certains points a,
b, ¢, ... 1isolés les uns des autres. Les fonctions p seront supposées
monotropes, au moins dans les portions de la région T, & conlour
simple, qui ne renferment aucun des points @, b, ¢, .... Ces points par-
ticuliers, pour lesquels les coefficients p cessent d’étre holomorphes,
ont été nommés les points singuliers de I’équation dyférenticlle.

2. La définition précise de ce qu’on doit entendre par une solution
de équation différentielle P = o a été déduite de ce principe :
Si x, est un point non singulier de la région T, il existe une fonction
*
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de 2, holomorphe dans son domaine, qui satisfait & I'équation P =-o,
les valeurs de cette fonction et de ses m -—- 1 premieres dérivées au
point x, étant arbitraires.

Faisons décrire & la variable # un chemin quelconque, allant du
point #, au point X, compris dans la région T et ne contenant aucun
point singulier. Les valeurs des coelficients p au point x, étant con-
nues, le théoreme précédent permet de définir, en chaque point du
chemin 2, X, la valeur d’une fonction y, continue et monogene le long
de ce chemin, satisfaisant constamment & I'équation P = o, et ayant au
pointx,, ainsi que seszz — 1 premicres dérivées, des valeurs arbitraires.
C’est cette fonction ) qui constitue une solution ou une intégrale parti-
culiere de I'équation différentielle P = o.

Les diyverses intégrales particulieres se distingueront mutuellement
par les valeurs inmitiales y,. ¥,, ¥, ..., ¥i'™"', choisies en un méme
point ,, et I'intégrale générale renferme ces 7z constantes arbitraires.

3. Toute intégrale particuliere y possede d’ailleurs les propriétés
suivantes :

Si, les points «, et X restant fixes, le chemin «, X vient a se défor-
mer sans franchir aucun point singulier et sans sortir de la région T,
ce chemin conduit constamment en X a la méme valeur dela fonction y.

Cela a lieu en particulier lorsque le point final X coincide avec le
point initial ,. De plus, si le chemin fermé @, £z, est tel qu’on puisse
~le réduire au seul point z, sans lui faire franchir aucun point singu-
lier et sans le faire sortir de la région T, la fonction y reprend en x, sa
valeur initiale y,, apres la révolution de la variable, comme chaque coef-
ficient p.

La fonction y est développable en une série, procédant suivant les
puissances enlicres et positives de x — x,, et convergente dans tout
cercle décrit du point 2, comme centre, compris dans la région T et ne
renfermant aucun point singulier.

La fonction y étant holomorphe dans la partie T du plan, & contour
simple, excepté pour les points singuliers, si I'on décrit autour de cha-
cun de ces points une circonférence infiniment petite, et qu’on sup-
prime de I’aire 1 tous les cercles ainsi obtenus, on pourra, au moyen de
coupures convenablement pratiquées, déduire de la partie T du plan
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s,

une nouvelle partie T’, & contour simple aussi, ol la fonction y sera
partout holomorphe, comme les coefficients p.

4. Je dirai que m fonctions y,, ¥, ..., ¥, sont linéairement inde-
pendantes lorsqu’il n’exislera entre elles aucune relation identique de

la forme
. Cri+GCGri+...+Cuyn=o,

les C désignant des constantes ‘dont plusieurs peuvent étre nalles.
La condition nécessaire et suffisante pour que ces 7 fonctions soient
linéairement indépendantes est que le déterminant '

([,n-—| s d‘)‘.l

dzm=t 7 dx V!
A= .

dm- 1.7"1:1 d Vm

‘i‘zm—l tre dx Jm

ne soit pas identiquement nul.
Au casolty,, ¥s, ..., Y, désignent mintégrales de I'équation P = o,
on a, d’apres une proposition de M. Liouville,

A — Ce'"f"'&'[’,
C étant une constante, et, par conséquent, la condition est ici
C>zo.

Lorsque cette condition est remplie, la méme identité montre que A ne
peut s’annuler qu’aux points singuliers.

5. Considérons un systeme de m intégrales de 'équation P = o, qui
soient linéairement indépendantes, y,, ¥a: ..., ¥u 1l suffit pour cela
que A ne soit pas nul au point initial «, : il existe donc toujours de
pareilles solutions. On donne a ce systeme le nom de systéme fondamen-
tal d’intégrales. Le déterminant A correspondant ne peut s’annuler
qu’aux points singuliers.

On obtient en particulier un systeme fondamental quand on déduit
les intégrales y,, s, - - . » ¥m successivement les unes des autres par les
substitutions bien connues de la forme

y=u fvdz,
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et méme le déterminant A s’exprime simplement a I'aide des solu-
tions ¢, = Y, 2 = Yay 03 = Y31 - +s O =Y des équations différen-
tielles employées, car on a

~ — —2
A == (: (”{l (’gl 1 "T “en o U

Tout systeme fondamental peut d’ailleurs s’obtenir par ce moyen,
car on peut choisir les intégrales ¢,, ¢s, ..., ¢, des équations succes-
sives de maniere & tomber sur le systeme donné y,, 2, ..., ¥m-

6. On démontre que toute solution de I’équation P = o est une fonc-
tion linéaire, homogene, a coefficients constants, des éléments d’un
systeme fondamental quelconque. Par conséquent, I'intégrale générale
est de la forme

Cyi+Coyat.oo4Cuyu,

Yis Yar o= o» ¥n Gtant les éléments d’un systeme fondamental, et C,,
Csy ..., G, des constantes arbitraires.

Si I'on adopte pour ces constantes 7 systemes de valeurs, on for-

~mera m nouvelles intégrales particuliéres. Le déterminant A relatif &

ces m fonctions nouvelles est égal au premier, multiplié¢ par le déter-
minant des 72* valeurs adoptées pour les constantes. Le nouveau sys-
teme d’intégrales sera donc fondamental ou non, suivant que ce der-
nier déterminant sera différent de zéro ou égal a zéro, et, par suite, on
a un moyen simple pour obtenir autant de systemes fondamentaux
qu’on voudra.

7. Considérant désormais les intégrales dans le voisinage des points
singuliers, je supposerai que les coefficients p reprennent leurs valeurs
initiales apres une révolution de la variable autour d’un point singu-
lier. Autrement dit, les coefficients de I’équation différentielle seront
supposés monotropes dans toute 'étendue de la partie T du plan & con-
tour simple, et, par conséquent, dans le domaine d’un point singulier
quelconque a, ils seront développables en doubles séries, procédant
suivant les puissances entiéres, positives et négatives de x — a et con-
vergentes dans ce domaine.

8. Le fait saillant est celui-ci :
Lorsque la variable décrit une courbe fermée, dans la région T, fai-
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sant une circonvolution autour d’un point singulier, les nouvelles
valeurs (¥,)', (¥2), ..., (¥m) qu’acquierent m intégrales sont des
fonctions linéaires, homogtnes, & coefficients constants, de leurs
valeurs primitives y,, ¥s, ..., ¥m» et, si ces valeurs primitives forment
un systeme fondamental, les nouvelles valeurs constituent aussi un
systeme fondamental.

Cette propriété simple est caractéristique des fonctions qui satisfont
a une équation différentielle linéaire, homogene, & coefficients mono-
tropes, car on démontre cette proposition réciproque :

Soient y,, ¥a, ..., yn m fonctions de x, holomorphes dans une
partie T du plan, a contour simple, excepté pour certains points isolés’
les uns des autres; si les nouvelles valeurs (y,), (y2), - ++» (¥m) quac-
quierent ces fonctions lorsque la variable fait le tour d’un de ces
points peuvent s’exprimer en fonction linéaire, homogene, a coeffi-
cients constants, des valeurs primifives, ces quantités y,, Yo «-v» Y
sont les intégrales d’'une équation différentielle linéaire, homogene, &
coefficients monotropes dans la région T.

Quand les m fonctions y sont linéairement indépendantes, cette
équation différentielle est d’ordre m2; sinon, elle est d’ordre inférieur.

En particulier, les 7 fonctions algébriques de «, définies par I'équa-
tion '

Sz, y)=o,

ou f(x,y) estun polyndme de degré m eny, ne faisant que s’échanger
entre elles quand la variable tourne autour d’un point singulier, seront
les intégrales d’une équation différentielle linéaire, homogene, a coef-
ficients monotropes, que M. Tannery a appris a former.

9. Les valeurs finales qu’acquiérent les . intégrales d’un systeme
fondamental quelconque apres une révolution de la variable autour
d’un point singulier prenant la forme d’expressions linéaires, homo-
genes, a coefficients constants, en fonction des valeurs initiales, on
peut choisir le systeme fondamental de maniere & simplifier ces expres-
sions et & y annuler plusieurs des coefficients constants.

On établit en effet que, & tout point singulier, correspond un systeme
fondamental déterminé, ol les éléments se partagent en groupes tels
que, dans chaque groupe convenablement ordonné, la nouvelle valeur

S.2



S.10 G. FLOQUET.

d’un élément soit une fonction linéaire homogene des anciennes va-
leurs de cet élément et de ceux qui le précedent dans le groupe. On
peut d’ailleurs, sans altérer les propriétés d’un groupe, y remplacer
une quelconque des fonctions par une combinaison linéaire, homogene,
a coefficients constants, de cette fonction et des précédentes. Ce sys-
teme fondamental, qui conduita des relations si simples, dépend d’ane
certaine équation de degré m, dite égquation fondamentale, relative au
point singulier considéré.

Il y a plus. Les propriétés élémentaires de ce systeme fondamental
particulier, corrélatif d’un point singulier @, permettent de trouver la
forme analytique de ses éléments dans le domaine du point a. Clest
ainsi qu’on a été conduit a la proposition suivante :

Soit n le nombre des racines distinctes w,, w,, ..., », de 'équation
fondamentale relative au point singulier a; soient 2,, Xy, ..., %, leurs
ordres de multiplicité respectifs, la somme X, + X, + ...+ X, étant
égale am; les éléments du systeme fondamental corrélalif se partagent
en n groupes correspondant respectivement & ces racines, et les A élé-
ments qui conslituent le groupe répondant 3 la racine @, d’ordre de
multiplicité X, peuvent, dans le domaine du point @, s’exprimer sous
ces formes :

(# —a)ou,
(# — a) [@n—+ ¢ulog(z —al],
(z—a) {gu+ gulog(z — @) + ou[log(x — a)] |,

(2 — a)’{cpm -+ onlog(z — a) + oulog(x — a)P +...+ ou[log(z — a)~ ; ,
olt rdésigne une valeur quelconque, mais déterminée, de la q'uantilé
e Iogw et ou les ¢ représentent des fonctions de «, monotropes

orr\/

dans le domaine du point @, continues et monogénes dans ce domaine
au point @ pres, et que, par suite, on peuty développer en doubles
séries convergentes, procédant suivant les puissances entieres, posi-
tives et négatives de x — a.

11 faut observer en outre :

1° Que les quantités ¢ peuvent s'exprimer en fonction lmean‘e ho-
mogene, a coefficients constants, de celles d’entre elles ol le second
indice est 1;
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2° Que les quantités ¢,,, @as, ..., ¢33, dont les deux indices sont
égaux, ne different mutuellement que par des facteurs constants;
3° Que conséquemment les produits

(2 —a)on, (22— a)9n, ..., (z—a)on,

qui multiplient les plus hautes puissances du logarithme, sont des in-
tégrales, comme le produit (x — a)"¢,,;

4° Que les exposants fixes r,, 7o, ..., r, ont des différences mu-
tuelles qui ne sont ni nulles ni entiéres, car autrement les racines o,,
w3, .-+, W, Ne seraient pas distinctes.

10. Connaissant la forme analytique des éléments d’un systeme
fondamental, dans le domaine du point singulier @, on en conclut
immédiatement celle de I'intégrale générale. L’intégrale générale est
la somme de m expressions de la forme

Clzx — a)’{cpm “+ 9plog(z — a) + onflog(z — a)?+...+ g [log(z — a)]* .‘S’

C étant une des 7 constantes arbitraires. .

Effectuons cette somme, ordonnons-la par rapport aux puissances
distinctes de @ — a, déterminons arbitrairement les constantes, et nous
obtenons pour une intégrale particuliere quelconque Ila forme sui-
vante dans le domaine du point a :

C;(-Z' - a)rl g‘?":“—{” @"lllog(x - ’t) AR qg’t“x[log(x - a)]a, f
-+ Cy(x — a)s {cp,,‘, - @i lOg(2 — @) . .+ Opa,[lOg(x — )] ;

(6)

. C"(x — a)"n

Pryo0 -+ Prot log(x - (l) . CP’:I"M[log(x - a)]a" ;’

ol les C sont n constantes, ou les 7 sont des exposants fixes dont les
différences mutuelles ne sont ni nulles ni entiéeres, et ol les ¢ sont des
fonctions de 2, monotropes dans le domaine du point @, continues et
monogenes dans ce domaine au point @ pres, et par conséquent déve-
loppables en doubles séries, convergentes dans ce domaine, telles que

0 1

« désignant un nombre entier.
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t1. On démontre sans peine que :

Si une expression de la forme (§) estidentiquement nulle, toutes les
fonctions ¢ sont identiquement nulles.

D’ou I'on tire ces conséquences :

1° Lorsque deux expressions de la forme (@) sont identiquement
égales, elles sont composées des mémes fonctions (@ — a)’ [log(x — a)}?,
avec les mémes coefficients;

2° Toute intégrale de l’équation différentielle P.== o ne peut se
mettre que d’une seule manitre sous la forme (6), dans le domaine du

point singulier a; » :

" 3° Etant donnée une intégrale, construite dans le domaine du
point @ avec ces produits (x — a)P[log(x — a)]?, si on 'ordonne par
rapport aux puissances distinctes de x—a, de telle fagon que dans
deux termes quelconques la différence des exposants du facteur » — a
ne soit ni nulle ni entiére, chaque terme de I'intégrale ainsi ordonunée
sera aussi une intégrale, et, dans ce terme, le coefficient de la plus
haute puissance de log(ax — a) sera lui-méme une solution. Cette der-
niere partie résulte d’une remarque faite précédemment, et peut
d’ailleurs s’établir directement, car on démontre a priorz que, si

(@ — a) [+ oulog(z —a) ...+ g [log(z — a)]{

est une intégrale, il en est de méme de (x — a) g,,.

12. Nous n’avons considéré jusqu'a présent que des points singu-
liers situés a distance finie; or la région T peut s’étendre & Vinfini :
par exemple, elle peut embrasser tout le plan. Mais on pourra toujours,
en changeant la variable indépendante, ramener I’étude d’un point
situé & U'infini & celle d’un point situé a distance finie.

DEUXIEME PARTIE.

13. Nous allons étudier plus complétement les intégrales dans le
domaine d’un point singulier a. Et d’abord, pour plus de simpli-
cité, jamene ce point & coincider avec I'origine des coordonnées en
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.\ I . . . . . I e
changeant x en @ + , ou en -, si le point est & I'infini. Nous considé-

rerons donc I'équation différentielle linéaire homogene

dnz - (im—l
P(y) = gk +P g+ prr =0,

ol les coefficients p sont monotropes dans le domaine du point singu-
lier zéro, continus et monogenes dans ce domaine a ce point pres, et
par conséquent développables en doubles séries, procédant suivant les
puissances entiéres, positives et négatives de x, convergentes dans le
voisinage du point zéro.

Il résulte des n° 10 et 11 que toute solulion pourra se mettre sous
la forme suivante, dans le domaine de 'origine, et d’une seule ma-

niere :
C,x’x [CP’IO -+ (P"l‘ Ing R QPria, (logz‘)'ﬁ]
+ Coz"s [@ry0 + 9,1 1082 4. -+ @y (l0Og 2" ]

-+ Cnxr" [<Pr"o ~- (Pr"l logx R CP,rn,lu(Ing)a"-J 2
les fonctions ¢ remplissant les mémes conditions que les coefficients p.

14. Vemploierai la dénomination introduite par M. Fuchs & I’égard
de toute fonction F susceptible de prendre la forme

F=zt[{, + ¢, logz +. . . + Ya(logz)*],

que jappellerai sa forme simplifice, ol les fonctions ¢ sont holo-
morphes dans le domaine du point zéro et ne contiennent par consé-
quent dans leurs développements que des puissances positives de =, et
ol, de plus, ces fonctions ¢ ne s’évanouissent pas toutes pour & = o.
Je dirai que la fonction F appartient a I’ exposant p.

La propriété caractéristique d’une fonction de méme nature que F,
appartenant & 'exposant p, est que, multipliée par 27, elle est diffé-
rente de zéro pour x =o et infinie comme un polyndme entier en
loga, 4 coefficients constants.

15. L’équation différentielle P = o peut étre telle que, parmi ses
intégrales, il s'en trouve ou les coefficients des produits z”(logx)?,
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¢’est-d-dire, & des facteurs constants prés, les fonctions ¢, ne contien-
nent dans leurs développements qu’un nombre fini de puissances néga-
tives de x. Ces intégrales particulieres, oli les ¢ prennent pour x =o
des valeurs infinies d’ordre fini, sont les seules, jusqu’a présent, pour
lesquelles on ait déterminé les coefficients des séries ¢.Je les appellerai,
avec M. Thomé, inzégrales régulicres de I'équation P = o.

Considérons une intégrale réguliere. Chacun de ses termes

xr[% -+ 9 logx +...+ CPa(Ing)m]

est de méme pature que la fonction F du n? 14 et peut alors se rame-
ner & la forme simplifiée. 11 suffit pour cela de réduire les ¢ au plus
simple dénominateur commun et de réunir ce dénominateur au fac-
teur 2”. On ohtient ainsi le terme

2 [ Yo+ i logz +. . .+ ga(logz)e],

et il appartient & I'exposant p. Toute intégrale réguliére peut donc se
mettre sous la forme

Cixts [0+ g 10g2 ..o+ Yy o, (logz )™ ]
—+ Cozts [Ugy o+ Ui 1082 . . o+ Ygpa, (logz )™ ]
e e

A Catn [ by o+ Yy, 1082 + . Yy, 0,(log )],

ol les C sont des constantes, ol les » termes appartiennent respective-
ment aux exposants g, pa, ..., pn, les fonctions ¢ étant holomorphes
dans le domaine du point zéro.

Il est bien entendu que les propositions énoncées au n° 11 subsistent
ici, et que, en particulicr, si 'expression suivante, de méme nature
que F et de forme simplifiée

2t [ Yo+ G logz +. ..+ Ju(logz)*],

est une intégrale, 2, est aussi une intégrale.

16. Nous aurons surtout 4 examiner de§ équations différentielles
P = o dont les coefficients p prendront eux-mémes, pour x = o, des
valeurs infinies d’ordre fini, ¢’est-a-dire dont les coefficients ne contien-
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dront enx-mémes, dans leurs développements, qu'un nombre fini de
puissances négatives de «. Dans ce cas, on pourra toujours supposer

chaque coefficient p mis sous la forme x—;’f-), ol y(«) ne comprend que

des puissances positives de x, ne s’évanouit pas pour = o, et ol » est
positif ou nul; et alors, nous désignerons 'exposant de = en dénomi-
nateur dans p, par =,, dans p, par =,, ..., dans p, par z,. Comme Po
est 1, @, sera égal a zéro. En un mot, =; sera 'ordre infinitésimal de
la valeur infinie que prend p; pour # = o. Cela étant, nous envisage-
rons les nombres entiers positifs suivants :

Wy My WM —1, W+M—2, ..., Tpey+1, @n,

que nous appellerons les nombres II, et généralement =; + m — sera
représenté par II;. Soit g la plus grande valeur des nombres 1T : plu-
sieurs peuvent étre égaux a4 g; mais rangeons-les dans ordre des in-

dices croissants
IIU} II‘) II?’ ety Hm’

et parcourons-les de gauche & droite; le premier, égul & g, que nous
rencontrerons sera considéré tout particulierement, et, si

L=wi+m—i=g

»st ce nombre bien déterminé, son indice ¢ sera nommé Iindice carac-
téristique de I'équation différentielle.

Les nombres I1 et 'indice caractéristique ¢, introduits par M. Thomé
dans cette théorie, seront provisoirement d’un usage fréquent.

17. Notre analyse des solutions de I’équation P =o, dans le do-
maine du point zéro, aura surlout pour objet I'étude des intégrales
régulieres.

Je ferai immédiatement plusieurs remarques.

L’égquation P = o ayant des intégrales réguliéres, si parmi elles S, et
seulement S, sont linéairement indépendantes, auquel cas on a S=m,
toutes les intégrales réguliéres peuvent s'exprimer & U'aide de celles-la en
Jonctions linéaires, homogéaes, & coefficients constants.

Réciproquement, si toutes les intégrales reguliéres de I’équation P = o
peuvent s'exprimer ainsi par S d’entre elles linéairement indépendanies,
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le nombre total des intégrales réguliéres linéairement indépendantes est
seulement S; car on peut exprimer les S intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes & I'aide de S des nouvelles, et par suite toutes
les autres & I’aide de ces dernieres.

Si I’équation P = o a S intégrales régulicres linéairement indépen-
dantes, et seulement S, elle en aura S de méme nature que la fonction F
du n° 14, et seulement S. Si, en effet, les S intégrales données ne sont
pas de la nature F, elles sont des agrégats linéaires, homogenes, & coel-
ficients constants, d’expressions F. Groupons alors, dans chacune de ces
intégrales, les expressions F en termes tels que, dans deux termes quel-
conques, la différence des exposants des deux puissances a? en facteur
ne soit ni nulle ni entiere. Nous obtiendrons ainsi des termes qui,
comme on I’a vu, sont enx-mémes des intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes, et ces intégrales sont de méme nature que . Or,
ces termes sont au nombre de S, car, s’il y en avait plus que S, I'équa-
tion P = o aurait plus de S intégrales régulicres linéairement indépen-
dantes;'et, s’il y en avait moins que S, les S intégrales données, et
par suite, d’aprés la remarque précédente, toutes les intégrales régu-
litres de I’équation P = o, s’exprimant linéairement a I'aide de ces
termes, cette équation, d’apres la méme remarque, aurait moins de S
intégrales régulieres linéairement indépendantes. L’équation P =o a
donc S intégrales linéairement indépendantes, de méme nature que F,
et appartenant par conséquent & des exposants déterminés.

Enfin, je vais établir la proposition suivante, qui a une importance
capitale dans cette théorie :

St I’équation différentielle P = o a parmi ses intégrales une intégrale
régulicre, elle a aussi une intégrale de la forme xf {(x), o la fonc-
tion 4 (x) est holomorphe dans le domaine du point zéro et ne s évanount
pas pour x = o.

En effet, 'équation P = o, ayant une intégrale réguliere, a, d’apres la
remarque précédente, une intégrale de méme nature que la fonction F
du n°® 14, que I'on peut supposer ramenée & la forme simplifiée

z¢ [ o+ Yy loga ...+ ‘pa(logx)"].

Cette expression étant une intégrale, il en est de méme, comme on I'a
vu au n° 15, de 2f ¢,. Or, cette derniére solution est, dans tous les cas,
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de la forme annoncée ? ¢ (), la fonction holomorphe étant différente
de zéro pour & = o, car, si ¢,(0) était nul, 4,(x) renfermerait comme
facteur une puissance de « que I'on réunirait i .

Remarquons que ¢ () ne contient dans son développement que des
puissances positives de x.

18. Supposons que I'équation P == o admette lasolutiony, = af L(x),
¢ () étant holomorphe dans le domaine du point zéro et (o) diffé-
rent de zéro. Faisons la substitution

y=nfzdz.

Nous obtenons I'équation différentielle linéaire homogene d'ordre
m —1
. dm—1z dm1z
Qfz)== | am + Qg oo uis =0

Les coellicients ¢ de I'équation Q = o seront, comme les coellicients p,
monotropes dans le domaine du point zéro, continus et monogenes
dans ce domaine & ce point pres. Cest ce qui résulte immédiatement de
Pinspection des valeurs des coefficients ¢ :

- l_ n {1‘2‘.' ot v>
Q= g\ )

R mim—1) dty m—1)p dy, s .
== L T da ! 4 dz Pyl
o mim—r) . m—k 1) dhy,  (m—1)(m—2).. (m— 1) iy
1 il 1.o.. k dzt r.2...(F—1) Cdzt—
C(m—2){m—=3).. m—k+1)  d—y , . dy o
Cal ) Pr i o = ke O iy |
Bu effet, chaque produit @r 1 et de la forme
B dat g

h - Lp(/z——v.)(’.x’_)
Zo Ca X ——'q;‘(;J H

olt z est enlier, et, par conséquent, chacun de ces produits est mono-
S.3
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trope dans le domaine du point zéro, conlinu el monogene dans ce
domaine & ce point pres. Il en est done de méme des coefficients g.
Remarquons que, pour que les coefficients ¢ possedent ces propriétés,
il n’est pas nécessaire que ¢ (x) ne contienne dans son développement
que des puissances positives de z : il suffit que ¢ () soit développable
en double série, procédant suivant les puissances entieres, positives el
négatives de , et convergente dans le domaine du -point zéro.
Cela posé, je suppose que I'équation P = o ait Sintégrales régulieres
linéairement indépendantes. Elle admet alors, d’apres le théoreme du
n° 17, une intégrale y, = xf ¥(x), olt Y(x) remplit les conditions sus-

indiquées. Posons
y=rJzdz,

de maniere & obtenir 'équation Q = o3 je dis que 'équation Q = o
aura S — 1 intégrales régulicres linéairement indcépendantes, et que, reci-
proquement, sil’équation Q = o a S — 1 wntégrales régulicres linéatre-
ment indépendantes, I’équation P = o en aura S.

1° Soient y,, ¥a, .., ¥s S intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes de 'équation P = o. Comme on I'a vu, on peut les supposer de
méme nature que la fonction F du n° 1% et ramencées & la forme sim-
plifiée. L'équation Q = o admettra les intégrales

_i]_ Y d Va d Ys

— == - ey B T —— —

ST dz oy
qui sont aussi linéairement indépendantes, car, si 'on avait
CzZl “l"‘C'x Zy . ..+C,Z,__‘=O,

on en déduirait par V'intégration

C|y| +Cz‘}"2+.- .+C;}"‘:0,

ce ui est contraire & I'hypothese. De plus, ces S — 1 intégrales sont
régulieres. En effet, y,, y;, ..., y; sont de la forme simplifiée; or, si
Pon divise par y, = «f {(x), on trouve une expression de méme forme,

- M ' by ’ .
puisque les quotients tels que %L—'-’ dans la parenthese sont évidemment

holomorphes. Donc les rapports £, 22, ..., ;ﬁ—‘ sont de la forme F. Il

e N 1
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est clair que la dérivation n’altere pas cette forme : done les intégrales

dy dr . dr
dx uy'.’ dx y'(’ T odx 3,

de I'équation Q = o sont régulikres.

2° Solent z,, %, ..., Z,_, s — I intégrales régulieres linéairement
indépendantes de I'équation Q = o. On peut les supposer de méme
nature que F et ramenées a la forme simplifiée. L’équation P = o ad- -
mettra les s intégrales

Y =y Sadx, ..., yi=p [z dz,
"qui sont aussi linéairement indépendantes, car, si I’on avait
G i+ Czﬁ"z -+ .. C,y‘; == 0,
on en déduirait par la dérivalion
C. z, —i—sz;-.L-. o+ Cy 2y = 0,

ce qui est contraire & I'hypothese. De plus, ces s intégrales sont régu-
licres. En effet, chacune des solutions z est de la forme simplifiée qui
comprend des fonctions ¢ de la forme

? C, z=.
L0

Si donc nous multiplions z par dz, nous aurons i intégrer unc
somme de différentielles telles que

zt(logx)tdx,
dont I’intégrale est bien connue :

k(1 id, s hC I Ji—= 4+ const
fx(oga:) z= 171 2u « (logz Ji—= 4 .
Multipliant ensuite le résultat de 'intégration [z dx par y, = 2°¢ (=),
on voit aisément que le produit obtenu est aussi de la forme F. Donc
les intégrales ¥y, ¥a, - .., ¥s de 'équation P = o sont régulieres.
S.3.
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19. Considérons I’expression

‘d",y‘[ I
Pi ot »

?

olt y, est égal & 2f ¢ (x), ¢(«) étant une fonction holomorphe dans le
domaine du point zéro el non nulle pour # = o, et ou p;, ne contenant
dans son développement qu'un nombre limité de puissances négatives
de . est infini, pour & = o, d’ordre fini =;. On a

diy, © ~%'c.om =z
b bix)

dz% . ~
et, par conséquent, ce produit, pour # = o, est infini d’ordre fini £ au
plus, d’ol il résulte que lUexpression considérée est infinie d’ordre
égal ou inférieur i =; + A.

Sih = o, I'expression est évidemment d’ordre ;. Mais remarquons
le cas particulier ou % est égal & mm — j. Dans ce cas, I'ordre infinitési-
mal de I'expression est au plus égal & =, + m — j, ¢’est-d-dire au
nombre II; défini au n° 16. .

Si nous envisageons maintenant une somme d’expressions pareilles
a la précédente, il est clair que, pour z = o, elle sera aussi infinie
d’ordre fini, et cet ordre sera évidemment égal ou inféricur a la plus
grande valeur des nombres %; -+~ 4 correspondant aux différents termes.
Si dans un terme % est nul et si la plus grande valeur est celle =; qui
répond a ce terme, la somme sera certainement d’ordre w;. Enfin, si
dans chaque terme 4 est égal & m — j, l'ordre de la somme est au plus
égal & la plus grande valeur des nombres II qui correspondent respec-
tivement 3 ses différents termes.

20. Supposons que I’équation différentielle P = o ait une intégrale
réguliere; alors elle admet (n°17) une solution de la forme

ri=aty(z),

olt ¢ () remplit les conditions déja indiquées. Ecrivons I'identité qui
en résulte, et tirons-en la valeur de p,:
1 ( d’"}"l am—1 2 ([.'Vl )

pm’:—‘—*ﬁ o ey dat +.. -+]7n.-|'(7;
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J'en conclus aussitot, d’aprés le numéro précédent, que, sipy, pa. ...,
Pm— D€ contiennent qu’'un nombre limité de puissances négatives de x,

il en sera de méme de p,,, et, de plus, que, si g est la plus grande va-
leur des nombres '
Ho, Hx, H'); RIS ] Hm—-l;

Uordre infinitésimal =, de p,, sera au plus égal & g, ¢’est-d-dire que
indice caractéristique de 1’équation est égal ou inférieur d m — 1.

D’ou cette proposition :

Lorsque, dans U’équation différentielle P = o, les coefficients p,, p., .. ,
Pm—i Necontiennent dans leurs développements qu’un nombre limité de puis-
sances négatives de x, si cette équation admet une intégrale réguliere, le coef-
JSicient p,, ne renfermera lui-méme qii un nombre fini de puissances de x™;
deplus, l'indice caractéristique de Uéquation sera égal ou inférieuram — 1 .

Remarquons aussi que p,, peut s’écrire

P/n o= [:ﬂ.(_x_l ,

x8
P,.(x) ne comprenant dans son développement que des puissances posi-
tives de & et pouvant s’évanoujr pour z = o.

21. Supposons que les coefficients p,, p,. ..., p, de I'équation
P = o ne renferment qu'un nombre limité de puissances de «~'. Les
valeurs des coefficients ¢,, ¢., ..., ¢; de 'équation Q =o du n° 18,
données par les formules (1) de ce numéro, sont alors des sommes d’ex-
pressions de méme forme que celle du n® 19. Donc, d’aprés les re-
marques faites en ce n° 19, les coefficients ¢,, ¢», ..., g, ne contien-
dront eux-mémes qu'un nombre fini de puissances négatives de', et,
de plus, 'ordre infinitésimal de ¢4, % étant au plus égal a s, sera égal
ou inférieur & la plus grande valeur » des nombres

w4+, m+k—1, ok —2, .., ©— +1, @

et, si cette valeur maxima est celle du dernier =y, g; sera exactement
d’ordre =,. Par suite, on peut écrire

Qi ()

x*

=

?
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Q;(x) ne comprenant que des puissances positives de x et pouvant con-
tenir le facteur .
Supposons maintenant que les coefficients ¢, ¢», ..., ¢, ne com-
prennent qu'un nombre limité de puissances de 2=, et soient
_ Q=) (2) Q.(x)

=77 =7 %
les fonctions Q,, Q., ..., Q, ne renfermant que des puissances posi-
tives de « et pouvant d’ailleurs s’annuler pour = o. Le n°® 19 conduit
alors aux conséquences suivantes. La valeur de p,, tirée de la premiére
formule (1) du n° 18, sera pour # = o infinie d’ordre fini égal ou infé-
rieur au plus grand 1, des deux nombres v, et 1, ce qui permet d’écrire

_ I’.(x)’

at

.

P,(«)ne contenant que des puissances posilives de «, et P, (o) pouvant
étre nul. Substituant cette valeur dans la deuxieme formule (1), on en
tirera pour p, une expression infinie d’ordre fini égal ou inférieur au
plus grand p., des trois nombres v,, 2, p, + 1, ce qui permet d’écrire

P.() ne contenant que des puissances positives de «. [t ainsi de suite
jusqu’a
_ Piz)

g =

v

Donc les coefficients p,, ps, ..., p; ne renferment eux-mémes qu’un
nombre limité de puissances de ™', et 'on peut aisément trouver la
limite supérieure de I'ordre infinitésimal de chacun d’eux.

22. Toutes ces remarques étant faites, nous pouvons dés a présent
rechercher la forme nécessaire que doit affecter 'équation différentielle

= o pour avoir toutes ses intégrales régulieres. M. Fuchs a déja
résolu cette question, mais notre intention est d’employer une méthode
différente.
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Supposons d’abord 72 =1 dans P = o, et considérons I’équation du
premier ordre
dy
l—[; +P|~'}’ == 0.
Cette équation, ayant toutes ses intégrales régulieres, aura (n°20) son
coefficient p, de la forme :

x

__Px)

P

ol P, («) ne contient que des puissances positives de x et peut étre nul
pour # =o. Donc, dans le cas m =1, 'équation différentielle est
nécessairement de la forme

fj_’r_ i P (z)
dx x

]‘: 0.

C’est, du reste, ce qu'on peut établir directement au moyen de
I'expression de Uintégrale générale

y= e_fﬂxd"'.

Sip, est infini d’ordre =, = n» + 1 supérieur & 1, n étant posilif, cette
intégrale est de la forme

G Cn

= =TT z (2),
ol Y (@) est holomorphe dans le domaine du point zéro, et non nul
pour x=o0; et, par conséquent, y n’est pas une intégrale réguliere. Si,
au contraire, on a @, =1, y se réduit a

y:xi’\p(x),

et par conséquent est réguliere. Il faut donc, et méme il suffit, que p,

soit de la forme
_ Pi(=)

x

{ —

pour que I'équation ait toutes ses intégrales réguliéres.
Supposons maintenant 7z = 2 dans P = o, et considérons I'équation

du second ordre

Ay ﬂ_*_ —0
%—’-—i_p'dx P2y = 0.
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Cette équation ayant par hypothese toutes ses intégrales régulieres,
il en est de méme (n° 18) de I’équation du premier ordre

dz
de " IETS

déduite de la premiere par la substitution

y=y[zdz,
oll y, désigne «f (). Donc on a
Q.
q( —_— ‘_‘(xf_)‘

Par suite, la valeur de p,, tirée de la premiere formule (1) du n° 18,
est de la forme (n°® 21)

Pl(x)
p=—
Il en résulte (n°20) que p, s’écrira
— p’( )
P2 praale

Done, dans le cas m = 2, 'équation diflérenticlle est néeessaivement

dx? zx dz 2t

d'y  P,(z) dy . P.(x)

ol les fonctions P, et P, ne contiennent que des puissances positives
de x et peuvent s’évanouir pour = o.

Généralement, je supposerai démontré que, dans le cas ou I'ordre
est m — 1, Péquation différentielle, pour avoir toutes ses intégrales
régulieres, doit étre de la forme

d=1y  Pi(z) d—ty  Py(x) dmiy T Pri(2)

——— ]" =0,

dx.m -t x dam* A x? dxm-»-ﬂ am-t

et je démontrerai que la méme forme est nécessaire pour une équation
d’ordre m.
En effet, si ’équation

) dmy. d"“'l"}" , )
p(‘}") brom V(,[.Z’T" - P m [ I Pny = 0O
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a toutes ses mtégrales régulieres, il en est de méme (n° 18) de I'équa-
tion d’ordre m — 1

qdm—1 m—2
Q(z)= ZEJ;' + q &z +. - Guo 3= o0,

Donc, d’aprés 'hypothese, les coefficients g sont de Ia forme

x
)
Par suite, les valeurs de'p,, p,, ..., pu_i, tirées des formules (1) du
n° 18, sont de la méme forme (n° 21) :
P, (x) P, () " Pala)

1
po=——r pa= B

Il en résulte (n°20) que p,, s’écrira aussi

Po(a),

xm

Pn=

Done, pour que I'équation différentielle P = o ait toutes ses inté-
grales régulieres, il est nécessaire qu’elle soit de la forme
dmy  P(z) dmty  Pu(x) dry

= -+ —+—---+Pm(x)y:o
dxm x dxm -1 x? dzm~2 xm ¢ ’

ou les fonctions Py, P,, ..., P, ne contiennent dans leurs développe-
ments que des puissances positives de a et peuvent s’annuler pour
X == 0. ‘

Remarquons que cela revient a dire que les coefficients p,, p,, ..., p.,
ne doiventrenfermer qu'un nombre limité de puissances de ™', et que
les nombres IT,, IT,, I, ..., IT,,, définis au n® 16, doivent étre égaux
ou inférieurs a m. .

D’ou la proposition suivante :

Pour que I’ équation différentielle P = o ait toutes ses intégrales régu-
licres, il faut que ses coefficients ne contiennent dans leurs développements
qu’un nombre fini de puissances négatives de x, et en oulre que son tndice
caractéristique soit zéro. '

S.4
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23. M. Fuchs a démontré que, réciproquement, ces deux conditions
sont suffisantes :

St, dans U'équation différentielle P = o, les coefficients ne coniiennent
qu’un nombre fini de puissances négatives de x, et si en outre l'indice
caractéristique est zéro, cette équation a toutes ses intégrales régulieres.

Nous admettrons cette proposition réciproque, que M. Fuchs a éta- .
blie en montrant I’existence d’un systeme fondamental dont les éléments
sont de méme nature que la fonction F du n® 14. Ces éléments appar-
tiennent a des exposants p,, ps, ..., prn qui sont les racines d’une cer-
taine équation de degré m, dite équation fondamentale determinante.
Ces racines ne sont d’ailleurs autres que les logarithmes, divisés par
21T /— 1, des racines de I'équation fondamentale du n° 9.

L’équation déterminante jouit de propriétésimportantes. Pour I’ob-
tenir, on fait y =a® dans le premier membre de I’équation différen-
tielle, qui, par hypothese, est

dry  Pi(z) dty  Py(z) diiy Pn(z)
dx™ -+ x dzm—t -+ 22 dxm—2 ' s M"d.—;n_—- r-
On a ainsi
" [plp—1)fp—m—=+1)+P(x)p(p—1)...(p —m—+2) .—1—...~1~P,,.(x)].

Puis on multiplie ce résultat par x~°, et 'on égale a zéro le coefficient
de ™™ :

ple—1).cifp—m-+1)+P(0)p(p—1)...(p—m=+2)+...+Pn(o)=0
est I'équation fondamentale déterminante.

24. Ayant traité le cas ol toutes les intégrales de I'équation diffé-
rentielle P = o sont régulieres, avant de passer a celui ol quelques-
unes seulement de ces solutions seraient régulieres, je vais établir un
théoreme concernant les nombres IT définis au n° 16.

Je désignerai par IT' les nombres I relatifs 4 ’équation Q = o, dé-
duite de P = o par la substitution

y=unSfzdz,

Y, étant une intégrale de la forme déja indiquée af ().
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Lorsque, dans I’équation P = o, les coefficients p,, ps, ..., ps ne
contiennent qu’'un nombre limité de puissances négatives de , on sait
(n°21) que les coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢;, dans I’équation Q = o, ne
renferment, eux aussi, qu'un nombre fini de puissances de @~'. Cela
étant, si g, est la plus grande valeur des nombres

([) IIM IIU H’-’, seey Hu

et II; le premier de leur suite qui soit égala g,, alors, dans la suite
des nombres

(z) H,u’ I[,n II,:) LS Hf;s

la plus grande valeur sera g, — 1, etle premier qui soit égal & g, — 1
sera IT;, .

En effet, il résulte du n° 21 que, £ étant au plus égal & S, 'ordre
infinitésimal =), de g est égal ou inférieur a la plus grande valeur des
nombres

(3) ?D'u"']f, ZU"‘P‘]f‘—'l, ceey Whe =1, Wk,

et, si cette plus grande valeur est celle du dernier, on a =) = ;. Or,
augmentons tous les nombres (3) de la méme quantité m — %, ce qui-
donne .

"/I) I[o, II[, Hj, »e ey H,{-.

1° Si k=1, {, étant I'indice défini dans I’énoncé, Il est plus grand
que tous les autres nombres (4); done, dans ce cas, le plus grand des
nombres (3) est le dernier =, et par suite @) = =;. Ainsi, =, = =;, ou,
ce qui est la méme chose, @} + (m—1)—1, est égal & w; +m—1, —1,
¢’est-a-dire

(5) I, = II, — 1.

2° Si k< i,, la plus grande valeur des nombres (4) est inférieure
a I1; ; par suite, la plus grande valeur des nombres (3), augmentée de
m —k, est inférieure a I, ; donc, a fortiori, =y -+ m — % est moindre
que II; , ce qu'on peut écrire
wp+ (m—1)—kF<Il,—1 ou IG<TIL,
S.4.
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¢’est-a-dire

27

(6) o, o, I, ..., W, <<II.

3° Si k>4, £ étant au plus égal 2 S, la plus grande valeur des
nombres (4) est [T, ; par suite, la plus grande valeur des nombres (3),
augmentée de m — £, est IT;; donc =) + m — £ est égal ou infériear
aIl;, ce qu'on peut écrire

4

o+ (m—1)— k<0, —1 ou IS,
¢’est-a-dire
{7) IIlit-i-ir II;',+2, R IIZ\EII;,'

Les trois conclusions (5), (6), (77) renferment la démonstration du
théoreme énoncé; car (6) et (7) expriment que la plus grande valeur
des nombres (2) est celle de 11}, qui, d’apres (5), est égal & IT; — 1,
¢’est-a-dire a g, — 1, et les inégalités (6) montrent que II; est le pre-
mier des nombres (2) quisoit égal & g, — 1.

Remarquons que, si S=m —1, i, est 'indice caractéristique de
Iéquation Q = o.

25. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :

Lorsque, dans ['équation différentielle P = o, les coefficients p,,
Pas -+, Ps ne contiennent dans leurs développements qu’un nombre limité
de puissances négatives de x, si cette équation admet aw moins m — $ in-
tégrales régulicres lincairement indépendantes, les autres coefficients p,., .,
Ps+2s -+ +s P D€ TERfErment eux-mémes qu'un nombre fini de puissances
de x~!, et, de plus, Uindice caractéristique est égal ou inférieur a S.

Cette proposition a été établie au n° 20 pour unc équation différen-
tielle d’ordre m = S + 1. Je prouverai donc simplement que, si le théo-
reme est vrai pour l'ordre m — 1, il Uest aussi pour "ordre m.

Et, cn effet, 'équation

am: dm—t
Ply)=T% -

- dx:l‘+P' ;Z;,ﬁ+~- +p,,,"y‘:;:0
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ayant une intégrale réguliere, puisqu’elle en a au moins m — s, admet
(n°17) une intégrale

ri=ztdiz),
ol la fonction ¢ () est holomorphe dans le domaine du point zéro, et
non nulle pour # = o. Faisant la substitution

y=mnJzdx,
nous obtiendrons I’équation
Qz)= 92 4 g 002
' - dl"“" ql (i:z-m—: I Gm—1 2 = 0O,

ol les coefficients ¢ sont donnés par les relations (1) du n°18. L’équa-
tion P = o ayant par hypotheése au moins 72 — s intégrales régulieres
linéairement indépendantes, I’équation Q = o en aura (n°18) au moins
m—1—s.0r, p,, ps ..., ps ne contenant qu'un nombre limité de
puissances de x~', il en est de méme (n° 21) de ¢,, ¢as ..., ¢s; et,
puisque le théoreme est supposé démontré pour 1'équation Q = o
d’ordre m — 1, les autres coefficients ¢y, Gopos -« -5 ¢y SErONL €UX-
mémes infinis d’ordres finis pour @ =o. Donc les coefficients p,.,.
Pssas +-+s Py D€ renferment aussi (n°21) qu'un nombre limité de puis-
sances négatives de x, et alors, d’apres le n°20, il en est de méme de p,,.

Passons & la seconde partie de la proposition. Soit z 'indice caracté-
ristique de 1’équation Q = o; on a7 <s, puisque le théoreme est sup-
posé vrai pour cette équation. Or, 7 étant U'indice caractéristique de
Q = o, 11} est la plus grande valeur des nombres

’ 1 U !
Ho' Ht’ Ha'l ] m—1

et est le premier qui atteint cette valeur maxima. Donc, d'apres le
n° 24, I1; joue exactement le méme role dans la suite des nombres

L, 0, I, ..., ...
De plus, d’apres le n® 20, on a

n.<1L.
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D’oti il résulte que ¢ est I'indice caractéristique de I’équation P = o, et,
comme on a <5, la proposition se trouve établie.

26. La proposition du n° 20 étant ainsi généralisée, j’en déduis les
deux conséquences suivantes :

1° St les s — 1 premiers coefficients p,, pay ..., ps— de U’équation
P = o contiennent un nombre limité de puissances négatives de x, sans
qu’il en soit de méme du s#™, cette équation a au plus m — s intégrales
réguliéres linéairement indépendantes.

En effet, si elle en avait m — s+ 1 ou davantage, p, serait aussi
infini d’ordre fini pour z = o.

2° St tous les roqfﬁcwnts de l’équation P = o ne conticnnent qu’un
nombre limité de puissances de x—*', elle a au plus m — i intégrales
régulieres linéairement independantes, i étant son indice caracteris-
lique. _

En effet, si elle en avait m — 7 + 1 ou davantage, son indice carac-
téristique serait égal ou inférieur & ¢ — r.

Remarquons que le premier énoncé rentrerait dans le second si, lors
méme que IT; est infini d’ordre infini, 7 continuait & se nommer I'indice
caractéristique.

Nous considérerons tout particulierement cette seconde proposition,
qui nous invite & étudier spécialement les équations différentielles
P = o, dont tous les coefficients présentent le caractere des fonctions
rationnelles d’étre infinis d’ordre fini pour # = o. Une pareille équation
a au plus m — vintégrales régulieres linéairement mdependantes Nous
allons voir que souvent elle les a, comme dans le cas 7 = o (n° 23),
traité par M. Fuchs; aprés quoi nous montrerons des exceptions.

27. Si 'on se donne arbitrairement les coefficients p,, ps, ..., pi
ne contenant qu'un nombre fini de puissances de ~*, on peut toujours
déterminer les autres coefficients p;.,, pisa, .., pm de telle sorte qu’ils
soient aussi infinis d’ordre fini pour = o, que I'indice caractéristique
soit 7 et que I’équation P = o ait exactement 7 — 7 intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes données a I’avance.

Soient, en effet, ¥,, ¥a5 -+.» ¥m ces m — i données. Kcrivons
qu’elles satisfont & I’équation P = o. Nous obtenons ainsi un systeme
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de m — ¢ équations du premier degré qui vont déterminer les 72 — 7in-
CONNUES Pivys Piras « vy Pt

dm-—i-— 1 ¥ (1'" P dm—-l ¥ dm-—-i .
Pivi gomizc oo Pa )0 ’—‘—<7,§;,; P +---+Pr7[;,,,—£>,
dm—-l-—l Vi d Vinei dm—l Vi dm—i i
P dxpm—i—! +e p"‘y'""“ - _( dx™ 1 daxm—" * +P' dx,?:-x ).
Leur déterminant
dm—i——I [2
dxm——1 Y
A= .......
lim--i----l‘,),-m_l
dzm —i— Ym—i

n’est pas identiquement nul, puisque (n° %) les fonctions y,, ya, ...,
Ym—i S0nt supposées linéairement indépendantes. Soit A, le détermi-
nant obtenu en remplacant dans A, la colonne des dérivées d’ordre
m —1i— k par les seconds membres. On aura

. f— Ak
Pive = E .

Or, lorsque la variable accomplit une révolution autour du point zéro,
les coefficients p,, p,, ..., p; reprennent leurs valeurs primitives, et
Yir Yas 1 ¥Ymi: acquierent des valeurs qui s’expriment en fonctions
linéaires, homogenes, a coefficients constants des premieres. Donc A
et A, sont multipliés par un méme déterminant, dont les éléments
sont les coefficients de la substitution qui permet d’exprimer les nou-
velles valeurs de y, ¥a, ..., ¥m—; 2 'aide des anciennes. Donc p;,x ne
change pas, et, par suite, les fonctions obtenues pour p..s; pires o5 P
sont monotropes dans le domaine du point zéro. L’équation différen-
tielle ainsi constrnite avec des coefficients monotropes, ayant au moins
m — ¢ intégrales régulitres linéairement indépendantes, aura aussi
(n°25) ses coefficients p;.ys Piras -+ Prinfinis d’ordres finis pour z = o
et 'indice caractéristique sera égal ou inférieur a . Mais on peut choi-
sir les arbitraires p,, p,, ..., p; de fagcon que 'on ait

Ho, Hl, Hz, DR II!'—IV< Hi’
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et alors I'indice caractéristique sera i. L’équation n’admet d’ailleurs
pas plus de m — ¢ intégrales régulieres linéairement indépendantes
(n°26). On a donc ainsi une équation différentielle dont tous les coef-
ticients présentent le caractere des fonctions rationnelles, dont I'indice
caractéristique est 7, et qui a exactement 7 — ¢ intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

Les coefficients p,, p,, ..., p» de ’équation ainsi obtenue contiennent
m arbitraires: p,, Pa, <oy Piy Yis Yas + s Ym—i- On voit done que, dans
un grand nombre de cas, I'équation différentielle P = o, dont tous les
coefficients sont infinis d’ordres finis pour # = o et dont I'indice carac-
téristique est ¢, admettra exactement m — ¢ intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

28. Mais il est facile de se convaincre qu’il y a des exceptions et que
I'équation peut avoir moins de 7 — 7 intégrales régulicres. Je vais en
former un exemple.

* Posons
_(_/;)_/‘ - /fy =Y,

dz

et considérons les deux équations différentielles

() ‘ Y+ h=o,
(‘).)' Y::. 0.
Formons I'équation
dy dh
(3) ) /LH;_Y—CZ;'::O’
savoir
d*y d
(4) a}%'*‘Pl'd%;'*"P:‘}":O,
oul'on a :
i dlogh _dk dlogh
Pi= dz ’ P:—a’;"'f—"g"x———'

Toutes les intégrales de (1) et de (2) salisfont évidemment & (3),
c’est-d-dire & (4) et inversement, comme (3) donne par I'intégration

Y ==Ch/,
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si y est une solution de (4), ou bien y vérifiera 'équation (2), ou bien
——% vérifiera I'équation (r). Il résulte de Ia que, si (1) et (2) n’ont pas
de solutions présentant le caractére des intégrales régulizres, 1’équa-
tion (4) n’aura pas d’intégrales régulieres.

Or, donnons-nous arbitrairement p, et 4 :

On a alors

¢’est-a-dire que k est infini pour @ == o d’ordre fini 4. Cet ordre étant
supérieur a 1, I'équation (2) n’a (n° 22) aucune intégrale réguliere.
L’équation non homogene (1) n’a pas non plus de solution de la
nature des intégrales régulieres, car son intégrale générale est

y=e Tt — [helt® dzx),

ou, en remplacant /4 et % par leurs valeurs et effectuant I'intégration

entre crochets, _
' y=e It (x)+ C logz)].

C, étant une constante, et la fonction © («) renfermant dans son déve-
loppement un nombre illimité de puissances de x~', comme e~/*4=,
Donc aucune des intégrales de (1) et de (2) n’est réguliere, et, par
suite, 'équation (4) n’a pas d’intégrales régulieres. Elle est cependant
de la forme 2 l '

e =
ot1 la fonction /() est holomorphe dans le domaine du point zéro, car

on a
f(z)=—22—5.

L’indice caractéristique est 1, et, néanmoins, I'équation n’a pas une
intégrale réguliere.
La méthode précédente peut d’ailleurs se généraliser et permet de

former des équations différentielles de tout degré, a coefficients infinis
S.5
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d’ordres finis pour # = o, qui n’ont pas 7 — ¢ intégrales régulieres
linéairement indépendantes, z étant leur indice caractéristique.

29. En résumé, I'équation différentielle P = o, dont tous les coeffi-
. cients ne renferment qu’un nombre limité de puissances négatives de x,
a au plus 72 — 7 intégrales régulieres linéairement indépendantes. Si
i = o, elle lesa toujours. Si ¢ > o, elle les a dans un grand nombre de
cas, mais il y a des exceptions. 1l s’agit donc maintenant d’approfondir
nos recherches dans ce casi>o, et d’arriver a préciser les conditions
nécessaires et suffisantes que doit remplir I'équation différentielle
pour avoir exactement — ¢ intégrales réguliéres. Nous sommes ainsi
amenés a étudier plus profondément les équations dont les coefficients
présentent tous le caractére des fonctions rationnelles. Observons
encore que ’équation du second ordre qui nous a servi d’exemple
d’exception s’est offerte & nous comme ayant ses intégrales communes
avec deux équations du premier ordre. Cette remarque conduit a la
notion féconde de la réductibilité, dans la théorie des équations diffé-
rentielles linéaires.

TROISIEME PARTIE.

30. Soit I'équation différentielle linéaire homogene

N d’"lr dm—-(),'
Ply)—= Tan TP e Pay = 0

dont les coefficients p, dans le domaine du point zéro, sont dévelop-
pables en séries convergentes, procédant suivant les puissances en-
tieres, positives et négatives de x, mais ne contiendront désormais
qu'un nombre limité de puissances négatives.

Je vais définir la fonction caractéristique.

Dans I’expression différentielle P( y), faisons la substitution y = .
Nous obtenons ainsi.une fonction de « et de p, P(2?), que nous appel-
lerons avec M. Frobenius la fonction caractéristique de V’équation diffé-
rentielle P = o ou de 'expression différentielle P.

" Nous avons déja eu I'occasion de former la fonction caractéristique
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d’une équation différentielle, car c’est elle que nous avons rencontrée
au n° 23 pour I’équation particuliere

d”")/‘ , [)l(x) d'"_“)' ‘ P](x) dm—z'.). . P,,,l'\x')

5T T - RPN —_— = 0.
dz™ x  dxm z dam— =

Formons actuellement la fonction caractéristique de P; nous obte-
nons

P (0] — Jelp—1).lp—m~1) plo—1i . .(p—m-+2} £
(.Z'?)-——.Z' zn ad 4 i +--.+‘Unl—\l_z_‘+pm ‘

Jen déduis

—1j. . p—m 1 (p—1)...lo—m4+2
x—eP(xv):P(P . x\"E )—i—p.P“ . .x':‘L‘ )+...+p,,..

\

D’out 'on voit que le produit 2 P(«f) peut étre, comme les coeffi-
~cients p, développé en une série procédant suivant les puissances en-
tieres de &, ne contenant qu’un nombre limité de puissances de 2~' et
dont les coefficients sont des fonctions entieres de p du degré m au
plus.

31. Sil’expression différentielle P est donnée, sa fonction caractéris-
tique P(«f) est connue.

Inversement, supposons que la fonction caractéristique soit donnée
sous la forme af f(w, p), f(, ¢) étant une fonction entiéere de p dont
les coefficients sont des fonctions de . On connaitra aisément I’expres-
sion différentielle.

En effet, une fonction entiere de p, f(«, p), de degré m, peut tou-
jours se mettre, et d’une seule maniere, sous la forme

fle, pp=tnplp—1)-.(p—=m 1)+ tumplp—1)...(p —m+2)+...
A Uyp(p— 1)+ wip -+ U,

oul’on a

en posant

S.5.
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On en déduit

dp—m —+1) olo—1)...[p—m+ 2}
x\-{r)n + Ut 2" =t +

z¢ f(x, p) :xe[um;zynx”({)" 1)..

?

(p—1)
+u,x?E—P—-———" +u.x£+u., .
z x

Donc f f(x, o) est la fonction caractéristique de I'expression diffé-
rentielle

dam » {m—ty
Un 2™ =5+ Upy 2"

vt we
T 7 oy

dx

(lx"'_l

32. Nous avons vu que le produit
plp—1).{p—m—1) +Plp(p——x)...(p—-m+2)

2= P(zf) = e i

oot Pues = + P

pouvait étre développé en une série procédant suivant les puissances
ascendantes de x et limitée & gauche, dont les coefficients sont des
fonctions entieres de p de degré m au plus. Cherchons le premier terme
a gauche dans cette série. Il est visible que les exposants de  dans les
dénominateurs de & P(«*) sont successivement les nombres

I.[a, Hl, II?; . oy Hm--l; IIln’

définis au n° 16. Si donc g est leur plus grande valeur, le premier

- ( \ , . .
terme de la série est de la forme %%-), G(p) élant une fonclion entiere

de p, indépendante de . Quant au degré 7y de cette fonction en p, égal
au plus & m, il est évidemment

y=m-—,

7 étant Pindice du premier nombre II égal & g, ¢’est-a-dire ¢ étant I'in-
dice caractéristique. Dans le cas particulier ¢ = o, I'équation G(p) = o,
de degré m, n’est autre chose que 1’équation mentionnée au n°® 23, et
que M. Fuchs a nommée I’équation fondamentale determinante.

Nous généraliserons alors cette dénomination, et nous appellerons
dans tous les cas et plus simplement équation déterminante de I'équa-
tion différentielle P = o ou de 'expression P I'équation G(p)= o. Son
premier membre G (p) sera la fonction déterminante.
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Ainsi, pour obtenir la fonction déterminante d'une expression diffé-
rentielle, on formera sa fonction caractéristique, qu’on multipliera
par z7®, puis on développera le produit suivant les puissances ascen-
dantes de  : le coefficient du premier terme sera la fonction détermi-
nante. Remarquons que, ayant g, il suffit de multiplier la fonction
caractéristique par x$-%, puis de fairex = o:

a6~ P (2f ]

33. Jélablirai immédiatement quelques propriétés de I'équation
déterminante de ’expression différentielle P.

Je remarque d’abord que, si p, est identiquement nul, la fonction
caractéristique, et, par suite, la fonction déterminante, est divisible
par p. Si l'on effectue cette division, et que 'on change ensuite p en
¢ -+ 1 dans le quotient, on obtiendra, en égalant & zéro, I’équation dé-
terminante de I'équation différentielle d’ordre 7z — 1 obtenue en pre-

. dy
nant pOl]!' mconnue ——-
dx

On apergoit encore de suile que, si dans I’équation P = o on pose
y=atw,

I'équation déterminante de I'équation différentielle en w ainsi obtenue
aura pour racines celles de I'équation déterminante de P=o, diminuées
dep,. Eneffet, lafonction caractéristique de I'équation en w, P (2fw) =o,
est P(a?+¢). Elle se déduit donc de la fonction caractéristique P(«f) de
I’équation en y, en changeant p en p,+ p, et, par conséquent, il en
est de méme des équations déterminantes.

Infin, si dans ’équation P.= o on pose

y=¢(z)w,

() étant une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro,
et non nulle pour # = o, I'équation déterminante de I'équation diffé-
rentielle en w ainsi obtenue sera 1a méme que celle de I’équation en y.
En cffet, on voit sans peine que, 'équation en w étant de'la forme

(lm“, y dmal w dm—-z‘v. P o
Il -+ (]J,—*‘ I .) domn—T -+ ([)u-l- P,) dz— e i e o (pm—i- ,,,)W—AO,
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sa fonction caractéristique est la somme de deux termes. Le premier
terme

plo— .o —mt R R S
xf? pe — =~ P ...+ Pn

m ‘.l-”l—l

est la fonction caractéristique de I’équation en y, et, dans le second
terme,
o
xe[&l\p—x)..

Ao —m-1 olo—1h.. .o —m-+ o}
;5 )—é"Pl‘ . x’"‘v" +‘~-~+Pm k]

le plus haut exposant de « en dénominateur est inférieur au plus haut g
dans les dénominateurs du premier terme. D’oui 1l résulte que, si 'on
multiplie par 25, puis qu’on fasse # = o, pour obtenir la fonction
déterminante de ’équation en w, le second terme s’évanouira tout
entier, et I’on obtiendra par conséquent le méme résultat qu’en opérant
sur le premier terme seul, ¢’est-a-dire la fonction déterminante de
I’équation en y.

Il suit de ces diverses propositions, p,, s, ..., py étant les 7 racines
de I’équation déterminante de P :

1° Que si, dans P = o, on pose

Y=y w,

ol y, est une intégrale de la forme x% (), ¢ () étant holomorphe
dans le domaine du point zéro, et non nul pour & = o, ’équation diffé-
rentielle en w, homogene par rapport aux dérivées, ainsi obtenue, aura
une fonction déterminante dont les racines seront

Pr—Pos P1—=Pos --5 Py Po

et que, par conséquent, comme cette fonction est divisible par p, 'une
des quantités p,, pa, ..., py est égale & py, s0it p, = p,;
2° Que, si I'on pose ensuite dans I’équation en w

w= [zdz,

*

la fonction déterminante de 'équation en z sera de degré y —- 1 et aura

pour racines
P Po—— 1y Pa— Py 1y «s'sy Py — Po—1;
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3° Que si, par conséquent, dans P = o, on fait la substitution
r=yJzdz,

I'équation en =, d'ordre m — 1, ainsi obtenue, aura pour équation dé-
terminante I'équation de degré y — 1, qui admet comme racines

Dy—pPy—1I, Pa—Po— T, ..., Py— Po— 1.

34. La relation simple
{ - yE==m
entre I'ordre de I'équation différentielle, son indice caractéristique et
le degré de son équation déterminante permet de substituer 2 la notion
de I'indice caractéristique la considération plus rationnelle de I’équa-
tion déterminante. L’indice caractéristigue d’une équation différentielle
n’est autre que la différence entre I’ordre de cette équation et le degre
de son équation déterminante. :

Des lors, toutes les propositions concernant I'indice caractéristique,
relatives, par conséquent, & des équations différentielles dont tous les
coefficients sont infinis d’ordres finis pour « = o, pourront s’exprimer
a I'aide de I'équation déterminante.

(’est ainsi que nous énoncerons de la maniére suivante la proposition
du n°26:

Le nombre des intégrales régulicres linéairement indeépendantes de
Uéquation P = o est, au plus, égal au degré de son équation déter-
minante.

35. On peut dailleurs se faire une idée encore plus nette de la
fonction caractéristique et de la fonction déterminante de I’équation
différentielle P = o en mettant cette équation sous une certaine forme.

Ecrivons-la ainsi :

. 1 " (l"'.}/‘ 12 - dm—x,y. pm——t d .
P(y)= o™ om & mm B g F T g TPy =0

Réduisons les fractions
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au plus simple dénominateur commun «%, puis multiplions tout par «#.
L’équation différentielle deviendra

noan (lel—-l;, ([ -

dmy ly
\WE — 7] . — . * —
N ()») = N, a" WET -+ n, 2! + .oz Iz -+ nn )y = o,

dz™

ou les séries ng, 7, ..., n, contiennent seulement des puissances po-
sitives de x, el ne s'évanouissent pas toutes pour x = o.

Nous appellerons cette forme du premier membre d’une équation
différentielle sa forme normale.

La fonction caractéristique de I’expression différentielle N est

N(zt) =zt [n,p(p—1)..(p—m—+1)+nplp—1).(p—m = 2) .. 4 Nypei p =+ N ;

par conséquent, le produit ~?N(a?) ne contient que des puissances
positives de « et n’est pas nul pour x = o.Son terme constant est la
fonction déterminante.

Inversement, on voit facilement que, si une expression différentielle
a une fonction caractéristique remplissant ces conditions, elle a la
forme normale. On peut done, par I’examen de la fonction caracté-
ristique, reconnaitre si une expression différentielle a la forme normale.

36. Je vais définir ce qu’on entendra par une expression différentielle
composée, et en démontrer une importante propriété.
Soit 'expression différentielle

dar dv.—-l,y‘ dy
A7) =ty =~ = o At s A (Mgt —— = Ay Vs
() PP e T Y

Je considérerai la lettre A comme un symbole d’opération, de telle
sorte que A(y) indique une opération définie a effectuer sur y:

da d¢~1
A(}")z((laa—z'; +(l;z'[z-;—,;~_—l e e o aa>y.

Cela étant, A(B), ou simplement AB, indiquera la méme opération
effectuée sur B. Si alors B est une seconde expression différentielle,
AB représentera aussi une expression différenticlle C, et nous dirons
que expression AB = C, obtenue en effectuant sur B les opérations
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indiquées par le symbole A, est composée des expressions A et B, énon-
cées dans cet ordre.

Méme définition pour une expression composée de plus de deux
expressions. ’

Si les coefficients des expressions composantes ne contiennent qu’un
nombre limité de puissances négatives de =, comme on le suppose ici,
il est clair qu’il en est de méme des coefficients de I'expression com-
posée.

Soit AB = C et soient

o : X ’
Azt = J,?/t(x, 73 ::S‘ ./IMO} 28+
@

L i
Bat) =ath(2, p) :Z k, (p) 2+,
Clat) = atl (2, p) =E b (p) 2+t
. IN
les fonctions caractéristiques des expressions différentielles A, B, C.

On a
Clat)=AB(2¢ == A [Z /ﬁ,(p}xf"."’J ::2 I,(o) A(ze+),

¢’ est-a-dire
Y 4123 Y hip ¢ oy
1~ Yy

Il résulte de celte égalité que, si A et B ontla forme normale, comme
alors A, (p) et k,(p) s’évanouissent pour les valeurs négatives de p et

de v, mais non pour la valeur nulle, zllx(p)as" ne contiendra que des

puissances positives de x et sera différent de zéro pour # =o. Donc
(n° 35), la fonction caractéristique de C, divisée par xf, remplissant
ces conditions, C aura lui-méme la forme fdormale. De plus, si nous
faisons @ = o dans la méme égalité, nous aurons entre les fonctions
déterminantes de A, B, C cette relation simple

bip) = ha(p) ko(p)-
D’oli cette proposition :

Si une expression différenticlle est composée de plusieurs expressions
8.6
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différentielles de forme normale, elle a elle-méme la forme normale, et
sa_fonction déterminante est le produit des fonctions déterminantes des
expressions composanites.

Le degré de [,(p) est, par conséquent, la somme des degrés de %, (p)
et de Ay (p).

Plus généralement, on peut remarquer que, st deux des trois expres-
stons A, B, C ont la forme normale, il ¢n est de méme de la troisicme.

37. Je vais maintenant m’occuper, en vue des recherches ultérieures,
de la réductibilité et de I'irréductibilité de I'équation différentielle
P=o. L'introduction de cette notion, outre qu’elle nous sera d’une
utilité capitale, aura I’avantage de mettre une fois de plus en évidence
I'analogie si complete des équations différentielles linéaires avec les
équations algébriques. ‘

Une équation différentielle linéaire homogene, dont les coefficients
ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de «=', sera dite
réductible lorsqu’elle aura au moins une intégrale commune avec une
autre équation différentielle linéaire homogene, d’ordre moindre, et
dontles coefficients présentent le méme caractere. Dans le cas contraire,
’équation sera dite irréductible.

Par exemple, 'équation du second ordre

a*y 1 dy  eadt+5

R
que nous avons rencontrée au n° 28, est réductible, puisqu’elle admet
toutes les intégrales de 1'équation du premier ordre

dy | x*+1
C-H z Yy =o.

Nous formerons tout & ’beure des équations irréductibles.

38. Soient
A_(y') == uo-;—g-‘z'% ~- al%ﬁ%g “+.. . ({u.y7
dby d*-ty
B(y)= bo-d—x"—a—i- [11"7;1:'2 He by
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deux expressions différentielles, de méme nature que P, et ot I'on a

v

23 et a—B=u=

Je dis que, si Q désigne le symbole d’opération

dy  dr

Q(J’)=Qn‘/xx+(]lm+~--+4x,‘r‘,

on pourra toujours mettre A sous la forme
A=QB+R,

les ¢ ne contenant qu'un nombre limité de puissances dex—', et R re-
présentant une expression différentielle de méme nature que A, B, Q,
mais d’ordre inférieur 3.

Si, en effet, on dérive B x fois, on obtient

dB di+y dby

;Z;,T - bo ——(/x#_*_’ -t Uy -(-l‘—;; -+ U\,

a*B di+2y dé+'y diy

g =g e wh e + U
........................ e e ,

d*B dey de dPy

(/J/ 0 ;/T%'_'; -+ Uy, l P - il {2 m +Ux’

les « ne contenant qu’'un nombre limité de puissances de ', et les U
“étant des expressions différentielles d’ordres inférieurs a f3, et a coeffi-
cients de méme caractere que les u. On déduit de la la valeur de la
somme

d*B d—'B B
gz T G T
¢’est-a-dire la valeur de QB :
d~ d=ty d—y |
QB = ¢,b, (—/—5?*: + (qotbws + q1by) y =t (qottr + @1 Usi,i 4 @2 b0) e
. dty
= (Gollux = i Uty wmt =+ o o = Gt Ui+ qbo) "J‘;—é
‘ =y
+ Ui+ @ Upey +. .+ ¢ Ui =+ ¢ (b. it bg}").

S.6.
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Déterminons ¢o» ¢,s ¢as + -+ ¢ par les conditions suivantes, ce qui est
toujours possible :
(jobn =,

Golly = qlbu =y,

Qollay 1= Gl oo =5 Qe Uny == Gy bu = Qy;

nous trouverons évidemment des valeurs ne contenant qu’un nombre
limité de puissances négatives de , et nous aurons

d*y —a da—1y . ‘a Aty
dz* Ydzxe T

" dxt

QB=uq, + U,

U étant d’ordre inférieur a f3. Or cela peut s’écrire

A=QB R,

en posant
d=y
R =, m;; ey — U,

expression différentielle d’ordre inférieur a @3, et dont les coefficients
présentent le caractere des fonctions rationnelles.
Il résulte de I'égalité
A=QB~+R
que toute intégrale commune aux deux équations A =o et B=oest
une intégrale de R = o, et que, inversement, toute intégrale commune
aux deux équations B=o et R = o est une intégrale de A = o.

39. Supposons que toutes les intégrales de B = o satisfassent &
A =o:alors elles satisfont aussi 4 R = o. Mais I’équation R = o, étant
d’ordre inférieur & 3, ne peut admettre 3 intégrales linéairement in-
dépendantes que si R s’évanouit identiquement. D’olt cette proposition :

Si I'équation A = o admet toutes les intégrales de I'équation B = o,
A se met sous la _forme composée A = QB.

Remarquons que Q est d’ordre & — (3, et que, d’apres le n°® 36, si A
et B ont la forme normale, il en séra de méme de Q.

40. Supposons I’équation B=o irréductible, et imaginons qu’elle
ait une intégrale commune avee I'équation A = o, auquel cas Pordre
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de A est au moins égal a celul de B, sans quoi B = o serait réductible.

On a alors I'égalité '
A=QB+4R,

et 'intégrale commune vérifie R = o. Mais B = o, étant irréductible, ne
peut avoir_ aucune intégrale commune avec 1’équation R = o, qui est
d’ordre moindre. Il faut donc que R s’évanouisse identiquement, et, par

suite, on a I'identité
A =QB,

ce qui donne cette proposition :

St U'équation A = o admet une intégrale de !’équation irréductible
B = o, elle les admetira toutes.

41. A et B étant deux expressions différentielles d’ordres respectifs «
et B, il est facile d’obtenir I’équation différentielle qui donne les inté-
grales communes aux deux équations A=o0 et B=o.

Jopérerai comme dans la recherche d’un plus grand commun divi-
seur.

Soit«Z 2. On a
A=QB-+R,,

et les intégrales communes 4 A =o et 4 B = o sont les solutions com-
munes A B=o0 et A R, = o. On aura donc ainsi successivement

A = QB R,
B == QI R( + }{1,
Rl == Qz R-_» -+ R:& )

Rz—-l = Qt Rz -+ Rt+1~

Sig,, 55, 0y, ... sONt les ordres respectifs des expressions différentielles
R,, Ry, R;, ..., on ales inégalités

aZB>a>a> 0> .,
S 3 A I Lo, . R .
d’on il résulte que ¢; $’évanouit au plus tard pour j = {3. Soient
Giqn=0 et o.To.

Alors Re,, est égal ou & wy, u étant une fonction de x, ou a zéro. Dans
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le premier cas, les deux équations A =o et B=o0 ne sont vérifiées

simultanément que pour y = o, c’est-a-dire qu’elles n’ont aucune inté-

grale commune. Dans le second cas, A = o et B= o ont des intégrales

communes qui sont les solutions de I'équation différentielle R, = o.
De la cette proposition :

St Péquation A = o est réductible, il existe une éqguation D =o, d’ordre
moindre, dont elle admet toutes les intégrales.

42. Il résulte du théoreme précédent et de la proposition du n° 39
que la condition nécessaire et suffisante pour que I’équation A = o soit
réductible est que A puisse se mettre sous la forme composée

A=0QD,

ot la somme des ordres x et 0 de Q et de D est égale & 'ordre o de A.
Tel est le caractere d’une équation réductible. '

On sait qu’étant donnée une équation algébrique de degré &, ayant
toutes ses racines communes avec une autre, de degré x + d, on peut
ramener la détermination de toutes les autres racines 4 la résolution
d’une équation de degré x. De méme, connaissant D, on pourra inté-
grer 'équation différentielle réductible A = o au moyen d’une équation
différentielle Q = o, d’ordre %, en prenant pour inconnue D.

43. 1l est facile de reconnaitre 'existence d’équations différentiellcs

irréductibles de tout degré. .
Je vais en effet former une équation irréductible A = o d’ordre
donné «. Je formerai d’abord sa fonction caractéristique A (a?); j’en
déduirai (n° 31) ensuite A.
Dans ce but, je prends au hasard une fonction entiere de p, A (x, p),
de degré «, dont les coefficients ne contiennent que des puissances po-
sitives de « et ne soient pas tous nuls pour x =o :

h(z, p) = h(p) + hi(p)x + hu(p)2? +. ..,

de sorte que A, (p) n’est pas identiquement nul. Jassujettis simplement
la fonction 2(x, p) & deux conditions, savoir : A, (p) sera une constante

et 2, (p) sera de degré ¢.
Cela posé, il existe une expression différentielle A, de forme nor-
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male, qui admet pour fonction caractéristique x?h(x, p) (n° 35), et
Ion a

£ {u~-| IE

-+ @ x* —
' dzt

. _‘ ..a( .
Aly)=awx e

o e )

ou a, et %9 ne s'évanouissent pas pour & = o, a cause des deux condi-
tions imposées & & (x, p).

Je dis que I'équation A = o est irréductible.

En effet, si elle était réductible, il existerait (n° 41) une équation
D = o, d’ordre moindre &, dont elle admettrait toutes les intégrales,
et I’on pourrait mettre A sous la forme composée

A=0QD,
Q étant une expression d’ordre = tel qu’on ait
%+ 0=a.

On peut d’ailleurs supposer que Q et D ont lIa forme normale comme A.
Or, soient
Q(a¢) = xt[no(p) --ni(p) 2 + nap)2* +. . . ],
D{at) = 2[4 (p) + & (o) + Lalp) & 4. - ]

les fonctions caractéristiques des expressions Q et D; leurs degrés en p
ne surpassent pas, comme on sait, les ordres » et ¢. La formule du
n° 36 donne les deux identités

ho(p) =no(p) &olp)
: /’I(P) = 'C.O(P)'ﬂx({)) +710(P+1) 4'({‘7)'

D’apres la premiere, 4,(p) étant une constante, u,(p) et §,(p) sont
eux-mémes constants; par suite, d’apres la seconde, la fonction 2, (p),
qui, par hypothese, est de degré «, serait identique & une fonction dont
le degré n’est pas supérieur au plus grand des deux nombres x et d, ce
qui estimpossible. Donc I'équation A = o est irréductible.

Remarquons que A, (p), n,(p) et §o(p) sont les fonctions détermi-
nantes de A, Q et D, desorte que la fonction déterminante de A est
une constante. ‘

Ainsi done, par la méthode précédente, on peut former des équa-
tions différentielles irréductibles de tout degré.
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4%. Avant d’utiliser les considérations qui précedent pour I'objet de
notre étude, la recherche des intégrales régulieres, je vais les appli-
quer a la décomposition des expressions différentielles linéaires, homo-
genes, a coefficients constants.

Soit I'équation différentielle

ygy o 4 =ty
I (‘7 )  dam +1]‘ dxm—= T Pl =0,

ol les p sont des constantes.

1° [expression différentielle P peutse mettre sous la forme compo-
sée P = AQ,, les expressions A et Q, étant respectivement d’ordres 1 et
m — 1 et de méme nature que P.

Soient, en effet,

v i

A=z T4
(lm—l)_. ‘ (lm» ~2.‘),. .
Q= doroi T4 T e ue )y

ou les coefficients @ et ¢ sont des conslantes que je vais déterminer. Je
forme AQ, et je I'identifie avec P. J'obtiens ainsi les équations

q! —ad= pl,

(]3 — a(_I| = ,)g,
qm—-l - a(Im——z =pm~— Ly

- “q:n—-l = Pu,

qui donnent toujours des valeurs constantes pour ¢,, ¢s, ..., Gu—i, @,
car on a

G=a—4p, =GP a+py oy G = A AP A Pay,
et a est racine de I'équation
‘ "~ P A Pt A P @ P = O,
Remarquons que cette équation n’est autre que

ez P (ear'; 20,
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2° L’expression différentielle P peut se mettre sous la forme com-
posée
P =ABC...HKL,

les m expressions A, B, ..., K, L étant du premier ordre et de méme
nature que P.

En effet, je mets P sous la forme P= AQ,, puis Q, sous la forme
Q, =BQ,, et ainsi de suite. Finalement, j'obtiens Q,,_, = KQ,., Q..
étant du premier ordre. J'aurai donc, en posant Q,, = L,

P = ABC...HKL.

QUATRIEME PARTIE.

45. Revenons maintenant i la recherche des intégrales régulieres,
et appliquons les considérations précédentes. Nous envisagerons tou-
jours I'équation

__dmy dn=ry

P()=_m+p

Tan ... pay=o,

ol les coefficients p ne contiennent tous qu’'un nombre limité de puis-
sances négatives de .

Jobserve d’abord que, sil’équation P = o admet une intégrale régu-
liere, cette équation est réductible.

En effet, si P = o a une intégrale réguliere, elle a aussi (n® 17) une
intégrale de la forme a® ¢ (x), ot ¢(«) est une fonction holomorphe
dans le domaine du point zéro, et non nulle pour & = o. Or, cetle
derniere solution satisfait & I’équation du premier ordre

dy \
a2 y(x) L — o blw) 2 Y (@)l =o,

.

. , . l)l " .
ot le coefficient p, de y est nécessairement de la forme 7(;_) (n° 22);
ce qui d’ailleurs est visible :

Donc I'équation P = o est réductible.
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Ainsi, quand [’équation P = o admet une intégrale régulicre, elle
admet les intégrales d’une équation différentielle du premier ordre ayant
ses intégrales régulicres.

46. Remarquons ensuite que, si dans I'expression P on fait la sub-
stitution .
y=F =0 + o, logz ...+ o, (logx],
ol les ¢ ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de ™', on
obtient pour PF une expression de méme nature

PP =2y, +ydogz + ...+ (logz %],
les y ayant le méme caractere que les 2. Cela résulte immédiatement
dl‘w . - .
de ce que - est de méme forme que F.

On peut en conclure que, si dans I'é¢quation dillérenticlle linéaire
non homogene
B=uw
u est de la forme

w=x'[tt, + w logx ...+ u;{logz 7],

les séries u,, u,, ..., u, contenant toutes ou en partie un nombre illi-
mité de puissances de 2~', cette équation ne pourva avoir aucune
intégrale telle que F. En elfet, PF — u serait identiquement nul. Or
(n° 11), si la différence s — r n’est ni nulle ni entiere, on ¢n déduirait
que tous les coefficients 7 et u sont nuls identiquement, et, si la diffé-
rence s — r est nulle ou entiere, on en déduirait

E=a, yp=14,2"", SeEm x2S, L,

ce qui est impossible, puisque tous les y ne contiendraicnt pas un
nombre limité de puissances de 2. ‘

47. Une intégrale y, de 'équation différentielle AB == o satisfait &
Péquation B = o, ou bien, si B(y,) n’est pas nul, B(y,) salisfait 2 I’¢-
quation A = o.

Or, soient w,, w,, ..., w, les intégrales régulieres linéairement
indépendantes de B =0, el w,, wy, ..., @4, ¥, Vs ..., ¥ celles de
AB =o. ‘
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B(y:), B{y:), ..., B(y;) sont alors des intégrales de A = o, et méme
des intégrales régulieres, d’aprés le n° 46; de plus, elles sont linéai-
rement indépendantes, car, si 'on avait

C'B(}') -+ C‘-'B().') S C,B(‘)‘s) =0,
les C étant des constantes, on en déduirait
B;‘ic‘y' + G It Cw}':\ == 0,

et par conséquent C,y, + Coy. + ... -~ C,y, serait une intégrale et
méme une intégrale réguliere de B = o; il en résulterait (n° 17) une
égalité de la forme

Cl]"1 —+ C‘.»}"z -+ ... C,I:)‘; = C: [ I SR C'/. W,

les C’étant constants; or cette égalité est impossible, puisque, par hypo-
these, oy, sy ooy Wiy Y1y Yas -5 ¥ sont linéairement indépendants.
Par conséquent, si P'on considere toutes les intégrales régulitres
linéairement indépendantes de AB =o, on voit que les unes sont
toutes les intégrales régulitres linéairement indépendantes de B = o,
tandis que les autres correspondent & un nombre égal d’intégrales
régulieres linéairement indépendantes de A = o.

D’ol cette proposition :

L’équation différentielle AB = o a au moins autant d’intégrales régu-
liéres lindairement indépendantes que B = o, et au plus autant que A = o
et B == o ensemble.

Les deux limites du nombre des intégrales régulieres de AB = o
coincident si A = o n’a aucune intégrale réguliere. Donc :

Si Uéquation différentielle A = o m’a aucune intégrale régulicre, les
intégrales régulicres de AB = o sont les intégrales régulicres de B = o.

Y’énoncerai encore ce théoreme :

Une équation différentielle composée de plusieurs équations differen-
tielles a au plus autant d’intégrales régulicres inéairement independantes
gu'en ont ensemble les équations composantes.

D’ot il résulte immédiatement que :

Une dquation dyfférenticlle composée de plusieurs équations differen-
‘ S.1q.
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tielles dénudes toutes d’intégrales régulicres, W’ a elle-méme aucune inté-
o, 7 A} .
grale réguliere.

48. Considérons ’équation différentielle P == o, d’ordre m. Sielle a
une intégrale réguliere, elle aura (n° 45) une intégrale réguliere com-
mune avec une équation B, = o du premier ordre, et, par conséquent,
elle admettra toutes les intégrales de B, = o. Donc (n° 39) P se mettra

sous la forme composée
P=0Q,B,

olt Q, est d’ordre 7 — 1. De méme, si Q, = o a une intégrale régu-
liere, Q, se mettra sous la forme

Qi:Q'zBu

ot B, =0 est une équation du premier ordre ayant une intégrale
régulitre et ol Q, est d’ordre m — 2. En continuant de la méme
maniere, on mettra P sous la forme

pP=QD, -

oul’ona
D=B,B,,...B.B,,

les B égalés a zéro donnant des équations du premier ordre ayant
chacune une intégrale régulicre, et Q = o étant une équation différen-
tielle d’ordre m — 3 n’admettant aucune intégrale réguliere.

Remarquons que, si P a la forme normale, on pourra supposer qu’il
en est de méme de Q, Bg, Bg—y, ..., B,.

Cela posé, il résulte du n® 47 que les intégrales régulitres de P=o
sont les intégrales régulieres de D = o. Si donc on suppose que P =o
ait toutes ses intégrales régulieres, D = o, qui est d’ordre 3Sm, devant
avoir m intégrales linéairement indépendantes, sera nécessairement
d’ordre 3 = m; par suite, Q est d’ordre zéro, et 'on a

P=D.
D’ou ce théoreme :

St I’équation dyférentielle P == o a toutes ses intégrales régulieres, on
peut la composer uniquement d’équations du premier ordre ayant cha-
cune une intégrule réguliére.
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49. Réciproquement :
Si I’équation différentielle P = o est composée uniquement d’équations

du premier ordre ayant chacune une intégrale réguliére, elle aura toutes
ses intégrales régulicres.

Supposons d’abord deux équations composantes
P=B;,, B =o.

Soient y, une intégrale réguliere de B, = o et z, une de B, = o. y,
vérifie P = o. Une solution y, de B, = z, vérifiera aussi P=o. Or

on a
Y=y f——z-f- dx
2 t [)‘.}‘l ]

, . dy
b, étant le coelficient de o dans B,. Donc, comme le montre cette
forme, y, est aussi une intégrale réguliere de P = o. D’ailleurs, y, et
vy, sont linéairement indépendants, car, si 'on avait identiquement

Cl}'x -+~ C'.'}"lj .LTZ{‘-;— dx—o )

en divisant par y,, puis dérivant, on déduirait C, = o, et, par suite,
C| - O.
Supposons ensuite trois équations composantes

P=B,B.B =o.

Soient y, une intégrale réguliere de B, = o, z, une intégrale régu-
liere de B, == o et z, une de B, = o. Soient y, et y, les deux intégrales
régulieres linéairement indépendantes de B, B, = o, trouvées précé-
aelnment; ona

Z2

By dz;

'71‘2 =}l‘[
y, et y, vérifient P= o. Une solution y, de I'équation B, B, = z; véri-
fiera aussi P = o. Or, on connaijt deux intégrales y, et y. de I’équation
privée du second membre z;, de sorte qu’on a y; par une équation du
premier ordre qui donne

= [ d LI
Y= W(x H ’
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, . dy . .
b, étant le coefficient de ;];}; dans B,; d’olt I'on voit que y; a la forme
réguliere. D’ailleurs, les trois intégrales y,, ., ¥ de P = o sont linéai-
rement indépendantes, car, si 'on avait une relation identique de la
forme ”

C1:y=| -+ C‘_):)/l '5[‘3'—1 dz -+ (,3")"1 L[E:}—. dxf?)—_._z dx = 0,

e

en divisant par y,, dérivant ensuite, puis divisant par b-’;— et dérivant,
t ¥
on en déduirait C, = o, et par suite, en remontant, C, = o, C, = o.
On passerait de méme au cas de quatre équations composantes, et,
en continuant ainsi, on prouvera que l'équation P= o, d’ordre m, a
m intégrales régulieres linéairement indépendantes. Donce elle les a

toutes.

50. Nous avons vu que, si I'équation P == o a une intégrale régu-
liere, on peut nrettre P sous la forme composée

P =qQD,

ot Q =0 n’a aucune intégrale réguliere et oli D == o est composée
uniquement d’équations du premier ordre ayant chacune une intégrale
réguliere. Il résulte alors du n° 49 que D == o a toutes ses intégrales
régulieres, et du n° 47 que P =o les admet toutes sans en admettre
d’autres.

On peut donc énoncer les théoremes suivants :

Si I'équation différentielle P = o a des intégrales régulicres, il existe
une équation differentielle D = o dont les intégrales sont toutes les inte-
grales régulicres de la premicre.

St D = o est I'équation différentielle qui donne les intégrales régu-
lieres de l'équation P = o, et st 'on met P sous la forme composée

P=0QD,
2y . ) - ’ y .y
I’équation Q = o n'aura aucune intégrale régulicre.

51. On peut facilement généraliser la proposition du n° 49.
Soient, en effet, A== 0, B = o deux équations différentielles ayant
toutes leurs intégrales régulitres : d’apres le n® 48, on peut les com-
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poser uniquement d’équations du premier ordre admetlant chacune une
intégrale réguliere. L’équation AB = o sera alors composée de la méme -
facon. Donc (n°® 49) toutes ses intégrales seront régulieres. D’olt cette
généralisation :

St I’ équation dyfférentielle P = o est composée uniquement d’équations
ayant chacune toules leurs intégrales régulicres, elle aura elle-méme toutes
ses tniégrales régulicres.

52. Il résulte du n° 50 que 1'on peut mettre une expression diffé-
rentielle A sous la forme composée

A =QD,

o D = o n’a que des intégrales régulieres et Q = o aucune. Suppo-
sons que B = o n’ait que des intégrales régulieres. On a

AB = Q(DB).

Or, d’apres un théoreme du n° 47, les intégrales régulieres de AB = o
sont les intégrales régulitres de DB = o. Mais (n° 51) DB = o n’a que
ges intégrales régulieres. Done le nombre des intégrales régulicres
linéairement indépendantes de AB = o est la somme des ordres de B et
de D, ou, ce qui est la méme chose, la somme des nombres d'inté-
grales régulitres linéairement indépendantes de B et de A. D’ol cette
proposition :

Si équation B = o n'a que des intégrales régulicres, [’équation
AB = o aura exactement autant d’intégrales régulicres lincairement
indépendantes qu’en ont ensemble A = o et B = o. *

On en tire celte conséquence :

Si B = o n’a que des intégrales régulicres et st AB == o en a s lincaire-
ment indépendantes, A = o en aura s — 3, 5 élant Uordre de I’expres-
sion B.

53. Je vais & présent montrer comment les propositions précé-
dentes permettent de rattacher les intégrales régulieres de I'équation
différentielle P = o & son équation déterminante. Et, d’abord, je ferai
uneremarque importante sur I'équation différentielle du premier ordre.
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Soil I’équation du premier ordre

dy
UxX —— ~+~ Wy=—0o
dx J ’
que j’ai mise sous sa forme normale, olt, par conséquent, z et & ne
contiennent que des puissances positives de z et ne sont pas tous deux

nuls pour = o. L’intégrale générale est
__fn'zlx
ux N

On a déjh vu au n° 22 que, si u n’est pas nul pour « = o, y est une
intégrale réguliere de la forme «f ¢ (), tandis que, si z pour z = o est .
un zéro d’ordre n, auquel cas w n’est pas nul pour x = o, ona

y=e

¢ € Cn

y‘:e;*—:;%ﬂ '+Fx?rl‘1(x),
qui n’est pas une intégrale réguliére. ¢ (x) ne contient que des puis-
sances positives de @, et ¢ (o) n’est pas nul.
Soient u, et w, les valeurs de u et w pour x = o. La fonction carac-
téristique de ’équation considérée est
¢ (up + w),

et sa fonction déterminante est
Uy P -+ .

Douc, dans le premier cas u, =< 0, ot 'équation a ses intégrales régu-
lieres, la fonction déterminante est une fonctlion entiere de p du premier
degré, et, dans le second cas #, = o, ol1 ’équalion n’a aucune intégrale
réguliere, la fonction déterminante est une constante. D'ol la réci-
proque.

54. Les propositions établies aux n° 22 et 26, en partant d’équa-
tions différentielles dont tous les coefficients n’étaient pas infinis
d’ordres finis pour & = o, peuvent se retrouver immédiatement
I'égard de I'équation P = o, olt tous les coefficients présentent le carac-
tere des fonctions rationnelles.

1° 8¢ I’équation. différentielle P = o a toutes ses intégrales régulieres,
le degre de son équation déterminante est égal a son ordre.
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En effet, I'équation P = o, d’ordre 7, ayant toutes ses intégrales
régulieres, on peut (n° 48) la composer de m équations du premier
ordre ayant chacune une intégrale réguliere. Les m —+ 1 expressions
peuvent d'ailleurs étre supposées mises sous forme normale (n° 48).
Or, d’apres le n° 53, la fonction déterminante de chacune est du pre-
mier degré. Donc la fonction déterminante de P, qui est le produit
(n°® 36) de ces m fonctions du premier degré, sera de degré m.

Comme on sait, M. Fuchs a démontré que réciproquement :

Si équation déterminante est du degré m, I’équation différentielle
P=o0 a m intégrales régulieres linéairement indépendantes, et par
suite toutes. :

2° Le nombre des intégrales régulieres linéairement indépendanies de
l’équation dyférentielle P = o est au plus égal au degre de son équation
déterminante.

En effet, I'équation P = o, ayant s intégrales régulitres linéairement
indépendantes, peut se mettre (n° 50) sous la forme composée

P=0QD,

ol Q = o n’a aucune intégrale réguliere et ou D = o est d’ordre s et
a toutes ses inlégrales régulieres; P, Qet D peuvent, du reste, étre sup-
posés de forme normale. La fonction déterminante de D est donc de
degré s d’aprés le théoreme précédent. Mais la fonction déterminante
de P est (n° 36) le produit des fonctions déterminantes de Q et de D;
donc elle est au moins de degré s, et, par conséquent, s est au plus
égal au degré de I'équation déterminante de P = o.

55. Lorsque nous avons rencontré ce dernier théoreme pour la pre-
miere fois, nous avons vu que, dans un grand nombre de cas, il y a
égalité, c’est-a-dire que le nombre des intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes est égal au degré -y de I’équation déterminante.
Si vy =m, par exemple, il y a toujours égalité et les m intégrales
régulieres appartiennent & des exposants qui sont les racines de I'équa-
tion déterminante (n°® 23 ). Mais, lorsque 7 est plus petit que m, il peut
y avoir exception et I'on a s 27, s étant le nombre des intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes. 1l s’agit d’approfondir ce cas, 7 <m,
et de trouver la condition nécessaire et suffisante que doit remplir

' 5.8
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équation P = o pour avoir exactement 7 intégrales régulieres linéai-
rement indépendantes.

Je vais d’abord démontrer une importante propriété des s intégrales
régulieres qui existent effectivement, puis je retrouverai leurs expres-
sions de la forme du n° 9, et, enfin, j’établirai la condition qui doit étre
imposée A P = o pour que I'on ait s = 7.

Jadmettrai les deux principes suivants :

1° En disposant convenablement de la constante introduite par !'in-
tégration, on peut faire que l'expression

SFdz,

ot F est de la nature indiquée au n° 1% et appartient & I'exposant g,
soit une fonction de méme nature que F appartenant a ’exposant p -+ 1.

2° Si I’équation différentielle P = o, ayant toutes ses intégrales
régulieres, est composée uniquement d’équations ayant chacune toutes
leurs intégrales régulieres, et si P ainsi que toutes les expressions
composantes sont supposés de forme normale, les intégrales régulieres
linéairement indépendantes des équations composantes appartiendront
aux mémes exposants que celles de I'équation P = o, c’est-a-dire aux
racines de ’équation déterminante de P = o.

La démonstration tres-simple du premier principe a été donnée par
.M. Fuchs. Quant & celle du second, elle résulte immédiatement de ce
que la fonction déterminante de P est le produit des fonctions détermi-
nantes des équations composantes.

56. St I’équation dyférentielleP = o a s intdgrales régulicres linéaire-
ment indépendantes, elles appartiennent & des exposants qui sont s des
racines de son équation déterminante.

En effet, mettons P sous la forme composée
P=QD,

ot D= o est d’ordre s et a toutes ses intégrales régulieres, et ol
Q = o n’a aucune intégrale réguliere. Les intégrales régulitres de
P = o sont alors les intégrales de D = o. Or, les s intégrales régulieres
de D = o appartiennent & des exposants qui sont les racines de son
équation détermivante. D’autre part, P, Q et D étant supposés sous
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forme normale, en multipliant cette fonction déterminante par celle
de Q, on obtient celle de P. Donc les exposants auxquels appartiennent
les s intégrales régulieres linéairement indépendantes de D = o, c'est-
a-dire de P == 0, sont s des racines de I’équation déterminante de
P=o.

Ainsi se trouve généralisée la propriété établie par M. Fuchs dans
le cas ot y est égal & m.

57. Sachant que les s intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes »,, ¥s. ..., 3, de P = o appartiennent respectivement aux ra-
cines g, pas ..., gy de équation déterminante, proposons-nous de
retrouver, sous la forme dun®9, ’expression de I'intégrale y;, qui ap-
partient a 'exposant donné p,.

Jobserve d’abord que, y,. 5., ..., v, étant les intégrales de D = o
et leurs exposants p,, p.. ..., ps étant les racines de 'équation déter-
minante de D, il suffit d’opérer sur I'équation D :== o, qui a toutes scs
intégrales régulieres.

D = o ayant toutes ses intégrales régulieres, je mets (n° 48) D sous
la forme composée

D=B8,B,,...B,B.B,
ou les équations composantes sont du premier ordre, leurs premiers
membres étant supposés de forme normale, et ont chacune une inté-
grale régulitre.

Soit, en général, z; une intégrale réguliere de B; = o. On sait,
d’apres le second principe du n® 55, que z; appartient & 'un des expo-
Sants oy, fuy oo oy Ly

Je dis que, 7, fa, ..., o 6tant un mode de succession arbitrairement
choisi pour les quantités p, on peut opérer la décomposition de D sui-
vant un ordre tel que s;, intégrale de B; = o, appartienne & I’expo-
sant e

En effet, il y a une intégrale réguliere de D == o qui apparlient &
I'exposant g,, et 'on peut alors écrire D = Q,B,, ot B,= o est du
premier ordre et admet cette intégrale, et ot Q, == o est d’ordre s — 1
et a toutes (n° 52) ses intégrales régulieres. Parmi les s — 1 intégrales
régulieres de Q, = o, il y en a une qui appartient & I'exposant p,, et
on peut alors écrire Q, = Q. B,, ou B,=o0 est du premier ordre et

5.8.
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admet cette intégrale, et olt Q,= o est d’ordre s — 2 et a toules ses
intégrales régulieres. Et ainsi de suite. On obtiendra finalement

D=B:B,.,...B,;B,

ol les intégrales =, z., ..., 5, appartiennent respectivement aux expo-
sants py. pay <+ o5 Ps-

Remarquons qu’'on a alors y, = z,.

Cela posé, cherchons les expressions des intégrales y,, y., ..., ¥s
qui appartiennent respectivement aux exposants p,, pay « .., fs-

1° Supposons que parmi les s racines p il n’y en a pas deux dont la
différence est nulle ou entiére.

Dans ce cas, nous regarderons comme quelconque 1'ordre de succes-
sion p,, py» ..., ps des exposants auxquels appartiennent respective-
ment les intégrales z,, z,, ..., z, des équations successives B, = o,
B.,=o,...,B;=o.

Nous poserons en général

zi=aylz), j=1,2,3, ...,

y;(x) ne contenant que des puissances positives de x et n’élant pas
nul pour = o.

L’intégrale réguliere z, = «f ¢, (), appartenant & I'exposant p, et
vérifiant D = o, représente y, :

p
yo=ax0 g, (x).

Une solution de B, = z, est de la forme

Zy PRar— b (2

b,z étant le coefficient de % dans la forme normale B,. Or, b, n’étant

Bas | 0 — o P(z)
p'a? nul (n® 53) pour @ = o, 5 e
sitives de o et n’est pas nul pour = o. Cette solution est donc bien
de la forme réguliere et appartient 4 I’exposant p, + (p, — p,), C'est-

a-dire p,. Comme elle vérifie D = o, elle représente y, :

ne contient que des puissances po-

Vi it c‘;,(%‘)
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p: — p, W’étant ni nul ni entier, par hypotheése, y, ne contiendra pas
de logarithmes.

Une solution de B, B, = z, est de la forme

2 I
7 b,x]',(x b.xz,

o tat (o H(2) | (a)
x“%(%)fx? 1 m—/\—:x—) dxfx- v 1[)2 LJH,[‘;L‘) dx,

ou

dy

b,x étant le coefficient de = dans la forme normale B,. La quantité

b, n’élant pas nulle pour = o, cette solution est bien de la forme
réguliere et appartientd 1'exposant

pr =+ (p2— pu) -+ (ps — p2) = pu.
Comme elle vérifie D = o, elle représente y, :
)= x% oy x).

ps — p. Wétant ni nul ni entier, y, ne contient pas de logarithmes.
En continuant de la méme maniere, on obtiendra successivement les
s intégrales régulieres linéairement indépendantes de P = o, sous la
forme
r=zvolz), pr=ate(z), ., p=atelz),

ou les ¢ présentent le caractere des fonctions holomorphes et ne s’éva-
nouissent pas pour x = o.

2° Supposons qu’il se trouve entre les racines g,, p., . .., p, des dif-
férences nulles ou entieres.

Dans ce cas, nous partagerons les racinesp,, gs, ..., g, en groupes
tels que chacun d’eux ne contienne que des racines dont les différences
mutuelles soient ou nulles ou entiéres et comprenne toutes ces racines.
Certains groupes pourront ne renfermer qu'une seule racine. Des lors
il est facile d’obtenir le groupe d’intégrales régulieres correspondant
a4 un groupe donné de racines.

Soient p,, ¢, ..., px les racines d'un groupe, rangées dans un ordre
quelconque. On peut alors supposer, comme on I'a vu, que les inté-
grales régulieres z,, %,. ..., 2; des équations successives B, = o,
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i

B.==o0, ..., B;== o0 appartiennent respectivement aux exposants g,
Pas vvvs fan :

Cela étant, on déterminera y,, +.. .... ¥, en suivant la marche expli-
quée dans le cas précédent. On aura

ol
U
. SRy
b| ';’1‘,\-'1;»

|
J

3
me=xaddal, = anda) /x?z—?n—'

v
%

v+ ne renferme pas de logarithmes; mais les différences p,— p,,
fs — 0as ..., Gtant entieres ou nulles, y., y,. ... contiendront géné-
ralement des logarithmes; vy, en renfermera certainement si g, — ¢
g Y I i

est nul, car la différentielle sous le signe [ dans y, est
“C .
— - c.;'l,(x‘)J(lx,
> 2

C, étant différent de zéro et g,(x) holomorphe dans le domaine du
point zéro; l'intégration donne

Clogz - (2,

et, par suile, on a
pr==at[ple) (@) loga].

Il peut arriver cependant que tous les logarithmes disparaissent.

On aura donc ainsi le groupe d’intégrales régulitres appartenant
aux exposants donnés, tel que la différence des exposants de deux
intégrales de ce groupe soit nulle ou entiere.

3° Remarquons encore que, si 'on pose

S 2y S

SIS Uy, oy R UGy ey g e DD U

by, b, 2z,
on aura

yi=uw, pi=ufndr, yi=ufudz fude, .., v fuade f e de... fugdz,
ol l'on a

uy == 24U o (x),
o (x) étant holomorphe dans le domaine du point zéro et non nul
pour = o, u; appartenant par conséquent & I'exposant p; — ps_y ~ 1.
Ces résultats sont d’accord avec les n® 18 et 33.
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58. Je vais enfin trouver la condition précise que doit remplir
I'équation différentielle P=o0, pour avoir un nombre d’intégrales
réguliéres linéairement indépendantes exactement égal au degré de sa
fonction déterminante. Dans les deux démonstrations suivantes, P, Q
et D seront supposés sous la forme normale.

Si le nombre des intégrales régulieres linéairement indépendantes
de Péquation différentielle P = o, d’ordre m, est égal au degré - de sa
fonction déterminante, P pourra se mettre sous la forme composée
P =QD, ol Q sera d’ordre m — 7 et aura pour fonction déterminante
une constante.

En effet, P = o, ayant 7 intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes, peut (n° 50) se mettre sous la forme P=QD, ol Q est d’ordre
m — 7 et n’a aucune intégrale réguliere, ot D est d’ordre 7 et a toutes
ses intégrales régulieres. Donc (n° 36) la fonclion déterminanie de P est
égale au produit des fonctions déterminantes de Q et de D. Or celle de
D est de degré v, puisque D = o a toutes ses intégrales régulieres, celle
de P aussi; done il faut bien que la fonction déterminante de Q soit
une constante.

Réciproquement :

Si I'expression différenticlle P d’ordre m, ayant une fonction déter-
minante de degré v, peut se mettre sous la forme composée P =QD, ou
Q est d’ordre m — ¢ et a pour fonction déterminante une constante,
I'équation différentielle P = o aura exactement 7 intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

En effet, P étant d’ordre m et Q d’ordre m — 7, D sera d’ordre 7. Or,
2 cause du théoreme du n° 36, la fonction déterminante de Q étant du
degré zéro, celle de D est du degré 7. Donc D = o a toutes ses intégrales
régulieres, puisque son ordre est égal au degré de sa fonction détermi-
nante. Mais I’équation Q = o, ayant pour fonction déterminante une
constante, ne peut admettre (n° 54) aucune intégrale réguliere. Done,
Q’apres le n° 48, I'équation P =QD = o aura pour intégrales réguliéres
les intégrales de D = o, ¢’est-d-dire qu’elle aura exactement y intégrales
régulitres linéairement indépendantes.

Les deux propositions qui préceédent donnent donc le critérium qui
permettra de décider si P =o a 7 intégrales régulieres :

Pour que I’équation différentielle P = o, d’ordre m, ayant une fonc-
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tion déterminante de degré v, admette 7 intégrales réguliéres linéaire-
ment indépendantes, 1l faut et il suffit que l’expression P soit de la
forme P = QD, Q ¢tant d’ordre m — v et ayant pour fonction determa-
nante une constante.

Les Chapitres qui vont suivre nous permettront de transformer cette
condition, en considérant ’équation au multiplicateur intégrant de
P = o. Comme nous allons le voir, il existe une connexion remarquable
entre une équation linéaire homogeéne et celle que vérifient ses facteurs
intégrants. )

CINQUIEME PARTIE.

59. Soit I'équation différentielle linéaire homogene

N (lm.'}/' (lm-1.y1 ' ) L
P(y)= T -+ Ty e - Pa) == 0,

ol les coefficients p sont des fonctions de = holomorphes dans une
partie du plan & contour simple, sauf pour certains points singuliers

isolés les uns des autres.
Considérons 7z intégrales linéairement indépendantes de la forme

=0, yr=v fudz, yy=v [edz fv;dz, ..., yu==0 fodz fo,dz... [eade.

Je vais d’abord mettre P sous une forme composée déterminée.
Dans ce hut, je construis les équations différentielles du premier

ordre
Ai=o0, Av=0, ..., Aj==0, ..., An=o0,

de la forme

dy
Aj:%——K,-]‘:o,

admettant respectivement comme solutions

Viy Vi VaeeuWjy vaey 000 0y oiy U000 U

La valeur de K;, par exemple, sera

d{v,ey. . .0)
Ki= (00, . .0;) 222200
i =00 7l dx .
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Je dis que 'expression composée

AvAui- A AL A,
est identique a P.
En effet, cette expression est annulée par les intégrales générales
des équations

A= 0, Ai=v,0, AAi=v 0, . - VY. . S N O OU T

Or, I'intégration directe de ces équations montre qu’elles admettent
des solutions coincidant précisément avec v, V., ..., y,;car, A, =o
élant satisfaite pour y = ¢, A, = ¢, ¢, estsatisfaite poury =y, [ ¢, de,
Ay A =9, 0.05 pour y =9, [0,dx [¢;dx, .... Donc les deux équa-
tions '
ApAn_i...AvA; =0 et P=o,

d’ordre m, ont un systeme fondamental d’intégrales commun, et, par
conséquent, comme dans les deux premiers membres le coefficient de

Z‘—-Z est 1, ces deux premiers membres sont identiques; sinon, leur dif-
xl/l

férence, qui serait au plus d’ordre 72 — 1, serait annulée par m fonc-
tions linéairement indépendantes, ce qui est impossible. On a donc

‘identité
P—=AnAL... . ALAL

L’expression P élant ainsi décomposée, j'observe, d’apres le raison-
nement précédent, d’une part, que I'équation d’ordrem, — 1

Ay =AniApa . AA =0

admet les 2 — 1 intégrales linéairement indépendantes v, Vs, .. Vo)
et que par suite son intégrale générale est

Coyi+ Gy oo+ Ca  Dmzs
d’autre part, que I’équation )
Alpi=oivaitn
admet la solution particuliere y,,, et que par suite I'équation
ALy = Cu ¢yt Oy

o1 C,, est une constante arbitraire, admet la solution particuliere C,, ).
D'olt je conclus que l'intégrale générale de cette derniére équation
. S.9
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d’crdre m —- 1 est
C;}"| - Cn}"'} i e Cm‘:rnn
c’est-a-dire la méme que celle de I'équation P =o d’ordre m. Il en ré-
sulte que I’équation
A (},) = Cm ViVaee eV

est une intégrale premiere de I'équation différentielle P = o.

Si donc j’élimine la constante C, de cette intégrale premitre, en
I’écrivant

(¢0020 . 0u) " Ay) = Cu

puis dérivant, ce qui donne
d
72 0 A=,

si ensuite, dans 'équation obtenue, je raméne a 'unité le coefficient de

dar L. : . . . , . oy
(—Z—;?:en multipliant par ¢,¢,...¢,, j’arriverai 3 une équation différen-

tielle

A \
(R .(',I,dix [(0002 com)T'A(y)] =0

qui aura son premier membre identique avec P.
Eecrivons cette identité; sije pose
(Ul (£ (lm.‘,“—.,: DI,
elle s’écrira
d
MP{y)= — ]
(r)= 77 [MA(y]]

Or, elle exprime que P (y), multiplié par M, est une dérivée exacte.
C'est la définition méme d’un multiplicateur intégrant. Donc, toute
expression de la forme (¢,¢,...0,,)"" est un facteur intégrant.

Cherchons une équation qui fasse connaitre M directement en fonc-
tion des données.

Je pars de I'identité
d
MP ()= - [MA(y]].

A, quireprésente I'expression A, A,,_....A, A, est de la forme

. (.'l'“—l")” dm—-2),-
A (-7 = (/.%""—'l ‘+ 1' (/xmuz

+oi ey
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Egalons les coefficients des mémes dérivées dans les deux membres :

AM d(ML) dIMLT ,
s +Mlx—~p|1\ , —--—(— +RIL——P:N[ . - = 31[.;:1741\1’ ceen

diMl,_, diM,_)

dx - —+ BI lm-—x —_— p’ll—l DI (Zx = Pm 1\[1-

Eliminant successivement/,, , ..., /,_, entre ces m égalités, nous ob-
tenons 'équation différentielle

([rn i\’l’ _ (Zm—l (P' 'lvl\) (l/u—-? p M)
dxm (1wm -1 -+ dxm-—-

+. —1pa M=o,

a laquelle satisfait le multiplicateur intégrant M.

Inversement, toute solution de cette équation est un facteur inté-
grant de la forme (¢, ¢,...90,)7".

Soit en effet M une solutlon Les m —1 premleres égalités en 7 dé-
terminent 4,,,, ...,4,_,, et la derniere est satisfaite. L’e}\presswn A est
donc déterminée et, en outre, on a

. d o
MP (y) = — [MA(y]],
dx

ce qui prouve que M est bien un facteur intégrant.

De plus,
MA ("}") =C, ou A U/') =C, M,

C,. étant une constante arbitraire, est une intégrale premiére de P = o.
D’ou il résulte en premier lieu que m—1 solutions y,, ya, «.-, Yy de
A = o sont aussi solutions de P = o, et en second lieu que, si ces
m —1 solutions, supposées linéairement indépendantes, sont mises
sous la forme

yi=v, pr==v fodzr, ..., Yu=0S0 dz... [ Vi dz,

une solution y,, de P = o, qui constitue avec y,, Yss +-v; Y-y U
systeme fondamental, pourra s’écrire

Fm == C,,, UIJ' vy dx... fumdx,

¢, satisfaisant a 'égalité
UiV oo O =M"".
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S1, en effet, on fait la substitution
y = Cuo, fordzx... [vudzx fvdz

dans I"équation
A. (}") = Cm 1\1—’-!’

on obtient
C,,, Uiy oo Vppemy ¥V = Cm%l—’,

et par suile
O =M.

Jen conelus done

M= (¢ ¢se..tn "

L’équationaux multiplicateurs intégrants de la forme (¢, ¢ar..., %)
est done
d"M  drip MDY
-r

o = 0.
Ton e =1 paM =0

Remarquons que la premitre des m égalités en /,

d M

S+ ML=p.M,

donne cette valeur de M
M = e 2ty

60. Lagrange a trouvé I'équation différentielle en M par un autre
procédé que je vais rappeler sommairement. Donnons méme un coeffi-

cient p, 4 — dans I'expression P, p, étant différent de I'unité.

I m
Je multiplie P par Mdx, M étant une indéterminée, -et j’integre la

différentielle
Ply)Mder.
L’inlégration par parties donne successivement

J‘PmJ' de o J.pm le(lx

? dy d(pe— M)
‘/ Pm—t a; M d-z‘ e ])m__[ ]\1}” -— —;,—)—CTZ——— y dz

[ GE M= po . e M) yo [E=Ml
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On en déduit

d{pa_ M) d*{p,_.M) 1. ;
dz - dz* 7 yaz.

SP(y)Mdzr=MA(y) + J [,,m M —

Sidonc on détermine la fonction M par la condition qu’elle satisfasse
al’équation

d(puiM) . d(pusM) d(p, M)
dzx - dz? RN T dzm

0=psM —

on aura
MP(y)= [MA( s

et M sera un multiplicateur intégrant.

On retombe donc ainsi sur I'équation en M déja obtenue, et I’on voit
que, pour la trouver, il suffit d’intégrer par parties les différents
termes de P(y) Mdx et d’égaler a zéro la somme des éléments placés
sous les signes [

61. Inversement, je vais appliquer cette regle a2 la recherche de
I’équation aux multiplicateurs intégrants de I’équation différentielle
en M.

Je multiplie par yda le premier membre de I'équation en M et j’in-
tegre par parties les différents termes
S paMyde = [p.y Mdz,

L(pn-M ’ dy
.} — (_(l(_],;__) }-da;_—_—_ — Pm—l,:rm[ —’r—/ Py -['; N[(].Z‘,

dlpn-aM) o dipa.M) f t/ Ay
I[ dx‘ ] dx d_ ] /n- I\I 'T' pm 2 I\Id

....................................................

Egalant  zéro la somme des éléments placés sous les signes [, j'obtiens

I'équation en y
dy . .

o :pmy —|' ])/:1»—4 z.z“ + . +17o ‘J;;;",

qui est précisément I’équation P = o, de sorte que, réciproquement,
P = o est I'équation aux facteurs intégrants de 'équation en M.
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62. 1l y a done réciprocité complete entre I'équation P= o et I'équa-
tion en M, et chacune d’elles est I’équation aux multiplicateurs inté-

grants de P'autre.
Nous dirons que les deux équations sont adjointes, et 'expression
adjointe de I'expression différentielle

. a{m.},. (]m—!',} .

P(}") = (—[F -+ D Z[TZ‘T':'—T o I ) Py
sera
: oo AN de g, M A {pnay M)
(‘) . = : _— jd 1= — o — _'l— . e 0T ————— m ) .
@(M) ={—1) e (—1)m— i ; a7 —+ paM
Généralement, si les deux expressions différentielles
ooy de'y .
S(y)-—b.,zl—;:; +S" ;'/';;—__—1 .. ‘-P-br;)’,
v Ay d=y .
é\y’) — 8 d—z; = S‘ (].i":‘ L e e o bc}"
sont adjointes, on aura
RO ¢ 7 R €. 102 SRR L. P 1 S
S(y)={=1) dz (== dz°! T dz i
o d (S, de (S ) d(Ss—i ¥}
Q —_—— T Bt A [ T el e ———— L - S., *
$ (y) —t L dx® + 4 1) dz™t dz = Y

Remarquons aussi que, si 'on considere les deux expressions
adjointes P(y) et (M), on a les deux identités

‘ d '
yEM) == [yB(M]],

\ d
MP(y) = Tn [(MA(y],
d’ou 'on déduit
7 ,
MP(y)— 5y @(M) = = [MA(y) —yB(M]],

dx

de sorte que la différence
MP(y) —r ®(M)

est la dérivée d’'une expression différenticlle linéaire et homogene en
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yeten M, les coefficients étant des fonctions linéaires homogenes des
coefficients p et de leurs dérivées; on a, en effet, trouvé plus haut les

valeurs des coefficients M/, MZ, ..., M/,_, de MA(y), et ceux de
B (M) sont analogues.

63. Je vais établir une relation élégante existant entre une ex-

pression différentielle mise sous forme composée et son expression
adjointe.

Considérons les deux expressions adjointes

([uJ. 3 do'-xj,.

Slrl =8 g + 8 o= - 8

X (Iu.)“ N (Zn-— 1 7

A
dzs " 7' dat v

Je dis d’abord que, u étant une fonction de «, 'expression différen-
tielle adjointe de S(uy) est w8 (y).
En effet, on a

S(y) = (— e @ASy) e TS

dam R dz™ =)

d’olt 'on déduit

A Syuy . d=1( 8, uy
S(ILJ"):;-—-]}"._(*S"—”_{_L__,M—a ( t 7’)_

—_— e L = S uy.
da’ \ / dao or Uy

L’expression adjointe de S(uy) est, par conséquent,

Tan el

So e “7—L-3u—~~‘~+...-|—8 lud—y——i—s,,uy‘,
Cder T dart Y dx

¢’est-a-dire us(y)-
Je dis ensuite que, u étant une fonction de x, 'expression différen-
. . . \ 1k
tielle adjointe de S (u %) est
d ,
(=) s [ws(r)]-
En effet, I'expression

S (dk:),.> ‘([O"F/A}! d""'"'—'j” q dky

EXN =8, ot 8 ol 4 S
dxk] T 7 dao+k +S dao+h—t dat
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a pour expression adjointe

Soetk d(Sy) Yokt w AL e — @ (S.y)
(—1] dai - T dzm+—t I R
ou bien

w s (r),

(—=1) dxt

. d* T [ d*
Par conséquent, (—1)* - [u8(y)] sera 1 adpmte de T <;le;> s T(y)

‘étant I'expression qui a pour adjointe us(y). Or, cette expression
est
T(y)=8(uyl;

d*)
done (——1)" [us (¥)] sera 'adjointe de S( o A)

Soient enﬁn K et sles adjointes de R et de S, ot S désigne toujours
I'expression

. drt ~ ]u——- ~
LSt
da ‘

™
RS_~RI d° }] 4R ( f ,,l__}‘] ..+ R(S;»).

Or, il est évident que l'adjointe ‘d’'une somme est la somme des
adjointes. Donc I’adjointe de RS sera

On a

L [SeR(9)] 4 (=gl g R0 SR ()
i"—l) T & d ’}(] = (— 1% (/.'L“j[il‘ ) ,’J'[~"‘+"7‘ (7 ,
c’est-a-dire
SR.

On a donc ce théoreme remarquable :
L’expression adjointe de RS est $&.

La propriété s’étend facilement 2 un plus grand nombre d’expres-
sions, et I’on a cette proposition générale :

St une expression différenticlle est composée de plusieurs expres-
sions differentielles, rangées dans un certain ordre, l’expression diffe-
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rentielle adjointe est composée des expressions adjointes rangées dans
lordre inverse.

Remarquons, en passant, une conséquence de ce fait que ’expression

adjointe de us(y) est S(wy). Nous avons supposé, dans la recherche
du n° 59, que le coefficient de gg dans P était égal & I'unité, et nous

avons trouvé que I’adjointe de I’expression

Er mder pder
dx™ pOHEE:T jﬁiz;;:;#—-..+_};9,

est I'expression différentielle

dn= (1’-' M)
"M e P ) Pn
(_I) da™ -+ ( I) ! clxm-—l et P“ M.

Donc I'adjointe de

dny drty — Dy
Po gom 5 P g e T Pl
sera
(Zm (pn N[) , i -m--l ( . 1“)

(=) — 1)

YET “+ ...+ paM,

dxm-l
comme nous 'avons vu par la méthode de Lagrange.

6%. 11 est facile de trouver la liaison qui existe entre les intégrales
des deux équations adjointes P(y) =o et 2(M) = o.
Yobserve d’abord que I’équation du premier ordre

Ay _ py—
de ~ =0
a pour adjointe
dM
—— 4+ M=o,
dz

et ensuite que, si la premitre admet la solution » =¢, la seconde
admettra la solution M = ¢~".
Cela étant, je mets P(y) sous (n°59) la forme composée

P(y)=AnAu—i . AsAy,
S.10
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les équations du premier ordre

Ai=o0, Ay=o0, ..., A,==o0
admettant respectivement pour solutions

L T T U R N N

L’équation P(y)= o admettra alors (n° 59) le systeme fondamental
d’intégrales
yi=0, =0 fode, ..., ya=vfode... [foudx.

Mais soient &, s, ..., &y, les expressions adjointes de A, Ay, .. , A,
D’apres le théoreme du n° 63, on a

@ (M) = Aoyl oo,
et, d’apres la remarque qui préc‘ede, les équations
» dm=0, oy, ==0, ..., Jd2==0, Sy =0
admettent respectivement comme solutions
(V0o e otn)™y (e e V)™ oy (oY o
Donc (M) = o aura comme systeme fondamental d’intégrales

Ml == (vl U’I» .. "m)’_l)
M. = (002 oo t0)™" fVndz,
M, = ("IV'z m) /'V,, (l.Z‘fU,,,__‘ dz,

Mm= (0107 . m ‘/‘Vm(/xfum..,ld-% -ngdx.

Ces formules montrent clairement la corrélation des deux systemes
fondamentaux d’intégrales de P(y)=o et de £(M) == o.

65. Revenons maintenant 2 nos hypotheses sur I'équation différen-

tielle

dm dm —i

(lxm -+ pl (l:;:’/_‘:- cee 1)1”-7.:-0’

P(y)=

et supposons que les coefficients p soient développables en séries con-
vergentes dans le domaine du point zéro, procédant suivant les puis-
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sances entitres, positives et négatives de @, mais ne contenant qu’un
nombre limité de puissances négatives.

Il en sera évidemment de méme des coefficients de ’équation diffé-
rentielle adjointe
dM e @M
dzm = dz"=!

TM) = ~1)m + ...+ p.M=0.

Nous allons voir que les fonctions déterminantes de P(y) = o0 et de
@ (M) = o sont étroitement liées.

On a I'identité (n° 62)

. d
MP(y) =y €(M)= #—[L{y>M}],

ol L(y,M) est une expression différentielle linéaire homogeéne en y
et en M, dont les coefficients sont des fonctions linéaires homogenes
des coefficients p et de leurs dérivées, et ne renferment par conséquent
eux-mémes qu’'un nombre fini de puissances de 2.

Posons dans cette identité

yp=xt"t et M=uar,

v étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Nous obte-
nons

x¢ P(zme==) — e D fat) = Tz [L(z—+, 29)].

.o . . 1 : .
Or, la quantité placée sous le signe E;E dans le second membre est déve

loppable en une série procédant suivant les puissances entieres de z,
ne contenant qu’un nombre fini de puissances négatives et ne compre-
nant en tout cas aucun logarithme. Donc le premier membre, qui
procede aussi suivant les puissances entieres de @, ne renferme pas la
puissance x~'. Formons donc le coefficient de o' et égalons-le & zéro.
Soient

Plar) =Y fils) s, at) = oulg) e

les fonctions caractéristiques de P(y) et de 2(M). Le coefficient de 2~
dans a? P(2=#="=*) est alors f,(—p—v —1), et le coefficient de ="' dans
S.10.
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aF=1 @(2f) est ¢, (p). On a donc, quel que soit I’entier v,
elp)=fl—p—v—1].

Soit g le plus haut exposant de 2~' dans 2 ?P(2?): £, (p) s’évanouit
alors pour les valeurs de v inférieures & — g, mais non pour la valeur
v = — g. Donc, & cause de I'identité précédente, il en est de méme de
oy(p). Fdisons v = — g dans cette relation; nous aurons

i

o-glp)=fryl—p+g—1).

Or, o_,(p) et /- 4(p) sont les fonctions déterminantes de @(M) et de
P(y); % est d’'ailleurs la puissance de « par laquelle on doit multi-
plie P(y) pour la réduire & la forme normale. D’ol cette proposition :

Les fonctions déterminantes de P(y) et de I expression adjointe @(M)
se déduisent 'une de I’autre en changeant p en — p + g — 1, ¢ ctant la .
puissance par laquelle il faut multiplier P (y) pour 'amener a la forme
normale.

On en déduit que les fonctions déterminantes de P(y) et de 'adjointe
@ (M) sont du méme degré.

Ramenons P(y) & la forme normale en multipliant par «%; d’apres
le n° 63, l'adjointe de @8 P(y) sera @ (x¥M); mais (n° 33) la fonction
déterminante de ¢(x* M) est ¢_,(p + g); or, & cause de

o-g(p) =S g—p+g—1),
on a
9—(p+8) =JSe(—p—1)3

donc, lorsque I'expression proposée a la forme normale, pour obtenir

la fonction déterminante de I'expression adjointe, il suffit de rem-
placer p par — p — 1 dans celle de la proposée.

66. Si I'équation P(y) == o a toutes ses intégrales régulicres, vl en est de
méme de Uéquation différentielle adjointe @(M) = o.

Observons d’abord que, pour le premier ordre, ce théoreme est évi-
dent, puisque (n° 22) I’équation

dy  Piz)
&t IO
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a pour adjointe
dM _Pi(z)

dzx x

En général, P(y) =o, ayant toutes ses intégrales régulitres, peut
(n° 48) étre composée uniquement d’équations du premier ordre ayant
chacune une intégrale réguliere. Deés lors (n° 63), I’équation adjointe
®(M) = o se composera des équations adjointes rangées dans l'ordre
inverse. Donc (n° 49), I’équation ®(M) = o, étant composée unique-
ment d’équations du premier ordre ayant chacune uneintégrale régu-
liere, a elle-méme toutes ses intégrales régulieres.

67. Nous sommes maintenant en mesure de transformer la condition
du n° 58 par la considération de'équation différentielle adjointe.

On a vu que, pour que I’équation différentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré v, admette 7 intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes, il faut et il suffit que 1'expression P
soit de la forme P = QD, Q étant d’ordre 72 — 7 el ayant pour fonction
déterminante une constante.

Or, soient 9 et ® les expressions adjointes de Q et de D. D’apres le
n° 65, les fonctions déterminantes de Q et de 2 sont du méme degré, et
d’apres le n° 63, P se mettant sous la forme P = QD, @ se mettra sous
la forme @ = ®9, et réciproquement. Donc, la condition nécessaire et
suffisante pour que P = o ait  intégrales régulieres linéairement indé-
pendantes est que l'expression adjointe € soit de la forme @ =®9,
9 étant d’ordre m — 7 et ayant pour fonction déterminante une con-
stante. Cecl revenant & dire que (n° 39) @ = o doit admettre toutes les
intégrales de 9 = o, nous obtenons cette condition finale :

Pour que U’équation différentielle P = o, d’ordre m, ayant une fonc-
tion déterminante du degré <, ait exactement 7y iniégrales régulieres
linéairement indépendantes, il faut et il suffit que I'équation adjointe
@ = o admette toules les intégrales d’une équation diférentielle d’ordre
m — v, ayant pour fonction déterminante une constante.

68. Je vais enfin appliquer ceci & la recherche des conditions que

doit remplir 'équation P = o, d’ordre m, pour avoir 72 — 1 intégrales
régulieres linéairement indépendantes.
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Je dis d’abord que la fonction déterminante doit étre de degré m — 1.
En effet, elle ne peut pas étre de degré inférieur & m — v, car alors
(n° 54) P =0 n’aurait pas m — 1 intégrales réguliéres linéairement
indépendantes, et elle ne peut pas étre de degré supérieur Am — 1,
car alors elle serait de degré m, et, par suite (n° 54), P = o aurait
m intégrales régulieres linéairement indépendantes.

La fonction déterminante étant de degré 7 — 1, il faut maintenant
etil suffit,d’apres le théorbme précédent, que I’équation adjointe @ = o
admette les intégrales d’une équation du premier ordre, ayant pour
fonction déterminante une constante. Or, d’apres le n° 53, les inté-
grales d’une pareille équation du premier ordre sont de la forme

(-ﬂ—f—ci-i—..‘-&—(‘"

er =TT g z),

U(«) ne contenant que des puissances positives de «, et ne s’évanouis-
sant pas pour @ = o.

D’ou la proposition suivante :

Pour que [’équation différentielle P = o, d’ordre m, ait exactement
m — 1 intégrales régulicres linéairement indépendantes, il faut et il suffit :

1° Que sa fonction déterminante soit de degré m — 1;

2° Que son équation différentielle adjointe admette une intégrale de la

forme
G 4-5"—’—1 . .+c”

or T e g (),

U () étant une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro et non
nulle pour x = o.

SIXIEME PARTIE.

69. Le procédé indiqué au n° 59 pour trouver ’équation au multi-
plicateur intégrant appartient & M. Thomé. Cependant, j'ai légere-
ment modifié le raisonnement en introduisant une décomposition de
I'expression P en m facteurs A de la forme

_dr
A—Zz—a_}".
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Jai aussi introduit ce mode de décomposition au n° 6%, lorsqu’il s’est
agi de trouver la relation qui existe entre les intégrales de deux équa-
tions adjointes. Il semble que 'emploi des décompositions de ce genre
doive présenter certains avantages. Aussi me suis-je proposé d'y revenir
dans les deux derniéres Parties de ce Mémoire. Jen fais d’abord la
théorie, aprés quoi j’en déduis une nouvelle méthode propre a I'étude
de I'expression et des intégrales dans le domaine d’un point singulier.
Considérons I'expression différentielle composée

P=A,A._... A;AA,,

les expressions composantes A étant linéaires, homogenes, du premier
ordre, et ayant pour premier coefficient 'unité. Ces expressions compo-
santes, de la forme

dy
A= ch —ay,
seront appelées facteurs premiers symboliques. Deux facteurs premiers
symboliques ne peuvent différer que par leur coefficient @. Je repré-
senterai le coefficient de A; par a;.

70. Soit expression différentielle linéaire, homogene, d’ordre m

map rfm—1

Pl)=SL e p Tt pay
ou le premier coefficient sera toujours 'unité et ol les coefficients p
sont des fonctions de , holomorphes dans une partie du plan & con-
tour simple, sauf pour certains points singuliers isolés les uns des
autres.

Je vais étudier la décomposition de cette expression en facteurs
premiers symboliques.

1° L’expression P est décomposable en 7z facteurs premiers symbo-
liques.

Considérons, en effet, un systeme fondamental d’intégrales de I'équa-
tion P == o; on peut (n° 5) le supposer de la forme

yi=v, yp=ufedr, ..., ya=v, Joudz [ ... [ vadz.
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Je construis les équations différentielles

A=o, A,=o0, ..., Ai=o0, ..., An—=o,
telles que
_9r _
Ai—-'[—l’z.—aty——oﬁ

et admettant respectivement comme solutions

iy OiVay eeny V1000 Wiy voey ViVse Vu

La valeur de @;, par exemple, sera

_ dlog(ven. v,

dz

i —

L’expression différentielle A,,A,,_, ... A;A. A, composée de m facteurs
premiers symboliques, est identique & P, c’est-d-dire que les coeffi-
cients des dérivées de méme ordre, dans les deux expressions, seront
égaux. C’est ce (ue j’ai établi au n°® 59.

2° Toute décomposition de P en facteurs premiers symboliques s’ob-
tient par la méthode précédente. Autrement dit, si l’on a

P = Am A,,,._-;. . .A3 Az AH

et si I'intégrale de A, = o est ¢, si celle de A,= o est mise sous la’
forme ¢, ¢,, ce qui est toujours possible, celle de A; = o sous la forme
v, ¥5 95, etc., les m fonctions

yi=v, n=o fodz, .., ya=v¢ fo.dz[... [vadz

constituent un systeme fondamental d’intégrales de P = o.

En effet, expression P est annulée par les intégrales générales des
équations

. Ai=o0, A==00, AA =000, ...}
or, lintégration directe de ces équations montre qu’elles admettent
pour solutions les quantités désignées par y,, y., ..., ¥.; donc ces
fonctions y; sont bien des intégrales de P = o. Elles sont d’ailleurs
linéairement indépendantes.

Ainsi, Iexpression P est toujours décomposable en facteurs premiers
symboliques, et de plusieurs manicres; mais toules ces décompositions
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s’obtiennent par la méme voie, et chacune d’elles est corrélative d’un
systéme fondamental déterminé.

71. De méme qu’en Algebre la décomposition d’un polynéme en
facteurs premiers permet, connaissant les racines d’une équation,
d’écrire immédiatement cette équation, de méme ici la décomposition
en facteurs premiers symboliques permet d’écrire de suite 'équation
différentielle qui admet un systeme fondamental d’intégrales donné. Si

ri=v, y=vu fodx, ..., yuzzo fedx... [0, dx
est le systeme en question, I'équation différentielle sera

AmAm——I- . ~A‘.\A'.‘AI = 0,
avec les conditions

. (llog_(i}f'.,. CL0)

T s s I=1, 3, 2, ..., m.

Les coefficients de cette équation se trouveront exprimés en fonction
de ¢,y 00y o vvy Ve

Je mentionnerai un autre procédé, conduisant a la solution de ce
méme probleme : former, en fonction de ¢, ¢., ..., ¢, I'équation dif-
férentielle qui admet le systeme fondamental y,, y., ..., Y-

Je vais, en effet, construire successivement les équations différen-
tielles linéaires, homogenes, d’ordres 1, 2, 3, ..., admettant comme
solutions, la premiere v,,, la deuxieme ¢,,_, et ¢,,_, ['¢,, da, la troisieme
Yimess Yms [ V- d €t 9o [0, dz [v,dx, etc. Reportons-nous pour
cela aux formules (1) dun® 18, qui donneront les p, connaissant les g.

L’équation du premier ordre, qui admet I'intégrale ¢,,, est

. dy
(1] a%—l—ny:o,
avece la condition

1 dva
=T dw

Pour obtenir 'équation du second ordre

d{y‘ (_l_y_.._‘-s Al 6
(2) o Thgy THEO
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qui admet les intégrales
Um—y €F (’m._“/,(«',,, Clx,
je détermine d’abord s, par la condition que ¢, vérifie cette équa-
tion; puis, considérant I’équation (1) comme déduite de (2) par la sub-
stitution
:)" == Vm——l_/z‘ix,

je détermine s,, en fonction de 7, par les formules (1) du n°18.
L’équation du troisieme ordre
dy

- ly—— ;Y =0
Py TR ’

d*y

&y Ly
dx*

(3) doi T t

qui admet les inlégrales
Ulll -2 Vlll>‘~2‘/.vlll--l (Zx et Vm 2 J‘ Um 1 (fo Uln dx:

se construit de méme, en déterminant d’abord ¢z, par la condition que
vm—s vérifie cetle équation, puis ¢, et ¢, en fonction de s, et s,, a l'aide
des formules (1) du n°® 18.

En continuant de la méme maniere, on obtiendra I'équation cher-
chée, d’ordre m, admettant les intégrales

v, wfndz, ..., vfedzf... [o.dz.

D’apres la proposition du n°8, si les fonctions y,, ¥., ..., ¥, sont
holomorphes dans une partie T du plan, & contour simple, excepté
pour certains points isolés les uns des autres, et si les nouvelles valeurs
() (y2)s ooy (¥m)" quacquierent ces fonctions lorsque la variable
fait le tour d’un de ces points peuvent s’exprimer en fonction linéaire,
homogene, a coefficients constants, des valeurs primitives, 1’équation
différentielle obtenue, & laquelle satisfont y,, y,, ..., ¥, aura ses coef-
ficients monotropes dans la région T.

72. Lorsqu’on connaitra un systtme de valeurs des fonctions ¢,,
$a5 «+ .+, ¥y 0N saura effectuer toutes les décompositions possibles de
I'expression P en facteurs premiers symboliques, car, si I'on connait
un systeme ¢,, ¢y, ..., ¢,, on peut intégrer complétement P = o; par
suite, on connaitra tous les systemes ¢,, ¢y, ..., ¢,,; on sera donc &
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méme de calculer tous les systemes de valeurs des coefficients a,,
a,. ..., a, donnés par les formules

. g L108(01 050

’ i=1, 2,3, ... m.
[!x b4 ? 7 b

i =

Inversement, lorsqu’on connaitra un systeme de valeurs des coeffi-
cients @,, a., ..., a,, on saura effectuer I'intégration complete de
I'équation P = o. En effet, si 'on connait @, ., ..., a,, on peut
calculer ¢,, ¢,, ..., ¢, par les formules (1), qui donnent

v, == cfaxd-", 1y == el(a:—a,} ’1’, oy Up T eSlam . ds,

On aura done un systeme fondamental d’intégrales de I’équation P=o:

Y= ef"llll', ya= ef“x’l’fe-r(“:“a:)d‘t(lx, R

== s el )ds d [ [ efiontn_i)iz dp,

Notons cette conséquence : lorsqu’on connait une décomposition de
Pexpression P en facteurs premiers symboliques, on peut les former
toutes.

73. Quand on veut décomposer I’expression

d,” dllz—-1yv
P(}r)——: ‘V’*—P‘[[?Ti‘? + o Py

T da
en m facteurs premiers symboliques, ce qui, comme I’a vu, revient au
fond & intégrer I'équation P = o, on peut soit.calculer un systeme de
valeurs des fonctions ¢,, ¢s, ..., ¢,, soit évaluer directement un sys-
teme de valeurs de leurs coefticients a,, @, ..., a,. :

Dans le premier cas, on cherchera, comme on sait, une solution
particuliere ¢, de P(z,) == o, puis une ‘solution particuliere ¢, de
P (v, [zsdx) = o, etc. Ces équalions en 5, 5a, S5y -+ +» Zmy d’ordres res-
pectifs m, m — 1, m — 2, ..., 2, 1, sont linéaires.

Dans ‘le second cas, pour calculer directement un systéme a,,
@y, ..., @y, il résulte du numéro précédent que I’on cherchera une
solution particuliere a, de

P(ef"xd’:; =:0,

[47]

II.
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puis une solution particulitre a, de

P [(,J'a‘d.a‘/'ef(u__,-«n,)dz CZZ'] = o,

puis, etc. Ces équations en u,, u,, u,, ..., i, sont d’ordres respectifs
m—i,m—2,...,2, 1, 0, mais ne sont pas linéaires. En général,
a; sera une intégrale quelconque de 1’équation en w;, d’ordre m — ¢,
mais non linéaire,

P [,,fu, d"/'g.f(”i"'"l: d.v({xtrefiadv-n;) dx C[x'.[. . .‘fef("i—"iﬂ)’[’rlx] =o,

Remarquons que cette seconde méthode donne une signification
remarquable de la nouvelle variable z, dans le changement de variable

== el d.t’

usité pour abaisser I'ordre des équations différentielles linéaires et
homogenes : w est le cocfficient du dernier facteur premier symbolique
dans une décomposition du premier membre de I'équation.

Remarquons aussi que le systeme des équations en w,, w., . ., u,,
comme le systeme des équations en z,, z,, ..., z,, posséde celte pro-
priété, qu'il suffit de connaitre une solution particuliere de chacune
de ses équations pour pouvoir les intégrer toutes complétement,
puisque, ces solutions étant connues, on peut intégrer complétement
P=o.

Ainsi donc, si Uon veut tenter intégration de I'équation P = o par
une décomposition directe de P en facteurs premiers symboliques, on
est conduit & chercher 7 intégrales des m équations en w,, w,, ..., u,,
d’ordres m — 1, m— 2, ..., 2, 1, 0. Ces équations ne sont plus li-
néaires; malgré cela, elles peuvent aider & découvrir certains cas par-
ticuliers out I’équation P = o est intégrable.

Je vais appliquer & I’équation du second ordre

P(y)= dx*

dy ,
TPy Py =0
Je veux meftre P sous la forme composée

dzy d da,
P=Aihi= o — (0 +a) T "(Jf‘i‘ - ““)"’
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d’ol les deux équations

a + a=—p,
9o _ =
dz 1y = — P,

qui déterminent a, et @,. La premiere donne
(1) ay=—a —p,

et tout revient i calculer a,, qui est donné par I’ equatlon du second
ordre non linéaire

da,
(2) /x+“ “+pia,+ p,=o.

I’équation (2) n’est autre chose que

p(efa‘tlz} = o,
et ’équation (1)
P [ef“;d“fef("r"x)"‘dx] = o.

De plus, on sait que les équations de la forme (2) sont intégrables com-

P q
plétement quand on en connait une solution particulitre, ce qui est
d’accord avec ce qui précede.

L’équation (2) se ramene a la forme

da )
(3) T T+ g=o

par la substitution

(4) a, — a— %1
ou encore
(5) a, = ae~Jrdz,

La substitution (4) revient 4 prendre pour inconnue la demi-différence

ay — (19
— = da.

2

Il faudrait donc intégrer 'équation (3) pour avoir @, et @,, et par
puite un systeme fondamental d'intégrales de I’équation du sccond
ordre.
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Adoptons, par exemple, la substitution (5). L'équation (3) est alors

da
aa |, o —Ip dra - 6'.” dt—o
dx l P
et, si nous supposons
. __dlog
e~IPds—p, elr ¥, cest-d-dire  p= (/x\/p)

elle est intégrable. On en déduit sans peine a, et a,, savoir:
a= ~ Vprang (S Vpida),

b= l?zi\/p’“"\/— tang f Vprdz),

et, par suite, un systeme fondamental d’intégrales de I'équation

dy (llog\/]), dy_‘_
dz* dx

Py
Si nous adoptons maintenant la substitution (4), auquel cas I’équa-

tion (3) est

(la I (I( 1
(6) o= (30 )=

il est facile d’obtenir la relation qui doit exister entre p, et p, pour que
a, et a, soient égaux. La condition est évidemment que 1’équation (6)

., eps . , a—a , '
soit vérifiée pour @ = o, puisque a représente ———'- Par conséquent,
la condition nécessaire et suffisante pour que 'expression

dy d
TPy

da?
soit décomposable en deux facteurs premiers symboliques égaux est

Id[)l &'—pz'—'o

o dx 4
Les deux facteurs sont d’ailleurs égaux a

l’_‘.
dx 7
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et ’équation du second ordre admet les deux solutions

== e '-’l”‘dt: .= .Z‘ew%”' de |

74. Considérons une décomposition de I’expression
i f.l’"“}" d""“.’y‘ ‘ .
P(}‘)—— (—l—x; “_PIW TPy
en facteurs premiers symboliques,
P=A, Ao . AA, AI,

et proposons-nous de calculer les coefficients p en fonction des coeffi-

cients a des facteurs.
Soit
. dm— 1 » ¢ lm--: P
Andncie Bs A= com o e G )5

T 4%
formons A, A,_, ... A; A, Ay, c’est-a-dire remplagons y par % —a,y
dans I'expression précédente, et nous obtiendrons

(Z""'}" dm-l.,’v dm-':.,),. . (l’“—:"’)" dm—-i a,
.y) = E;r;z q' dxm + q’ dxlll-—:l - q3 dxm—s e dxm:
da, (m—1)(m—2) d*a d"a,
—el —lmmUgEl ST LT res
. da, dm=su,|
— qu —q(m—2) = — g
- qza| : T e i s e e
da:
ql)l~2 dx
- qm—l a,

d’olt 'on déduit
Pv = ¢ — ay
da,
pr = 2 — (m — 1)21—;— i

da,
—’xf — ({20,

) ps =¢— 1.2 des M2y
...... e e e see b cas et ae i rsenrarasny
d"a, dn=q, d—q, da,

' p”‘ = - dxm—: - q' szm——-Z - q2 ([xm-ﬂ -
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Si donc on part de I'expression A, et qu'on veuille former successi-
vement les expressions

Am Am-—ly Am Am»l Al'l—-'." ey Alll Am—l c .. 1\2 AU

on saura, par les formules (1), de quels termes il faut augmenter chaque
coefficient dans le passage d’une expression a la suivante, et ’on en
déduit aisément les valeurs des coefficients p :

,])l; (al+a2+--v+am>, .

da, da, da da,,
])gzy aaj— (m—r) a5 m = 2) 7z —m— 3) 1; T

2 [ (m—1)(m—o) da, (m—2)im—3)d*a, ]
=— Y a;aqa— B D o At

1.2 dz? 1.2 dx?
= (m—2) (s + a5y ...+ ) —]- 4+ (m—3)(a; ...+ an) ﬁfﬁ’ “+ .
) de ¢ dx

-+ a, [(’}’1—2)% +(”l-—3) E(;fl +»-.J —+ (‘1[ ’”«——3‘ Zaﬁ J T

.

On a donc ainsi les coefficients p exprimés a I'aide des coefficients a :

[ )
Di =il oy oy s

Ces coefficients @ sont eux-mémes des fonctions de ¢,, ¢, ..., ¥, définies
par les formules (1) du n® 72.

Mais, si l'on substitue au systeme ¢,, ¢, ..., ¢, un autre systeme
pareil, les fonctions /; de  ne changeront pas, punsqu "elles sont toujours
‘égales aux quantités p;. Les fonctions f,, /i, ..., f,, des coefficients a
des facteurs sont donc des invariants, en ce sens qu ’elles restent
égales & elles-mémes, quel que soit «, quand on change le systeme
T

Par exemple, la fonction -

fx —_ (a‘ -+ .. (lm)¢

¢’est-a-dire

fi=— dloge, dloglo,v) dlog{ul Vae-va) __dloglo =t o, ou)
; -5 o dz dx

est égale 2 p,, quel que soit le systeme ¢,, ¢,, ..., ¢,,. Et, en effet, on
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a vaaun® 5 que

nt o nr—1 2 —_— p—fp, ar
o=t el e, el

car A est égal & e=7.“*, d’apres la proposition de M. Liouville, de sorte
que
dlog(emen—=t L 0k 1t

T Tdr

=p..

Remarquons aussi que, si «,, @, ..., @, sont constants, les for-
mules (2) donnent pour les p des valeurs constantes
p=—23a p:=+3Zaia;, pi=—2;a;a,
qui sont celles des coefficients de I’équation algébrique
lz—a)z—a)z—a)... (2 —a, —o,

ayant pour racines @, s, ..., @,.

75. Considérant toujours I’équation différentielle P = o, je me pro-

R . ’ 4 .
pose de multiplier toutes ses intégrales par —» ¢ et @ étant des fone-

tions de .
Il est clair que j’atteindrai le but en faisant la substitution y = % 3.

L’équation P (“—t'z> = o aura pour intégrales celles de P(y) = o multi-

.y 4 .
pliées par —. D’autre part, soit

yi=v, yi=vofodz, ..., yu=vfodzf. .. [o.dz
un systeme fondamental de P(y) = o, et soit
P(p)=AnAnor... Az A A,
la décomposition corrélative de P(y). Pour multiplier toutes les

. , - y . oy
intégrales par %, il suffit évidemment de remplacer ¢, par —- Or on a
( )

_ dlog(¢.v:. .. )

“ de

'. . (4% . N . N »
d’olr il suit que changer ¢, en —= revient a ajouter & chaque coeffi-

S.12
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cient a; la quantité
d, v __dloge dlogw
dz 8% Tdx dz '

et, par conséquent, I’équation

Al A LAVAL A =o.

YA~

A=t~ i

dy dlogy d logw)
= 1 e e — .
dx dz ]*

aura pour intégrales celles de P(y) == o multipliées par ‘—‘;, ¢’est-a-dire

N (¢4
les mémes que P b z> = o.
On est done conduit a I'identité suivante :

’

(1) ﬁp((—v}")-”:A',,,A',,,_i...A'.l:",

W ¢

avec les conditions

dlogv dlogw
(l',"—_-(li—!— Pt s s, RS l:r,2,3,...,lﬂ.

dx dz

Supposons en particulier
(==X TP L

nous aurons

dloge “ dlogw
de 7 dxe T
et par suite
(2) 7, P(f—;) = AL Ay ALA,

avec les conditions
d==a;+a, 1=1,2,3,...,m,

et I'on voit que, pour multiplier toutes les solutions de I’équation
Am Am-—l .. -Ai AI =0

par Uune d’elles, satisfaisant & A, == o, il suffit d’ajouter @, & tous les
coefficients a.
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Supposons maintenant
’ =1, w=v;

nous aurcns I'identité

l 7 4 7 4 4 ’
(3) }—I p(J"}'):A/u'&m-l""\z“‘n

avec les conditions
d=dai—a, [=1,2,3,...,m,

1 , DY (l 3 . . .
de sorte que A, se réduit a Zl%-’ et I'on voit que, pour diviser toutes

les solutions de
Am .’\m_, . ..\z;&[ =0

par l'une d’elles, annulant A,, il suffit de retrancher «, & tous les
coefficients a. '

76. En 1874, M. Vincent a publié un travail (') sur les analogies
entre les équations différentielles linéaires et les équations algébriques.
« J’ai été conduit, dit M. Vincent, a faire porter le raisonnement, non
pas sur les solutions particulieres, mais sur leurs dérivées logarith-
1 dy
y dz’
dérivées ont une signification remarquable, mise en évidence par la
décomposition en facteurs premiers symboliques, et qui fait pressentir
tout l'avantage qu’on peut retirer de leur emploi direct. Les dérivées
logarithmiques des solutions de I’équation P = o ne sont autres que les
valeurs du coefficient du dernier facteur symbolique dans les diffé-
rentes décompositions du premier membre P. Deés lors, toutes les ana-
logies signalées par M. Vincent deviennent encore plus sensibles.

Etant donnée une équation algébrique F(y)= o, dont le premier
membre est décomposé en facteurs premiers,

miques » Cest qu’en effet, comme je I’ai montré au n° 73, ces

¥ipi=(r—ou) (y —au) -y —a)y—a

lorsqu’on veut la débarrasser d’une racine «,, on supprime le facteur

('} Premitre Thése, présentée & la Faculté de Rennes, année 187 1.
' $. 12,
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y — «,.De méme, élant donnée I’équation différentielle P(y) = o, dont
le premier membre est décomposé en facteurs premiers symboliques,

P = Am ;\m__g. .J’\g :\1,

pour la débarrasser d’une intégrale particuliere y, = ¢,, qui est en
méme temps solution de A, = o, il suffira de barrer le dernier facteur
A, Si

=, n=ofode, ..., yu=v [e.dz[.. S vadz
est le systeme fondamental corrélatif de la décomposition considérée,
’équation différentielle linéaire, homogene, d’ordre m — 1,

AnA . AA =0,
admeltra le systeme fondamental
Wy v fosde, oL, 000 [0y (l;;‘ S S vadz,
c¢’est-a-dire [ ) ]
d y. d 1 d yu
A S

Connaissant la racine «, de I'équation algébrique I' = o, on peul
encore abaisserle degré de cette équation en égalant le facteur y — «,
a t, c’est-a-dire en diminuant les racines de ¢, ; 'équation en z admet
alors la racine t = o, dont on la débarrasse. De méme, connaissant I'in-
tégrale particuliere y, de I’équation différentielle P = o, on abaissera

) , . . . dt . .
I'ordre de cette équation en égalant a ;—/; le dernier facteur A,, qui est

. , - . odt
annulé par y,; 'équation en ¢ admettant alors la solution —~ = o, on

. dt . . R
prendra pour inconnue -~ == 3, ce qui, en somme, revient a poser

d7
cdy xdy
iz " pdz V=F

Nous obtiendrons évidemment ainsi 'équation

Am Am-—x s A\a Az =0

ct, par conséquent, la méme équation que précédemment. Au surplus,
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la relation

dy Vodve
iz pdm T
.qu’on peut écrire
LAy dn
. iz TV dr d oy
= ‘7;_7——‘~ —JI;E'EQ

montre que I’équation obtenue par ce second procédé doit admeltre

les intégrales
d Y . d N (l Ym

ey, YAz U7 YAz g
Ainsi done, étant donnée 'expression différenticlle P, qui est an-
nulée par y,, sil’on pose
.d—a-: — &y =3,
y, satisfaisant a U'équation
dy
A':E —a,y=o,
on obtiendra I'expression différentielle linéaire, homogene, d’ordre
m—,
Am Am L -A:) Aﬂ,
A A, ...A;A, A, étant une décomposition de P en facteurs pre-
miers symboliques.
De méme, si 'on connait une solution particuliére de I'équation
transformée,
AnAp - A A =0
annulant A,, on abaissera 'ordre de cette équation en prenant pour
inconnue A,, ce qui revient & barrer A,, et ainsi de suite.
Inversement, lorsqu’on voudra introduire une nouvelle solution y,
dans I’équation P(y) = o, on fera la substitution

dz ;
y = T @, 5 = Ay,

a, désignant la dérivée logarithmique de cette solution, etsil’on a

P= Am Am—-l .. A’ A‘J Al)
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I’équation nouvelle sera

A,,, :\,,,_,4 . .;\3 A: ;\| A(, = 0.

Elle admettra pour intégrales

i & A ’m
Yo X / :gf“dx; y'ofj",‘" (Zl', ey ) /

ce qu’on peut écrire

efnuzlt, ejtzullgj":y,l e,,_J"lud'.L' (lx, e, efu",[,i/'}.m e Jade (Jp,

77. Si je considere I'équation différentielle

lm l ‘ (lm-—z ¥

Am Am«! . A t\ ..{... 1

l‘zm 0 (/'Z'“" et q”"*'y.: 0,

et si, appliquant la méthode précédente, j’introduis une solution de
A, = o, jobtiendrai I’équation
lm - ly
Avda ALAA = = pan TP e Pay =0,
Les formules (1) du n° 74 font connaitre les valeurs des nouveaux
coefficients p en fonction de a, et des coelficients g.
Réciproquement, si je débarrasse I’équation

AnAp—io o AJA =0

de la solution de A, = o, en supprimant le facteur A,, j obtiendrai

I’équation
l\m Am~~l L] AI) A"

=0,

dont les coefficients g seront donnés par les mémes formules (1) dun°74,
résolues par rapportd ¢,, ¢., .., q,:

==y = Py

du,
‘ ) PR IR /1,—I~'m - 1) iz’
(1)
; P L(I)L-—lhl)l——? d*a, ! , Cda,
3 == (fa )y = et DL e e ()Y e D) iy
s == g2 i~ Py s g T )iz
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On voitdone que les termes indépendants des dérivées de a, se dédui-
sent lesuns des autres comme les coefficients du quotient d'un polynome
par y — a,, de sorte que, si @, est constant, les coefficients g sont ceux
du quotient du polyndéme _ -

L4

e N e R R
pary — a,.

78. Le mode de transformation de I’équation P == o, propre i abaisser
son ordre d’'une unité quand on en connait une solution particuliére
¥, et qui consiste & poser

dy 1 dy

dxz  y dz V=

&4

differe du procédé ordinairement usité, ou 'on pose

y=7 fz dz.

A

Il existe une relation simple entre les deux procédés. L’égalité
'=y, [zdx donne, en effet,

d ¥
Z I e—— —
T dx

. s dy 1 Ly
tandis que la substitution %2 — 2 2%y — < conduit &
dx  y dx*
. d
T dx y

Donclesintégrales de’équation A, A, ... Ay Ay =, obtenue parl'une
des deux méthodes, sont égales a celles de I'équation P(y, [zdx) = o,
obtenue par I'autre, multipliées par y,.

Je vais conclure de 12 deux identités, en ramenant les deux équations
A avoir les mémes intégrales.

Si je multiplie par y, les solutions de P(y, fzdx) = o, ce qui se fait

Z . e Z
en changeant s en =, comme le premier coeflicient de P(y, /‘7 (/x)
.-'.l L o !

est I'unité, j’aurai 'identité

(I) P (")",f"?z; (Zx) = Am Am-., e :\3 Ag.
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Si je divise maintenant par y, les solutions de A,,A,,_,...A; A, =0,
ce qui se fait (n° 75) en retranchant a, & tous les coefficients «,,
@iy « vy @y, @y, comme le premier coefficient de P(y, [zdx) est y,,

j'aurai la seconde identité .

. l ’ |
(2) 5 P(ySfydr,=Al Al ...A\A,,
R 1
oul'on a
di=a;— ¢, ..., [=2,3,...,m.

Remarquons que, si dans I’équation

p<7fj-’- (lx> = ApApor . Ay Ai =0
1

on remplace ¥, par sa valeur y, = &%, ct si 'on pose y = ™", elle
deviendra
P ( efuld.r‘/'(,’.f(u,_,—-ngI.l'(]x} —0

et coincidera, par conséquent, avec I'équation en u, du n°® 73, et les
équations en u,, u,, ..., 4, dudit numéro, qui déterminent a,, a,,
a,,, se déduisent des équations linéaires et homogenes

veey

Am Am——| .. -Az A| = 0, A,,, A,,,...] > .A'_- -= 0,

.y AmA/n,.‘.‘::(), Am:O,

en posant successivement, dans la premiere, y = e/"**; dans la
deuxieme, y = e/"*; dans la troisieme, y = ¢/, etc.

79. Etant donnée une équation algébrique admettant la racine y,,
pour que I'équation obtenue en supprimant le facteur y — y, admelte
encore la racine y,, il faut et il suffit que y, salisfasse a I'équation
dérivée.

De méme, élant donnée ’équation différentielle

. dm.y‘ (l’"“’.’)“ o
= P e ey =0,

P(y)

qui admet la solution y, annulant A,, pour que I’équation obtenue en
barrant le dernier facteur A, dans

P=A,Au....A:A =0
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admette encore la solution y,, il faut et il suffit que y, satisfasse &
I'équation

([m—(, . . (lm-'." N ‘ (Z‘),-
mo—t (m—1)p, p T e 2 P i ~+ Pt} = 0.

En effet, Uidentité (1) du numéro précédent montre que la condi-
_tion pour que I'équation

A, A,,,,,, .- u‘\s A;=o0

soit vérifiée pour y = y, est que ’on ait

P (y.f%—‘dx) =o0 ou Plzy)=o,
\ 1
c’est-d-dire que P = o admette I'intégrale xy,. Or, si nous exprimons
celte condition, en tenant compte de P(y,) = o, nous trouvons

([m-2 }.l ¥y

A (M=) prm— A 2P - Pui ) = 0.

(lm—— (‘,y.l
dzn= dz

m (/.Z m—{

80. La condition précédente, écrite sous la forme P(zy,) = o, fait
voir que, pareillement, pour que I’équation obtenue en débarrassant

Am Am—-l .. -Ag A; =

de la solution y, admette encore cette intégrale, il faut et il suffit que
I'on ait |
P(},,J ﬂ—lll’l‘) — 0 Oou P,(xzy,.l):o;

I /

et, généralement, la condition nécessaire et suffisante pour que y, soit
solution de I'équation P = o et des » — 1 équations qui se déduisent
successivement 'une de I'autre en posant

dy 1 dy,

ZE .—-j"l ZT.Z'_ =
est que P = o admette les n intégrales
Y XY, xi_}’ly ceer X" _l]'l-

Ces solutions, en progression géométrique de raison z, ont été appe-
S.13
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lées par M. Brassine solutions conjuguées. L'analogue d’une équation
algébrique ayant n racines égales est donc une équation différentielle
linéaire ayant n solutions conjuguées.

Lorsque I'équation différenticlle P = o admet n solutions conjuguées,
on peut décomposer le premier membre P en m facteurs premiers symbo-
ligues dont les n derniers seront égaux.

Soit, en effet,
YV, Fet= XV, YyE= XG0 o, D=2 Vs s Ya
un systeme fondamental de P = o, et soit

l) pusing Am .'\m._| e Au- . Az A]

la décomposition corrélative de P. Elle jouira de la propriété énoncée,
car, si 'on caleule ¢,, ¢5, ..., ¢, par les formules

=0, ya=vofodz, ..., yu=vfodzf. .. [fo.dz,

on trouve successivement

V=1, WVyz=2, ¢;=3, ..., ¢,=R—I,

de sorte que ’on a

dlog(v,va...v;) dlog[x.2.3...(i—1)v.]  dlogy,
1 = e . =
dx dz dx
ou
ai=a, 1==2,3,...,0n.

La démonstration pourrait d’ailleurs se conclure de ce fait que I’ex-
pression A, A, ...A; A,, devant encore s’annuler pour )’ =y,, peut
se mettre sous la forme

AL A AGAL

Réciproquement, sz I’expression P est décomposable en m facteurs pre-
miers symboliques dont les n derniers sont égaux, Uéquation P = o
admettra n solutions conjugudes.

Si, en effet, on forme le systeme fondamental corrélatif de la décom-
position A, A, ,...A,A,, savoir:

yo=v, yn=0vfodz, ..., ya=vfodzf...[vudz,
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on voit immédiatement que ¢., ¢, ..., ¢,, étant donnés par les for-
mules (n° 72)

(g — ef(n,_,———nx)tl.t, (1, == 6‘-‘.(”3 —a_.‘,r[r’ PO (e, —a,  Cdr

’ n ! ’

oulona

A, ==QA;== Ay ==...== Uy,
sont des constantes, d’ott il résulte que y,, ¥., ..., ¥, sont de la forme
ViT=0, Y=V, Y=, ..., Ya=a2" e

Nous avons vu une vérification de cette réciproque au n° 73, pour
I'équation du second ordre.
On peut aisément se rendre compte de ce qui a lieu pour une
équation '
ApnAni. . A2A =o,

olt 7 facteurs consécutifs sont égaux, mais non plus les derniers. Sup-
posons, par exemple,

A=A, =A,_ =...=A..
L’équation
Am A/u—l- . .A3 Ag:: 0

admet alors les n solutions conjuguées
Oy Vay O W2y Z20Vay o0y X700
Donc (n°76) Ja proposée admettra les n inlégrales
=0 fo.dz, yi==v fzv.dz, yi=v fz'ndz, ..., yi.=v0fz"'ndz,
qui sont telles qu’on a

d d s d Yo i
— 2=y, — =y, ..., e 20,
dx v, dx v, dx v,

Ce sont ces dérivées qui sont conjuguées et non plus les solutions
elles-mémes.

81. Je me propose & présent de décomposer I’expression difléren-

tielle

Piy) =T - p ST

= T P Zz—;‘-:—l e %3

e 2]

-13.



S.100 G. FLOQUET.

en facteurs premiers symboliques, dans les deux cas particuliers olt
I'équation P=o est intégrable, savoir

I
pi= (rz 4 s) pi=R,
R;, r et s étant des constantes.
Considérons d’abord I’expression
p(?,) _ (l'"_’}" 1{[ (ln:v—l‘?,‘ R? dnz—z',}. N R{” .
ST dam T ra -+ s damt 7 (rxe—+s) dzt T (rx —|-sf,"')’

que je veux mettre sous la forme
P —'_—AmAm—Ah . 'A2Al'
On sait que, si g, ps, - .., o, S0t les racines de I’équation algébrique

molp—1) . (p—m—+1) =R tp(p—1)...lo—m+o)+...
-+ Rm-—'.! "“P(‘p - K? —+ Rm II'P '{_ Rm: 0)

obtenue en posant y = (ra + s)’ dans P(y) = o, I'équation P ==
admet les intégrales
(rz s, (ra-+sk, ..., (ro-+ s,

qui, en général, sont linéairement indépendantes. Connaissant ces inté-
grales, j’en déduis facilement ¢, ¢, ..., ¢, par les formules

(rx4+sp=v, (rz+sp=y fo.dz, ..., (ra-+s)a= u,fv, dzf...[v.dz,

et je trouve

0 =(rz -+, oy=(re—+sE0T, = (re s, L, 0= (ra - 8)t

2 des facteurs constants pres. On a done, & un facteur constant pres,
Oy = (roe 4-siu*, {=1,02,3,..., m,

et, par suite, en prenant les dérivées logarithmiques, .

(pa—m-rt)r,

L k) LR (k) LU

3 = == 3 =

ay = ’ ] g ’
Irr +s rx -+ s re —+s§ rx - s

Ainsi, I'expression P est décomposable en facteurs premiers symbo-
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liques de la forme

ol k; est une constante égale & (p; — 7 +1)7.
Réciproquement, toute expression composée de facteurs premiers
symboliques tels que
dy ki

PR — __.____Jw’

dx rx-+s

k; étant constant, sera de la forme P, ol

R;

Pi= s

= (rz + )i
C’est en effet ce qui résulte immédiatement des formules (2) du n° 74.
Lorsqu'on a p, = p, =...=p,, on voit sans peine que la décompo-
sition donne les intégrales
(rz+spy, (rez+sklog(rz+s), ..., (rz-+splog—(rx—+s),
et, lorsqu'on a p,=p,—1:2=p;, —2=...=p,—n +1, elle donne
‘les solutions

(rxz—+s), (rae4+s)t, (re-s)at?, ., (rz -4 s)uter
équivalentes évidemment aux solutions conjuguées
(ra =+ sy, z(re-+s)y, ..., 2" '(rz + sy,

ce qui devait étre d’aprés le numéro précédent; de sorte que, quand
I’équation algébrique en p a n racines en progression arithmétique de
raison 1, I’équation différentielle a » solutions en progression géomé-
trique de raison w.

82. Je considere maintenant I’expression

d’"’}" dm-19r
Py)= 7= +p,3;,7~_{ +. ot Pa)

dans le cas ou les coefficients p,, p., ..., p,, sont constants. Cest ici
que P'analogie de I'équation P = o avec une équation algébrique va se
présenter de la maniere la plus compléte.
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Il a été établi au n°® 74 que, si I'on effectue la composition des

facteurs
AlllAm~~l- . —AsA'.‘A(:

dont les coefficients a sont constants, on obtient une expression diffé-
rentielle dont les coefficients ont pour valeurs

—2a, “+2aq. —Zadga, ...,

de sorte que ces coefficients sont eux-mémes constants. Inversement,
les coefficients p,, p., ..., p,, étant constants, si 'on détermine les
par les formules

p=—2a, p=—+2aa, py=—Za;qa, ...,

on obtiendra des valeurs constantes qui sont les racines de I’équation
algébrique
PP T A= P APy =0,
obtenue en posant y = ¢°* dans P(y) = o.
Donc, toute expression telle que P est décomposable (n° 44) en
m facteurs premiers symboliques & coefficients constants, ces coeffi-
cients étant les racines du polynome

e~ Perr),

Remarquons que les coefficients p sont des fonctions symétriques
des coefficients a; d’oli cette proposition :

Dans une expression composée de facteurs premiers symboliques
a coelficients constants, on peut intervertir d’une manigre quelconque
I'ordre des facteurs sans altérer les coefficients de I’expression résul-
tante.

Il résulte de Ja que :

Pour qu’une expression composée de facteurs premiers symboliques
a coefficients constants soit nulle, il suffit qu’'un de ces facteurs soit
nul, ou, plus généralement, qu’une expression composée de plusieurs
de ces facteurs soit nulle.

Car, si AgA,A,, par exemple, est nul, 'expression proposée, pou-
vant s’écrire A, A,_,... A, A; Ay A,, sera elle-méme nulle.

Ce dernier théortme donne immédiatement 'intégrale générale de
I’équation P = o.
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En effet, si les facteurs A sont inégaux, en les égalant séparément &
zéro, nous obtenons 7 solutions linéairement indépendantes

eait’ e!l__.l‘.l eﬂur’ ey eﬂl“-l‘.
Si maintenant ¢, facteurs sont égaux & A,, o, & A,y . ., 2, 2 A, de
telle sorte que

Ay~ Syt o, == M,

égalons séparément a zéro ces » groupes de facteurs égaux

AA...A==0, AA,...A,=o, o ALALL A =05

il résulte du n° 80 que ces n équations ont chacune toutes leurs solu-
tions conjuguées et égales respectivement

[y

ent, xenr, ..., xMT'enr,

Nous avons donc encore ici 7z intégrales, et elles sont linéairement
indépendantes.

83. Soit une expression différentielle
A/nAm-—( e AgA,
composée de m facteurs premiers symboliques, et soit

(lm,,/‘ dm——ly '
P(y)=m P g+ TPy

ce qu'elle devient quand on effectue la composition des facteurs A.
Lorsqu’on pourra intervertir d’une maniere quelconque 'ordre de ces
facteurs sans altérer les coefficients p,, p., ..., p, de I'expression ré-
sultante, on dira que ces facteurs sont commutatifs. En adoptant suc-
cessivement deux dispositions différentes pour les facteurs, puis effec-
tuant dans chaque cas les opérations, on obtiendra deux expressions
différentielles identiques, c’est-a-dire que les coefficients des dérivées
de méme ordre, dans les deux expressions, seront égaux.

Nous avons vu qu'une expression différentielle linéaire, & coefficients
constants, peut se décomposer en facteurs commutatifs. Je vais étudier
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d’une maniére générale les expressions linéaires homogenes qui sont
décomposables en facteurs premiers symboliques commutatifs..
84. Considérons I'expression différentielle
A A AA
ot comparons-la & I'expression

Am—Al Am- . -A:;A2~’ I

Jeffectue les opérations A,,_,A,,—;...AsA,, et je pose

Am—-'.!Anhal . -A7A1: A'

On a
d*A dA day,_ .
A‘\mAm_( :\ == -—(/Z'z _— ((Zm»l '+" am) ’('[‘E‘ -+ (am—-l y— ([‘n;"! A,
d*A dA da,
Am-- 1 /\m A= (I—.Z'; - (am- = am) (_Z_.Z_' -+ <((m~| A —— ?[’;J—' A'
4 d”/n ([”m—l ’ . L] ) M. 4 r
Si donce 77 et~ sont égaux, ¢ est-a-dire si a,, — a,._, est con-

stant, les deux expressions A,, A,_, A et A,_, A, A seront identiques,
et, réciproquement, si A, A,_, AetA,_, A, A sont identiques, la dif-

{érence

Am Aln -1 A— Am-—-l Am A= f']‘a‘lﬂ b i{‘”i_‘_) A
dzx dx

devant alors étre nulle identiquement, comme A ne l’est pas,

day  dity_

dz dx

sera nul et @, — a,,., sera constant.

D’oli cette proposition :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs
premiers symboliques, on puisse intervertir les deux premiers, il faut
et il suffit que les coefticients de ces deux facteurs different par une
constante. '

Comparons maintenant les deux expressions

Am Am-—-l Aln—ﬂ Alll—»ﬁ Am--—4 [ S Al el &Am Am—1 Am---u Am-—? Am—-é .. A 1.
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Si les coefficients a,,_, et a,,.; different par une constante, d’apres le
théoreme précédent,

Am-—2 Am-—s Am«-; e At e[ .Am-—:, A-n_‘.v :\mu,i P A;

seront identiques, et, par suite, il en sera de méme des deux expres-
sions considérées. Inversement, je dis que, si ces deux derniéres
expressions sont identiques,

A,,,-;- Am_;;Am_.1 oA = S et A, 3 Aps Am-'i LA =T

seront aussi identiques, et, par conséquent, @,_» et a,_, différeront
par une constante. En effet, la différence

Am Am—x S— Am Am—l T= A Am—-l (S - '-l‘)

est alors identiquement nulle. Or on a

ay__ d?(S—T) d(8—T) At
IﬂAm-—l - _ ey m—1 m | m—y A — b :’— H
Muaca(5=1) = TEZT (a0 ST o (0 — =) 51
done S ¢t T sont identiques, car, sinon, soit 7% le premier terme qui

ne disparait pas dans la différence S —T1; A,, A, (S —T) contiendrait

. , . drtege
le terme irréductible r&—*

T et, par suite, ne serait pas identiquement

nul.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs
premiers symboliques, on puisse intervertir deux facteurs consécutifs,
il faut et il suffit que les coefficients de ces deux facteurs difféerent par
une conslante.

On en déduit la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs pre-
miers symboliques, ces facteurs soient commutatifs, il faut et il suffit que
les différences de leurs coefficients, pris deux a deux, soient des con-
stantes.

85. Ces conditions, imposées aux coefficients des équations compo-
santes, conduisent & des relations correspondantes entre leurs inté-
grales.

S.14
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Considérons, en effet, les deux équations

d')“ a,y =ao (I"}" a0,y =0
dze ~ M=% 4z =0
et soient y, et y, leurs intégrales générales respectives. Si je pose dans
la premiere y =y, z, j’obtiens I’équation en =
dz

dz

— (an— a;) 2=,

. 1 . ’ . 3
qui donne le rapport;{ des deux intégrales. Or, si @, — a, est con-
r

stant, elle donne z = C ¢**, « étant constant comme C, et inversement,

si =z est de cette forme, @, — a, sera constant; de sorle que dire que
. . . 3

a, — a, est constant revient a dire que le rapporb_)—, est de la forme

‘y_'j e C 6”,

e

d’ol1 cette transformation de la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composce de facteurs pre-
miers symboliques, ces facteurs soient commulatyfs, il jfaut et il suffit
que les rapports des intégrales des équations composantes, prises deux a
deuz, soient de la Jorme Ce**, C et o étant des constantes.

86. Il est clair qu’une expression composée de facteurs premiers
symboliques commutatifs sera nulle si I'un de ces facteurs est nul, ou,
plus généralement, si une expression composée avec plusieurs de ces
facteurs est nulle.

On déduirait de 13, comme dans le cas des coefficients constants,
'intégrale générale de I’équation, intégrale qu’on peut d’ailleurs
trouver de plusieurs fagons, par exemple & 'aide des formules du
0°'72; mais je la conclurai des considérations qui vont suivre.

Je me propose actuellement de trouver la forme des expressions dif-

férentielles

d,,,,y. dm-l
P(}") — ,(ZZT" -+ pu z‘-x—’ﬁ_}:‘ -+ -+ pun)s

qui sont décomposables en facteurs premiers symboliques commuta-
tifs.
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Remarquons d’abord que les coefficients p seront nécessairement des
fonctions symétriques des coefficients @ des facteurs commutatifs. On
calculerait-ces fonctions par les formules (2) du n°® 74, en y suppo-

sant
da, _da, _ _ dan
de ~ dx 7 T dx

Par exemple, on a

m(m—1) da,

po=—2a, p.=Zaiaqj— S dn

Si I'expression P est décomposable en facteurs commutatifs, on a
P:A,,,A,,._.l.. .

ol les différences deux i deux des coefficients @ sont constantes. Soit
¥» une solution de l'une quelconque des équations composantes, de
A, = o par exemple : y, sera une intégrale de P = o. Or, I'identité (3)
du n® 75 donne

[ ’ 4 4 ' ’ 14

- P\_?“nﬁ') = Am Am—t Ve Az A 1

Jn

avec les conditions

A=;— Uy [=1,2,3,...,m.

Donc l’expression;'fP(y,,y/) a ses coefficients constants et est de la
forme ‘
d!lz

I =0 =L oy
y',,l(y"'y‘)—Q<y)~dxl"+ql 2 e q""—l(/x

et, si je change y en ;7—, j aurai
Pir)=2.(%)-

Par conséquent, toute expression P(y), décomposable en facteurs com-
mutatifs, est de la forme

P (:V) :‘7'11 (\). ("'7‘:> 9 . «.
S.14.
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/n €tant une fonction de x, et Q(y) une expression telle que

7,

a’n)),. -l ¥ (-l',)_..

SRl At AT ML
dan T g T

ou les coefficients g sont constants.
Inpersement, toute expression de la forme

p ) =Jn Q <l>
7 J ¥

n

est décomposable en facteurs commutatifs.

On a, en effet,
Q ().) = Blll Bm——l .. .Bz B"

ol les coefficients b des facteurs sont constants. Or, I'identité (2) du
n° 75 nous donne

<

J"n 0 (?’};\) - B:n B’I”-i L Blz B,n

avec les conditions

, dlogy,
b= b; 4+ ——8l

dz

s I=21,2,3,...,m.

A

Donc les coefficients & des facteurs B’ different deux & deux par des
constantes, et, par suite, ces facleurs sont commutatifs.

e

La forme y, Q (71) est donc nécessaire et suffisante pour que P(y)

soit décomposable au moins en un systeme de facteurs commutatifs.

Il est facile de conclure de 1a P'intégrale générale de P = o dans ce
cas. Soient, en effet, w,, w,, ..., w, les intégrales particulieres de
Q(y)=o0; l'une d’elles est constante, puisque Q(y) ne renferme pas
de terme en y, et les autres sont de la forme '¢*. L’équation

n

Q<§> =o0 ou P(y)=o0 admettra les intégrales linéairement indé-

/

pendantes

Fn ¥, .ﬁ“ Klay v ey :Vu L4

Donc, lorsque P est décomposable en facteurs commutalifs, si y, dé-
signe une fonction annulant 'un de ces m facteurs, 'équation P=o
admet m intégrales linéairement indépendantes de la forme y, 2 ¢?,
en y comprenant y,.
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87. Cherchons la condition pour que I’expression du second ordre

soit décomposable en deux facteurs commutatifs
P = Az A I

Traitons la question directement. On a

200 ~ d
A A =d—7 — (a+ @) A (a. a — __(1—13 >
dx? x ;

d’ott les deux équations

da,
QG+ &= —p, aa — ;/—5 =P
.o da _ da,
avee la condition — - On en déduit
dz — dz
da, _day _1d{ai+a)  1dp
dz —dzx ~ 2 dz — T 2dz’
1
a, = py— % i—/—;'lﬂ

=zdz TG P .

Or, la différence a, — a, doit étre constante. Doncla condition néces-
saire et suffisante est

1dp. , pi

— p.= const.
sdz 3 P

Lorsque la constante est nulle, les deux facteurs commutatifs sont
évidemment égaux, et nous retrouvons bien la relation

5

-t

- %—]),‘:O,

(SRR
&|‘

trouvée au n° 73.
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88. La décomposition d’une expression différenticlle linéaire et
homogene en facteurs premiers symboliques a été étudiée, dans le cas
des coefficients constants, par le géomelre frangais Brisson, qui en a
déduit une ingénieuse méthode d’intégration des équations linéaires &
coefficients constants, avec ou sans second membre. Cauchy a signalé
la fécondité de cette méthode ('). Je me propose de généraliser le pro-
‘cédé, qui s’étend aux équations linéaires & coefficients variables, en
montrant comment il fournit I'intégrale générale d’une équation com-
plete quand on connait celle de I’ equauon privée du second membre.

Considérons I’équation linéaire

(lm dm—l

(Z.Z"" P‘ a.'x"‘ x+---+}7m}":m(x).

P(y)=

Par hypothese, on connait 'intégrale générale de I’équation privée du
second membre : P =o0. On connait donc toutes les décompositions
possibles du premier membre en facteurs premiers symboliques. Soit

P= Am Am—l v A2 A|
'une d’elles. L’intégration de I’équation

(l) AmAm.—l-..AzAA:ZD(x)

N

peut se ramener a celle d’'un systeme de m équations simultanées,
linéaires et du premier ordre.
En effet, si je pose

(2) Am—l Am-—'.’ cea Al = WU,

I’équation (1) s’écrira
du,

'("/— - nm Uy = U(
si je pose de méme
(3) Am_a Am_..,q e A, = Ilm._.y,
’équation (2) s’écrira
ity Ay Uy = T¢
([Z’ Mm—| Um—et —— Ly

(") Exercices mathématiques, t. 11, p. 169.
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et ainsi de suite. J’obtiens done bien les 7 équations linéaires du pre-
mier ordre

du, ,
Tz —dm Un =w(z),
dity_,

"_'d;'“ = Uy Uy == Uy,
Aty ‘

d.z: — UAp—s Uy == Uy,
...................... ,
du' au u
o T Gl = U
dx ! ’

qui devront étre intégrées dans ’ordre ou elles sont écrites, et ou u,
désigne y.

Observons que les valeurs de u,; u,, u;, ..., déduites de ces équa-
tions, renfermeront en général des intégrales multiples. Soil z; une
solution de A; = o,

zi=elul, [=1,2,3,...,m,

la constante arbitraire dans fa;dx ayant une valeur déterminée.
On aura successivement

w(x)
uln = zlll < dx’
Zm
Un . z w(x
Uyt = Bp—y = = Za— = L/.Z‘ ’_‘L'—l ([ E]
zln—l Zm—1 Zm
u —
Upez = Bp—a al Z = Zp— ‘-m : —_— t/’l N
B2 111—2 zm—l Zn

Il est facile de voir que, si les facteurs A sont commutatifs, on pourra
toujours remplacer les intégrales multiples par des intégrales simples,
en recourant & I'intégration par parties.

En effet, le rapport g— des solutions de deux équations composantes
J
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est alors (n° 85) de la forme Ce**, « étant constant, comme C. Or on a
’ En (= Zm ; 52 4
e de E‘x)dx:/‘-——-dxxfm—(ﬂdx.——fg—‘f—)dxf m
Zm—1 B o Bm-t Zn Zm Z—y

d’ou 'on tire
Z Z - ’.,‘
Uppey == —= fzg(_x_) dz — ._"‘_‘_'fm_”_) dz.
[ Zm [74 St

La fonction u,,_, est donc exprimable par des intégrales simples, et il

en sera de méme de u,, 5, Uy, ..., U, etde ©, ou y. Cela est toujours

vrai, en particulier, lorsque I’expression P est a coefficients constants.
La méme réduction a lieu quand on a

dz,

R; . N
pi= (m)—" t1=1,2,3,...,m,

, ;s 7 i /. . .
R; étant constant, et généralement quand le rapport %if est inté-

et

grable.

89. Appliquons la méthode précédente a I'intégration de I’équation

différentielle
N @y __rle+p—1) dy vpips
P =t~ iy @ T m e =)

olt py, pa, et s sont des constantes, p, étant différent dep,.

L’équation P = o admet les deux solutions linéairement indépen-
dantes (ro + s)? et (ra -+ s)»; on en conclut la décomposition de P
en facteurs premiers symboliques

L
P=A.A,
ou I'ona(n°81)
_dr _(p—yr
A= T ws
PN L

dz Ttz +s?"

Les équations A, =oet A, = o admettent d’ailleurs respectivement
les deux solutions

si=(raz + s, z,==(re+ s
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Il s’agit d'intégrer le systeme

du, (po—1)r )
— lq:m{x'),

dx ra -+ s /
du, p.r

—_—— 1, = Uy
dx rx -+ s

Or, intégrale générale de la premitre équation est

!/
[oRiA
Uy=—= (I'x -+ S‘j:’*wl [r’—:;—s)—,-*‘ (l’x;
/ - 82
<

on ¢n conclut celle de la seconde

[
@z :
u=y=(rz+sn | (rez+ska'de /.—-——‘—-—{ dx.
/ J vt \o,—1
(l S

L%

Chassons I'intégrale double en intégrant par parties, et nous obte-
nons l'intégrale générale de P(y) = =(x) sous la forme

y:(l'x-!—sﬂxf( w(x) da + Ez'x %—s{?ﬂf( w{x) dz,

rlpo—g) J (re + s)o= loe— o) J (e 4 sjer

ce qu'on peut encore écrire

r=0C(re+ s+ Crz-+sj .

1 w{x) 1 = (z)
+ - ; —dz + — — dz,
I{pi— p2) (ra+sp r{p—p) J (re-+ sk

C, et C, étant les deux constantes arbitraires.

SEPTIEME PARTIE.

90. Dans cette derniere Partie, jappliquerai la décomposition en
facteurs premiers symboliques & l'étude des intégrales régulitres.
Comme nous le verrons, cette décomposition peut s’effectuer suivant
des facteurs a coefficient monotrope, et la considération de ces facteurs
permet d’établir simplement tous les théoremes, en méme temps
qu’elle montre clairement I"origine de la différence qui existe sSOuvent

S.1

L4
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entre le degré de I’équation déterminante et le nombre des intégrales
régulieres linéairement indépendantes.
Je rappelle d’abord que, pour que 'équation du premier ordre

dy

—— —ay=o
dx J ’

ot le coefficient @ est une double série procédant suivant les puissances
entidres positives et négatives de «, et convergente dans le domaine
du point singulier zéro, ait ses intégrales régulieres, il faut et il suffit
que ce coefficient soit de la forme

SRR

a= —»
« étant une fonction qui ne renferme dans son développement que des
puissances positives de x et qui peut étre nulle pour = o.

Quand cette condition est remplie, 'équation déterminante est du
premier degré, et, si p est sa racine, les intégrales sont de la forme

2 g(x),

la fonction ¢(z) étant analogue a «, sauf qu’elle n’est certainement
pas nulle pour « = o. Quand la condition n’est pas remplie, @ pré-
sentant néanmoins le caractere des fonctions rationnelles, I’équation
déterminante est du degré zéro et les intégrales sont de la forme

LR T
e a2t (z),

T

v -1 étant V'ordre infinitésimal de la valeur infinie que prend a pour
X = 0.

Je désignerai, pour abréger, par facteur régulier un facteur premier
symbolique tel que .

&
dz 7"

Il est évident, d’apres les formules (2) du n® 74, qu’une expression
composée de m facteurs réguliers est de la forme
([I"Jn Pl dm—ll,y- l)2 dm—z.},- Pm

den T de T danr T T
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les fonctions P; étant holomorphes dans le domaine du point zéro et
pouvant étre nulles pour @ = o. D’ailleurs, pour ramener une pareille
expression a la forme normale, il suffira de la multiplier par &™.

91. Nous avons démontré au n° 36 la proposition suivante, due &
M. Frobenius :

St une expression dyférentielle est composée d’expressions différentielles
de forme normale, elle a elle-méme la forme normale, et sa fonction dé-
terminante est le produit des fonctions déterminantes des expressions
composantes.

Admettant ce théoreme, je considérerai des expressions composantes,
non plus de forme normale, mais de la forme

(]m ¥ dm-t ¥

([xul .pl (lxmﬂT kR P’"}l-‘

ol le premier coefficient est 'unité, les autres se développant en séries
procédant suivant les puissances entieres de -, mais ne contenant qu’un
nombre limité de puissances négatives; puis, 'expression résultante
étant évidemment aussi de cette forme, je chercherai quelle relation
existe, dans ce cas, entre sa fonction déterminante et celles des compo-
santes. La relation est encore simple, comme je vais le montrer.

92. Jexamine d’abord une expression P composée uniquement de
facteurs réguliers
(1}" o

P=A,Aun_...AA, A;:% - (i=1,2,3,...,m).

Soit
yio=0, ya=vu Jfodr, ..., yu=vfo.dxf... [ondx

le systeme fondamental corrélatif de cette décomposition de P.

Comment doit-on modifier les facteurs A pour que leurs nouvelles
expressions aient la forme normale et en méme temps produisent, par
leur composition, la forme normale z™P de P?

Je multiplie chaque facteur A par z, et je désigne par A” les pro-
duits; ces produits ont la forme normale. Si je les compose, I'expres-

sion résultante
1" " 4 4
P’ = Al AL, ... ALA",
S.15.
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7

égalée 2 26ro0, admettra le systtme fondamental

ke )
0. v v, v O
v, o 2dz, v | =dx [J dz, ..., v /‘— de | ... | Zdx,
z z ) x J x z

car on voit sans peine que les équations

A=o, Al=vv, ALA =00,

admettent ces intégrales. Si donc j’ajoute aux coefficients % les dé-
rivées
dlogzi~t  1—1
dz ~— =z

?

ce qui revient 3 augmenter les ¢; des nombres z — 1; comme, par ce
fait (n° 75), les fonctions ¢,, ¢;, ..., v,, sont multipliées par «, je con-
struirai, en composant les résultats

dy .
Aimz—— — (i i—1)y

dz

ainsi obtenus, une expression
P = A,uzi I/unl oo A,'z A'x’
qui, égalée a zéro, admettra le systeme fondamental
=,y fedr, oL, yus=efedaf .. fe.de,
9 A\, b4 A ’ .
¢’est-a-dire le méme que P = o, et, par conséquent, comme le premier
coefficient de P’ est ™, on aura

1)’ P L I) .

Ainsi done, Uexpression P, mise sous sa forme normale 2™ P, est iden-
tique a I'expression A, A}, _,... A, A ; d’olt ce théoréme :

Etant donnée une expression composée uraquement de facteurs réguliers
dy o .
tels que -~ — —y, pour la metire sous sa forme normale, on ajoute aux

quantités o; les nombres i — 1, puis on raméne les nouveaux facteurs ¢ la
Jorme normale en les multipliant par x.
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Par exemple, si'on fait » =1, s = o0 au n° 81, on a 'identité

'y pi+p—1dy | 0,0,
da? z dx x%

avec les conditions

On peut done écrire
* jﬁf— — (i pa— l)x% oy = AL AL
avec les conditions
A'.,:x% —py, A :x% —py.

Le théoreme précédent, c’est-a-dire I’identité
. 2P =AL A, .. AN,

conduit immédiatement & la relation cherchée entre la fonction déter-
minante g(p) de P et celles 2,(p) == p — [2;],= des facteurs régu-
liers A,.

En effet, cette identité ayant lieu entre des formes normales, si
jobserve que la fonction déterminante de Aj esl p— i+ 1 — [&].ms
j'aurai identiquement

gle)=1{p—lalm)lp—1—[a]e=j(p— 2 — {2 ]e=) - - (0 — 0+ 1= [2a]e=],

c’est-a-dire

glp)=Nlo) llp—1) hs(o—2).. lalp— m-1).

93. Examinons ensuite une expression composée
P =QD,

ol les deux composantes linéaires homogeénes Q et D sont d’ordres
m — s ets et ont pour premier coefficient 'unité, les aulres présentant
le caractere des fonctions rationnelles. P est alors d’ordre 72 et de méme
forme. Soient P, a* et 2™ les puissances de x par lesquelles il faut
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multiplier respectivement les expressions P, Q et D pour les amener &

leur forme normale. Il s’agit de trouver la relation qui existe entre les

fonctions déterminantes g(p), k(p) et 2(p) de ces trois expressions.
Dans Pexpression D, je fais la substitution

y=x"z;

elle devient D/, et D’ a 1a forme normale; il suffit de réfléchir a la for-
mation de ses coefficients pour s’en assurer. P(y) devient alors QD’,
¢’est-a-dire P (2" ). Puis je ramene Q & sa forme normale Q’, en le mul-
tipliant par 2. On a donc

x* P ey =Q'D'.

Donc «*P(«"y) ala forme normale, et sa fonction déterminante g'(p)
est le produit des fonctions déterminantes 4’ () et 2'(p) de Q' et deD’:

g'(p)=A () ip)-
Remarquons, en passant, 'égalité
% =0.

Or, d’apres la propriété établie au n° 33, les fonctions déterminantes
de 2"P(x"y) ou P(z"y) et de D(x"y) se déduisent de celles de P(y)
et de D(y) en changeant p en p + 7; d’ou

g'(e)=glp+n), W(p)=h(p+n)
et, par suite, a cause de £'(p) = k(p),
glp+n)=/h(p) h{p+n).
Sidonc je change p en p — 4, j’obtiens I'identité cherchée
glp)="nh(p)k(p— ).
En particulier, si D est de la forme

d&y  Pydy P, d—y P,

e AL + = =
dxs x dz—! z* dzr =7

on aura .
glp)="1l(p) k(e —s),

car alors » est égal & s.
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9%. Du cas de deux expressions composantes on passe facilement au

cas de trois : ‘
P =QDL.

Si #* est la puissance de x par laquelle il faut muliplier la nouvelle
“expression L, pour la réduire & sa forme normale, et si /(o) est sa
fonction déterminante, on aura

gle)y=1p)h(p—2) k(o —3h—n).

En effet, on a
. P=Q(DL).

Or, soit /'(p) la fonction déterminante de DL; d’aprés une remarque
faite, on rameéne DL & la forme normale en le multipliant par 2'*". On
a done

gle)=rflp)li(p—2—mn).
Mais

Done
gle)=1(p) h(p —2) k(p— % —n).

Remarquons I'égalité
z+n-+A=8.

En général, considerons une expression P, d’ordre m, composée de n
expressions dyférentielles
p == Du ‘)ll—l L 'D'l ])l’

les composantes D étant linéaires, homogeénes, et ayant pour premier coef-
Jicient I'unité, les autres présentant le caractere des fonctions rationnelles ;
st g(p) est la fonction déterminante de P, et si h;(p) est celle de D;, st
en outre x" est la puissance de x par laquelle il faut multiplier D; pour le
réduire a sa forme normale, on aura l'identité remarquable

g(p)'—‘—-" /h(p) /l'z{p —'ﬂ() /l:s(P — ""ﬁz)- . -hn({-2 — M N2 . ~_'/ln—|)~

On a d’ailleurs
G, =5,

a? étant la puissance de x par laguelle il faut multiplier P pour I’ amener &
la forme normale.
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Lorsque les expressions D sont toutes des facteurs réguliers, on a
N ="N2==.. ‘:';'/],,,:I,
et, par suite,

glp)=np)halp—1) Ds(p—2).. D (p — m+1).

/

. C’est la formule que j’ai démontrée plus haut directement.
Je déduis du théoreme général cette conséquence importante :

Le degré de la fonction déterminante de P est la somme des degreés des
JSonctions déterminantes des expressions composantes D.

95. Je vais établir maintenant que I’expression

dm y (l”” -1 y
Py)= = Py oo Pals

oi1 les coefficients p sont des doubles séries procédant suivant les puis-
sances entieres positives et négatives de x, et convergentes dans le
domaine du point zéro, est toujours décomposable en facteurs premiers
symboliques de la méme forme, ayant par conséquent leur coefficient
monotrope.

On sait (n° 9) que, si » désigne une racine de I'équation fonda-

mentale et si 'on pose
I

— logw =r,
2T/ —1 8

une équation telle que P = o admet toujours au moins une intégrale

de la forme
x'c;:(x),

o(2) étant une double série comme les coefficients p.

Cela posé, soit
P= AmAm--l- . .AzAx

la décomposition de P corrélative du systeme fondamental
r=v, yi=ufe.dre, ..., yu=v fodxf.. . [o,dx,

et supposons que les solutions ¢, ¢, ..., v,, des équations différentielles,
successivement déduites 'une de I'autre par la substitution connue,
aient été choisies de la forme 27¢(x) :

[ x’xc.al, o == x’:q)._,, cey Y ==Xy,
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Cela est toujours possible, car ces équations successives remplissent
les mémes conditions que P =o (n° 18). On aura
dlog(viv... ) d )

a; == ———— et 2= —— Jog (et TR TR ./,,

dx

d’ol1 il résulte que le coefficient @; de A, sera une fonction continue et
monogene dans le domaine du point zéro, & ce point pres, et de plus
monotrope, car, apres une révolution de la variable autour de I’origine,
la quantité sous le signe log est multipliée par

e (r,+r_;+A..+r,)’

de sorte que sa dérivée logarithmique ne change pas. Donc les facteurs
de la décomposition considérée ont bien des coefficients possédant les
mémes propriétés que les coefficients p.

Ainsi, i est toujours possible de décomposer [’équation P en facteurs
premiers symboliques a coefficient monotrope de la forme

i élant entier.

96. Revenant a nos hypotheses, nous supposerons dorénavant que
les coefficients de I’équation différentielle présentent le caractere des
fonctions rationnelles, et nous considérerons I’équation

dm » dnz—l',y.
— P | ———
dam™ d.l. m=-i

P (}") = .. Pm_‘}" =0,

ol les coefficients p seront des séries procédant suivant les puissances
entiéres de 2, mais ne renfermant qu’un nombre limité de puissances
négatives.

La décomposition de I’expression P en facteurs symboliques de la .

forme .
ar 0 i
dz yZ_»C,x

conduit & deux propositions importantes.
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Proposition 1. — Le degré ) de la fonction déterminante de I équa-
tion P = o est égal au nombre total J des facteurs réguliers qui enirent
dans une méme décompostition de Iexpression P en facteurs symboliques

de la forme
dy --y—i—xC-xi
dx J b — e
Considérons, en effet, une pareille décomposition
l): Am -S-’u 1ee e A‘.E A:’

contenant j facteurs réguliers. Dans les coefficients des facteurs non
réguliers, et seulement dans ceux qui renferment un nombre infini de
puissances négatives de «, supprimons pour un instant les puissances
de z~', dont 'exposant est supérieur, en valeur absolue, & un nombre

arbitraire n, et soit
PP=B.B.....B.B,

Pexpression composée avec les facteurs dont quelques-uns sont ainsi
modifiés. L’expression P’ est de méme nature que I’expression P, et
les facteurs réguliers qui entrent dans P’ coincident avec les j facteurs
réguliers qui figurent dans P. D’apres le n° 94, la fonction détermi-
nante de P’ est d’'un degré o/ égal 4 la somme des degrés des fonctions
déterminantes des expressions B; or, les B non réguliers ont une fonc-
tion déterminante constante, et les B réguliers 'ont du premier degré;
donc la somme en question se réduit au nombre ; des facteurs régu-
liers, et 'on a
=
Faisons maintenant croitre » indéfiniment : I’égalité précédente, ayant
lien quelque grand que soit », aura lieu encore & la limite, et, par
conséquent, comme 7 a pour limite 7, on aura
=]
Corollaire. — Le nombre des facteurs réguliers qui entrent dans une
"~ méme décomposition de 'expression P en facteurs symboliques de la
forme
([Jn -+ »

dz —r Q. G

est constant, quelle que soit cette décomposition.
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Prorosrtion II. — Le nombre s des intégrales réguliéres linéairement
indépendantes de I'équation P = o est égal au plus grand nombre s de
Jacteurs réguliers consécutifs susceptibles de terminer une méme decompo-
sition de Iexpression P en facteurs symboliques de la forme

o
;5_:‘ —Y - "C;x".

L’équation P = o, ayant s intégrales réguliéres, admet (n® 17) une
solution ¢, = ¢y, (), olt ¢,(«) est holomorphe dansle domaine du
point zéro et non nul pour x = o. Je pose y =y, fsdx, et jobtiens
I’équation Q(s)=o0, quia (n°18) s — 1 intégrales réguliéres linéaire-
ment indépendantes.

Q = o, ayant s —r intégrales régulieres, admet une solution
9, = a4, (). Je pose 5 = ¢, [tdx, et jobtiens 'équationR(¢)=o,
qui'a s — 2 intégrales régulieres linéairement indépendantes.

En continuant de la sorte, j’arrive a I’équation H(x)= o, qui a une
intégrale réguliere, et admet par conséquentune solution ¢, = af Y (x).

Puis, posant u = ¢, f¢ dx, jobtiens une équation dont je prends
une solution quelconque ¢,.,, mais de la forme 2"¢(x), sans loga-
rithmes, et faisant de méme pour les équations suivantes, déduites
successivement I'une de I’autre par les substitutions analogues, j’en
tIre Cgpay Yspns +ovs Vpne

Ayant ainsi caleulé ¢, ¢,, 95, ..., ¢,, je forme la décomposition de
P en facteurs premiers corrélative du systeme fondamental

==, = fv.dx, ..., yu=o fodzf... [e.dz.
SoitP=A,, A,_....A;...A, A, cette décomposition. Ses facteurs A sont
tels que
. 1 dy Z"’"’ .

—_—— Cix’.

dz —
De plus, les équations

Al=o, Ai=o0, ..., A;=o0

admettent respectivement les intégrales

o= atdy, vwe=attdid, L, e o= gttt b,y g
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or, ces intégrales sont régalieres; done les s derniers facteurs A,
A,, ..., A;sontréguliers, et, par conséquent, on a gZs.

Je dis maintenant gn’on ne peut avoir ¢ > s.

Supposons en effet qu’il existe une décomposition de P en facteurs
premiers symboliques de la forme

ﬂ —_ -24‘” Ci 1.1,
dzx e

o1 les s + % derniers seraient réguliers :

P=ByBu_... . Bus...B.B..
Représentons par

[ P L OO T O OO L N LA S (PTRI L L
des solutions appartenant respectivement aux équations
B=0, Bi=o, By=o, ..., Buu=o.

Ces solutions sont régulieres et de la forme 2?¢(x), ¢ (2) remplissant
les conditions déja indiquées. Il en résulte que les rapports tels que

W Wy o, (4
A

[SLVIS LRI € Lo
¢’est-a-dire les intégrales

Uhy Way Wy, o0y Woig

des équations déduites successivement I'une de 'autre par la substitu-
tion connue, sont des intégrales régulieres de la méme forme a?y ().

Done, d’apres le théoreme réciproque du n° 18, I'équation qui
donne ., ayant au moins une intégrale réguliere, celle qui donne
Wea—s €n aura au moins deux; celle qui donne w,,, , en aura alors
au moins trois, etc., de sorte que celle qui donne w,, c’est-h-dire
P = o, en aurait au moins s + %, ce qui est contre I'hypothese.

On conclut de la que ¢ est exactement égal & s.

Remarque. — On peut remarquer que cette derniere proposilion est
encore vraie, lors méme que les facteurs premiers symboliques ne sont

pas de la forme
(l"}" - )
:l:;’ —-‘}"E—x C;x .
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97. Les deux propositions qui précedent permettent d'énoncer im-
médiatement les théoremes suivants :
TaiorimE 1. — Si I’équation dyferentielle P = o a toutes ses intégrales
régulieres, I'expression P est decomposable en m facteurs réguliers.

Tasorime Il. — Si lexpression dyfeérentielle P est décomposable en
m facteurs réguliers, I'équation P = o a toutes ses intégrales réguliéres.

Tasorime III. — Si’équation dyférentielle P = o a toutes ses inté-
grales régulicres, le degré de son équation deéterminante est égal a son
ordre.

Takorime IV. — St le degré de I'équation déterminante de I’expres-
sion différentielle P est égal a l'ordre m, I'équation P = o a toutes ses
intégrales régulicres.

Les théoremes I et 1I résultent de la proposition II. Le théoreme III
se conclut du théoreme I et de la proposition I. Enfin le théoremelV
est une conséquence de la proposition I et du théoreme II.

Il est d’ailleurs facile d’établir ce théoreme, savoir :

Tutorkme V. — Si I’équation diyferentielle P = o a toutes ses inte-
grales régulicres, elle admet un systéme fondamental d’intégrales appar-
tenant a des exposants qui sont les racines de I'équation déterminante.

En effet, P = o ayant toutes ses intégrales régulieres, P est décom-
posable en m facteurs réguliers,

P= AmAm—-l~ - -A:Al,
et 1'on a entre les fonctions déterminantes la relation
glp)=hp) la(p—1).ly(p—2)...hu(p— m +1),

trouvée au n° 92. Il en résulte que, si ’on égale a zéro les facteurs ré-
guliers A,,Aq, ..., Ay, les intégrales

Uiy Vi Vay O V205 ouuy ViWue. . Up
des m équations obtenues appartiennent respectivement aux exposants
Pis Pr— 1, P3—2, .. 5, Om— M+ 1,

’

Piy Pas --+» Dm Gtant les racines de I'équation déterminante g'p)=o;
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d’oti I'on conclura sans peine, en appliquant le premier des deux prin-
cipes admis au n° 35, que le systeme fondamental

yi==0y =0 fodz, oo, Y=o fodzf... [e,dz,

corrélatif de la décomposition considérée, est formé d’intégrales appar-
tenant aux exposants p,, fay « <y P

98. Les deux propositions du n° 96 sont tout aussi fécondes dans le
cas ol il s’agit d’équations n’ayant pas toutes leurs intégrales régu-
lieres.

Elles donnent d’abord ce théoreme :

TasorimE I. — Le nombre des intégrales réguliéres linéairement n-
dépendantes de I’dquation différentielle P = o est au plus égal au degré
de son équation déterminante.

La forme que doit affecter I'expression différentielle P pour que
I’équation P = o ait s intégrales régulieres linéairement indépendantes
résulte de la proposition suivante:

TreoriMEIl. — Pour que I’ équation différentielle P = o ait s intégrales
réguliéres lindairement indépendantes, il faut et il suffit que I expression P

soit susceptible de la forme
P =QD,

ou Q et D sont d’ordres m — s et s, et sont de méme nature que P, c’est-
a-dire & coefficients présentant le caractére des fonctions rationnelles, le
premier étant 'unité, et o D = o a toutes ses intégrales réguliéres, Q = o
n’en ayant aucune.

1° La condition est nécessaire.
En effet, P = o ayant s intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes, il existe (n° 96, prop. II) une décomposition de P, .

P = Am Am..x . .A;_HA.‘. . -AQA],

en facteurs symboliques de la forme

dy e
(7; _7‘2~Z(,,x,
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ou les s derniers sont réguliers. Si je pose alors

A,,-. . .A: ;\| = 1), .\,,, A,,,“ e ..’\H_; = (),

jaurai
P .= QD.

L’expression D est d’ordre s et composée de s facteurs réguliers; elle
est done (n° 90) de la forme

sy Podsy P,

dr % dam T

et, d’apres le théoreme II du n° 97, Véquation D = o a toutes ses inté-
grales régulieres.

L’expression Q est d’ordre 72 —- s; si I'on effectue 'opération QD, et
qu’on identifie avec P, on obtient des égalités qui montrent que les
coefficients de Q, comme ceux de P et de D, présentent le caractere des
fonctions rationnelles; en outre, Q =o n’a aucune intégrale réguliere,
sans quoi on pourrait terminer une décomposition de Q par un facteur
régulier au moins, et, par suite, dans P= QD, on en aurait plus de s 2
la fin, ce qui est impossible (n° 96, prop. II). '

Les deux composantes Q et D possédent donc bien les propriétés
énoncées.

2° La condition est suffisante.

Soit, en effet,
P=QD,

D = o ayant toutes ses intégrales régulieres et Q = o n’en ayant au-
cune. Toute solution de P =o qui satisfait a D = o est réguliéere. Toute
solution de P = o qui ne satisfait pas & D = o satisfait & une des
équations D = u, obtenues en remplagant u par les diverses intégrales
de Q =o. Or, par hypothese, aucune de ces intégrales n’est réguliere.
D’autre part, si dans D on remplace y par une fonction de forme régu-
liere, on obtient (n° 46) une expression de méme forme. Donc aucune
valeur réguliere de y ne peut rendre D égal & u. Donc les équations
D =un’ontaucune solution de forme réguliere, et, par suvite, les seules
intégrales régulieres de P = o sont les s de D = o.

Il est facile d’apercevoir la cause de la différence 7 — s qui peut
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exister entre le degré 7 de la fonction déterminante de I’équation
P = o, et le nombre s de ses intégrales régulieres linéairement indé-
pendantes.

Si, en effet, on décompose P en facteurs symboliques tels que

dy L
-3 C; 2
az 7 E_ . ’

la décomposition, quelle qu’elle soit, renfermera, comme on I'a vu,

facteurs réguliers; en outre, sur ces 7 facteurs, un groupe de s au plus

peut étre rejeté a la fin de la décomposition. Done ¢ — s est le nombre

des facteurs réguliers qui ne peuvent faire partie de ce groupe-final.
Autrement, mettons P sous la forme

P==QD,

donnée par le théoreme précédent; 7 — s cst le nombre des facteurs ré-
guliers qui entrent dans Q. Ainsi, la différence en question tient a la
présence de facteurs réguliers dans une décomposition de Q.

Sij’observe que les fonctions déterminantes de D et de Q sont res-
pectivement de degrés s et y — s, je puis formuler les deux théoremes
qui suivent :

Tuorime IHI. — Pour que I’ équation dyférentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré v, admette 7y — p. intégrales
régulicres linéairement indépendantes, il faut et il suffit que I’ expression
P soit de la forme P = QD, oi Q et D sont de méme nature que P, Q =o
étant d’ordre m — 7 + p, n’ayant aucune intégrale régulicre et ayant
une fonction déterminante de degreé ..

Tugorime IV. — Pour que l’équation dyférentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré <y, admette exactement des inté-
grales régulieres linéairement indépendantes, il faut et il suffit que Iex-
pression P soit de la forme P = QD, ou Q et D sont de méme nature queP,
Q étant d’ordre m — <) et ayant pour fonction déterminante une con-
stante.

Je démontrerai encore cette proposition :

Tutortme V. — Les s intégrales régulicres linéairement indépen-
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dantes de l'cquation différentielle P = o appartiennent a des exposants
qui sont s des racines de son équation determinante.

En effet, mettons I'expression P sous la forme
P =QD,

donnée par le théoreme II. D’apres le n° 93, on a entre les fonctions
déterminantes la relation

Lt h i Il ‘
glet=hioik{p—s.

hy

Or, les s intégrales régulieres de D = o, ¢’est-a-dire toutes les intégrales

régulicres de P = o, appartiennent & des exposants qui sont (n° 97,

théor. V) les racines de son équation déterminante 2(p) =o. Done, i

causc de cette relation, les intégrales régulieres de P = o appartiennent
i s des racines de g(p) = o.

99. Je terminerai par les théoremes (ui concernent I'¢quation ad-
jointe.

Je rappelle d’abord que, si une expression différentielle est com-
posée de plusieurs expressions, I'expression différentielle adjointe
est composée des expressions adjointes rangées dans Iordre inverse
'n° 93). Jobserve ensuite que, —Z—Z — ay élant 'adjointe de :gc
un facteur premier symbolique aura pour adjointe une expression qui,
changée de signe, sera elle-méme un facteur premier. On voit enfin,

en formant les fonctions délerminantes de i—g —ay etde — ;g — ay,

—ay,

. d T . .
que, si le facteur d—i — ay estrégulier, ces deux fonctions se déduisent
I"'une de 'autre en changeant p en — o, et que, si ce facteur n’est pas
régulier, elles sont égales 2 une méme constante.

Tusorime 1. — Les fonctions deéterminantes g(p) et G(p) des deux
expressions adjointes P et @ se déduisent l'une de I’autre en changeant p
en —p+ 3 —1, o élant la puissance de x.par laquelle il faut multi-
plier P pour I’amener & la forme normale.

Considérons, en effet, une décomposition de I’expression P en fac-
' S.1g
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teurs symboliques tels que

-0
lir_ . Ci-ziy
dx W
et solt
P:AmAm—l- . -Al .

cette décomposition.

Dans les coefficients des facteurs qui renferment un nombre illimité
de puissances négatives de x, je supprime provisoirement les puis-
sances de «~' dont 'exposant est supérieur, en valeur absolue, & un
nombre arbitraire 72; j’obtiens ainsi I'expression composée

P= B/lzBrn~»| . -Bi- . 'Bnr

qui est de méme nature que P et qui contient les mémes facteurs re-
guliers.

Je désignerai par g'(p) et §'(p) les fonctions déterminantes de
P’ et de l'adjointe @', par H;(p) et %;{p) celles de B; et de l'ad-
jointe ;. En outre, jappellerai xf" et 2™ les puissances par lesquelles
il faut multiplier respectivement P* et B; pour les amener 2 la forme
normale.

Ona (n°94)

’

glo=Hp) Wp—mn). . Hilp—n—m—...=n). .. Halp =0 — o — oo — 0],

et 'on voit facilement qu’on a aussi

\

(‘;I\Pv = /lm(P) /- (P - Wnu)c--/"i“:P = N == M) 00 '/h‘-|-|)-~-/ln (P I Rl (1 N R PPR Ll (P

bien que les factcurs «» ne soient pas & proprement parler des facteurs
premiers, puisque leurs premiers coefficients sont — 1 et non + 1.
Je pose

N+ N4 o= 7imy ==mn, 'ﬁm"i"flm—l‘{“-r-"(*"f/i-p-l—_—"fll;
je remarque 1'égalité (n°® 94)
’ ’

o ! o —
AN =g,

et je vais comparer les deux produits qui expriment g’(p) et ¢’ ().
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\
/

s

Si le facteur B, est régulier, comme alors %;(p) est égal A H(— ¢
on aura '

hilp — ") =Hi[—p + 0"},

et comme 7; estici égal & 'unité, et que 0" est égal & 5" — 7, — =, celte

égalité deviendra
hilp—u4')=Hi(—p+5—r1—u]

Si le facteur B; n’est pas régulier, comme alors les fonctions 4;(p ) et

H;(p) se réduisent & une méme constante, on aura encore

/I,-(p --—7]") :':H,-(—p—!— ‘{ﬂ'-— 1—7).

Done, dans tous les cas, A;(p — '), qui entre dans ¢/ (p), se déduitde
la quantité correspondante H;(p —=), qui entre dans g’(p ), en chan-
geant p en — g + (¥’ — 1. Cela ayant lieu pouri=1,2,3,...,m, on
en conclut

§p)=g(—=p+p—1)

Cette identité étant établie, faisons croitre indéfiniment le nombre
arbitraire n; I'identité subsistera, et, comme les variables §'(p), g'(p )
et ' qui y figurent ont des limites §(p), glp) et (3, clle aura lieu
entre ces limites; d’ou -

Gloi=g(—p+B—1)

Tutorime II. — S¢ ’équation différentielle P = o a toutes ses inte-
grales re'guliéres, il en est de méme de U’ équation adjointe € = o.

La démonstration résulte des théoremes [ et II du n® 97, comme au
n° 66.

Enfin le théoreme IV du n° 98 se transforme évidemment de la ma-
niere suivante :

Tutorime . — Pour que I’équation différentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degre v, ait exactement y intégrales
régulieres linéatrement indeépendantes, il faut et il suffit que I’ équation
adjointe € = o admetle toutes les intégrales d’une équation différentielle
d’ordre m — 7, ayant pour fonction déterminante une constante.
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On en déduirait, comme au n° 68, les deux conditions nécessaires
et suffisantes pour que 'équation P == o ait m — 1 intégrales régulieres
linéairement indépendantes. .
On peut donc établir simplement toutes les propriétés des intégrales
régulieres, en partant directement de la décomposition en facteurs
premiers symboliques.




