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RÉFLEXIONS
SFR LES

PRINCIPES MATHÉMATIQUES DE rÉLECTRODYNAMIQUE,

PAR M. EMILE MATHIEU.

Ampère publia en ï8a3son célèbre Mémoire dans lequel est donnée la
loi de l'action qui s'exerce entre deux éléments de courants [Mémoires
de F Académie des Sciences, t. VI). Wilheim Weber, plus tard, imagina
de considérer l'action de chaque molécule d'électricité positive ou néga-
tive d'un des éléments de courant sur chaque molécule d'électricité de
l'autre élément de courant, et, par de certaines considéralions physiques
jointes à la supposition que l'expression analytique de cette action soit
d 'une forme simple, il devina la loi qui porte son nom; il vérifia ensuite
que cette loi s'accorde avec celle d'Ampère ( Mémoires de la Société royale
des Sciences de Saxe^ î 846).

Mais ces deux lois, qui avaient été d'abord généralement admises,
ont été ensuite niées par divers physiciens. Je citerai, par exemple, le
Mémoire de M. Clausius Sur la déduction d'un nouveau principe d'Èlec-
trodynamique^ publié dans le Journal de Mathématiques de M* Resal
(t. IV, p. 63), M. Clausius y admet que dans un courant voltaïque l'é-
lectricité positive est seule en mouvement, tandis que l'électricité né-
gative resterait liée aux atomes pondérables. Alors il fait remarquer
que la loi de Weber ne peut plus être admise, parce qu'il en résulterait
qu'un courant fermé constant aurait une action motrice sur de l'élec-
tricité statique placée dans son voisinage, ce qui est contraire aux
faits connus. Par des considérations ingénieuses, il établit ensuite la
formule de Faction élémentaire qui s'exercerait, suivant lui, entre.
deux molécules électriques prises dans deux courants. Mais, d'après la
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loi qu'il propose, l'action d'une molécule électrique sur une autre
n'aurait pas lieu suivant la droite qui les joint, et l 'action de la seconde
molécule sur la première ne serait pas une force égale et parallèle en
sens contraire à la première ac t ion , ce qui para î t peu vraisemblable.
Il arrive à de pareilles conséquences pour les actions de deux éléments
de courants l 'un sur l 'autre.

Citons encore la loi que l'on trouve donnée pour l'action entre deux
molécules électriques dans les Leçons de R iemann , inti tulées Schwere,
Elektricitàt undMagnetismus, publiées en 1876 par Hattendorff. D'après
celte loi, les act ions de deux molécules électriques l 'une sur l'autre
seraient égales, parallèles et de sens contraires, mais elles ne seraient
pas dirigées suivant la droite qui les joint.

Cette négation de lois admises à peu près universellement autrefois
m'a engagé à rechercher quelle pourrait être l'action d 'une molécule
sur une autre si l'on accepte, dans les mouvements accomplis par les
actions des courants, les principes suivants :

I. Le principe de la conservation de la force vive;
II. Le principe de la réaction égale et directement opposée à Fac-

l ion;
III. La supposition que les actions mutuelles de deux éléments de

courants parallèles, de même sens et perpendiculaires à la droite qui
jo in t leurs milieux varient en raison inverse du carré de cette dis-
tance;

IV. La supposition que les actions mutuelles entre deux éléments de
courants linéaires donnés, en intensité et en position, ne varient pas
avec leurs courbures.

Or voici les résultats auxquels je suis parvenu.
Si Fon suppose que chaque courant soit formé par deux mouvements

égaux et opposés des deux électricités positive et négative, Faction
entre deux molécules de fluide se compose de deux parties ; l 'une qui
donne la force trouvée par Weber, et Fautre qui renferme une fonction
ïïrbilraire. Mais cette seconde partie disparaît dans Faction de deux
éléments de courants, qui se trouve être celle que donne la loi d'Am-
père. Ensuite, pa r l a condition qu'un courant fermé et constant soit
sans action sur de l'électricité statique, la loi de Weber se trouve avoir
lieu nécessairement*
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Si l 'on suppose l'électricité positive seule en mouvement et une même
quantité d'électricité négative fixée au corps conducteur, on trouve
pareillement que deux molécules électriques ne peuvent ag-ir l 'une sur
l 'autre que suivant la loi deWeber et deux éléments de courants que
suivant la loi d'Ampère. Toutefois, d'après cette théorie, un courant
fermé constant agirait alors sur de l'électricité statique, à moins qu'on
n'admette que l 'action de l'électricité de courant sur de l'électricité
statique ne peut pas se déduire de l'action de l'électricité de courant
sur une pareille électricité, ce qui est peu vraisemblable.

Les principes I, II, III paraissent incontestables; le principe IV, au
contraire, n'est pas du tout évident a priori. Si clone on voulait a toute
force ne pas adopter les lois d'Ampère et. de Weber dans l 'étude des
actions des courants, ce ne pourrai t être qu'en mettant de côté seu-
lement le principe IV, et la fin de la recherche qui suit serait seule
modifiée.

Sur la forme à donner aux composantes de l'action d'une molécule électrique
sur une autre, d'après le principe de la force vive.

1. Considérons d'abord un système de la nature de ceux qu'on ;i
coutume d'examiner en Mécanique , et supposons que le principe de
la conservation de la force vive ait l ieu. Soient T la demi-force vive de
ce système et U la fonction de forces. Si l'on désigne par c? la cîirac"
téristique des variations virtuelles, on sait que l 'équation
( , ) a / (T4-u)<^==o
renferme toutes les équations différentielles du mouvement . Si l 'on
nomme y, , ^a» • - • » ̂  1̂  variables du problème, et que l'on (lé-
signe par

/,==o, /2=o, ...

les équations entre ces variables, exprimant des liaisons indépen-
dantes du temps ^, on peut transformer l 'équation ( i ) en un système
de n équations de la forme

/d!
. . ^dq, <n di] . df\ . r f / 2 .

-31 J ——y-*- — —— == -T- -h A) -—— "h À2 -r- -4- . . . ,'1 / dt dqi dqi dqi dqi
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f ê t a n t susceptible des valeurs î, 2, ..., n et y , étant la dérivée dey , par
rapport à ^; X, , Xa, . •. sont des fonctions inconnues à déterminer. Nous
avons supposé que le principe de la force vive a l ieu; mais , récipro-
quement , des/z équations (2), on peut déduire l 'équat ion des forces
vives
(3) T ~ U = / ? ,

h é tant une constante arbitraire.
En effet, mul t ip l ions l 'équation { 2 ) par dq, et ajoutons toutes les

équations semblables ; nous aurons

7^

S ^ ^'i î V^ï 7-^/^^^ ,̂
d-

~d^^t-^dqi' dV.

Or on a
,d't

d^i , ,/dt ,\ dT , ,
-dr^-^W/^-W/^

on a donc

^^-^^d^
Comme T est une fonction homogène et du second degré par rapport
aux dérivées q^ on a

y^=.ï;Z ^ d q ' i 1 1

ensuile les deuxième et troisième parties du premier membre de ( 4 )
"forment —â?T; on en conclut l 'équation

r f ï—C/Urro

ou l'intégrale (3) des équations (2).

2. On ne considère généralement, en Mécanique, de forces dépen-
dant des vitesses qu'autant qu'elles représentent des résistances, et
alors le principe des forces vives n'a plus lieu. Mais la force qui
s'exerce entre deux molécules électriques en mouvement dépend des
vitesses de ces molécules, et il y a lieu cependant d'admettre que, dans



PRINCIPES MATHÉMATIQUES DE L'ÉLECTRODYNAMIQîJE. I Q I

les déplacements des molécules électriques provenant de leurs actions
mutuelles, le principe des forces vives a lieu néanmoins, c'est-à-dire
que, dans le transport d'un système de molécules électriques d'une po-
sition dans une autre, le travail ne dépend que des positions initiales
et finales de ces molécules et de leurs vitesses initiales et finales, mais
aucunement de ces quantités dans le parcours de ces molécules.

Supposons mis en présence des conducteurs mobiles traversés par
des courants et proposons-nous de former les équations différentielles
du mouvement de ces conducteurs; mais, afin de simplifier la ques-
tion, supposons ces conducteurs traversés par des courants qui restent
permanents, de sorte que chaque partie très petite p du conducteur
renfermera toujours la même quantité d'électricité, bien que cette élec-
tricité soit en mouvement.

Soient [i, p.i deux particules des conducteurs et m, m, les quantités
d'électricité qu'elles contiennent; si toutes les molécules d'électricité
étaient en repos sur les conducteurs, la fonction de forces U se ré"
duirait à

V: •sm m i

r étant la distance entre m, m^. Mais au travail représenté par V il faut
en ajouter un autre qui dépend à la fois des coordonnées des molécules
et des composantes de leurs vitesses. Soit D la partie du travail élec-
trodynamique qui provient de l 'action entre w, m^ ; ce travail pourra
être représenté par 2D. La première idée qui se présente est de rem-
placer dans les équations ( a ) U pa rV+2D; mais, après celle substi-
tut ion, les équations (2) ne conduiraient plus au principe de la force
vive. Posons

JE ^^ Ju,i -4- liiâ '~t~' •c'3 ~~T~ « • • 5

E,, Es, Ea, ... étant des fonctions homogènes, la première du premier
degré par rapport aux q\, la deuxième du deuxième degré, etc. Si nous
remplaçons T par T — E dans les équations (2), nous aurons, au lieu de
l'équation ( 4 ) ^
V 7/^T A V j/^Ei A Y ,/^Ea A \^ ./ûfEs A^^^^(^^^^,^

^y^i^^^y^^^
^ dq, ït Z^ dqi ii î
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il en résulte, d'après une propriété des fonctions homogènes,

^(aï) — dEi - 2 JEa ~ 3 rfEa - .. . — dT 4- r/E == //V,
dT — ^Ea — 2 rfË3 — 3 rfE, —...=-- JV,

(5) ïr-r V-+- E2-+- 2Ê3-4- 3 E.î •+•...-+- consl.

Par suite du changement de T en T — E, les équations (2) devien-
nent

,JT dE

( 6 } L^-^I-, ^ ^E-, rfv^, ̂  ̂  ^ A ,
1 J cU dq i "- ̂ T ~ rf^ l ̂  • A { dq'i • À 2 ~dqi • • • * f

et, pour que ces équations soient celles du mouvement du système, il
faut que, en désignant pa rX , Y, Z les composantes, suivant les axes
des x, y , z des forces appliquées à la particule dont les coordonnées
sont x^ j-, ;s, on ait

cl^
V (^ dx ^Y ̂  ̂  y ̂  - ' ̂  dE -t rfv~ . ̂  ————— —(— ^ ————— •—(-" ,̂ ~———— _—— —————————- -——— ——-———i _L._ ——.——— .

^ \ dqi dqi (.IqU dt dqi âqi

Nous pouvons prendre pour les quantités y , , q^ . . . , q^ les coor-
données^, j-, 5; des particules p. des conducteurs; alors nous aurons

T^-^.^^2--^'2),

et l'équation (6) devient, en y faisant qi == x^

d^
d^x _ dx1 dE dV df, df^

^ di^ dt ^ -+-^+À,^-+-Â2^+. . . .

On a donc, pour la composante suivant l'axe des x de toutes les forces
appliquées à \L,

d^
, . dx' dE r/V
[a} ^~^~ir^dx^Jx'

et de même, pour les deux autres composantes,

,dE dE

I b } -V^10^ ^dE dv. 7^ dz/ drE dv
u ~~ dt " dy^ d y ' ^" dt az^T^
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Les forces étant ainsi prises, l'intégrale (5) des équations (6) repré-
sente le principe de la force vive; en désignant par l'indice zéro les
quantités relatives au temps î o , on pourra écrire ainsi l 'équation (5) :

T -~ To == V — Vo + Ea + sEa + SE/. -+-.. . — (Es )o — ^ (Es )o — 3 (E4 )o — . . . .

La fonction Es 4- aEa +.,.-- (E^o-—^ ^3)0 - • • désigne le travail
électrodynamique accompli depuis le temps ^ jusqu'au temps t; ce
travai l ne dépend que des positions et des vitesses des particules p. au
premier et au dernier instant.

Il est aisé de voir qu'il n'y a pas d'autre moyen de satisfaire au prin-
cipe de la conservation de la force vive.

3. D'après les formules (a), ( Z > ) , il est évident que l'action électro-
dynamique d'une seule molécule w, sur une molécule m, dont les coor-
données sont x-9 y, s, aura trois composantes de cette forme :

dî) dD dD
d^ rfD ^rfrl^.rfD !l^7_JI)

"7/r ""' d x ' dt y dt ~"^"

La fonction D s'appelle le potentiel éleciro dynamique entre les deux
molécules m, m^

Remarques. — On arrive à la loi de Weber en fa isant , a étant une
constante,

n _ î mm^ ( dr\ 2

'a2 ~r^\'dî)

^^'!^[(^»..^)(^^^)^j^^^^

On obtient, pour la composante suivant l'axe des x de l'action de w,
sur m,

dî^
dx' r/ï) mm\ x — x \ V i /dr\1 2 d^r \^^ _ ̂  ,_ ̂ -. _ ^ ^ ̂  ̂ ^ ^ ^ ̂ j.

Ainsi les trois composantes de la force électrodynamique suivant trois
axes rectangulaires sont proportionnelles à ̂ ""^S •-^^-1/^-^^^ on

Ânn. de î ' É c » Normale, a0 Série. Tome IX. — 3vw 1880. ^5
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en conclut que cette force est dirigée suivant r et qu'elle a pour gran-
deur

mm^ r i fdr\2 3t û^r")
a2 L ^\dï) "^rï^J'

Pour obtenir la loi de Riemann, on fait

^^^^'-^^^[r-y'^^^-^}^

Riemann n'est pas au nombre des physiciens qui ne veulent pas ac-
cepter la loi d'Ampère relative à deux éléments de courants ; Riemann,
au contraire, démontre cette loi (§ 91 de son Ouvrage). Cependant il
n'est pas vrai que sa loi puisse s'accorder avec celle d'Ampère, bien
qu'on lise au§ 104 : < Danach zeigt sich, dass Webers und Riemann s
Grundgesetze mit Ampère s Gesetze im Einkiang stehen. r

Sur la détermination de la forme de la fonction D
au moyen du principe de la réaction.

4- Nous venons de voir que les trois composantes par rapport à trois
axes rectangulaires de l'action électrodynamique de la molécule
m^[x^ y^ z^ sur la molécule m\x, y, z] sont de la forme

d^/ . (ix1 rfl)
[ l ) • '^JT^Tx * " •

Cherchons à déterminer D.de manière que cette force soit dirigée
suivant la droite qui joint m à m,, et que de plus l'action de m sur m,
lui soit égale et directement opposée.

Si nous prenons l'axe des z suivant la droite r qui joint les deux
molécules m, m,, la composante suivant l'axe des^

,rfD
^ ^'^rfD

' dt as

représentera la grandeur même de la force et les deux composantes
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suivant les axes des x et des y seront nulles, en sorte qu^on aura

,rfD d^
, . ' 'dx' dD_ dr' dD _
1 2 ^dT^dx^0' ^dr~~"dr~^0'

Imaginons la fonct ion D développée suivant les puissances dcir, y,
^ y, et soit

^== c^7".z^y?

un des termes de ce développement, C étant i ndépendan t de^,y, x'\y'\
mais pouvant dépendre de ^ s ' et des quantités relatives à la seconde
molécule; on aura

d^
——ÎL „.„ ̂  ̂  C^m^^-'^^.r^j^^ +- Cpn.^y^ ' ̂ '^---'y^-i

4- Cp^"1}^ y (^^"-^r'y] — Cw^^ ̂  ̂ x ' P y 1 ^ ,

et, pour que cette quanti té ne soit pas identiquement nulle, x, y é lant
nuls, il faut qu'on ait m == i , n ==o, ou w == o, n '= ï , ou w = o,
/z == o. Dans tou te autrqllypothèse, le terme s donnerait un résultat
n u l , non seulement par sa substi tut ion dans la première expression ( r ) ,
mais aussi dans les deux autres; il peut, par conséquent, être rejeté.

On peut donc poser

(3; D=r^-/(^',y') -+-yç(^,y5 "ï- d;(^,y).

Imaginons/^,y), y te', y) développés suivantles puissances de cT', y;
D sera la somme d'expressions homogènes. Supposons d'abord que D se
réduise à une de ces expressions homogènes et qu'on ait

^Â)

ï D := se (A^ -+• B^/w"-17/"4- c^^y2 4- E^^y3 4 - . . . .
ï 4- K^y^-"3 + L^2^-"2 •4- M^y^-1 + Ny^i <

+y(N^/w-4- Mi/^'^-^ 4- Liy2^-2^ K,/3^^-"^-^-..
-h D^'y7^3 41- c^'^y^""2 + Bi^y^-4 4- A i/^).
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On en tirera

dd̂x'
—— == y' [/yzA^^-t 4- (w — i) ïx'^f

+ ( w — ̂ C^^y^^-^E^^y3 4-. ..
4-3K^2/W-3 + îL^'y^-2 4- My7"""-1]

-^/[Ni/^7"--' + ( m — îjMi^^-y
+ ( m — 2 ) L^^-3 /2^-(m—3) K^'^-4^3-("...

+ 3E^^2J•/W-3 + aC^'/^-2 +B^7 rw- l]
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en ne marquant pas les termes qui renferment x ou j en facteur et
qui, par suite, s^annulent pour ^==0 , j"=;o. D'après cela, la pre-
mière équation (2 ) devient

mA.^-^- [ ( m — i ) B-î-mNi]^'^-"1^-^ [ (w—a) C+ [m~~- ̂ Mi]^^2^2^ ..
+ (2L+ 3E^).r/2y/7^-"2-+- (M 4- aC^^y^-1 + B,/^

, === A^^ -h Jï^!m'~i ̂  + C^^"2/2 4-... 4- Lx^y'ni-î -.i-, M^'y^"-'1 •4- N^''^,

et, comme elle doit être satisfaite identiquement, il en résulte

A=o, ( / n — 2 ) B + m N ( = o , (/TZ — 3)C + [m — i ) M i = = ; o ,

[ m — 4 ) E 4 - { m — 2 ) L i = = o , . . . , 2K4•4F^ : :=o, L - + - 3 E < = = o ,

2C.,==o, Bi=N.

La seconde équation (2) donne des conditions qu'on déduit immédia-
tement de ces dernières en mettant l'indice i aux lettres qui ne l'ont
pas et rotant à celles qui Font, ce qui donne, en renversant l'ordre des
égalités,

B==N^ 2C==o, JL,+3E==o, 2Ki4-4F==o/ ,..,

( w — 3 ) C i - 4 - ( m — i ) M = = o , (m — 2)Bi 4-mN==o, A < = = o .

On en conclut facilement que tous les coefficients A, B, ,.. sont nuls,
à moins que 77i ne soit égal a i .

Si nous développons la fonction ^(,r\y) de la formule (3) suivant
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les puissances de^,y, la fonction ^{x^y1} sera représentée par une
série d'expressions de cette forme :

(5) A.r^-4- B^-'y -4- C^"2/2 -4-. .. 4- L/^.

En désignant cette expression par D et formant les équations (2 ) , on
trouve encore que tous les coefficients A, B, .,. sont nuls, à moins
que m ne soit égal à i.

L'expression la plus générale de D se compose d'une partie indépen-
dante de <r, y, .r^y'etde la somme d'expressions des formes (4) et (5) .
Si l'on substitue l'expression générale de D dans les équations (2) , les
termes provenant de chacune des expressions (4) ou (5) doivent se dé-
truire séparément. Il en résulte que la valeur générale de D ne peut dé-
pendre de x^ y , oc', y , si ce n'est dans des termes du premier degré par
rapport à x\ y.

Le raisonnement que nous venons de faire relativement à la molé-
cule m peut être repris pour la molécule m^ et il en résulte que, si
l'on néglige les termes du premier degré par rapport à x \y ' , ^\,y\,
on a

D=:/(^.,^),

la fonction/ne renfermant que les quantités indiquées.

5. Pour achever de déterminer cette fonction, nous allons exprimer
que les actions mutuelles sont égales et directement opposées. Il résulte
de cette condi t ion que l'on a

(6)

rfD ,̂ I)

^dzî _ dî) -_ az^ rfn

rfî" dz "" dt clzi

cette équation peut s^écrire

rf2î) , r^D „ (/̂ D , J^L ' 1 ̂  âD
^^ z + ̂  z ^ ̂ ^ ^. + ̂ ^, z, - ̂

^]D , ^1) d^} /^^J?^.^ ._ _ ̂ ^^ _ ̂ ^ ^ ̂  ̂ ^ z, .. ̂  ̂  -4 ^ ,

Les coefficients de z" doivent être égaux dans les deux membres cl
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de même ceux de z\ ; on a donc

d^D _ Ĵ JL — f/2D

Jl̂  """ '" dz' dz, ~~~ <7ï'2î

cl il en résulte
rfl) __ dD
~dz~^~~~'Jz1 C,

C étant indépendant de z.\ ^. Supposons d'abord que D ne renferme
a u c u n e partie du premier degré par rapport à z\ z\, on aura C=== o. On
en conclut

JD _ _ rfp
dz\ ^ dï

cl, d'après l 'équation (6),
dï) _ rfï)
d^i ûfz

De ces deux équations on déduil

" ] } D =.: F (s — z\, z ' — z\ ;.

On reconnaîtra facilement que , pour avoir égard aux termes du pre-
mier degré par rapport à x ' , y', z\ œ\, y\, z\, il faudrait ajouter à la
fonction que nous venons de trouver pour D la suivante,

.y ( A x 1 + B/ ) -4- y ( B x' »|" C/ ) 4- x., ( A. i x\ + B < j', ; -}" 7, ( B i ̂  + C < /,}

-h ax' + ̂ "/4- ^i A/, 4- ̂ i/, + 0 ( s, 2,1 ) js' 4- Q\ ( z:, ^,i ) z\,

A, B, C, A^ B < , C,, a, /^ d t , &, é tant des constantes et $, 5, deux fonc-
tions liées entre elles par l'équation de condition

d(j .-. d6^
dz^ " " dz

Mais comme cette expression, étant substituée à la place de D dans les
trois formules ( ï ) , donnerait trois résultats nuls, il s'ensuit qu'elle
n'ajoute rien à l'expression des forces; elle peut donc être négligée,
et, par conséquent, il est permis de réduire D à l a formule (7),

Si nous prenons ensuite des axes de coordonnées quelconques, et
que nous désignions par r la distance entre les deux molécules, nous
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auronsî8 ' •^('••â')-
Nous arrivons donc à ce résultat :
Pour que les actions entre deux molécules électriques soient dirigées

suivant la droite qui les joint, égales et directement opposées, il faut que
leur potentiel électro dynamique soit de la forme (8).

6. Il est aisé de vérifier que, réciproquement, l'expression (8) con-
dui t à des actions mutuelles qui satisfont aux conditions que nous
avons exigées.

Ea effet, en représentant -.- par r\ nous avons

r2 == {x — x, )2 + [y - ̂  )2 + (2; - ̂  i )2,
/T' ==: [ x - x, ) (^- x\ ) + [y -j, ).(/ -/, ) -î- (z— z, ) (^ - z'

par suite

^ _ rfF î rj?! ^ /f^' "IJÎJ -». ^ ^LZL^.^
dx <//' r ^/^ \ r r r j 9

rfî) r/F x — x\
dxf ~~ ûfr^ r
rfD

d a^ ~ /'//2F r .^F ,.\ ^L-z^ ^F l^z^i ^ ^zzJEl .'
rfT '" [drdr^ r + rfr'^ r ^ r "̂  ^^ ^ /• ~ " r2 r

II en résullc

^ .4, ___ »^ __,____ _L- __ ______L -.— -_____.. /•• .
' + dr^ f ) r • dr' \ r ^ î î

, f7r>a —— ,̂dx aï) _ r̂ — x\
dt dx r

avec
r/î p //a w //y

p^^^r^——r^—'
drdr ar2 ^r

Les trois composantes de l'action de m^ sur 772 sont entre elles comme
"ÎLZL^I y,""' 'n, '!—-^i. donc cette force est dirigée suivant la droite r

r ' r r °
et sa grandeur est P. Si Fon permute x^ y, z avec x^ y^ z^ ces compo-
santes changent de signe; donc les deux actions sont égales et directe-
ment opposées.
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On peut remarquer que la valeur de D qui condu i t à la loi de Kle- /

mann n'est pas de la forme (8).

Calcul de la fonction D = F(r, /'/ ) dans l'hypothèse des deux électricités
en mouvement.

7. Nous supposons d'abord qu'un courant électrique soit formé de
deux mouvements des électricités positive et négative, en sorte qu'en
chaque partie très petite du courant les deux électricités soient en
même quantité et aient des vitesses égales et directement opposées.

Concevons deux courants linéaires constants; soient s, ^ les lon-
gueurs des lignes qu'ils parcourent, comptées à partir de deux points
pris sur ces lignes; soient m, — w les quantités d'électricités positive
et négative qui se trouvent dans l'élément ds du premier courant, et de
même m', — m'les quantités des deux électricités qui se t rouvent dans
l 'élément ds\ Représentons ensuite par

B == mm' ^ [ r , r1}

la fonction D relative à l'action enîre les deux molécules m, w'; nous
aurons pour cette action

(^± \
^^\^-^.

nous avons d'ailleurs
, _ dr ds dr d s '

r ^ ' d s T t ^ 'ds' ~ d t '

et, si l 'on désigne par^ , ^ les vitesses des deux courants , par 0, 0 ' les
angles de ds, ds' avec la direction de r, il v ien t

ds ds' , dr dr .,
^^ dP^^ ^-cosô, ^=eos6',

r'=(/cos0 4- ^cos^,
„ d^r , d^r , d^r ,
^^ ^4.. 2 ___^(/.+ </2 , ,

^ as1 as as ds î

d^
-^-:=^,r^r'}r'+^ •(r,r')/<



PRINCIPES MATHÉMATIQUES DE L'ÉLECTRODYNÂMIQUE, 201

Posons
V COSÔ -}- V' COSÔ' == U, VCOSO —(/COS^^ ^i;

nous aurons: i°-pour l'action exercée par w'sur m,

R^mm' \^^{r,u}u-^[r,u}
L ,̂

. „ / \ ( d^r , rf2/' , rf2/' /A 1+^^ r 'M)(^ t /2+2rf^w+^ ( 'J}J ;

2° pour l'action de — m ' s u r m, en changeant m! en — m1 et ^ / en

R, = — mm' ^ ̂ ( r, ̂  i ) ^ i — ̂  ( r, u i )

,„ / , fd^r , rf2/- , rf-^r , \ 1
+ y,,^ ^ ){^ t /2-2 OT^ + ̂ ^J-

3° pour l'action de -4- m' sur — m,

Ï.{2==— mm' — ̂ ^ [ r , — u^ )Ui — ^.(r, •- ^<i)

^t;-.,..(-,-".)(£--^r-+^-)],
4° pour l'action de — m' sur — m,

•R;, == mm' — 4 ,̂,/ ( r, — ^) ̂  — ̂  ( r, — ^ )

.„ / ^ /rf2^ . d^y , d'2'1 /.\ 1+ d/'/ ^ r, — ^ —- ^2 + 2 y—-— w' 4- -7-7; ^ 2
I Y / ) / ^ î } \ds'1 c/sds' ds'^ /J

La somme de ces quatre forces donne l'aclion de l'élément de cou-
rant ds' sur l 'élément de courant ds. Nous nous proposons de déter-
miner la fonction ^ par les deux conditions suivantes :

i° Si les deux éléments de courant sont parallèles entre eux et
perpendiculaires à là droite qui jo in t leurs milieux, l'action de l'un sur
l'autre varie en raison inverse du carré de cette distance.

2° Si deux éléments de courant linéaire sont donnés de position,
leurs actions mutuelles ne varient pas avec la courbure de ces éléments.

Ann. de V'Éc, Normale, a^ Série. Tome IX. — Jt'iN 1880. 26
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8. Considérons d'abord le cas particulier où les courants dans ds,
f / s ' sont parallèles, de même sens et perpendiculairesa r. On aura

Q^Ô^^, £=0,

s étant l'angle de ds et d s f ; on aura ensuite

^ = -{^.(^)(^c.^^.^^.^^^

R<—————' [̂  (,,o) (^ ̂ . ̂  ../ , ̂  ̂  ̂  ̂  o)J^B.;

donc l'action de ds' sur ds est

^'w'^'^0)-.
Or on a, en général,

,/ dr\
i ^ d^-r _ dr dr (l Y TTs
' ' ''dsd7 - ~ ~ds ds1 + ~~ds'—— ̂ -" coso cos0' + cos£;

t

cette quantité est donc égale à i ; il en résulte, pour cette force,

8/mnW^,,(/.,o).

Or, d'après la première hypothèse faite ci-dessus, cette force doit varier
proportionnellement à-^; on peut donc poser

(<1) ^.^o)^,

B étant une constante.
Supposons ensuite que les tangentes aux deux éléments ds, ds' soient

parallèles, sans être perpendiculaires à la droite r.
Je dis d'abord que la quanti té ̂  qui est renfermée dans l'expression

de R dépend de la courbure de l'arc s. En effet, l'arc ds étant supposé
plan, soit/î son rayon de courbure; on aura

dsp=^,
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r étant l'angle de la tangente avec une droite fixe. Menons cette droite
f ixe par le mil ieu de ds' et désignons parc / j l'angle de r avec cette d ro i te ;
5 é t a n t comme ci-dessus l 'angle de ravec la tangente, nous aurons

. /, dw - dr• == r — & ) , s i n y = = r - — î cos Q ==-,-•as as

En différentiant cette dernière équat ion , nous obtenons

. . fdï do)\ fi^r
—sin0 -,- — — }=—

\tis i f s ] as'1

ou
d^r sinQ sin2 0-^ _, -- ........^ -+. ..,,̂ .»..,

ce qui pcouve que -ry dépend de la courbure de (ù\
Si nous formons

F : = R 4 - R < + R 2 + R 3 ,

le coefficient de -y^ dans F doit s'annuler, parce que nous avons sup-
posé que la force F ne dépend pas des courbures des arcs s cl ^. On eli
conclut

^^(r\u) + ̂ /,,/(r,— u}-^^,,,,{t\ Ui} 4- ^^ir,—^i);

par conséquent / le premier membre est indépendant de^ , et l'on peu t
poser

( & ) ' ^^,(r, u]+'y^^(r^u)=:f[r),

Faisons u = o ; nous aurons

2^^(r,o', ==/(r;,

et, d'après l 'équation (a),
B ., ,

,a^/(r.

D'après cela, nous obtenons pour l'équation (^

^^(^^)+^^(^-^=^-
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On peut ensuite évidemment poser
^^(^,^)-^,/(r,~/)=2J(r,^• /),

J(r, r') étant une fonction impaire en r'\ on en conclut, en a joutant les
deux dernières équations,

^= ^+ J( /^ ^ /) t

Intégrons deux fois cette équation par rapport à r\ et nous aurons
Tt»^2

(^) ^M=—+ï(.'^'i)+x(^
I ( r , r ) , /(r) étant deux fonctions arbitraires, mais dont la première
est impaire par rapport à r\

R/ 2

9. Si nous réduisons ^(r, r') à sa première partie —~) nous aurons

R ==R^=: înm/[-•J^(vcos6+•vf co$ô')2

B d2/- . B/W2,. <./2,, ."[
4- a - ——, (/(/.+.- ——— (/2 4. (/2

r ^rf^ r \ ̂ 2 rf^2 y J

[ B1{,==:R2==:— /nm' — —^ ((/cos9 ~- ^ cosô')2

B (Pr , B/r f2^ ja^ \ j
— 2 - "7——7 ̂ ' + - ——— c/2 4- -TT- t/2 ;r ^rf^ r \ ds2 ds'^ j y

diaprés la formule (A) , nous avons donc

F --=. >llmm... B^(— 3 COSg COSg7 •4- 2COS£) ,

ce qui fournit la loi d'Ampère. On voit aussi que, si l'on adopte cette
valeur de ^[r,r1), l'action d'un élément de courant sur une molécuie
d'électricité statique est nulle.

Si nous réduisons l'expression de ^(r ,^) à sa seconde partie If^r ') ,
nous avons

R = ^{f, (r, .} . ̂ (r, «) (^+ . ̂  ̂  ̂  ..) -^(,, «) j,

R,=-mOT'^l^,(r,y,)w.+l^^(r,M.)(^</2-2^w+^^^



PRINCIPES MATHÉMATIQUES DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE. 20e)

et, comme nous avons
}',, (r, — u) == I/. ( r, u), I';,,,,/ (r, — ^ = l^./ ( r, M ), l';.̂ ,/ ( r, — u) = — 1';,̂  ( r, « ) ,

il en résulte
R,=:-R<, Ry^-R .

Donc la partie I(r, r') de l'expression (c) ainsi que la partie •^[r) ne
cliangent pas la valeur de l'action d'un élément de courant sur un élé-
ment de courant.

10. On sait que l 'action d'un courant fermé constant sur une molé-
cule d'électricité statique est nulle. Soient m,—mies deux masses
d'électricité positive et négative dans l 'élément de courant ds^ et m'
une molécule d'électricité positive en repos. Nous aurons les actions
de met —m sur m' en faisant, dans les expressions de R, Ra?

</ == 0, Ui == U,

ce qui donnera, en réduisant ^(r,/7) à I(r, r'),

i> ,> J'r/ / (^ ^r ri ( d A d ^ r „ , / dA 1R ==: R^ == mm' I;,,,, r, ^ -y- ^ — + 1, /./ r, v -j- —; v1 — I,, r, c/ — .| \ ds j (is \ ds j ds2 ï \ a s ] J

Ainsi la force entre l 'élément de courant ds et la molécule m' e'st ^R, cl
sa composante su ivant l'axe des x est

(rf) ,R ̂ 1,

.y, ̂  étant les abscisses de m et T^. Si nous supposons constante la
section du conducteur du courant, nous aurons m == hds, h étant con-
stant; nous pourrons poser R == FA, et, en intégrant l'expression ( d )
tout le long du conducteur fermé, on devrait avoir

rp^— .̂  ,s y ——^— cfs === o,

quelle que soit la forme de son contour, ce qui ne pourra i t avoir lieu
que si l'expression

F^-^^•B. ——"""——~~~ U»t>
/*

était une différentielle exacte. Or il est aisé de voir qu 'on ne peut choisir
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la fonction I(r, î^} de manière que cette expression soit une différen-
tielle exacte, à moins de la faire nul le .

Ainsi, en négligeant l'action électrostatique, on doit réduire la for-
mule (c) à l'expression

Br72
• » / / '
• ^(^--^

qui condui t a la loi de Weber (n° 3).

Calcul de la fonction D dans Fhypothèse d'une seule électricité
en mouvement.

11. Quand on suppose que les deux électricités positive et négative
sont en mouvement, se trouvent en même quantité dans chaque partie
très petite du courant et y ont en chaque point des vitesses égales et
contraires, les deux électricités jouent un rôle tout semblable et 51 y a
lieu d 'admettre que la formule d'attraction ou de répulsion entre deux
molécules électriques en mouvement est la même quel que soit le signe
de leur électricité; mais il n'en est plus ainsi dès qu'on suppose l'élec-
tricité négative en repos.

Nous prendrons, d'après cela, des fonctions différentes pour D, su ivant
que nous voudrons représenter l'action entre deux molécules d'élec-
tricité positive ou entre deux molécules d'électricité désigne contraire.

Soient encore m, — mies quantités des électricités positive et néga-
tive d'un élément de courant, m\ — m' celles d'un autre élément de
courant; nous pourrons poser comme précédemment, pour l'action de
m' sur m, ^

î{ ~= mm' ^// ^ (r, v ces 0 -h (^cos Q'} ((/ ces 0 -4- /cos 0 ) — 4'. (r, v coa Q -4- v'cos V}

4-^^(/.,.COse+</'COS0')(^.^.^^4-^^)].

Pour avoir l'action R i de —w'su rw, il faudra non seulemeot changer
m! en — m! et faire v ' = o, mais encore remplacer la fonction ^ par une
autre %. On aura ainsi

R ( == - mm'} ̂  ̂  ( r,v cos 6 ) v ces ô — 7 .̂ (r, v ces Q} -h %^ ̂  ( r, v ces 6 ) ^ ̂  j '
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On aura enf in , pour l 'action de m' sur — m,

Ba =- mm^ ̂  ̂  (r, ̂ cosS^ cos0 /—7;.(r, (/cos^-4-^,4/-, (/cos^)^^2

II n'y a pas lieu de considérer l'action entre les deux molécules fixes
— m, — m' si l'on néglige Faction électrostatique.

Nous allons déterminer les deux fonctions 4^, ^d'après les deux hypo-
thèses faites au n°7 et d'après la supposition que l'action entre les deux
éléments de courant varie proportionnellement à ç7, ̂

12. Prenons le cas particulier où les deux éléments de courant sont
parallèles, de même sens et perpendiculaires àr; nous aurons î==(7=-- ^5
E = o, et il en résultera

R =- ^'[^,(/.,o)(.^.^^^-,- ̂  ̂ --^,, 0}

R, =:- mm'^,^ [r, o) ̂  ̂  -^(/., o)J,

R. =-.. - mm' [x';/. /,, ( /•, o ) ̂  ̂  - ̂  ( r, o )] .

On doit avoir identiquement
R-HÎ.+R^^

/12 '

donc les termes en y\ ^2 y sont nuls, ainsi que les termes indépendants
do v, 9\ et l'on a

^, r' ( r» ° ) — j!r',r' ( /', 0 ) ̂  0,

—^(r,o)+a^(^ o) :=o,

d^r C
et il reste

^(^o)^^CT--^'
C étant une constante, ou

^./(r'o)=c5^r^

on a donc aussi

(e) -/.(^oî-i+^^o), ^,^0)——
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Supposons ensuite les deux éléments de courant situés dans un
même plan, mais d'une manière arbitraire. L'action entre ces deux
éléments ne dépendant pas de leurs courbures, les coefficients de
^ ̂  dans F = R 4- ï^ -+• B. sont nuls séparément, et Fon a
</^ cfs ï

q/^/( r, </ cos0 -î- ^cos9' ) == y;.^/(r^ ces 0) = %;.,r/(^ ^ cos^' ) ;

v et t^ étant quelconques, on en conclut, en ayant égard à la seconde
équation (<? ) ,

^,(^ /^x^^)- 7-

En intégrant deux fois, on a
P y'2

4, (r, r') =——+-ç (/•)/•'-t-S M,
-iS /

^(,,,.)^^!+^(r)r--0.(r).

Les seconds termes ^(r)/1', y^r)r' décès formules ne modif ient pas
l'expression des forces, comme on le voit immédiatement ; on peut donc
les supprimer. Comme de plus on a négligé Faction électrostatique, on
doit supprimer aussi les derniers termes de ces formules, et il reste

^(r.r^^r,^)^^,

cette formule donne, pour Faction entre deux molécules, la loi de
Weber, comme on a vu n° 3, et, en formant Foxpression de F, on
trouve rF=== mm'W — f— 3cos0 cos0'-+- acose)

,.2 '-

pour Faction entre deux éléments de courant, ce qui est conforme à la
loi d'Ampère.


