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MÉMOIRE
SUR

LE M O U V E M E N T VIBRATOIRE
DES MEMBRANES CIRCULAIRES,

PAR M. J. BOURGET,
1 P H O F E S S I Î U R A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S DE C L E R M O N T - F E R R A N D .

INTRODUCTION.

Oîi connaît depuis longtemps l'équation différentielle du mouvement vibratoire
des membranes élastiques; c'est Poisson qui l'a donnée pour la première fois dans
son Mémoire sur l'équilibre et le mouvement des corps élastiques, lu à l'Acâ-
déï'nie le ï'4 avril i;8a8, et inséré dans le tome VIII des Mémoires de l'Institut.
M. Lamé, par une'marche plus sirrtple, est arrivé au même résultat dans ses Leçons
yur l'élasticité.

L'intégration de cette équation aux dérivées partielles a été effectuée .pour
divers cas particuliers intéressants. Poisson avait indiqué la marche à suivre quand
la membrane est rectangulaire; KL Lamé a complété cette étude, et il a fait con-
naître la. succession des sons que peut rendre une membrane carrée, ainsi que
les figures nodales correspondantes. On trouve encore dans son ouvrage le cas des
membranes triangulaires équilatérales traité par une méthode élégante qu'il avait
déjà employée pour la solution d'un problème sur la chaleur, relatif au prisme
triangulaire ( * ) . Poisson s5 est occupé des membranes circulaires, mais il, .n'a pris
qu'un cas particulier, celui dans lequel les points de la membrane également
éloignés du centre ont le même mouvement; en d'autres termes, il a cherché les
divers sons qu'une membrane circulaire peut rendre quand elle ^e -divise en.cercles
nodaux concentriques. Son analyse permet de trouver non-seulement le rapport

( * ) Jwr-nal de l'École Polytechnique, t. XIV.
8.



56 MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIRE

des nombres de vibrations qui correspondent à deux nombres dénués (h* cercles
nodaux, mais encore les rayons de ces cercles.

Tels sont, à ma connaissance, les divers travaux d'analyse connus sur le mou-
vement vibratoire des membranes.

Des travaux d'un ordre purement expérimental ont été faits sur le même su je t ,
par Savarfc (^) . Cet habile physicien crut s'apercevoir que ces corps peuvent vibrer

y^-à l'unisson d'un son quelconque, et que, de plus, on peut passer ( l 'une figure
nodale à une autre par une suite continue de déformations naissant de var ia t ions
continues daos la hauteur da son. Ces résultats sont en contnulletioîi compfèle
avec ceux de la théorie mathématique. Nous avons. M'. Félix, BorminI et rnoiy,
montré, par une série d'expériences faciles à répéter ("), que tes lois énon-
cées par Savarfc sont erronées, et nous avons même pu. découvrir la cause de ses
erreurs. Nous avons en. outre comparé avec soin la théorie et l'expérience dans le
cas des membranes carrées. Cette étude nous a démontré que les lignes nodules se
succèdent bien dans l'ordre assigné par le calcul avec les formes générales qu'elles
doivent présenter. Toutefois, deux perturbations importantes se mamfesieîii con-
stamment :

i° Les figures nodales sont généralement un peu déformées aux. points (11 n-
tersection des lignes droites ou courbes qui les déterminent.

• a° Deux figures nodales quidevraieût se.produire à un intervalle musical
déterminé sont séparées par, un intervalle toujours plus grand*
: Les lois de ces perturbations,, sont compliquées; il importe eeperulaul, de le;,
connaître,, d'en assigner les causes et l'étendue, pour juger do la valeur des Imses
de la théorie de l'élasticité et de, l'approximation qu'clle[)eut f o u r n i r dîins l 'ét.îHie
des lois des phénomènes physiques qui s'y rattachent. Or les cadres de^ mem-
branes carrées offrent dans les angles des points singuliers qm nous panus.eul
s opposer: à , peu près inévitablement à . rétablissement d'une tension • umform.
exigée parla théorie;, les membranes, circulaires nous semblent plus m^eptihies
de.remplir cette condition. ,et de, donner ,la clef des. anomalies signalée pi u. hum'
La nécessite d'avoir, avant, toute, étude expérimentale, les lois roaihém.tiq1!^ (h,
mouvement vibratoire de ces corps, a été l'origine du présent travail 1 " 1 ' 1 : ' " 1 ' ' 1 '
to't^^ pa,r Poisson, maisje1}^ tnulé ̂
toutes généralité. Je.me.sms proposé de trouver foules les (Igu es noèiles <hmeLT, z.rj'""e'; m°"cme°• v•br"w^e et tous "• - »'̂  1^1..Les résultats généraux de mon.analyse peuvent s-énoncer ainsi '
J^^^ ^^ ^

^ Annales de Chzmie et de Phy^ ^ série, t. XXXîï
{ ) Annales de Chimie et de Phoque, y série, t. LX.



DES MEMBRA.NES CIRCULAIRES. 5'7

peuvent être que des cercles concentriques, des diamètres équidistants ou des
combinaisons de cercles et de diamètres.

2° Chacun de ces modes de division correspond à un son déterminé différent
3° Les divers sons possibles d'une membrane circulaire forment une série très-

compliquée, à partir du son le plus bas qui correspond au cas ou la membrane
vibre en totalité. Les nombres des vibrations de ces sons sont IOAI& incommensu-
rables.

La difficulté principale du problème que j'ai résolu consiste dans le calcul des
sons possibles de la membrane et des rayons des cercles nodaux correspondants;
car ils dépendent d'une équation transcendante compliquée, et ce calcul doit être
fait pour un grand nombre de sons et de figures, si l'on veut plus tard procéder
à une vérification expérimentale. Je suis parvenu à le rendre simple et1 facile à
l'aide de quelques artifices d'analyse analogues à ceux que l'on emploie en Méca-
nique céleste pour l'évaluation des transcendantes de JBessel, et les .physiciens
trouveront à la fin de mon Mémoire des tableaux numériques étendus résumant
les lois théoriques du phénomène. Je me suis borné à trois ou quatre figures dans
l'évaluation des nombres de vibrations; c'est une limite d'approximation supérieure
à celle que l'oreille peut atteindre dans l'évaluation du ton. Les rayons des cercles
nodaux sont encore moins approchés, puisque l'emploi du sable pour la détermi-
nation de ces figures ne permet pas une mesure plus exacte.

ANALYSE.

g "I<^ „_ Équation différentielle. Solutions simples particulières.

1. L'équation différentielle du mouvement vibratoire d'une membrane élas-
tique est

d'w , Id'w ^w\ ^
( f ) ^^c-^+^)( ),

dans laquelle
w désigne l'écart infiniment, petit d'un point quelconque de la membrane, per-

pendiculairement à la surface supposée primitivement plane;
x; y les coordonnées d'un point quelconque;
t lô temps;
c3 une constante égale à1^ F étant la force constante de traction qui s'exerce- - • • i - • £> ?

(*) Leçons sur l'élctsticité^ 'par M, LAM) p. :n5.
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sur tous les points de contour normalement à la courbe qu'il forme?, p dési-
gnant la masse de l'unité de volume du corps homogène qui constitue h mem-
brane.

à. Cette équation se prête à l'étude du mouvement vibratoire des membranes
rectangulaires; mais il convient, pour l'étude des membranes circulaires, de la
transformer en coordonnées polaires.

Nous prendrons pour origine fixe le centre de la membrane au repos; traçons
par ce point deux axes rectangulaires; désignons par ret 9 les coordonnées polam^
du point (a?,j), nous aurons

x == r cos (9, y =— r sin 0,

et les règles générales du changement de variables nous conduiront sans peine à
l'équation différentielle
, , d'1 w _ ^ f d^w î dw ï d^a^[ ) -^ _ c ^~ ̂  ̂  -^ + ̂  ̂ j .

C'est l'équation à intégrer.
Poisson se borne à considérer Inéquation

d'^w _ ^ / d'^w ï dw^( d''w ï dw \
-j^ ^-7. - j j : j -dt2 c \ dr1 ^ r dr

il suppose donc
d^a'
TF"

pendant tout le mouvement : c'est qu'en effet il se borne au cas où w est. le imwc
pourvus les points également distants de l'origine, par conséquent m cîis ou n13

ne dépend que de t et r.
3. La fonction inconnue w de t, r, Q ne doit pas seulement siltisfoîre h r^qitîi-

tion différentielle (2), il faut encore qu'el^ satisfasse aux conditiom wx limu^
et aux conditions initiales.

Nous supposerons que la membrane est terminée par un contour tix<* èî nwni
unité; l^s conditions aux limites sont donc que Fon ait w == o. quel que soit /
lorsque r =s ï. A *

_ Nous supposerons la membrane placée •au.dessus (Fun tuyau ouvert en vibr.ti<m •
1 airvient frapper h surfa-ce- en repos;et imprime à1 chacxm des points une mi^
particulière et généralement variable d-un point à Fautre, Les conditions imîiales
sont donc que pour t == o on ait

-— (S).°^.<).
F l.r, $) désignant nue fonction artitrairenunt donnée.
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4. Intégration de l'équation par solutions particulières. — On peut satisfaire à
Inéquation ( û ) en posant
(3) ' ^=TR©,

T étant fonction de t seulement, R de r, Q de 6; il suffit que ces fonctions soient
des intégrales des équations différentielles ordinaires

(4) ^ 4-^T=o,

(5) ^-4-^Q^o,

^R i dï{ l n^ ^(6 ——— + - — — -t- ( g2 — — R==: o;/ dr1 r dr \•t r'1 ) '

( / 2 et n2 sont deux constantes arbitraires; mais il faut :
i° Que 0 redevienne le même lorsque 9 croît de in; donc n2 doit être le carré

d'un nombre entier, que nous supposerons positif;
2° Que T soit périodique avec le temps et ne croisse pas indéfiniment avec lui;

y2 est donc une constante positive;
3° Que R == o lorsque r == x , ce qui lie q a n\
4° Que l'état initial auquel répond cette solution soit un cas particulier de l'état

»rn

initial général; il faut donc que T == o lorsque t == o; et que -jp qui est propor-

tionnel a la vitesse -w» acquière une valeur déterminée dans la même hypothèse.
Dansées conditions, la solution (3) représente un mouvement vibratoire pos-

sible de la membrane, répondant à un état initial particulier qu'elle pourrait avoir
reçu ; nous démontrerons plus loin que le mouvement vibratoire le plus général
peut être rcû'ardé comme résultant de la superposition d'une infinité de mouve-
ments vibratoires simples de la forme (3); il nous suffit donc d'étudier les pro-
priétés de ce dernier; c'est ce que nous ations faire en détail.

5. Intégration de F équation (4) . — L'équation (4) a pour intégrale générale

T == A cos qct -h B sin qct, , , ,

A et B désignant deux constantes arbitraires; mais, d'après ce qui 'a été dit dans
le paragraphe précédent, on doit supposer A == o et prendre simplement

( ^ ) T=Bsîn^^

B étant une constante arbitraire, on peut ne donner à q que des valeurs positives,
sans diminuer la généralité de la solution-
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6. Intégration de l'équation (5) . - I/intégrale générale (le réqualion f f t ) est

Q == Mcos7i0 "-)" Nsin^A

dans laquelle M etN désignent deux constantes arbitraires et n un nonihro entier
toujours positif, parce qu'il est inutile de le supposer négatif pour la généralilé
de la solution. Ce nombre devra'recevoir successivement les valeurs de la série

0, I, 2, 3, 4,.. ..

7. Intégration de l'équation (6)* — Pour intégrer l'équation

^E. i dî{ I , n^ ,,
6 • . -F- 4- - — + g2— — K, =.=. o,' a^ r dr \ * r9/

on peut suivre deux méthodes, que nous allons exposer successivement..

INTEGRATION PAU SÉRIES* -—.Cherchons à satisfaire à l 'équation (6) par la forrmjrle

R =: Ar^-4- Br^4- Cr"^ . ..,

A, B, C,... étant des coefficients constants et a, p, y,... des (rxpo^ml^ croissarïts
différents. Il faut que l'on ait, quel que soit r, l'identité

o = (a1- ^2) Ar^2^- (|32- ̂ ) B^^2+ (y^ ̂ ) Cr^2-}-.. . 4.- ^^A r^4. ^^B/'^-i^ <y?(•:rl^.4-, . ..

Or, ^exposant a — 2 étant le plus petit de la série, le terme qui lu i cnn^nmâ
ne peut se réduire, avec aucun autre et doit disparaître de InMoénic^ donc

Oî^^2,

Les deux exposants les plus faibles qui 'viennent ensuite sont |3 — a et ^ ib
doivent être égaux entre eux, sans quoi'A serait nul 'ou hien ^ égal à a, hypo-
thèses contraires à celles que nous avons faites au1 début. On a/donc;

et par,suite
(3 —.2. == <%,

(^-n^B+^A^o.

Ce raisonnement connu peut 'se! continuer indéfiniment, et1 l^on arrive à h série
des égalités suivantes,

1 1 ! ! ! ! ! ^2— /^^^'o, 1 1 ' : 1 1 1 1 ! ! ^ . ! 1 1 ^

,1 l i l i l 1 . ' ^ (3—2=:: a, (^-/î^.B+.^Â -:::,;, ô , 1 1 1 1 1

, ., ! , 1 : 1 1 y-2=:1^ :(y21-^)C I,4-^B I=:o,
^ ^ ^ ; 1 1 1 Ô — 2 = : y , C^-n^B^^C^o,

pour déterminer les constantes a, p, 7,.;,, A, B, C,;...
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On tire de ces équations :

(îV
v2 /B^-—^- A

(ï±n).i '

(ïV
C -- _.__...W___... A

( i±re) (2±:w) . 1.2 '

œ'B- - — ^Y27_—— A
• """" (i±:n)(2±:n)(3±^) i.a.3 '""

La constante A reste arbitraire. Les signes supérieurs se correspondent tous
dans les diverses formules; il en est de même des inférieurs. Nous voyons par là
que l'équation différentielle (6) est satisfaite par chacune des solutions particu-
lières :

( 7 ) B. ,-=Ar»
r mh -ALLL ï . (n -+-

qrV qr\
~ ï ) , VT,

ï .{H •+• ï } I . 2 ( / Z 4 - l ) ( ^ - + - 2 )

(8) R > - : = A
r /^v /^y ~|

\T / ^T;
».—-" j j _L.. _.̂ .1__«^L-.__» „)_ ____-,.._...jL----jL»...-__,___ -4- . . j •

L î . (n — ï ) î.^ [n — i)(n — a) ' " J

La seconde, devenant infime pour r == o, ne convient pas au problème de phy-
sique qui nous occupe; en d'autres termes, comme R est toujours fini, il faut sup-
poser Ai == o, et Fon doit prendre uniquement

(9) R ^ A r " U ,

en posant
/^y ^

/.^ «.- \ f2 7 ._LA^Z__ ^
{ / Ï . ( ^4- î ) l . ^ . t n - H ) ^ - 4 - % ) ""

liNtTÉGBATioN PAU INTÉGRALE BÉPINIE. — Nous pouvons exprimer U par une inté-
grale définie, et par suite transformer l'intégrale B. (9) en une autre de forme finie.

On a généralement
O^COS&ï o^COS^ï€os(a eus») = ï

multiplions les deux, nombres par
ï . a 1 . 2 . 3 * 4

sin^ûtï^œ
Annalt's scientifiques de l'École Vlûrmale supérieure. Tome Ïïî. Q
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et intégrons de o à TT, il viendra

fsin2^) cos(acosû)) d(ù = f^sin^ rf&) - ̂  J sîn2"^ <^^ <^

< /»7T

4- _-—- I sin2^). cosS) < )̂1 — .. . .
ï .^ .3.4Jo

Or, la première des intégrales du second membre peut facilement dévaluer, el
les autres s'y ramènent au moyen de l'intégration par parties; on trouve

r^ . , i.3.5...(^—i)Ln == | sm^oû dw •== ————————- TT»
Jo 2.4.6...%^

/^ ^
( sin^o) cos2^ <s?&) ==' ——— lan,

Jç 2 /Z+a

r71 1 i "î1 1 sin^ocos^MJ^ == 7——————.„-,...„ , ^ l
Jo ( % f t + % ) ( a n - + - 4 )

r^ 1 3 5\ sin^ojcos^Jû)^:: —-......-.....—^ - j^,
Jo , (2^-4",2)(%^-^4)( ; ?•n 1 ^ • • • ( ' > )

par conséquent,

rsm^cos(acos.))^ == ̂ -^^^ ["1- ̂ . -»-!- + ~al^-.-.- ^^, ^ x"i . .
^0 2.4.b...2W, 1 L 1,2 2^4-2 Ï«'A,3.4 (3^4"!3tJ('*.^ • t - 4 )

ou bien, en simplifiant,

' r i^v r^v
f ' sin-.) cos(acos.)J^ = I^51-i2n^ , ̂  ̂  1 , W

Jo , 2 .4.6. . . an L t ( / î+ï) î ^ ( n 4 - < ) ( n 41- 7.] ' '

Si dans cette expression nous remplaçons a par yr, nous en tiroriB, mm forme
d'intégrale définie, la valeur de la série U (10)

! î ï \ T T — ^•4"6- " .^^ . 1 * F ^
[ 1 u - T^—^n^T) ; J^ smî^> cos ( îr COSM ) ̂ M-

D'après1 cette dernière' formule,1 l'intégrale '(9) 'se présente ww ùmm ihm.
^ Intégrale particule ~ Si maintenant, à 1-aîde des1 whm trouvée ^rnr

l, ̂  R, nous: voulons former la fonction intégrale (3)'que ww chm-horiH, nmis
trouverons

(It2), , ' ,, ^^^UntHcosTz^-t-K.sm^^Jst.nçc^

Nous avons affecté U d'un indice, parce qu-it varie avec n.
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Les seules constantes arbitraires sont maintenant H et K, Nous rappelons que
cette intégrale particulière est une intégrale complète pour le cas où la vitesse
initiale de chacun des points serait donnée par la formule particulière

— ^ j = gcr^U^I-ïcosn^ -+• KsinnQ),

ce qui peut être. . ' •
9. Liaison entre q et n. — Nous avons dit que ces deux constantes sont fonc-

tions l'une de l'autre, par suite de la condition que w soit nul, quel que soit l,
lorsque r=-= ï .

Pour trouver la relation qui lie ces deux quantités, il suffit d'égaler U == o,
après avoir fait r == i ; on obtient l'équation transcendante

( i3) o=
^y fâ
\ 2 / , \ 2

(îYw
i ( n 4- i ) ï . 2 ( n -4- i ) ( n -+- 2 ;

Pour chaque valeur de n, cette équation donne une infinité de valeurs de q
formant le tableau théorique suivant :

/

^

€

^
î',"

^
^'
^

€'

<^..
î(,a)..
ç^-.

€-

.^
•^
•^

•e

pour n

pour n

pour n

pour n

-t= 0,

=•=; ï,

=:: 2,

quelconque,

( i 4 )

Chacune de ces valeurs de ç, unie à la valeur de n correspondante, fournit une
solution particulière de la forme ( 1 2 ) ; nous pouvons les distinguer entre elles par
des indices et représenter par w^ la solution qui correspond à q^; nous aurons,
en conséquence,
( r 5 ) | w^ :.= r" uf)JHf)cos^il'i:^:'K^sin 0'] sin q^ct. j

Les diverses solutions particulières s'obtiendront en faisant varier n depuis
o jusqu'à oo et ^ depuis î jusque oo .

g iï, — i,ois des mouvements vibratoires simples. '

10. Sons passibles de la membrane. - Si nous nous reportons à la formule ( . r ^ )
ou à la formule ( i5 ) , nous voyons que-le mouvement simple correspondant À un

9-
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couple de valeurs de n et de s est périodique; le temps de la période est

. • . ! ^^' .q c '

le nombre des vibrations par seconde, qui mesure la hauteur du son, est donc

cX == — a.
27T •ï

Ainsi, la constante q mesure la hauteur du son du mouvement vibratoire simple
auquel elle correspond.

Pour classer tous les sons possibles de la membrane, il suffit donc de 'nommer ut
le son le plus bas que la membrane peut rendre, et qui correspond à ^J, puis de
prendre les rapports des autres valeurs de q à celle-là. On pourra, alors classer
facilement les nouveaux sons dans l'échelle musicale.

11. Lignes nodales correspondantes aux divers sons. — Les racines do r('ujua--
tion ( î3) sont toutes distinctes, comme nous le démonirerons plus loin; il n'existe
donc pas deux mouvements simples différents donnant le même son. Cela posé,
nous trouverons la figure nodale affectée par la membrane dans un de ^es rncHmî-
nients simples, en cherchant toutes les fonctions de ret de 0 qui annulent «^ quel
que soit t. Nous obtenons les équations :

(16) r»= o,

(17) ÏJ.=o.
(18) , Hcos7i04-K.sînn0=-:o.

La première donne r== o, si n est différent de sséro; ainsi, dans ce cas, le centre
de la membrane est toujours un point nodal. Si n =: o, la figure nodalû ml doîittœ
parles équations (17) et (18) seules.

11 L'équation-(17) conduit à une'série de valeurs de r, différentes de %éro, qui
donnent une série de cercles concentriques nodaux. Il faut remarquer qui* IL == û
a une infinité de racines, et qu'en posant yr= sx elle donne

( ï 9 Î o = = î —

équation identique à réquatioû (i3),

î 1 îYAiL. + ,...-,,.,._^^^^^^^^
». (n4- i ) i .a(/ î '^îYÇn^Ï}

(î Y (îYo=,-,-M_, .,..,.„. W
l . ( / t - ( - r ) t . a ( « . - ' - i ) ( / t - + • a) '
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qui a servi à déterminer les diverses valeurs de q. Supposons maintenant qu'ayant
choisi une valeur pour n, nous ayons pris dans w une des valeurs de q correspon-
dantes? soit q^; en résolvant l'équation (19) en a, nous trouverons

^^•\ a,=^, 03==^,..., a^g^...,

Pour en déduire les valeurs de r qui déterminent les divers cercles nodaux,
nous poserons q^r égal successivement aux diverses racines oc précédentes, et
comme r est toujours inférieur à l'unité, la série de nos rayons sera limitée aux
'suivants :

€ € € €r.=—, r,==^p ^=_,..., ^^==1.
,* n 1 n in .î n

Le dernier rayon r.y est précisément celui de la membrane; il fait évidemment
partie de la série des rayons des cercles nodaux. De cette analyse résulte la pro-
position suivante :

Quelle que soit la valeur de n adoptée, si l'on prend la ^è"ïe valeur de q correspon-
dante, le nombre des cercles nodaux relatif à ce son sera s, en y comprenant le
cercle formé par le cadre,

Enfin réquation ( ï 8), en. Q seulement, peut se mettre sous la forme

tang n 0 == — - == const.

ÎT
Désignons par y le plus petit des angles positifs ayant — ^ pour tangente, nous
aurons pour déterminer les lignes nodales résultant de l'équation précédente

(?==î+j ï .n J n

j désignant un nombre entier positif qui peut être zéro. Cette équation détermine
les rayons équidisiants :

0, == 2 y , &« === ^ -h TT ;== 0o -+- TT ,n ' ^

^-î+î, 0^ ^î+î+^.e.-f-Tr,
n n n ^

e, == £ -,-,. 2, 0^ == î + ̂  +- ̂ - o, -i- -.,
n n ^ ^

. « . , , , . . . . . « 5 » . . » . . . . , , . » - . . . * • • ' • - • •

,̂ == ̂  („ - , ) ̂  0,_, = ̂  + [n -. >) ̂ - . ==. 0.-, -I- ..
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Ces rayons sont au nombre de 2 n et peuvent être regardés comme n diamètres
équidistants dans leur ensemble. Dans le cas où n== o, cet ensemble do lignes
nodales disparaît, il ne reste que les cercles concentriques.

En résumé, les lignes nodales correspondantes aux mouvements simples définis
par U équation (12) sont, ou des cercles concentriques, ou des diamètres équidistcint$,
ou des combinaisons de cercles et de diamètres; chacune de ces figures est indé-
formable.

J2. Remarque. — Si pour deux valeurs de n différentes, on avait deux valeurs
égales de y, la ligne nodale du son correspondant ne serait plus unique : e l le
pourrait prendre, par des déformations successives et continues, une i n f i n i t é de
formes. En effet, cette ligne nodale serait, en général,

o •===: r'1 U/, ( H cos n 6 + K sin ^0)4- r"' U,/ (H' ces nf 6 -h K/ sin /// 0 ),

puisque deux mouvements simples pourraient se produire smiulianément et donner
le même son. Si en vertu de l'état initial les coefficients H' et K/ sont nuls, 011
retombe sur une figure composée de cercles et de diamètres; il en est des même
si H et K sont nuls; dans le cas où les deux termes subsistent à la fois/la figure
nodale a une forme très-complexe et variable avec les rapports des constantes H,
K, H', K', qui sont déterminées par l'état init ial .

Nous verrons que les nombres q sont tous différents; par suite, la circonHianco
que nous signalons ne se présente ^mathématiquement parlant. Cepcndîinl (Jeux
valeurs de q, très-voisines, doivent être regardées comme physiquement égales,
parce que, d'après nos expériences, tes membranes se mettent a Vum^on < l a son<i
voisins de ceux qu'elles peuvent rendre. Par là s'explique comment on obtient, ^ur
les membranes circulaires, des figures, autres que des cercles et d(^ dhmUrcs.
Toutefois, si la théorie mathématique est exacte, ces figures étrangère, dom-nl
manquer de netteté, dans le plus grand nombre des cas.

§ III. — Mouvement vibratoire général.

^ 13. Relation entre deux intégrales de Véquation (6), - CormdéronH deux ̂
ieursde q différentes correspondantes à une même valeur de n, mm wwm 1^
deux identités

, ! • ^i\ i cli{ [ ^\
' •^ + 7 ^ + ^ 2 - ^ j R - o ,

d^W î dW f ^\
, ^ 1 1 1 1 1 1 : 1 -^^7^4 1 -•(^"^ !
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en nommant R et IV les deux fonctions R correspondantes. Nous en déduisons

Wd^-^^L^^..^^ ^
dr1 d r 1 r \ dr dr j ' '

Multiplions par râ?r et intégrons de o à i, il viendra

f:(^-»'ï)^f:(^-^^-^f:^^--
Intégrons par parties dans le premier terme, nous trouverons

n^^^^^^ r^^^^^\^
L\ dr ^' I . Jo Jo \ dr dr J '

ou -
r'f^.dR ^dR'\ .

~ ( IV -7- — R —— Jr,
J^ \ dr dr j

donc on a

(ao ) r^rdr^o,
<Jo

relation caractéristique remarquable à laquelle nous voulions arriver. -»
14. Formation de F'intégrale générale par une somme d'intégrales particulières.

— Nous avons vu que la formule ( i 5 )

/ ^ := B,̂  [H^ ces nQ + K^3 sin n 0] sin q^ ci

nous donne un, des mouvements vibratoires possibles de la membrane. Faisons
varier n de o à co et s de ï à co ; ajoutons toutes les solutions correspondantes,
•nous aurons une nouvelle solution se rapportant a un état initial très-complexe;
nous al Ions démontrer que les diverses constantes H et K peuvent être choisies de
manière que l'état initial donné soit identique à celui que fournit la série, quand
on y fait t == o. Il suffit pour cela de démontrer qu'on, peut avoir l'identité

F(r^)=2,^)CR^[Hî5cosw0^KM
ï 0

F(r ,ô) désignant une fonction arbitraire qui donne en chaque point la vitesse
initiale.,

Or, multiplions les deux membres par R^rcosnÔ drd^ et intégrons pour Q
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de o à an, pour r de o à i, nous aurons simplement

/ '''\^f(r,Q)^')rcosnQdedr=qwc^BW 1 ÏR^Vr'dr,
^o ^o ^o

car : i° le miiltiplicateur de Kn est nul, parce que

r2^f cosnÔs'm nQdQ=' o;
J Q

2° le multiplicateur de H^ est nul, parce que

ra^B^r^^o?
Jo

3° celui de Kj est nul pour la même raison; 4° le multiplicateur de H^ est, nu l ,
parce que

^.STT

f ces n 0 cos n' Q dQ = o ;
Jo

5° celui de K^ est nul, parce que

/»27T

î sin n^ - cos n Q d Q ;=:::; a.
Jo

Nous verrionsde même qu'en multipliant les deux membres par ;R^ r^n nQ drdQ^
et intégrant entre les mêmes limites, on aurait

r'^ j ÏV^6)^)rsm^^Qdrcle^qwc7tK(•t) rW^^dr
t7 0 J 0 » ? 1 M j ' " "

<fc/ 0

Supprimons, maintenant les indices, et désignons par q l'une quelconque â^
racines de l'équation (i3) correspondante à la valeur choisie pour n; 'les coefficients
H et K, qui déterminent 1-amplitude du mouvement vibratoire simple relalif à a*
groupe, seront donnés par les formules

"~~' />2'?t /'»!

I / / 'F(r,e)'RrcosnQdÔâr
( 2 1 ) . | jj ̂  _J__ »/̂  YO__

Ï TTC^ 1 - 7»" " ! 1 ———~———————•• 1 1 - - 1 - . • 1 1 . - . . . . . . - . - y

' , ^ ! • ! 1 . ! ! 1 ; / ^r^r, 1 • 1 1

î ! , ! ^o . •

-»2'!T /»!XaiT /»i

J F(/-,(
t/0
| , rCr.^Brsin^e^rJr

['2.2 j j V _ I _^ «^0 _ J Q ' ' , ! .

Kcq ^ ~ ~ ~
Ï^r^r

/o
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Les élomenis de l'intégrale dénominateur sont tous positifs; quelques-uns sont
nuls , parce que R s'annule entre o et i pour certaines valeurs déterminées de r;
mais la somme de ceux qui subsistent donne nécessairement un résultat positif
différent de zéro.

Les •formules ( 2 1 ) et (22) démontrent que Fêtât vibratoire le plus général que
puisse prendre une membrane à la suite d'un état initial quelconque peut être
regardé comme résultant de la coexistence d'une infinité de mouvements simples
a amplitudes diverses déterminées par l'état initial donné. Chacun de ces mou-
vements simples correspond à un son P^i^^r^Jlont la hauteujjstjo^^^^^
eLdo,^uîmte^^^^ Nou^Inte lndrlo^s''''doncengéné-
ral ,llnlinfiûité de,sons» si la membrane du tympan pouvait vibrer en même temps
^J'™18^^^^^^^^ comme toute autre membrane, elle doU'"''̂
niques formant une série spéciale à intervalles déterminés. En général, elle doit
se placer instinctivement dans'l 'état de tension qui convient' à la perception du
son le plus intense; une fois cette tension acquise, les autres sons seront perçus,
s'ils se trouvent dans la série de ses propres harmoniques et si leur intensité n'est
pas masquée par celle du premier.

L'expérience démontre que l'intensité des sons rendus par une membrane est
toujours assex faible, et que l'on n'entend bien distinctement qu'un son. Le plus
souvent, c'est le même que celui du tuyau qui sert à la mettre en vibration; quel-
quefois, c'est un son différent. Quand on frappe une membrane à l'aide d 'un
petit marteau de liège, on entend seulement le son fondamental, si la membrane

• a de petites dimensions; mais si la membrane est grande, on perçoit en même
; temps, quoique un peu confusément, une foule d'harmoniques, comme la théorie
'' l ' indique. ,

§ I.V. — Calcul numérique des sons et des rayons des cercles nodaux.

15. Relation entre trois U consécutifs. — Nous'avons va (9) que pour former 'la
liste des sona possibles de la membrane il faut résoudre l 'équation

w w
[J,,=,--i.ii_.+_____W____--...=.0.

î ( / î - 4 " î ) ï . i 2. ( / ^ -4 - I ) (n -+-2)

Un des moyens les plus'simples pour "effectuer cette résolution consiste à sub-
stituer à y des nombres équid'istants et à calculer1 les ".valeurs correspondantes
de U^; oïi sépare ainsi les racines, et on en obtient des valeurs approchées par
une construction graphique. Si ce travail a été fait pour' n == o et n == i, on peut
en déduire les tableaux des valeurs que prennent V^-V'^ V^ ... pour les mêmes

.^/irwics swntiîfîf/uer, de V École Norm.ate supérieure."'Y omvs Ï ÏL . Ï O
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valeurs.de ^, au moyen d'une relation qui lie les trois fonctions U^..(, Lî//, l-L.,̂
pour ia même valeur de la variable q.

Nous avons trouvé (7)
,.j , ,. •

2.4.6...a^—^ fsi^MCOStr/cos^)^^,
1 . 2 . 3 . .. (2/1 •4- r ) 7 T Jo

en faisant r = i. En appliquant au second membre l'intégration par parties, nous
obtenons

U, == —^ ±L— '̂ .'L.,,,..-. i. [( 2 n — î ) 1 sin2"-5 ̂  cos ( ûr ces r.) ) ̂ ro
1 .3 .5 . . . (a/?,— 1 } TT L 'Jo "

/•*7r
— (27t — i) j sîn2" M cos ( q cos M ) d(^

^o

-+-<y ^ sîn^f/) cosr<ï sin ( ̂  c<»'s^) ) r/^> j -

A la dernière intégrale du second membre appliquons encore rhUégration par
parties en regardant les deux premiers facteurs comme une difTénmtielle exacte,
nous aurons

yr 2 . 4 . . . 2/i r I" /t7r
!)„ ==: ^—^————^—^,- j ( 2^ ^- î ) i sin2»-3^ cos ( <y cos M ) ̂ o)

/TITT
., — - ( 2 ^ — î ) l sin^M cos^cos&ï) dru

J'o
<ï2 /^ "1"+-—"—- f sîn3"-^^ cos(</COSM)//^» *

De là on tire sans peine

<^) U^^îî^^t^-^

W
ou bien, en posante == i ^ ] 2 ,

(24) , u^^îîLi!^

: 1 II ^^ciîe de trouver aussi! une expression 'simple 4e1 Isr dérivée de 1î^ par nH-»-
port à( ̂ ^En effet, on a d'abord

' 1 ! : ! "^"r^1— a.4>6. . .a /z • î -.7̂  1 • , : . , ^ - : 1 ^ • 1 .
1 : ^ 1 1 , ' 1 , - ! , ^ 1 1 dq / , ^.13.Ô-,.,l(âll/^^~T}. ï j /^^'"^^^(^cos^Jcos^^ûh
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puis l 'intégration par parties donne

(a5) Ï^.-JL-u^,.ag a /A -4- a

De l'équation (^3) on conclut que si deux U consécutifs, U^, U^, s'annulent
pour la même valeur a de ç, tous les suivants s'annulent pour la même valeur
de q. D'un autre côté, si nous différentions les deux membres de l'équation (^5)
par rapport à y, nous voyons que les dérivées successives de U^ s'expriment en
fonction linéaire de ll/n-i, U^a, U^s,.... ^^
^ Cela posé, il nous est facile de démontrer le théorème suivant, sur lequel nous
hous sommes appuyé au n0 12.

ÏHÉOBÈME. — V équation (i3) U^ == o n'a pas de racines égales; il n'y a pas deux
figures nodales différentes qui correspondent au même son.

En effet, admettons que V.n == o ait deux racines égales à a; ce nombre, annu-
lant--.-1? annulerait aussi U,^. Mais alors, 'en vertu de l'équation (23) , cette
valeur a de q annulerait la série indéfinie des fonctions

î-J«-t-2» ^n-1-3, t-'/i—.l," • • ?

par conséquent, en vertu de l'équation (•2,5), la série des dérivées ——^ !—^-\....
Il résulterait de ce fait et du théorème de Maclaurin queU^ serait identiquement

nul, quel que fût y, ce qui est absurde. Donc enfin U^ === o n'a pas de racines
égales, ! "" ^ '""""" ^ '"'"

17, Equation différentielle du second ordre à laquelle U« satisfait. —- De l'équa-
tion (aS) nous tirons

^^ • J^2 u ~——iï .dq2 """"" (^n ̂ •;,;jY "̂̂ 7^ ̂ ^ ^ ̂  ̂  U/H., ,

remplaçons IJ^a par sa valeur tirée de la relation générale (33), et U,^ par sa
valeur tirée de la relation ( â 5 ) , nous obtiendrons,, après quelques réductions
l'a ci les, ! ! , , !

(.6) ^.-^-t-'^^U^o.d<f q dq

.Nous pourrions tirer encore cette relation de la valeur même de U,^ exprimée en
intégrale définie f 7 ) .

Nous pouvons imaginer que l'on prenne les dérivées successives des deux mem-
bres de l'équation (^6), et nous voyonâ alors1 que1 si pourune valeur a cle'y, \],i et,

10.
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d^ étaient nuls, toutes les dérivées successives le seraient aussi» Nous relomtxmsdq
par conséquent sur les conclusions du paragraphe précédent.

Si nous posons
(27) , • u,==v^-"-4,

l'équation (26) devient •^[•-"r]^-
équation plus simple et. identique à celle.que Sturm trai te à la pa^'e ,174 de son
Mémoire sur-les équations différentielles du second ordre (Journal'de Meu/^m.a-
tiques pures et appliquées, t. I).

En nous rapportant aux conclusions de Sturrn, nous pouvons donc dire immé-
diatement :

' 1° Si 7i== o, V et par suite U s'évanouissent pour une in f in i t é (hi valeurs de y,
dont les différences consécutives vont en augmentant et convergent rapidement
vers la limite TT, sans pouvoir la dépasser; de plus on a pour la differeru'e c? •entre
deux racines consécutives

^ __^__

V714-^
fx étant un nombre compris entre les deux racines.

a10 Si n est différent de zéro, V et U s'évanouissent encore pour mu* i î i f i r i i t e de
valeurs de ç, dont les différences diminuent continuellement ci Umdeot ver^ lu
constante TT, qu'elles surpassent toujours; on a de plus

4^2^:"7
"ÏF"""

^ Ces relations permettent de calculer très-rapidement hs racinos de l^é^jua-
tibn11^), quand on a obtenu des1, plus faibles. Considérons, par exemple, le cîis
de n = = o traité par Poisson. Nous trouvons à la page ̂  des Mémoire ^ r In-
stitut,^. VIII, que les deux premières racines sont

q, ==:3,4o4^, q,^ ::r:; 5,52:3^ ;1

<y;j == ô^a^S -h .~-«^̂ ^̂ ;

l/,4--V 4 y-

donc la suivante sera

V 4/-/.2

^est un nombre incomm compris entre y, et y,, plus gra«<j que 5 p.,. <.or^<}<H.nt,
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Prenons d'abord n pour correction, et par suite 8,664o pour ^3; nous aurons une
valeur approchée de fi, en prenant la moyenne des deux nombres 5,5225 et 8,664o:
cette moyenne est 7,093; substituée dans c / s y elle nous conduit à

<j,r--= 5,5225 4~ 3 ,x 353-=8,6578. . :

Nous trouverons -par une autre voie q^ ==. 8,655, résultat.peu différent.
La différence (? peut, à plus forte raison, être regardée comme égale à TT, à

partir de y 3 ; par conséquent il est très-facile de trouver les diverses racines de
l'équation U == o quand on connaît les deux ou trois plus faibles.

17. Intégration de l'équation différentielle qui donne ^[lorsque y a une grande
valeur. — L'équation ^à intégrer est l'équation (28); supprimons l'indice ' n , elle
.devient

^(-ç^-»-
' • - ? , .Si q a une valeur considérable, le terme —^- est négligeable dans une première

approximation, et nous avons simplement

^V . „ „^+v-0'
cloiit l'intégrale générale est

^V^ Pcos<^ -4- Qsiûq,

P et Q étant des constantes arbitraires, prenons cette forme pour l'intégrale géné-
rale de l 'équation complète; i l ,faudra que P et Q satisfassent aux deux équations

^ , .^Q ^z2. p . -o^4-., ^ ^ ,„ „-...,, ,

^O d? 4 ^ — î ^—.t.. _,.. 3 ^—. —. —-——— Q „•:;.„ o.
df 1 dq l^.qî ^

Pour intégrer ces deux dernières équations différentielles, nous suivrons la mé-
thode dea coefficients indéterminés, et, en admettant que P et Q'soient dévelop- •
pables en séries ordonnées suivant1 les puissances de q, nous poserons

P rr:: A^ 4- A( (f-^ -4- Aï (f^ - + - . . . , ,
1 1 1 1 1 Q :•:•-• B q ' " + Bi q"1"1 4- Ba ( f ' " ' -4- . . . - ! , '

La-substitution11 de ees •valeurs dans les'équations différentielles précédentes
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nous conduit au^ relations

, m =-::; o^

(„ + L\ („.- L\ A + aB. = o, Y» +•1) (« - 1) B - -->.A, - o,
\ 2/ \ ÏJ \ 2/ \ 2/

L + Ï\ L - |U + 4B, - o, (« + J) (/», - |) B,.- 4A.,, o.

("-!)("-!) A2+6B3=:0' (^l) ("-i)."'.--6^-- < * -

dont la loi est évidente.
On voit'que toutes l^s eonçtaîites se trouvent détçrmiïiées ea/fonction de A rît B,

qui restent arbitraires. Posons, pour abréger,

(3o )

nous aurons

(3*) .

_ (in 4- ? ) ( - 2 n — ;)
. ' n.=^.---^^^^^^^^^^

Ai==:n iB, B . r — — Ï I . A ,
As =: - n» ïïa A, , B, ̂  — ïï, lia B,
Aa ̂  - Ïïi ÏÏB H, B, ' Bg =r H, II, II, A ,

A, =-: n, ris Hs n, A,, B^ ̂  n t: Hs a^ il, B.

et si, changeant de constantes, nous faisons

(3 2) , A==Hco,S9, B==H.s lny ,

il viendra
A, == H ÏI( sinç, , , Bt = — ÎI ÏÏ, cosy,
À. ==- -.- H Ïï. H, cos(p, Ba =:= - H ÏÏ, Ils sin y,
A3 == - H H, TIa n. sin «y, B, := H ïî, ïï, lï^coso,

' ' ' ' • • • • • • • • • • • • • • • * y • • » » - . * . . . * , , » , . » , , , , , ^
conséquemment,

( V^ U^ ̂  [H cos(g - ç) fi ~ EJ^ + IL.!!!115..31- „ . . ' }
\ (33)' ' - , , „ , , ^ 1-- , „ • , x , ^ . . ̂  . //

v , 1 ; ' • - 1 1 < • . -H.sin(î-9)/a^Ï1ÏA^. ÏIJIJI.ÎI.II.• ,., ^ ' 1 1 , , 1 ^ ., ^ . , A.,^ g3' , •--••^
. 1 îli-este à déterminer les deux constantes H et y introduites parrintégratiûn.

Pour y arriver, il suffit de prendre'la formule1 qui exprime U m moyen â'um
• intégrale définie, etde développer directement, parquelque artifice, œtK; irH^rale

en,une .séné 4e: .tero^^wbîaWe à,, celle que.donne.la .formule (33).- U comp^
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raison des deux termes qui contiendrôïit là puissance n + ^ de l- permettra de
trouver A et B, ou, ce qui revient au même, H et y.

18. Développement direct de F intégrale U suivant les puissances décroissantes de q ;
détermination des constantes A et B, H et y. — Si nous nous reportons à l'équa-
tion (8), qui donne U, nous remarquerons d'abord que rintégrale

C^I sin^cy cos(q coscù) dw
«/o

peuÉ être regardée comme formée de deux parties égales chacune à l'intégrale
prise de o à -; donc

" T " 1 1 1 1 " ' • 1 - " — • • • . 1 1 . - 1 - . . — . 1 ^ ^ . . . — • 1 1 1 —•—— •••^' - ..„..:-,—-...,— -.-.^t.,-.-.. —,,.,. ,„,.,,,, „„.„,„,
-,-. 2 .4 .^< . • 2/z ^ r'1 \ 'U :::;;,,: _.^—————_ «. i sin2"^ cos ( q COSQ) ) dw. ;"

ï .3.5. . . 2 / Z — Ï 7T J^ . |

iMettoîis maintenant pour cos(ycosG)) sa valeur en exponentielles imaginaires,
51 viendra,

/ ^ ^ \
[j_ , 2 ^ ^ ^ 1 1 f'sin'^ï^^^^œ-h r'sîn^oc^003^^).i . 3 . 5 . . . ( a w / — i ) ff \J^ J^ /

Nous pouvons maintenant développer chacune des'intégrales du second membre
•on. suivant la. marche de Laplace dans l'évaluation des intégrales qui dépendent de
grands nombres, ou de Hansen dans son Mémoire sur les perturbations absolues
<les planètes»

PREMïiK'îî rprrÉGïULE. — Pour transformer la première, posons

iq cos&) == îq — j^;
nous en déduisons '"

y2 / 2; / y*2

€05 ûï === ï —• "r-î SÎntô = - : r i /—i / I— -;——1
^^ V ^ V 2Î^

^^./1:_^^,
v ^ ,/^ZL.

1 , , . , , . , - . . -^-..1 l v ^iq, 1

D'ailleurs, pour &> s= o, on ay==;o ; pour &> == -? on ay=\/i?y; donc

ÎT 1 1 1

/»3 /.>\»-+4 /^V^ / y î \ » ~ l
^ sin^ï ^(Y/c<:]ls^ r̂.) ̂  ( - ) e^ j.̂  ï - -L- ^-^ ̂ 7,1 - Jo ! ; 1 1 1 1 ! ! : W- 1 Jo ^ 'V 1 mî 1 ,„ 1 ' /- ' !
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Nous apercevons en dehors de-l ' intégrale-du'second membre le fadeur, y""""^""!;
donc il nous suffit de chercher le terme indépendant de q dans le développement
de l'intégrale

JV^ç / y2 \«-~
y=" ( ï ^2^ ) Y/2^.
l/ \ 2^/ 1/

Nous remarquerons d'abord que le binôme ( f — -)—] 2 esi développable sdi-

vî'înl les puissances du second terme, car ce second terme varie de o à ^ - Apres
ce développement, nous aurons'à. effectuer une série 'd ' intéprales 'de 'b tonne

A- r^
(^7Jo r^e^^

Le premier terme de cette série sera

ç\/t(j
Jo .r2"^^.

Considérons cette dernière intégrale qui, à un facteur près, donnera la précnl^te
en y changeant n en^-r:/?. Or, l'intégration , par parties (lonne la série des
identités

r^'7 :̂"' y*^^ r3"^'^--^^)'--^-.^.'^ ,r"-7^^-,

^ V-^rf,-- ^ (/î);;F-3.-.-^l"rJ, f'^^..^.^
•' J'. «./o

r^^ , , j- , /-v^^ r'^-^^-^/î)^-^-^^ '̂,y,.;

par conséquent,

X^e-^•--4é-•^[(^)B-i-(--,)(^-;-^(.^

•<-( '-4)(" I) ..!"^;

+-M_(.2/^-l)r^,,,
a" ' e'

i.3.5...(an-i) ?"'
————^————^ '̂rf,.

La première partie du second membre renferme q et ne nous irUm.sse pas;
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l 'intégrale que contient la seconde partie est égale à •3- yÇ diminuée d'une série
de termes qui renferment tous q en dénominateur {voir LACROIX, t. IIÎ, p. 507);
donc enfin, le seul terme indépendant 'de q dans cette intégrale est

ï . 3 . 5 . . . ( 2 n — î ) î ,—
• — — 1 " • - - ^ — — — — — — ^ V T : .

Dans le cas oùp n'est pas nul, le facteur —-— introduit q à tous les ternies, et
nous n'avons aucun terme indépendant de q; donc enfin, dîms la première inté-
grale, le coefficient de y-"—a est

^ fiy'-^M^ii^îr^^ç^J
; \ l / ^ 2 v

DEUXIEME INTÉGRALE. — Sur la seconde intégrale que renferme U, opérons
comme sur la première. Posons

1-"- iq cosco == -- iq — j'2;
nous en déduisons

ir'1 . / ' i l , 1 l y ' 1
cos o) "-::.: ï — — 5 sin &) .:=-: r \ / — i / î — —->q J V q V 2<j

, /^ __dy__ ^
^^^J/——^

V I"" ̂

d'ai l leurs» si w == o, on a y == o, et si G) == Tr? on a y== i/^; donc

î , ,/7

X *2 / ^ y \ r t 4 . 1 /^V r / //i/.2'\"-—
sin '"fô <?-"^eo60j ^o) =: ( — ) e~^ | y2" 1 ï — •yL ) ' e-^ cly\

Les raisonnements faits pour la première nous montrent que le coefficient
de y^-i^ dans le développement du second membre, sera ,

(^-r^^5^^^^-"/.
Réu.nisson.B.maintenâïit les deux résultats que nous venons d'obtenir, .noiLs e'n

déduiroûs1 , , _ ^ „_ . . , , . - 1 - 1 1 ^ 1 1 - 1 1 ! - . - .

J A cos q 4" B gin q ̂  II cos ( q - y ) = x . a . . . ^ a""" ? ̂  [ ( ^ Y 4 2 ̂  ̂  ( i f ̂  i <?-"^ j • •J

^ niii.alfs sctenii'fifftHfs de l'École Normeilc supérieure\ Toïlttû Ï I1E. 1 î ï1
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Mais il eât facile de voir que

i^^os(n+^^i^(n+L\ î^^)^
\ Û/ 2 \ ÏJ 2 '

(^"'^cosf^^^^mf^^^:."'''^'^\ / / \ 2 / 2 \ a / a
donc

A cos^ -+- B sinq =:•-- H cos(^ — 9) == i .2.3.. .n^'ï -4; ces [ a - f/A -h -f. 1 7r |.
VTT L \ a / %J

La comparaison des deux membres de cette identité nous permet de trouver 1̂
valeurs des constantes A, B, H, y, et nous obtenons

(34)

puis

(35)

\ A =:-: 1 . 2 . 3 . . . %2" i/- ces ( n 4—i 7:,
J Y TT \ 27 a
1
B:::::i.2.3.../^/2 sinf/î+i^ îî,1 y T: \ ^ j ^

H= I.2.3...n2"i/a, i
{ V 7T J

(-(ra+^- 1

Dans le cas où ., == o, nous avons A = B = -, et nous retombons .sur 1 < - ré-

sultat trouvé par Poisson (Journal de l'École Polytechnique, t. XII p 3/ïo)
19. Détermination des racines de l'eqaation U == o. - La formule (,^. <(„,

donne U exprime en une série de termes ordonnés suivant les puis.san.^ <,«lii,,Ls

l'rJT8™ à séparer les racines de l'équation u==o; il suf(it <•<• ̂ ^pour q successivement
0» I ' 2, 3, 4, etc.,

et de calculer les valeurs correspondantes de la fonction U. Ce proc..!,'. <st r>nii

^^a?"" valeu^s/e y; œais il est ̂ ^^orieu. lô ;1;,::̂ ;acquie i tdesva ieursunpeutor tes

SSSÏ's-"̂ ^^^^^^^^^
—.„„..>.„„::;; î:;::,;-.s;.-;rK; '--"••
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De la formule (33) nous pouvons tirer facilement une équation qui nous don-

nera les racines de l'équation U = = o avec la plus grande rapidité. En égalant à o
le second membre,1 nous avons

Si ^SLS3!1!r / f "\ ^i (! ~ <?3
,,U ] q .,.-,- ̂  4- ̂ J = ...,.,..,-̂ ^̂ ^

,,._.,,,-..^.,...-.- . ^-

Le second membre peut être mis sous la forme d'une série ordonnée suivant les
puissances décroissantes de q; posons en effet

ÎÏ, II, ÏÏJÏ, njla]!^ K, „ - / , IJ1 Î1L ^ ÏLÎÏ^ÏiJ ^ \ ( ^ p- .4- ..y — },,̂, „...„.... ̂ ,.̂ .,,._ 4. „ ^^ ——. -.,._ ^.-...-^ -, - - ^ - ••••; ̂  ^ ^. •••;

nous en déduirons

,).-.-n.,
y . - - i - - ^ ï i i n - ) . - ' . iii naii^ • • •f 36 ) /

] v + ^ îi, iï3 4- ^ n. ils n. IL ̂  n. iïa HÛ n, lia,

et,
r / 1 " \ ^1 À ^ , ^^l//- f"-1-.)-;,.]-r-^^î

et f'omnH'

,011 ,, - (n -i- ̂  ̂ J -: . - lang \</ - (» + |) ̂ j'

nous f îu rons
(' / 3 \ Tr" ^ f/- , r-tông ]< / - (»+ ̂  -^-^-+-^

par suite, ,-.(... i).^...,.-.c^(i-^^-.. .)•
Développons enfin le second membre suivant la formule connue, nous aurons

l'équation

f 37 ) ,=(Â-^...,.-|).-^ (^) ̂ -(.-^-^)^----

(lui fera connaître y très-rapidement par la méthode des approximations succes-
sives. Dans cette formule, /( devra recevoir les valeurs entières à partir de la plus
petite pour laquelle q sera positif; on le fera donc successivement égal aux
nombres suivants :

o, r , a, 3 , . . . .
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On voit que si q est très-grand, la différence entre deux racines est sensiblemeul
é^le a .; nous retombons donc sur le résultat donné par la méthode de bturm.
^Nous avons maintenant tous les moyens de calculer les sons qu'une membre

circulaire peut rendre et de contrôler les résultats obtenus; nous donnons dans
les tableaux qui suivent les formules qui nous ont servi et les nombres que nous
avons trouvés.

Dans le tableau 20 se trouvent les valeurs des diverses constantes qui entrent
dans les séries (i3), (33), (37); on pourra donc contrôler les résultats numériques
suivants avec facilité.

Dans les tableaux 21, 22, etc.. se trouvent les sons et les lignes nodalcs qui se
rapportent à la membrane circulaire, classés suivant le nombre des diamètres que
la figure nodaie présente; ainsi le tableau 21, dans lequel n = o, donne tous les
sons possibles de la membrane pour le cas où elle se divise par cercles concen-
triques; le tableau 22, dans lequel n== i , donne tous les sons possibles de la
membrane pour le cas de figures nodales composées d'un diamètre et de cercles
concentriques, etc.

Le son le plus bas que la membrane puisse rendre correspond au cas ou clic
vibre en totalité sans présenter de figure nodaie; nous l'avons nommé ut et, nous
avons pris pour unité le nombre des vibrations correspondant à ce son. Les divers
sons de la membrane sont incommensurables; ils ne peuvent donc pas cire
nommés avec exactitude. Les noms que nous leur avons donnés sont ceux des notes
les plus rapprochées de la gamme tempérée. Lorsqu'on trouve deux noms, il i';ii!t
entendre que le son de la membrane est à peu près à égale distance des deux.
Lorsque le nom est suivi du signe +, c'est que le son de la membrane est légère-
ment supérieur; c'est le contraire si le nom est suivi du signe — .

Le dernier tableau classe les sons de la membrane dans la série des sons d 'unv
gamme tempérée.
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â0. Tableau des valeurs numériques des diverses constantes nécessaires au. calcul
des sons.

n-

li, - À

nji,

II, il,,!],

M, Î Î J 1 . ÎL

ll.njS, IU(.

SI

?

A

v
^ ^ T ^

v..,.,,. A-p.-4--y

0

1

~~ 8

9
î -A8

75
î 0^4

367'')
3%76B

5c)535
262 il 44

ŷr
4"

33
5 î2

34 i 7
ï6384

!

""" 8

1 0< »
w T53Îi

Î073
51 ;&o

1.

3
' 8

i5
"'""" "ï1l8

:io5
H) 2 4

47'^5
3-2768

7%765
2.G'2t44

"Vî
3 77

" 4 1 1 " 1 1 ' 1 1

7^
5:12

57 ï 5
i6384

3
8 ! 1

'AI

Ti8

î ^99
5 ï w

2

i5
T

îo 5
Ti8

3:1.5
ïo a 4

10 395

32768

i35i35
^62.144

•^
577

T

945
5i2

6(h5
i6334

ï5
S

• 45
ï^8

i485
1 03,4

3

35
8

945
128

3465
10'2 4

45o45
3-2708

4o54o5
'20ai44

^V/i

77r
T

i48o5
5i%

36%1055
ï6384

35
T

385
"~ 3i4

î ' 2 î 4 5
(024

4

63
8

3465
Ta8"

45o45
1024.

675675
327^8

aa972•95

•À6'Ài44

•^v/j
97"
4"

866a5 1 •
5ï-2

72234855
i6384

63
8

819
ïa8

j 3 4 oo ï
51 20

5

99
8 '.

9009 !

128 j

'3l,252%5 1

1024 \
î

H486475 !
32768 :

436486o5
a6iu44 J

384o i /2- 1
V ft 1

1 ï 7T j

T"

333333
Ô Î ' À ;.

68%4<'>4 7^"^
i6384

99
8

^475
:I'28

3a373
5 i ao
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' 21 . Son.^ et lignes nodales dans le cas où n == o.

FORMULES.

(lY (îY Wï i - i ̂  w . w _ w ^
"' i2 • ï ^ .a 2 î^.3^ 9

r Î-T i ^ /'2 // 7r\ / o •i 3075 i \V o =—; Uo ûf —— i / — COS , (/ — -7- î f ï — —"- --1- + ———/--- — _ . . I' V TT y 47 \ 128 g3 325768 q^ )
, /ï" . / 7r\ / r ï 75 ï • 5q535 x \~L- V — sin r/ ~ —ï - - — -.-'—~ — -f- —7—^.,. JL ....... \
V T T \ 4 / \ 4 ^ ioa4 ç3 î>.62î44 q^ ' f.

__ f r 3\ i i a5 ï 1073 i
<? - \," + 4-) Tc ~" 8 ~q ~ 3»4 ^ + ôTïo ç7. - - • • -

Rneines de U,, == o. Sous corresporidîtntf».

q[" = 2,4o4 r,000 uli

q^= 5,520 2,296 ré^..ré? '

q^^ 8,654 3,6oo la^ -4-

q^ == ï ï ,792 4?9û5 ^f. .. mi

^^==ï4,93ï 6^2 î ï $oi,...$ûl^

q^ = iô,07î 7 ,5 ï7 ^

^^ :'-; 2 r , 212 8, 8a4 ^/ f. . . ,̂

<7 S»̂  ;:= ^4 î3^3 ï o, 13o w /'< •4-

g^—^7^94 ï i,4.37 /af

RAYONS DES CEBCLES NODÂUX.

3 ceîlicîe* 2 cercles. ! 3 œrdcs.

r == o , 436 r, =0^78 • r, -:,: o, %o4
r^= o,638 ^=-:: o,468

1 1 1 1 . r,:-.- 0,734

scercles* 6<wd.es. 7 œrc!^.

,r,==o,i33 1 r,:̂  o,n 3 ^=0,099
r. == o, 3o5 r, == o, 260 - ^ .= o, ̂ 7
,^::=:0479 ^ /v-=o,4o8 ^^,.0,355
^=o,653 , n^o,5561 ^ ' /,,,, 0,434
^-.o,326, . ^0,704 ' ,, .•,^,Ôi3 ^ra .:̂ '

^ =•: o,85a
Ï\ '-"."Oy&lS

^ -"- 0^732
^"•^0,861

Lî rKis nrxl.'»lc',s.

[C..ï),,j

[C,D«]

[C.ï)»]

[C, D,,]

[C, ï),,]

[0 ï).]

[Cc,D,,:|

[C,D.]

[C.l).]

4 ^'^rfl <••»'„..

/"'ï -̂ : o, 16 î
r^^ 0,390
^,--^o,5Bo
^^ •1-- o, 7<^o

8 Wï'f-.i <•(»,.

r, .^:1..:, 0^087
^ î-^-' o ^ ao î
^^ o ^ S ï ^
^ ^-'x»^3^
^ ̂  o,54.3

' ̂  :•'•';- o1,657
r ï^ ' 0 , 7 7 1
^^^a,886
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i^â. Sons el lignes nodales dans le cas où n === i.

FOBMULES.

ÎJ,=:

V, •=

Y =

BATONS DES CED

î dïciï'cle.

r ;•-

<5

r,t "

^a ^

n::

n ^
n =

œ'
'ï .^

:= IJ, (f == 2

/ , Ô\
-(^-4)

Racines

^^ =
</^ ..
^=
./.̂  ̂
^^=
^^
^î'-
"̂̂ ..

,.:»)^, .-.•.....-,

^0,546

<,;<îï'<;îefi.

^ 0, X 9^

:"̂  0,358
^ô,5î9
=^0,679
=": o 5 S14o

/ ^
^.4- -——

l .'2 .

. / ?- / 37r \ /
i / /tf\C' 1 /< î 1

V 7T co

/ i /^'V.
3 î

7r 8 ^ ' ra8^3

de Ï.J( == o.

3,83%

7 ,oi6

io,r';3

r 3,3-23

16,4.7°
î. G) , (•> 16

"2'2 ,^60

St5, c)o3

•^9><'47

2

ri :
:^ ;

6

ri :
^y:

r;,':
n"
n ='
r<t::

)- (2
; \ -2
-î.3 ï . 2 3 .

'V 4 ; ^
. / 3^

Cïî'\ 1 fl01 i.1 1 ïy • - 1 1 1 1 " l l 1 . ; •11- • " • - - • l i i l l i "—,

\ 4 / ^ q ]LO^
: a ï ît

Sons coïTespondants.

î , ̂ 94

%,9i:8

4,93l

5,54 2

6,85ï

8,160

9,467

10,775

'ri ,08'?-

côrclea.

:r::rlô,377

"— ô,690

cûrcÏtiâ.

=-: ô., ï 63

^0,,3û8

^0,447
-::= •o,585
—o,7%4
•;•:"- o, 86î2s

)' .^^^ i 4 " ' - - ' 9

^ ï5 i
/'+" 128 q2

\ /3 î io5

1899 i . ^
5120 q^ ' ' ' ?

^o/f ̂

\/af...5<?/.

^^3^

./^...x
703 -!-

• u^ -(-

réf -

fa, + •

•yo/4

.CLES NODAUX;.

•3 •cer<;les,

r,^'o^88
^ === 0,5^7
,r3==:o,764

7 ce'rcles».

-r, =:= o -y î 40

rî^-ô.,27X
^^-•^ 0,393
T^ =='0,5x4,
rû :== o.,636
r,^ 0,757
r,== 0,879

47^ ï , \
3-2768 ^ " ' y ?

î 7^765 i
<y3 2.62144 '̂r'

lignes .nodales.

[C»D,]

[C.D,]

[C,D,]

[C,D,]

[C.D,]

[C.D,]

[C..D,]

[C,D.]

[C,D|]

4 cercles.

ri :=:o,a33
r'i r-= o, 42^
7*3 === o.,6i8
r^ :== 0,809

•8 eeycles.

ri == ô, ï32
r^ T.= o, ̂ /\^

-f.^ ==.o,35o
/^",= 0,459
r5== 0,567
rc:== 0,675
r-?== 0,784
ra== 0,892
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23. Sons et lignes nodales dans le cas où n == a.

FORMULES.

(âv ay (syr - . W ,. v2 / _ w +L - i.3 i.a.3.4 i.a.3.3.4.5 ' * * "

± /~^ I 57r\ / ïo5 i io3q5 ï V
V.-U,,^8^cos(î--^)(i-^^+-^^-..)

/ï , / ÔTT \ / i5 i 3i5 j^_ _ ^35i35 ^
V ̂  sin ^ç - -^-J • ̂  ̂  + ̂ ^ ̂ - ^^^^ ^,— 8

35 i 385 i 12145 i/ , 7 \ Oif l OOU A A.AAq.U 1.-y i /,-. i y i _. _ __ _ ___ _ i • "_, _ _
(/ ::,.;:-, l fi —f— — j Ti, —— ~7~" — —— .y, i / —'., "T" /• . . . . »! \ 4/ ^ ^ ^^ <YJ ^^^^ ^3

Racines de Ua==o, Sons correspondants. Lignes nodalcs.

q^ =: 5,i35 2 ,136 ut^ -+• [CoD^]

^^ 8,417 3,5oî la^..lc^ [C.B.1

^^=11,620 4,833 ré? -h [aDa]

ç^ ==: 14,796 6,ï55 . ^0^3. . . soif [G, ;IV|

q^ -^ 17 ,960 7,47 l ^^ -"- [C^ 1)3']

g^ =:--: 2 1 , 1 x 7 8 ,"784 utf. . . r^ [Cs D.]

q ̂  \ === a4 »3 7 ° I ° ? °9^ m ̂  ""1- [ Co I) i? "J
^^-^ 27,421 ï i ,4o6 faf ^ [C,!),1!

Çy î=-:3o,57ï 1 2 , 7 1 7 solf^'- [CaM

KAYONS DES CERCLES NÔBAUX,

t cercle. 2 cercles. 3 cercles. 4 efirûles».

r—:o,,6io r, ==:o,44a r» ==o,348 r» ::•:=<•),^87
Ta ==0,724 ra== 0^569 rar:^ 0,4.69

^-=^ 0,785 ^=•=0,647
^ 1 . . r^ •^ o^8%4

5 cercles. 6 cercles. 7 cercles. 8 eere'Jk^

r(=:o,243 n==:o,%i2 ^==0,187 r,^o,ï68
^~= 0,398 r2== 0,347 1 ^==0,307 ^==0,^75
^•=o,55o r8== o,479 r3ï==o,4^4 rs^OySSo
^4;=r-lo,70I ^ ^==o,6ïo r^^r: o,54o ^ .=:; o, 484
rs==o,85o r5,==o,74o ,n==o,655 r,:=:;:o,587

• . • , ° ^==0,870 r@=::o,77o - ^=0,691
' 1 ' 1 - ^ 1 1 1 1 : 1 , . . r7==ol,885 ^-==O^Q^

, : 1 1 - ^ 1 1 1 . r,==o,,897,
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24. Sons et lignes nodales dans le cas où n "^=. 3.

FORMULES.

^'V (î\ (9^
l;........ ̂ W,,^ ...^^^^^^^^^.,,...-., » .„ . __„—.' __L_ ^ • • i_;'. 1-1"' •• ' ' — — — " r " "T" —————..._-...p. —-. ———,—^——„__—^ ^_ _

î . 4 1 * 2 . /g.. • 3 1 . a . 0 . 4 • 5 • 0

v. -- il. ̂  -, 48 y/2 cos ̂  - 2^ r1 - ̂  ± - ̂  1- + • • •11 V TT V 4 / L I2y c] 3ss7by ^'< J
_ /a . / 77r\ r35 î 3465 î 4o54o5 î

• - 48 \j ^ sin ̂  - .̂  [̂  ^ - ̂ ^ ̂  + •^^ ̂

/ , q\ 35 r 385 x îiî^.5 ^ _
q =,: ^/r .4- ̂  TT - ̂ - ^ — ̂  ^ 4- --̂ -̂ ^ -- • • -

Racines de IL, o. Sons œrrespoDdants. Lignes nodales.

q^ • .. 6,379 2,653 fc^ — [CoDa]

^) " i - i ~ 9?760 450^)0 ^^3 ~1" [C1^]

^ : 1 3 , o:ï7 5,44 ̂  + [^B3]

g^^.: 16^24 6,74,8 ^-^ [C^Da]

g^ ^: 19,4 î o 3,074 ^ 4- [ C, Dg ]

f/f 9.9. ,583 9,394 ^f ~" [^ÏV]

<7^ :.1"- %5,74<î , T 0 , 7 1 1 fa, 4" [Ce'Ds]

rj^ •.1'..1." 9-8,909 ï-2,0^5 .ço^ 4- [C/Da]

^^ :̂  3%, o5o 1 3 ,33?. ^ [ C, 3)3 ]

BAYONS DES CERCLES NODAUX.

1 ccrele. î œretes. . 3 cercles. • 4 cercles*.

r ;;̂ :. o ,654 . r,, ;̂  0,490 1 r, = 0,3,93 r, == 0,329
r-t -• i-' o, 75o ï\ =-; o, 6oa ^2 == o, 5o3

r3==o;,8o^ ^3= 0,671
'r<:= o,836

5 ccrdeK. G ccre'kîfi. ^ 7 cercles. • ^ cercles.

r, ^ ::::-:•' û, a8% r, -..-1 {•), 243 ri — 0,221 ri == o., 199
r, -,.,: o ,43% r, r:,- o ,379 - , r, = o, 338 - ̂  == o, 3o5
/13rrl.•;lo.,576 rs=1- cs5o6 ^s == 0,4^0 lr3:=o,4o6
r4r:..'..o,7ï8 r<=-o,63o A l==o,56î 1 r4==o,5o6
r, — o , 859 1 r, ̂  o ,754 n' == o ,67 ï n == o ,606

r, :--..,-, o, 877 re=r- 0,781 1 , r@==o,7o5
rî =::= o, 89 ï r? = o, 8o3

ra===o,9or

Armait^ sh'u'ftdfi/fKf'a tic l'Écdfc Norma/f" supcr-leure. Tome Ï Ï1 . '*' ^
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25. Sons et lignes nodales dans le cas où n = 4-

FORMULES.

(îÏ'ÎY
\ 2 ,

fqy

D"4 -——• I —— ————/- -i- v / ——— ————————————————
ï .5 ï .2 .5 .6 ï . a .3 .5 .6 .7

,. rî -t oo^ /3 /' <^\ r n65 T 675670 i "iV, == U, ç2 =r 384 i/ - cos [ q — "7- ) i — ——— --, -+• — 1 /a -, . . ./3— cos
TT .

/2

V Î T v 4 / L l:2^ (! 32768 <y4 j
63 i 4^°4^ ï 2297495 i. 384 i / - sin ( g _ 9 ^ \ r4 H8 q 10124 ^ 262144 (/1'

134001 ï
5i %o ^r5

_ 63 i Sic) i
"8" g ~ Tï8 ^3

Racines de U^ ==o. Sons correspondants. Lignea nodales.

^
î^
9^
^
î^
î^
î^
î^
^

RAYONS DES CERCLES NODAUX.
1 cercle.

r == o ,686

à cercles.
'•i == 0,3l6
ri== 0,460
/•3 = o, 5gQ
r,== 0,733
/•!>= 0,866

= 7,586

== 1 I y 064

== i4.373

== i7?6i6

== 20,827
===24,0ï8

=== 27,200

== 30,371
.== 33,5x2

2
ri =
r,^

6
ri ==
ra =
rg =
n=
n,=
r6=

3,ï56

45602

^979
7,3^8

8,663

9?99 Ï

ï i, 314

ï2,634

i3,94o

cercles.
== o,5a8
==0,770

cercles.
== o,,279
=0,407
=0,5^8
=o,647
=0,765
=0,882

soif

ré,.

sol,

la*

ut* -l-

mif

/<
soif

la*

3
r, r:

Ta =

^3=

7
: ri r:

Fs =
rgr:

, r^ =
n =
rs^
r, =

,̂ ^
• ' ' t' 3

-l- [C:.D/1

[C,D<]

eorcles.
r:: 0,43l
= 05627
= 0 ,816

cordes.
=" o,25o
= o,364
^ 0,473
=0,579
==o,685
= o^Ô01

=0,896

[C,,I)4]

[C, D,]

[C,D.]

[Q:I)<]

[C,,D«]

[C.D,]

[C,D*]

^

ri •:',.
ra •1 .
^ ril

r, ̂

8
. 7*1 ^

^2 1"

^ :

r^' ;
rs »:

' . ^:-
r-y .-
^ -.

W,VCÂ(ÏH.

•^ o,364
: 1 - ' 0,53 ï
i:- 0,691
;^o,846

ctepe'hîg.
;:•:-:: 0,2.a7
1^ o,33o
—- o1,^^0

=:;• o,5% 5
.:̂  o,6%2
:̂  0 , 7 1 7
=: û,8i1^
= 0,907
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ons et lignes nodales dans le cas où n =r= 5.

FORMULES.

m (i\ (î\
\^7_ ^ \a / ___ \^/___

'"'TO ""7.6 " ' ' i '; 'ï. 6. 7 ~ i , ̂ y^yyg -+- • • • ,

1 "V" 'îQ/ A /'2 / ï ï 7T\ r QOOQ 1 Il486475 1 "1l. <f/ ' 1"-:;: 384-0 i/ - eus a — —7— i — ^—~7 — -4- —-"—-L/- — — ...' " y TT v 4 / L ïs^ ç2 32768 g4 J
ïttt/ & /^ - /' T i 7 T \ rc)9 r ^a5a^5 ï 436486o5 ï•— 3b4o \/ - sin ^ — -— ) f̂- -- — ————- — -4- a l • ' -.-,- —

V TT V 4 / [_ 8 <y 1024 g11 a6%ï44 g5

,. i3\ _ 99 ï _ ^47^ » ^ 3^378 ï
4 / / ^ <y I ̂ ^ g' ôi2so g"

Rïic.incs de 1.5'^ :=s o. Sons correspondunts.

^1° ' 8,780 3,65% ^? . . . si\

^^) „,.,„ jl l^^33^ ^ 5,i 33' w/?"3 . .fa^

q^ —:. 15 ,700 6,53i soif. . . la ' ,

(/^ — 18,98^ 7,896 ut, —

(^ ;—3t%,%%<» 9,^43 r^f ~

q ̂  •1:.1:,:, a5,43 r ï 0,579 ./ÏZ4 --

g^ — ^8,6^8 ï ï ,908 soi, —

^'—^SiS ï3 ,a33 soif . . . l a ,

q^ --: 34 ,983 x4,55% /af. . . s(\

BAY03SS DES CERCLES NODAUX.

1 w.r<''}{*.. 2 (.•(•îrcic.'s. 3 cercle».

r • • 1 - 0 , 7 1 ^ r, 1 - . 1 - o ,559 ri ^=- o y ^63
/'y ; ! 1 . o, 786 rs "̂r o .>65o

r., r= 0,8:2.7

5 c<*r<.;1 f's(, - 6 cercîies. • 7 cercles.

r, :̂  o ̂ 345 r, ;:•:;.,.: o, 307 r, ;:•— o, ̂ 76
r^ r:= o,4^^ r»::'"1'^ 0 ? 4 31 ^ ̂  ° •> 3^^
r,, "=::. o ,6 î 7 ra '̂ •^ o „ 543 ! ^ = ° •» 494
/4 :;= ô, 74^ '̂ ':r:: ° » ̂ ^^ ^ ̂  °9 ̂ ^^
/\ •r^ 0,874 r, '- ;̂ 0,776 n =^ o y 698

r^ •-,:.. o,88B ro-x'o^c^-)
/•î •"•"•"" o 9 goo

Lignes nodaîes,

[CoD.l

[C,D.]

[C,D.]

[C,D.]

[C, D,]

[C,,Ds]

[C«Di]

[^D>:1
[C.D,,]

4 cordes.

r, —= 0 , 3c)5

rs := o,555
r̂ . :r:r o, 7 o6
/•-, — o, 854

8 cercles.

r, •--=: o y %5 ï
^~= 0,35 3
/y :=o,449
/^ :::= o ,543
r;, ^=: o, 635
rfi =^ 0,7^7
r,=r:o,8iB
r» r--,^ o, 909
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27. Tableau des sons possibles d'une membrane circulaire.

GAMME
i tempérée

j ! î1'6 Octave.

ut... .

sol^ ..

îff ....
11° Octave.

Ut . . . ,

Ut^. . .

/'<?'....

ré^. . .

mi....

fa..,.

fa^...

sol.. . ,

NOMBRE
des

Tibra lions.

l ,000

î,597

i

2

2,o3o
2) 000

2,089
2,ïl8

2, 15 I

2 ,184

2,214

2,244
2,275

2,307
2,342
2,378
Mi4
2,45i
2,484
2,5i8
2,56o
2,596
2,64o
2,670
2,710
2,700

2,790
2,828

2,870
2,915
2,960
2,996
3,o5o
3, ipo
3,l5o

SONS
delà

membrane

1 ,000

i,594

2,i36

2,296

2,653

2,9i8

3,i56

LIGNES
nodales

^D,

C,D,

r n
SUi

,C.D,

Go H,

C.D.

CoD,

GAMME
tempérée

î

.W/^ . .

^/ . . . .

kî^. . .

A ' Z . . . . .

lit . . . .

^ . . . .

^...

W ....

W^. . .

mi.. ..

fa....

NOMBRE
des

vibrations

I® Octav

3,174
3,220

3,265
3,3i5
3,364
3,4i5
3,46ï
3,5i6
3,564.
3, 6ao
3,667
3,720
3,776
3,838
3,893
3,95o
4

ni® oc
4,000
4,07<>
4, 120

4.176
4,236
4 5 3oo
4,367
4,4a5
4,488
4,570
4,6a5
4,700
4,756
4,825
4,90 3
4.980

5,036
5, 120

5 , 1 9 1
5,275
5,34o
5,4^5
5, 5oo
5,58o

SONS
de la

mernibrane

e (suite

3,5oi

3,6oo
3,652

tave.

4, o6o

4, ï5o

4,23;ï

4,602

4,833
4, 9o5

5,i33

5,4r4
5,45o
5,54.2

LIGNES
nodules.

).

C,D,

C,,D,
C.D,

C,û,

c»n,
C,D,

C,D,

C,D,
C,D.

C, î\

C,D,
C, D,
C,D,

GAMME
toinpôréft

Iï

/^.,-

sol.. ..

,wl^ . .

l a . . . .

la^ . . .

si.. . . .

(U .. . .

rv® Octave.

ut. . . .

M^. . .

ï ' é . . . .

NOMBRE
des

vibrations

I® Octav

5,656
5,74o
5,83o
5,900
5,99%
6,075
6, ï 70
6, a4o
6,348
6,4'25
6,541
6,6'20
6,7»-3

6, 8o< >
6,93%
7, <..»oo
7 , 1 2 8
7, a io
7,344
7,4^5

7,55%
7,64o
7,777
7,875
8, ooo

8, ooo
8, 120

8,24.0
8,36o
8,47^
8^x)(>
8 ,734^

811,86o
8,97^
9,120
9,25o

SONS
dû la

ixionibrono

e (suite
1

5,979

6 , 1 5 5
6, 2 ï Ï

6,53i

6,748
6,75o
6,85.i

7,3^B

7,47*
7,5 i 7

7,B<,)G

8,074
S,ï6o

8,663

8,784
8,824

9,â43

LIGNES
rKKilaïtîM,

)•

(;. i>.
C, I>,
<-. l.»,,

(;, 1»,.

<'•. 1»;,
C,, 1>,
c; r:

(

''•., ".

C, l),
(;.,'>«

<;,'\
l

1
^ ̂
(:, ï),

(^U
C,, D,
<Ù>.

C,D,
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§ V. — Purification expérimentale.

28. Nous avons déjà dit dans l'Introduction que la vérification expérimentale
des nombres qui. précèdent est très-intéressante pour la théorie de l'élasticité. Les
bases de cette science paraissent aujourd'hui solides, mais on a négligé dès le
début des quantités regardées comme assez petites pour être sans influence dans
l'ordre des phénomènes étudiés. Par là on a simplifié les équations et rendu plus
faciles les solutions algébriques des, problèmes. Il peut arriver cependant que,
dans quelques cas particuliers, les quantités négligées aient une influence notable;
on ne peut s'en apercevoir qu'en multipliant les comparaisons entre les résultats
du calcul et ceux .de l'expérience. Dans ces cas particuliers, la théorie de l'élas-
ticité se trouvera en présence d'un, problème ïoyt intéressant, analogue à celui
de la Mécanique céleste, savoir, le calcul des perturbations ou des différences
en Ire les résultats de l'expérience et ceux de l'analyse. L'explication des ano-
malies montrera sans réplique la justesse des hypothèses faites au début de la
théorie de l'élasticité.

L'étude expérimentale du rnouvemesit vibratoire des cordes a fait voir que les
perturbations sont, insensibles et qu'il y a accord à, peu près complet .entre le
calcul et l'expérience. Celle des membranes carrées nous a révélé au contraire
uo désaccord marqué; la même perturbation se retrouve-t-elle dans le cas des
membranes circulaires?

Un autre intérêt s'ajoute au précédent. Le nom de Savart est justement popu-
laire parmi les physiciens et son habileté expérimentale est connue; or, il dit
dans son Mémoire sur les modes de division des corps en vibration {Annales de Chimie
et de Physique., t. X.XX1I, 18.26, p. 388) : Dans une membrane circulaire, trois
lignes diamétrales peuvent passer graduellement à trois lignes parallèles, et ensuite à
une seule diamétrale accompagnée d'une ligne circulaire; cinq diamétrales peuvent
passer à airu/ lignes parallèles y et de là à d'autres modes de division, par exemple, à
deux lignes circulaires divisées par une seule diamétrale. Savart donne des figures a
l 'appui de son assertion. Ces lois sont manifestement contraires aux lois déduites
du calcul, et comme on ne peut pas révoquer en, doute la justesse des expériences
de cet illustre physicien, il, faut savoir s'il a commis, quelque erreur de déduction
et quelle en, est la source*

â9* Au début des vérifications expérimentales on.rencontre quelque difficulté
à réaliser les conditions théoriques suivantes :

» ° Homogérïéité parfaite de la membrane; 2° tension égale en tous les points.
De toutes les/suitôtances qu'on peut employer pour les .membranes, les papiers à
la mécanique m'ont paru les plus homogènes de constitution; j'ai fait usage avec
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succès de papier végétal, de papier à écrire ordinaire, de papier à dessiner. I l est
moins facile d'avoir une tension bien égale, et si l'on ne prend pas les p lus
grandes précautions, on court le risque de voir se former deux axes d'élasticité
qui rendent la membrane comparable aune membrane elliptique. Au reste, on
s'en aperçoit immédiatement parce qu'il se forme à sa surface des ellipses nodales
au lieu de cercles; et ce qui prouve que ces ellipses n^ppartienncnt pas a u x
membranes circulaires bien tendues, c'est qu'elles sont d'autant mûins excen-
triques que îa tension est plus uniforme. Le moyen qui m'a paru le plus simple
pour atteindre à une tension bien égale, c'est de serrer uniformément la niern-
brane entre deux cadres circulaires identiques s'appliquant exactement Fini sur
l'autre*

Ces précautions prises, il convient d'avoir une série de tuyaux d'orgue dis tants
environ d'un demi-ton, et de surmonter chacund'un ajutage mobile qui per-
mette de faire varier le son par degrés insensibles. Enfin, pour comparer avec
facilité les nombres de vibrations qui se rapportent à deux figures noîiîdcs, j ' a i
cherché chaque fois les longueurs de cordes à l'unisson des tuyaux qui I<^ don-
naient. L'oreille apprécie facilement les unissons: cette méthode est donc (Fm^
application facile et sûre; d'autre part, les nombres des vibrations sont en nmcm
inverse des longueurs de cordes.

30. Voici maintenant la série des lois physiques que j'ai trouvées pour le mou-
vement vibratoire des membranes circulaires ;

î° Une membrane circulaire ne vibre pas à l'unisson d'un son quelconque. Elle
ne peut se mettre à l'unisson que de sons plus élevés 'que celui qu'elle fai t en-
tendre quand on frappe légèrement sur elle avec un petit marteau de lié^. '

2° Ces sons possibles sont, comme l'indique la théorie, séparés par des inter-
valles de plus en plus faibles à mesure que l'on s'élève.

3° Les lignes nodales ne se forment nettement que pour ces sons dont la hau-
leur est déterminée.. Un peu en deçà et un peu au delà il y a trouble, et quand le
son rendu par le tuyau est modifié sensiblement, la membrane reste inerte et im-
mobile. Les lignes nodales ne se transforment pas les unes dans les autre,, comme
le croyait Savart, à mesure que le son change.

4° les lignes nodales sont ou des cercles, ou des diamètres, ou des combina
sons de cercles et de diamètres,-comme1 le veut la théorie. Toutefois, lorsque I.
nombre des diamètres surpasse deux, le sable s-accumule confusémem, vers fo

.centre et ne dessine pas bien nettement les figures modales ; maison peut pe^er
^eces.nomal.s.e sontqu-apparentes: l'amplitude •du mouvemerî vihLtoirc
esurop faible au sommet des angles pour être accusée par le sabip

•M^liS'^T^^t15 sîâccordlentllav^'celles que nous ̂  vérifiées,
. M. Fehx Bernard et moi. dans le cas des membranes carrées. Les nouvelle .xpé-
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nences dont je résume les résultats démontrent encore bien nettement que la
. théorie de l'élasticité a raison contre Savart; que chaque système de corps élas-
tiques admet une série déterminée d'harmoniques séparés par des intervalles finis,
et que les figures nodales ne se transforment pas les unes dans les autres, lorsque
.le son, varie par degrés insensibles.

On peut , malgré l'absence de tout détail expérimental, trouver la cause de
l'erreur de cet habile expérimentateur. .

Parmi les membranes étudiées, quelques-unes présentaient probablement deux
axes d'élasticité fort différents; il est facile d'en former de pareilles....Dans ce cas
il a dû observer des figures hyperboliques, et les branches peuvent être assez ou-
vertes pour présenter l'aspect de cordes.

D'un autre côté, que l'on se place dans la seconde octave du son fondamental de-
la membrane, ou dans la troisième, comme l'a fait Savart, et les sons possibles
sont déjà assez voisins pour que les figures nodales se produisent successivement
à la suite d 'une confusion passagère du sable et paraissent se transformer les unes
dans les autres. Une fois mis en garde contre cette illusion, par la théorie, on
aperçoit toujours que deux figures nodales nettes et différentes sont séparées par
un état inerte de la, rnernbrane dans lequel tout est confus à sa surface.

5° Les lignes nodales ont bien la forme prédite par la théorie, elles en ont de
plus les dimensions. J'ai été frappé de voir avec quelle précision le calcul s'accorde
avec la mesure directe des diamètres des cercles nodaux, formés. Lorsque la mem-
brane est parfaitement tendue, que les cercles dessinés par le sable sont exacte-
ment réguliers, l'ouverture calculée d'un compas est bien celle que l'expérience
donne, pour les diamètres des cercles. Je dois ajouter, toutefois, que cette éva-
luation ne comporte pas une approximation relative supérieure à j^, en d'autres
termes, sur un diamètre de 100 millimètres, on peut commettre une erreur de
î mill irnbtre, car les cercles nodaux dessinés par le sable ont au moins s milli-
mètre d'épaisseur à la circonférence.

(5° Les intervalles musicaux qui séparent deux figures nodales nettes ne sont
pas ceux que la théorie indique, ils sont tous plus grands. J'ai nommé perturba-
lion rintervalle musical entre le son réellement rendu et le son théorique. Pour
l'évaluer dans chaque cas1, voici1 comment j'ai procédé : la membrane placée au-
dessus d'un tuyau présente, par exempte, la figure 'C^Do bien nette, c'est-à-dire
que le sable dessine à sa surface un cercle nodal concentrique au cadre; je cherche
la longueur de corde a l'tiTAissô'n de là membrane, je trouve ia44 millimètres1; je
cherehe ensuite la longueur de la même1 corde à l'unisson du tuyau, je trouve 634..
Ces 'deux longueurs étant ien raison inverse des nombres de vibrations des'sons

correspondante, l'intervalle des deux sons est •^+ == î ,97. D'après la théorie, il
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devrait être 1,09; donc la membrane présente pour cette figure nodalc une per'
turbation égale à

liâ2-
1 , 5 9 - ï ,24-

On voit par cet exemple, choisi parmi mes nombreuses expériences, que la per-
turbation est très-sensible et que les sons correspondants aux lignes nodalcs sont
plus élevés que la théorie ne l'indique d'une quantité très-appréciable; ï » . a 4
équivaut presque à l'intervalle de ut à mi.

Voici un tableau qui donne une idée nette de la perturbation que nous signa-
lons; j'ai cru inutile de rapporter toutes les expériences que j'ai faites en variant
la grandeur de la membrane et sa nature. Les résultats du tableau su ivan t se rap-

'portent à la même membrane.

Tableau de quelques résultats ^expérience.

LIGNE NODALE.

\w\
[CoDJ
[C. DJ
[Co 1)3]
[C,DJ
[CoD,]
[C^]
[C, DJ
[CoD,]

LONGUEUR
de corde

à l'unisson
de

la membrane.

1^44™"
ia3o
i i6o
i i5o
i ï5o
ii5o
Ïl52
ii5o
î ï5o

LONGUEUR
de corde

à l'unisson
du

tuyau.

634,l"ln

4 ï P
356
'2ï)a
a66
â4o
207
204
'Aôys •

ÏNÏBllVALLE
expérimental.

1 1»97
3} oo
3,26
3,c)4
4 ,3%
4,79
5,56
5,65
5,70

ÏNÏBJlÏVAl.MÎ
théot'iqwt.

ï , 5()
l • 2 , l ï 4

"A , 3(>
î/,,G5
%,cp-
3 , l ( »
3, 5o
3,6(>

^ 3,66

PRH'l'UîUïA'Ï'iON.

^
,4a
, 4^
,48
,48
,5t
,,5B
,57
,56

Ce tableao fait voir que la pertarbation augmenU; à niesurti que l'oii .s'cli-vf;
dans la série des lignes nodales possibles; ce résultat n'a rien d'ctonim», ()<iis((ti(!
c'est un fait d'expérience que deux lignes nodales quelconques sont en rciilité
séparées par un intervalle plus grand que ne le veut la théorie.

Il peut paraître étonnant que (CoD,) (C.D.), puis (C. D,) ((:., Ûo) fC,,D.) don-
nent la même perturbation. Il faut attribuer ce résultat à une erreur d'cxpmmcn-
t^on_ En ̂ rapportant au tableau général des sons possibles, on voit «u, f(;,I>,,
et (C.D.} doivent être à un intervalle d'un ton environ-, ces deux lignBS s<. pro-
duisant pour des sons peu différents, les longueurs de corde qui 1,,ur rom's-
pondent sont peu différentes aussi/et comme l'évaluation de ces longnpors <-om
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porte une erreur de 2 ou 3 millimètres, le dernier chiffre de la perturbation n'est
qu'approché. Les trois dernières lignes nodales correspondent à peu près au
même son, par conséquent on peut, à plus forte raison, commettre sur le dernier
chiffre de la perturbation une légère erreur qui masque la loi de son accroisse-
ment. On corrigerait ces irrégularités en prenant des moyennes d'expériences
nombreuses faites sur la même figure nodale dans les mêmes circonstances et aussi
en évaluant la position de cette ligne relativement à une figure autre que CoDo.

Dans un travail purement expérimental sur les membranes carrées, rectangu-
laires et circulaires, nous donnerons les lois physiques de cette perturbation, dont
l'existence est mise aujourd'hui hors de doute.

Rapport fait à l'Académie des Sciences sur un Mémoire de M.BOURGET
sur le Mouvement des membranes circulaires (*).

(Commissaires : MM. Pouiîlei, Duhamel, Serret, Bertrand rapporteur.)

Le Mémoire de M. Bourget est relatif à une question importante de physique
mathématique qui déjà, à plusieurs reprises, a attiré l'attention des géomètres.
Poisson et notre confrère M. Lamé ont, déterminé les divers sons que peut rendre
une membrane carrée ou triangulaire. Dans le'Mémoire qu'il a soumis au jugement
de l'Académie, M- Bourget s'occupe seulement des membranes circulaires unifor-
mément tendues, mais il conserve à la question toute la généralité qu'elle com-
porte, et ne suppose plus, comme Poisson l'avait fait en abordant le même pro-
blème, que les points situés à égale distance du centre soient à chaque instant
animés d'un même mouvement.

L'équation différentielle qui représente un tel mouvement a été donnée depuis
longtemps; M. Bourget s'applique à l'intégrer en satisfaisant aux conditions par-
ticulières que l'on nomme les conditions aux limites et les conditions initiales, et qui
consistent en ce que le déplacement ef'la vitesse de chaque molécule aient à l'ori-
gine du mouvement des valeurs données pour chaque point de la membrane et
soient nuls à chaque instant pour les1 points 'situés sur le contour.

Suivant la méthode bien connue et souvent appliquée aux questions de ce genre,
M. Bourget satisfait d'abord a l'équation aux dérivées partielles, en prenant pour
le déplacement de l'un des points le produit de trois fonctions dont chacune co'n-

( * ) Extrait des Comptes! rcndrn de l'Académie1 des 'Sciences, t.1 LX, aéaïlce du 5 juin 1 8 0 5 .
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tient l'une seulement des trois variables dont il dépend. .Deux de ces fonctions ont,
une forme simple et s'obtiennent aisément; la troisième dépend d'une équation
différentielle du second ordre, dont l'intégration sous forme finie ne semble pas
possible. M. Bourget, imitant une savante méthode due à Poisson, commence par
développer l'intégrale en série dont il exprime ensuite chaque terme, puis la somme
elle-même, par une intégrale définie.

Exprimant ensuite l'immobilité des points de la circonférence de la membrane,
il en déduit une équation transcendante entre deux constantes que l'intégration
laissait arbitraires, et dont l 'une-est un nombre entier pour chaque valeur duquel
l'équation fournit pour l'autre constante un nombre infini de racines. Ce sont elles
qui déterminent la hauteur des sons différents que la plaque est susceptible de
rendre, et dont le nombre est, comme on voit, doublement infini . Chacun de ces
sons, que M. Bourget nomme simples, correspond à un mode de division de la
plaque dans lequel les lignes nodales sont des diamètres éqmdistîints et des cir-
conférences concentriques dont l'analyse détermine les rayons avec une grande

, précision. Chacune des intégrales ainsi trouvées est relative à un état initial de
forme particulière, et pour satisfaire à la dernière condition, qui suppose un mou-
vement initial donné et quelconque, il faut ajouter un nombre infini de ces solu-
tions simples en, déterminant, comme les géomètres ont coutume de le faire dans
les-questions de ce genre, les coefficients numériques, arbitraires Jusque-là, qui
doivent multiplier chaque terme. Cette partie du problème, résolue par une me»
thode bien des fois employée, présentait cependant ici des difficultés particulières
que, M. Bourget a surmontées avec beaucoup d'habileté et de txmheor. VéUide de
l'équation dont les. racines servent à déterminer la loi des roouvemente simples est
faite également, avec une grande élégance, et montre, avec un esprit d'mverition
qu'il faut , signaler, la'connaissance,approfondie des théories ffîMhémMiques les
plus élevées. Les résultats très-précis obtenus par M. Bourget sont susceptibles
detre vérifiés expérimentalement, et d'un grand intérêt, par1 conséquent, pour h
théorie de l'élasticité. Les sons calculés, et que, l'auteur classe d'après le nombre
de diamètres nodaux. sont, au- nombre, de 4o; il détermine pou/chacun d-eux,
avec une grande précision, la hauteur.théorique du son et les rayons des cercles

•nodaux.,, ! ; 1 ! ' , ' ' " ' , ! " 1 1 "1 l l l l'h" l

Des expériences faites avec beaucoup d'habileté et, de conscience confirment,
âne partie seulement des résultats obtenus par le calcul. Nous devons louer l'ha-
inle et savant auteur d'avoir signalé avec grand soin les différences réguli.rcs et
constantes qu .1 a observées. Le. lignes nodales qu'il obtient sont, comme le veut,

l e^ l 0 ^ , 1 8 0 " 8 / 6 cercles et dediamè^ qui cependant ne sont
u Z "T ̂  e sable qui les trace ̂  dans le cas ou '̂  "<""^ "'isurpaie pas .. Les diamètres des cercles sont ceux que donne la théorie, et le.
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différences 'très-petites sont de l'ordre des erreurs d'observation. C'est sur la hau-
teur des sons que le désaccord se manifeste, et les perturbations, trop considé-
rables pour être accidentelles, rendent tous les sons observés plus graves que
ceux qu'indique le calcul.

M. Bour^'et donne loyalement les chiffres observés sans y joindre aucun com-
mentaire; mais les conditions dans lesquelles on opère sont évidemment trop dif-
férentes des suppositions théoriques pour que ce désaccord régulier puisse être
considéré comme un argument contre la théorie de l'élasticité. L'immobilité
absolue de la circonférence qui limite la membrane n'est pas, en effet, et ne peut
pas être rigoureusement obtenue, et la sans doute est la cause de l'abaissement
de tous les sons,

En résumé, le Mémoire de M. Bourget donne la solution élégante et complète
d'un, problème difficile et important; il doit intéresser à la fois et au même degré
les physiciens el les géomètres, et .nous proposons à l'Académie d'en ordonner
l'insertion dans le Recueil des Savants étrangers.

Les conclusions de ce 'Rapport sont adoptées.

i5.


