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SECOND MÉMOIRE
SUR

LA S O M M A T I O N DES SÉRIES ,
PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ.

I. — Introduction.

1. Notre premier Mémoire sur la sommation des séries a paru dans
les Annales scientifiques de l'École Normale supérieure sous ce titre : Som-
mation de certaines séries. Son but était de faire connaître u n e formule
générale pour sommer toutes les séries convergentes, en nombre inf ini ,
dont le terme général affecte une certaine forme donnée.

Ce second Mémoire a un objet tout à fait analogue. Nous nous y
proposons de donner la somme de toutes les séries convergentes, en
nombre infini, où la forme du terme général se définit par Fégalilé

n —______^______^iî
u^-^n+Ij..^+J;-I)^ 9

dans laquelle n désigne un entier quelconque supérieur à zéro et ou le
numérateur u^ est le terme général d 'une série récurrente proprement
dite quelconque.

2. Nous admettrons, dans tout ce qui va suivre, que la fonction
de n représentée par le numérateur u^ n'est divisible ni par le déno-
minateur tout entier, ni par n, ni par n-+ p — r : supposer u^ divi-
sible par Je dénominateur tout entier, ce serait réduire la série donnée
à une série récurrente proprement dite, c'est-à-dire à une série dont la
somme est connue dopais les travaux de Moivre; supposer u^ divisible
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5 Î O ^ D. ANDRE.

soit par n, soit par n+p— i, ce serait simplement diminuer d'une
unité, sans le dire, la valeur du nombre entier/?.

Nous admettrons de même que, dans l 'équation génératrice de la
série récurrente dont u^ est le terme général, nulle racine n^st d'un
degré de multiplicité supérieur à p . Nous y sommes autorisé par ce
fait que le cas où cette condition n'est point remplie se ramène, d'une
manière facile et pour ainsi dire immédiate, au cas ou elle l'est. La pos-
sibilité de cette réduction se démontre sans difficulté.

3. C'est par cette démonstration que nous commençons le présent
travail.

Aussitôt après, nous donnons une expression remarquable de la
fraction

x
n[n+ i ) . . . ( ^ +p — i j 9

mise sous la forme d'une somme de fractions simples.
Puis nous décomposons le terme général Vn en deux parties, la pre-

mière ne contenant plus rien du dénominateur n ( n + ï ) . ..(n+p — i ) ,
la seconde en renfermant encore un facteur dans chacun de ses termes.

Nous établissons que la première partie est identiquement nulle et,
par suite, que U^ se réduit à la seconde partie.

Nous sommons la série dont cette seconde partie constitue le terme
général, et nous obtenons évidemment ainsi la somme de la série pro-
posée.

Nous résumons les résultats obtenus, et, après différentes remar-
ques, nous faisons observer que, connaissant la somme de notre série,
nous en pouvons déduire celles de toutes les séries qu'on obtient en
prenant , dans la proposée, les termes de deux en deux, de trois en
trois, etc.

Ensuite nous appliquons les formules trouvées à la sommation d'une
série dont le terme général est tout a fait de la forme que nous avons
indiquée.

Enfin, nous les appliquons encore à une série dont le terme général
est aussi de cette forme, mais se trouve dans le cas, que nous avons
enseigné à réduire, où l'équation génératrice de Un admet une ou plu-
sieurs racines d'undegré de multiplicité supérieur ^ p .
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II. — Réduction du prohième.

4. Comme nous Favons annoncé (2), le cas où l'équation génératrice
de Un ^ d^ racines d'un degré de multiplicité supérieur à p peut tou-
jours se ramener au cas où elle n'a que des racines dont le degré de
multiplicité ne dépasse point ce nombre. II suffit, pour opérer cette ré-
duction, de détacher de la série proposée une certaine série récurrente
proprement dite.

5» Considérons, en effet, le numérateur u.,^ et désignons par a une
racine quelconque de l'équation génératrice de ce numérateur et par a
le degré de multiplicité de cette racine. Puisque u,^ par hypothèse, est
le terme général d'une série récurrente proprement dite, nous avons,
en étendant le y ci-dessous a toutes les racines de l'équation généra-
trice considérée,

u^\<îa(n)a^-s
<î^(n) étant un polynôme, entier en n, du degré û:—\\ et il s'ensuit
immédiatement u,^y __M^_— a^//.

.̂j n ( n 4- i ) . . . [n -h {) — i )

Or le dénominateur n(n-n)- . . (n- f - /?— i), ainsi que le numéra-
teur ^(n), est un polynôme entier en ^.Ordonnons ces deux poly-
nômes par rapport aux puissances décroissantes de 72, puisdivisons le
polynôme numérateur par le polynôme dénominateur. Soient y,,(^) le
quot ient et ç^(n) le reste* Nous avons

.̂..——J^ l̂]_____ = ̂  [ns 4- _____Î^J_____
n {n -+" f ) . ' . . ( H -+• p — i f ' n[^ -+-1). . .(n ^r p — i ]

et, par conséquent,

V.=^Wa(ri)a^^\^———2^————^^.
Z^ ' ' ^n[n+ï).. . [ n - ^ - p — î ) ^ 1
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6« Cette expression se compose de deux sommes. La première est le
terme général d'une série récurrente proprement dite. La seconde est
de la forme même que nous considérons dans ce Mémoire; seulement
les numérateurs y<a(^), y^ (^ ) ? y c ( ^ ) > • - - qui y figurent, étant chacun
le reste d'une division par le polynôme ^(n-h- i ) . . .[n+p — i ) , qui
est du degré/?, sont chacun des polynômes en n, au plus du degré
p — î . Par conséquent, cette seconde partie est bien de la forme
-7——.—U!L—————p si l'on désigne par u^ le terme général d'unen(n^î). . .(/z+p— i) ë> l a s> .
série récurrente proprement dite, dont l'équation génératrice n'admet
aucune racine d'un degré de multiplicité supérieur àjo. Nous pouvons
donc toujours, en détachant de la série donnée une série récurrente
proprement dite, ramener le cas où l'équation génératrice de u^ a des
racines d'un degré de multiplicité supérieur à/? à celui où elle n'en a
que d'un degré de multiplicité qui ne dépasse point ce nombre.

7. Quant à la série récurrente que nous détachons, et dont le terme
général est donné par l'expression ^¥,/(n)a^\ nous pouvons en
déterminer facilement la somme.

Il est évident, en effet, que l'équation génératrice de cette série
récurrente a pour racines celles, a, &, c, ..., des racines de la pro-
posée dont le degré de mult ipl ici té était supérieur à p ; seulement,
comme ^a^)» ^6(^)» ^c^)? - • • sont des polynômes en n dont les
degrés respectifs ne sont plus que a — i — p , ? — i —p, 7 — i — p , ...,
ces racines a, b, c, ... n'entrent dans cette nouvelle équation généra-
trice qu'avec les degrés a — p , |3 —p, 7 —p^ ... de multiplicité.

Par conséquent, la série récurrente que nous détachons a pour
somme la fraction rationnelle

X
( i— axY^P^—bx^P^—csc^-p...

où le dénominateur n'est relatif qu'aux seules racines a, b, c,..., dont
le degré de multiplicité était supérieur àp, et où le numérateur est un
polynôme entier en x, sans terme constant, au plus du même degré
que le dénominateur et dont les coefficients se déterminent à l'aide
despremiers termes de la série détachée.
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8. Ayant ainsi démontré la possibilité de la réduction annoncée (2)
et fait connaître la somme de la série détachée, nous ne considérerons
plus, dans tout ce qui va suivre, jusqu'à notre seconde application
exclusivement, que le cas simple où, dans l'égalité

U,, == -—————^——————. x^
n(n-{~ i).. .(/z-h/? —• i)

le numérateur^ est le terme général d'une série récurrente propre-
ment dite, dont l'équation génératrice n'a aucune racine d'un degré de
multiplicité supérieur à p.

III. — Décomposition de la fraction ———.—T
- n n -4- r - - -n[n -t- r ) . . . [n -^ p —. i)

9. La fraction rationnelle que nous considérons a, comme on le
voit, pour dénominateur le produi t dep facteurs en progression arith-
métique, Nous allons la décomposer d'abord en fractions présentant à
leurs dénominateurs chacune p — T de ces facteurs, puis en fractions
en présentant p — 2, puis p —- 3, et ainsi de suite jusqu'à ce que nous
arrivions à des fractions ne contenant plus chacune qu'un seul des fac-
teurs donnés.

10. Nous avons d'abord identiquement

,____. = _!_ r__!__ - —_——— i,
n[n "4-i)...[/M-^ — t ) p — t L/2(/A +i)...(^-+^ —2) [n -M}...(n-+-/^-~ i)j

et, pour pousser plus loin la décomposition de la fraction donnée, i l
nous suffit évidemment d'effectuer sur les fractions placées entre cro-
chets, puis sur celles qui en résulteront, et ainsi de suite, des décom-
positions analogues à celle que présente l'identité que nous venons
d'écrire.

Évidemment, en opérant ainsi et nous arrêtant à l'instant où les frac-
tions du second membre n'auront plus chacune quejp —k facteurs au
dénominateur, nous trouverons une décomposition, que nous appelle-
rons la k1^ décomposition, où la fraction /———-7———:—/——,-rserar ^ . ^ . ( p — i } ( p ~ - ^ ) , . . ( ^ — f r )
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en facteur commun et multipliera une suite de k 4-1 fractions, alter-
nativement positives et négatives, dont les dénominateurs seront les
produits 7 î ( n + i ) . < . ( ^ -+• p — k — i ) , [n +i)(n 4- ^) . . .{n -4-p — À),
(n-î-^^-l-S).. . ( /2+p—À4-l ) , . . ., (7Z-4-^)(72-4-A4-l) . . . (7Z-+- /?-—l) ,
et dont les numérateurs seront des nombres que nous allons déter-
miner.

Pour y parvenir, supposons écrits sur une ligne horizontale les
/€•+• i numérateurs de notre ^ième décomposition, et au-dessus, à partir
de la même verticale de gauche, les k numérateurs de la (^—i)16"^.
Le passage de la [k — ly®"® décomposition à la /;icroe, s'effectuant par des
identités pareilles à celle qui commence ce paragraphe, il est clair que,
dans les deux lignes de numérateurs que nous venons d'écrire, chaque
numérateur de la ligne inférieure est égal à celui qui est au-dessus
plus celui qui est à la gauche de ce dernier. Donc ces numérateurs
se peuvent calculer à l'aide d^un triangle se formant suivant la même
loi que celui de Pascal. D'ailleurs, dans la première décomposition,
les deux numérateurs sont égaux à F unité. Donc les nombres de ce
triangle sont les mêmes que ceux du triangle de Pascal. Donc les nu-
mérateurs delà /c1^ décomposition ne sont autre chose que les coef-
ficients de la puissance A16""® du binôme.

Par suite, si nous désignons, comme à l'ordinaire, ces coefficients
par les notations C^, C^, C^, C^, . . , , C^, nous avons identiquement

i
n ( n -{- i )... ( n -+- p — i )

f____ç?_____ CÂ .̂..
[ { > — i ) . . . ( p — k) \_n(n+i]...'n +/> — k— i) (n-\-\]...[n+p—If}

1 ' ! ^ ! ! . ±_____c!_____1.
[n ~^k)(n -4" /f 4-l). . . ( ^ •+ -^—l )J

11. On peut remarquer en passant que ces valeurs des numérateurs
restent les mêmes lorsque Fon remplace, au dénominateur de la frac-
tion donnée, les p nombres entiers consécutifs qui y figurent par
p termes consécutifs d^une progression arithmétique quelconque* On
voit par là tout 1 intérêt que présente la suite de décompositions que
nous venons d'exposer.
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12. Cela posé, revenons à la fraction donnée et cherchons à la
décomposer en une somme algébrique de fractions n'ayant chacune à
son dénominateur qu'un seul des facteurs n, n ^ r i , n^-s, ...,
n + p — î .

Cette décomposition cherchée n^est que la [ p —i)16"1® des décompo-
sitions que nous venons d'exposer. Pour l'obtenir,.il suffit de rem-
placer k parj9 — î dans la formule que nous avons trouvée, substitution
qui nous donne, sous une forme abrégée, le résultat suivant :

^ ^ V\ ,̂ -s,'-'',n[n -4-1). . .{n •+-p — î ) (p-- ï ) lZ,^ ' / n + t
0

que l'on peut encore, en remplaçant C{,-i par son expression et en
supprimant la factorielle ( / ?—i) ! , écrire sous cette nouvelle forme :

r ^ f — ï ) ^ î-_^V (--~i) Z ^ t [ p — î -n(n-+-1).. .(/i -4- p— î) ^ t [ p — î — t } \ t \ n^î
o

13. Il s'ensuit immédiatement que le terme général U^ de la série
que nous voulons sommer peut s'écrire

p-i"-s, (—lY Un^
(p _ î —. t ) i t l n -+- t

0

IV. — Décomposition de Vn en deux parties.

14. Nous avons, comme on l'a vu,

U^==-————^—————:^, •n [ n ~ ^ î ) . . .[n -hp — î )

et la fonction de n que nous représentons par u^ est, par défini t ion,
le terme général d 'une série récurrente proprement dite. Si donc nous
désignons, comme précédemment (5), par a l 'une quelconque des ra-
cines de l'équation génératrice de cette série, que nous appelions a. son
degré de multiplicité, lequel, par hypothèse, est au plus égal à p , et
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que nous convenions d'étendre le V ci-dessous à toutes les racines de
celte équation, nous avons, comme on sair,

^=^Q^(^)^,

y ^ f n ) étant un polynôme entier en n du degré a — i »

15. On voit ainsi que u^ et par suite U,^ sont chacun la somme de
plusieurs groupes de termes, correspondant aux différentes racines de
Inéquation génératrice. Si l'on tient compte de la décomposition de la
fraction ————\—ï—————— en fractions simples, le groupe desn[n +1) . . .[n -4 -p—ij l D r

termes de U^ qui correspond à la racine a est égal à
;)-1

y ——\zzlL^—L...,- cp^Tî)^^,Z( , ( ^—i - - ^ i ^ ^+^ " 1 y
0

et le terme général de ce groupe peut s'écrire

_JrLLL_ î±IZ!l ̂ /. ̂ /.^_ ï „_ f j i / ' i ^ -^ t

i 6. Divisons le polynôme y>a(^) par n 4- t. Si nous représentons par
^(/i), 9 l (72) ,^( / î ) , ,.. les dérivées successives de ç^(^) par rapporL
à /î, le quotient de la division sera donné par l'expression

^.,(-.i-^-'rtl-)+!^^"•€(»)-...-f;-t^, '.;""(-'),
et le reste se réduira simplement à <p^(—^) . Si donc encore, pour abré-
ger, nous représentons le quotient par ^ ( ^ » / ) » nous aurons

î^l^^(^,)+^fhL/l. ,
n + /• • ' / n 4- /

Conséquemment, si nous convenons d'étendre, dans chacune de»
expressions ci-dessous, le premier ̂  de gauche à toutes les racines de
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inéquat ion génératrice, nous pouvons écrire

iL=yy . (-^, ^^.^yy , ( - ^ , . î^i^.
jLàjLàt (p—i— t ) \ t \ 1 ^ l Lj^^LAt [p —i— t ] \ t \ n -4- t

Q 0

171. Le terme général Vn de la série considérée se trouve ainsi décom-
posé en deux parties : la première, que nous désignerons par V,;, ne
renfermant en dénominateur aucun des facteurs n, /ï-h i , n-{- 2. . . . ,
n+p—i; la seconde, que nous désignerons par W,̂ , renfermant l 'un
d'eux dans chacun de ses termes.

Nous allons montrer que la première partie, V^, est identiquement
nulle.

V. — Calcul de V,/.

18. La première partie V,^ du terme général U/, est donnée, comme
on l'a vu (16), par l'égalité

p „ i

^lt=^^^^-t\^'l'^a'lx'': ,
0

et, par suite, la portion de V,^ qui correspond a la seule racine ci de
l 'équation génératrice est égale à l'expression

fî — 1

ftU fylÏ. \ _____'____l_____ t ( ) ( T} 1-\
^{p-i-t}\t\ ra[ n' l}'

0

19. Pour obtenir la valeur de la somme qui, dans cette expression,
multiplie anxf\ nous allons rappeler d'abord une identité bien connue.

Soienty(^) un polynôme entier en t, au plus du degré/?— 2, et ^p
/, , t.^ . . . , tp.^ des nombres quelconques, dont la quotité est p .
L'identité que nous rappelons, et que l'on désigne souvent sous le nom
(Y identité de La grange'9 est celle-ci :

^ W_____ , ____fM___ ̂ ... -
( ^ — ^ ) ( / o — / 2 ) - . [ t o — t ^ i j [ti— h) [ t i — h ] . . . [ £ i — 4)

+__________fi^l__________=o.
[tp^ - to) [tp^ -^).. . (^ - tp^}

/înn. de l'Éc. Normale, î8 Série. Tome IX. —JUILLET 1880, ^8
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Nous la regardons comme connue et n'en reproduisons pas la démons-
tration.

20. Revenons à la somme qui multiplie a"^ dans l'expression (18)
de la partie de V^ qui est relative à la racine a. Dans cette expression,
^(^, t} est un polynôme entier en t, que nous avons donné précédem-
ment (16), et dont le degré par rapport à t est inférieur d'une unité
au degré de y^(^) par rapport à n. Or, comme l'équation génératrice
de u^ n'a que des racines d'un degré de multiplicité non supérieur à/?,
le polynôme ^a{71) 6st au plus du degré p — i. Donc ^^[n,t) est au
plus, par rapport à c, du degré p — 2. Donc, dans l'identité que nous
venons de rappeler (19), nous pouvons remplacer/^) par ^(/î, t).

Cette substitution opérée, donnons aux/? nombres^, t^t^ . . . , ̂
les p valeurs respectives o, i, 2 , . . . , p — i. Notre identité, après qu'on
en a divisé les deux membres par (— i)^-1, se réduit à

4^(n, o) _ ^q[n, i ) 4^(^2) _ _
(^)i ^^l'^î^-S)! ' t t-"0^

c'est-à-dire à
Vhi!]l+^^
2^(p-i-<)in"" f

0

et nous voyons ainsi que la portion de V/, qui correspond à la racine a
est identiquement nulle.

Il en est de même de celles qui correspondent à toutes les autres ra-
cines de Inéquation génératrice, et, par conséquent, V/^ tout entier est
identiquement nul.

21. Nous voyons, par ce qui précède, que le terme général V,i se
réduit à sa seconde partie, c'est-à-dire à Wn. Le problème qui fait
l'objet du présent Mémoire est donc ramené à la sommation de la série
dont W/, constitue le terme général,
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VI. — Sommation de la série W/^.

22. Le terme général W,^ est défini (17) par l'égalité

p-i
w,. -V V ^-^ ^-/) ̂

"~2^L t [ p - i - t } \ t \ n+t '
0

dans laquelle le y de gauche s'étend à toutes les racines de l 'équation
génératrice de la série récurrente dont Un est le terme général.

La portion de W^ qui correspond à la seule racine a est, par suite,
donnée par l'expression

V __rzll__ îdzJl̂ .
^it ( p — i — 1 ) 1 i l n + l

0

23. Dans cette dernière, considérons en particulier le terme qui
suit le y et écrivons-le de la manière suivante :

(— iY y^,(— £) a^x^{/7^^"-̂ T)T7'l ^T^T'" —^~^Y- .

Sous cette fôrsne il est, on le voit, le produit de trois facteurs, dont
les deux premiers ne dépendent pas de riy mais dont le dernier en
dépend. Ce dernier facteur, lorsqu'on donne à n toutes les valeurs en-
tières depuis l'unité jusqu'à l'infini positif et qu'on additionne les
résultats, fournit la série

^ l -\~t^\ -H O^^-H ^+f^3 K
.„..-———,,„.„,,.„„.. ...L. ——————— .4. .—————_,„ .4. . * .

i - ^ - t 24" / 3 - ^ 1

laquel le , si l^on y ajoute le polynôme

ax a^x2 a3^3 a^^—^ 4, ——— 4.- _ 4,,. .̂  _—,
i 2 3 /
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n'est autre chose que
— L (i — ax),

la lettre L désignant un logarithme népérien.
Donc le terme particulier que nous venons de considérer donne,

dans la somme de la série W/^ l'expression

(^î)w ç D a [ — i ) [ ~ fax c^x^ atxt\ . , ;\
7——;————TTTT ' \ . —— + ——— -^B - •-^" —T- M- L ï — CIX} .
[ p — ï — t } \ t \ c^x^ L \ I 2 ^ / J

24. Par conséquent, la portion de W,z qui correspond à la seule ra-
cine a est le terme général d'une série dont la somme est égale à celle
des deux expressions

S f — i ) ^ - ' fa{~- t) ( a x o2^2 _ ^^!\
^ (p^i^^lJ a^ ^T" + "i" '4~* ' "4" -7"^

i ^ 1

Y (—1)^ 9^ (~ -^ ) . / ^
^[p^.-t}\t\ ̂ r-^1- ^)<

0

Par conséquent, enfin, la somme de la série dont W/^ est le terme
général est égale à celle des deux expressions

\\ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^^JK^ a2lv2 '^f!^2 ^ 2 j t ( p — î — f ) \ t \ —^r^ \~~^ + —^ "+-.-•+ —j-y

W (--i)^1 ( y ^ ( — ? ) . , .
^X^i-^in^^^1-^

dans chacune desquelles le ^ de gauche s'étend à toutes les racines
de l'équation génératrice de la série récurrente donnée.

VII. — Résumé.

25. Comme nous l'avons fait observer déjà (ai) , le terme général U^
se réduit àsa seconde partie, c'est-à-dire à W^. Par suite, la somme de
la série proposée est ident ique à celle quenous venons d'oblenir, de
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façon que, si nous posons à la fois
p—i

ç, ._W __(—i)^"1 ;pq(— )̂ [ a x a2^ ^^\
^^^(T^-^m 1 af^ [-Y-^ ~-^+—4--y-^

. W' (-1)^ ^(^-/)
. ^"ZAtj^x-^I/l ̂ -L^^

0

en étendant le ^ de gauche a toutes les racines de l'équation généra-
trice, et que nous désignions par S la somme de la série proposée
dont U/; esl le terme général, nous avons identiquement

S ̂  S, 4-82.

Il est évident que ce résultat résout, de la façon la plus complète, I f *
problème que nous nous étions proposé.

26. On voit ainsi que la somme que nous cherchions se compose
d'une première parité Si, purement algébrique, et d'une seconde par-
tie Sa, à la fois algébrique et logarithmique.

La première n'est, en définitive, qu'un polynôme entier en -1- et, par
tX*

rapport à --5 du degré p— 2.
La seconde partie se compose de termes qui correspondent aux diffé-

rentes racines a, b, c, ... de l 'équation génératrice donnée» et qui sont
chacun le produit de l 'un des facteurs L{i—aœ),L{î —bx)^L[î —ex) , . . .
par un polynôme entier en - et, par rapport à -? du degré p — ï .

3C •5C-

27. Il est évident que la partie purement algébrique ne disparaît que
dans le seul cas oùp est égal à l'unité, mais que, dans ce cas, elle dis-
paraît tout entière*

Quant à la partie logarithmique, elle ne disparaît jamais, car, pour
qu'elle disparût, il faudrai t que chacune des quantités analogues à
faW s'annulât pour les p valeurs o, — ï , —2, . . . , — [ p — i ) données
à n, c'est-à-dire que u^ fût divisible par le dénominateur donné
n[n+i).. .(/z - f - ^—ï) , chose qui ne peut avoir lieu, puisque, d'après
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notre hypothèse initiale (2), chacun de ces polynômes en n est au plus
du degré p— r , c'est-à-dire est toujours, par rapport à n, d'un degré
inférieur au degré du dénominateur. On voit même ainsi qu'aucune
partie de 83 ne peut disparaître, en d'autres termes que l'on trouvera
toujours dans 82 les logarithmes correspondant à toutes les racines de
l'équation génératrice.

28. Lorsque x est nul, l'expression de S que nous venons d'écrire
(26) prend, comme on le voit, la forme co—co , qui est indéterminée.
Mais cette indétermination n'est qu'apparente. Par hypothèse (1), en
effet, le nombre n n'est jamais nul; par suite, la série donnée ne con-
tient pas de terme indépendant de x et elle s'annule avec x.

29. Avant de passer aux applications que nous avons promises (3),
nous pouvons remarquer que la solution que nous venons de donner
du problème que nous nous étions proposé nous permet d'en résoudre
une infinité d'autres.

On sait, en effet, que, quand on connaît la somme d'une série con-
vergente, ordonnée suivant les puissances croissantes d'une variable x,
on peut en déduire la somme de chacune des séries qu'on obtient en
prenant, dans la proposée, les termes de deux en deux, de trois en'
trois, de quatre en quatre, etc. Il suffit pour cela, on le sait, de mul-
tiplier la variable ̂  successivement par les deux racines secondfes, ou
les trois racines troisièmes, ou les quatre racines quatrièmes, etc., de
l'unité, puis d'ajouter les résultats obtenus. Nous avons d^ailleurs
exposé ce procédé en détail dans le Mémoire sur la sommation de cer-
taines séries, que nous avons rappelé en commençant .

VIII. — Première application.

30. Considérons, pour en déterminer la somme, la série particulière
is-h-i-hr a2-}" 2 + 1 , 32-^3"-^•r „
———————^-+-———.-7——^^———————^3+.. , . ,

ï - 2 . 3 a.3.4 3.4.5

dont le terme général est défini par l'égalité
^ ^2-4-^~^- i „IL== —————-————^/î.

n [ n ~i-1 ) ( n -h 2 j
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31. Dans le présent exemple, nous avons évidemment

Un == n2 •+• n + i,

que l'on peut écrire
^==.(/z24_ ^4-1)^. •

Sous cette nouvelle forme, on voit immédiatement que n,i est le
terme général d'une série récurrente proprement dite, dont l'équation
génératrice, laquelle est l'équation

(^^,)3=0,

n'a pas de racine d'un degré de multiplicité supérieur à p , qui est ici
égal à 3.

Par conséquent, le terme général U,/ est bien de la forme que nous
considérons, et, pour obtenir la somme S de la série donnée, il nous
suffî t de calculer successivement S^ et 82.

32. Nous avons vu (25) que

s ^V'V—^l!'^ ï^zA f^+ ̂ ! ̂ ....^ ̂ \.
' "2j Zjt [p -' i - / )T/ î a^ \ i % t I

Pour la série particulière dont nous nous occupons, celle égalité
s'écrit plus simplement

c ̂ \ (wï)^ ^-^l ( ^ . ^ , . . . . ^ \
^-^^zrjjîTi—^—\7^ T ^ 1 4 ,J

1

En effectuant les calculs, nous trouvons

S^ 1 —^.4 2 ̂

33. Nous avons vu de même (25) que Fon a

^SÎiT^.^1--"'' •
0
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Dans le cas actuel, cette égalité se simplifie et devient

^ f-~i)w f2— t •+-Ï . . .
^^[^-ïyïTï—ï—^--^

û

ou b ien , tous calculs effectués,
/ i r 3 i \ „ / ^82=— - — --4- - — L ï — x},
\2 X 2 X 1 ) '

34. Donc, si nous appelons S la somme que nous cherchons, c'est-à-
dire si nous posons

I 2 -+- l -t- I 22 -(- -2 + 1 „ 32 .4- 3 + T „
g == -,—....—-— oc 4- ——^~—~ ̂  + ————K— ̂  + • - " »

i. '2.3 2.3.4 3.4-0

nous avons, en ajoutant les deux résultats que nous venons d 'obtenir ,

o f ï 3 r \ ( r ï 3 r \ - , .S == 7- — - - — - — - - } . - - — L ï — x .\ 4 ^ x ) \2 .£• 2 x ^ ) ' '

Telle est la somme cherchée.

IX. — Seconde application.

35. Cherchons la somme de la série
1 3 + 2 » a3-^3 3 ; î"-^-43 „
—————— ^ -̂  — — — — ^ 2 4. . . . . . ' X^ -+- • " • ?

1 . 2 2.3 3.4

dont le terme général est défini par l'égalité

u.^4^^^^^^^^ ( / î+ ï )

36. Dans ce nouvel exemple, nous avons évidemment

Uii^n^^r [n -+- ï ) 3 ,

égalité qui peut s'écrire aussi
/^===[n»+(n4-1)3]^-
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Sous cette nouvelle forme, nous voyons que u^ est le terme général
d'une série récurrente proprement dite, dont l 'équation génératrice
est

[x — î)- ' ' == o.

Par conséquent, le terme général U^ de la présente série est bien de
la forme considérée. Seulement, comme ici p est égal à i et que l'équa-
tion génératrice admet une racine quadruple, il importe, avant de cal-
culer S^ et 83, d'opérer la réduction que nous avons précédemment
(4, 5, . . . ) étudiée.

37. Divisons donc (5) le numérateur ri3 +Çn•J^ i)3 par le dénomi-
nateur nÇn-hï). Nous trouvons pour quotient 2n -^i et pour reste le
même binôme in •+- a , de façon que nous avons

Vn. = ( 2 n -{- i ) x 1 1 -4- ^-'î-^t-1- x 1 1 .1 / n ( n •+" i )

La première partie du second membre est le terme général d^une
série récurrente proprement dite; la deuxième est celui d'une série qui,
cette fois, rentre absolument dans la forme donnée (2), Nous sommerons
d'abord la série récurrente; nous sommerons ensuite la seconde série,
en calculant séparément, pour cette seconde série, les deux quan-
tités S^ Sa.

38. La série récurrente proprement dite qui a pour terme général la
première partie de U^ admet évidemment l 'équation génératrice

( ^ ^ ï ) 2 ^ o .

Par suite, si nous nous rappelons ce que nous avons vu en commen-
çant (7), nous savons que la somme de cette série récurrente est une
fraction rationnelle de la forme

G^+H^ 2
^^^,^.

Les deux premiers termes du développement de cette fraction sont
Gx et (^G -h H),r2; les deux premiers termes de la série récurrente sont
3 .̂ et 5*r2; en égalant ces valeurs, on trouve

G=3, H ==--!. ,
Ann. de l'Éc, Normale. 2e Série. Tome IX. — JUILLET 1880. 2Ç)
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Donc ta somme de notre série récurrente est la fraction

3jt7--^2

(i-^)2 '

39. Considérons maintenant la série qui a pour terme général la
seconde partie de U/^ et calculons en premier lieu S^. Dans le cas actuel,
la formule (25) qui donne S^ se réduit à celle-ci,

i

X (.-lV-M _ ^ + î I x X^ ^\

^ (7^7)ï7ï —^-^-ï + - - ' 4 - 7)'
1

d'où ron tire, en effectuant les calculs,
S.,=-r.

40. De même la formule (25) qui donne S^ devient, dans le cas pré-
senta

YI (_I^H _^^,..,
g,, =:: y -——L ,-.————, L i -- x ," Z ^ t [ ^ — t } \ t \ ^" o

et, en efÏectaant les calculs, nous trouvons

S2=-(i+ -)lL(i-^).
' \ w /

41. Si donc nous posons
1 ^ + 2 ^ a ; î-+-33 , 3:î"4- 4^ ,g ̂  —Z:— x 4- ——,— x^ + ——;-•- .r^ + • 1 • • ?î .a 2.3 3.4

nous n'avons, pour déterminer la valeur cherchée de S, qu'à ajouter a
la fraction rationnelle trouvée plus haut (38) les quantités S., et Sa.
Nous obtenons ainsi

-, 3 x — x^ ( i \ y / .(2 —— ____:__ » T L - . l ï f ï -y*)o — ":—————r"^' """" i —" i i ""r" '"" j fi-i 11 -""""' J^ j •
( 1 „,,„„ /y» 1 2 \ V I '
\ l — — ";v; \ •A-' /

Telle est la somme de la série considérée.

Dijon, 8. novembre 1878.


