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EXPOSITION
DE LA

M É T H O D E DE R I E M A N N
POUR LA

DÉTERMINATION DES SURFACES MINIMA DE CONTOUR DONNÉ,

PAR M. NIEWENGLOWSKI,
P R O F E S S E U R A U C O L L È G E R . O L L I N .

Je roe propose d'élucider, s'il m'est possible, un Mémoire remar-
quable de Riemann, relatif aux surfaces minima. L'illustre auteur a
brièvement indiqué la plupart des résultats qu'il a obtenus; j'espère
les avoir établis d'une manière satisfaisante.

Riemann se sert de variables imaginaires que Fon ramène immédia-
tement aux variables employées avant lui par M. 0. Bonnet, dans plu-
sieurs Mémoires importants sur la théorie générale des surfaces. En
effet,-le logarithme népérien de la variable p., choisie par Riemann, est
égal àj+ x ̂ "7, et le logarithme de la variable conjuguée y! est égal,
par suite, ^y—sc^^, x et jetant les variables indépendantes adop-
tées par M. 0. Bonnet. Je pense ne rien exagérer en affirmant que les
recherches savantes de M. 0. Bonnet ont inspiré celles de Riemann.

PRINCIPES GENERAUX.

1. Considérons sur une surface donnée un point M ayant pour
coordonnées rectangulaires Ç, ^, Ç. Par rorigine des axes de coordon-
nées menons une parallèle à l'une des deux directions, bien déterminée,
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de la normale en M à la surface, et soit m le point où cette parallèle
rencontre la sphère qui a pour centre l'origine et dont le rayon est
égal à l'unité de longueur. La position du points est déterminée par
sa longitude y et sa colatitude 0. Les cosinus directeurs de la normale
sont

cosa=s in@ cosy, cos(3 = sm0sin<p, cosy == cosO,

et, par suite, l'équation différentielle de la surface est

( ï ) s înôcoscprf^ 4-sin0sinyrf7î 4- cos@riÇ=o.

Si l'on pose, comme le fait M. 0. Bonnet (1),

( -2 ) ey^twg^Q, ^==(p,

on trouve facilement

1 s in0=——î cos0 =•= nangrr,
& ^nç 7 'v*cos<!y

( 3 ) , puis

\ cos^ . sîn^ z sin?,r
I^^cosy ^^cos^y ^ûsy=-,^^. .

de sorte que l'équation différentielle de la surface devient

cos^^-l-sîn^rfTi 4-zs inîyrfÇ == o,

et l'équation du plan tangent à la surface au point M est

Ç cos-y 4- TÎ sin<y 4- Çî sin iy •=". — s»

z étant une fonction des deux variables indépendantes x et j. Ainsi,
tonte surface sera caractérisée par la forme de la fonction z.

Les coordonnées Ç, T ] , Ç du point de contact de la surface avec le plan
tangent correspondant à des valeurs données de x, j-, z sont déter"

(1 ) Voir les Mémoires de M. 0. Bonnet Sur la théorie générale des mrfaces (fournal de
LiowiUe^ t, V, ï85o, i^ série; J'ournal de V École Po/y^/^r/^XLïV6 Cahier).
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minées par les équations suivantes :
f ^ cos^ -1- y? sin.r=-^ — z — î t a n g ^ j - . g ,
î Ç s in^-— TÎ cos^ ==p,

coszy

/? et y représentant y2 et ^ suivant F usage.
Soient P et P' les points on l'axe OÇ et son prolongement OÇ' percent

la sphère de rayon uni té; soit encore p. la projection stéréographique
du point m, le point de vue étant placé en P'. On a

angle S 0^== .r, angle OP^=|r0 et 0^.= langue ==<?r.

Si Fon regarde le point p. comme représentant une quantité complexe
que l'on désigne par la même lettre p-, on aura

( 5 ) - ^=er4-^-.

Nous désignerons en outre par p/ la quantité conjuguée

(5') p!—er-^.

2. Supposons que Fon rapporte une surface au plan tangent en un
point, Faxe des Ç étant la normale et ceux des Ç et T] les tangentes aux
lignes de courbure. I/équation de la surface sera

• Ç^rÇ2+^2+. . . ,

p , y, r, . . . désignant les dérivées partielles de Ç.
A partir de Forigine des coordonnées, traçons sur la surface une

courbe quelconque. Soit a l'angle que sa projection sur le plan 0^
fait avec OÇ. Le pointa décrit une courbe correspondante passant par
Forigine; Fângle ^ que fait à Forigine la tangente à celte courbe avec
Faxe OÇ est donné par la formule

! , 1 • tangjS =-= Ilm^ang^.
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Mais tang;y-= 2; donc on a, en général,

dq dq dr]
,. q ,. ^ d-n d^]im - == lim -,——,—— 9p dp dp d'n

rfl^rfT! Î/H
c'est-à-dire

lang(3 -== - tanga.

. En tout point d'une surface développable on aura donc |3 == o ou
P==C)O°, c'est-à-dire que la courbe décrite par le point [i est tangente
en ce point à l'une des lignes de courbure ; en tout point d'une surface
à courbure moyenne nulle on a

tang(3 -(" langa== o.

Supposons que le développement de Ç commence aux termes de
degré n en Ç et en ^, et cherchons quelle esty dans ce cas, la l imite,du
rapport ^•

Désignons par g^ et p^ les valeurs que prennent, à Forigine, les
dérivées d'ordre k de p et q par rapport à ^, regardé comme étant la
variable indépendante. On a symboliquement

^•'-(oi-^r.
^—((^-â'îr-

un terme de la forme Af^VY^y' fêy devant être remplacé par
d^p /d-nV \ , ' ';/ ' / v '/Aî?^A^)9 wh+/c=n-ï9 . • ,
En effet, les termes contenant — ^ î , — ? •^ sont multipliés par les

dérivées partielles de Ç d'ordre inférieur à n, qui sont toutes nulles à
l'origine; donc, à une valeur donnée de tanga correspond, dans le cas
considéré, une seule valeur de tangp, mais-à une valeur de tang|3
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correspondent n—ï valeurs de tanga, fournies par Féquation

m ^p(@^^^))---((|.^^))'-=o,
II résulte de ce qui précède que, si en un point M d'une surface, en

choisissant les axes convenablement, on a

S===A^-hB^-•173•+-.. .-4- L^+M^-1"1-^. . . ,

alors, en prenant p- pour variable indépendante, la projection d'un
point de la surface sur le plan tangent en M définit une variable ima-
ginaire pour laquelle le point M est un point multiple d'ordre n ' — i .

3. Formules de transformation des coordonnées se y y, p.. — Soient M
un point pris sur la surface d'une sphère de rayon r , x et 0 sa longi-
tude et sa colatitude, le plan ÇOÇ étant le plan du méridien origine des
longitudes, comptées positivement dans le sens direcL Rapportons
maintenant le point M à un autre pôle P(, en conservant le même méri-
dien origine ainsi que le sens des longitudes positives, de sorte que la
nouvelle longitude soit ^V^W=x^ et la nouvelle colatitude P,,OM-"^.
Soit encore 0o la colatitude de P,i,

En posant, pour abréger,

tangua =^ m, tang^o^ wo?

on trouve facilement
, . me1^— Wo

tangUi e'^ := ————.—-.x 4" me^mQ

Supposons maintenant que l'on fasse tourner OP^ autour de OP d'un
angle égal à XQ et que le méridien origine des x^ tourne d'un angle
égal à a autour de la nouvelle position de OP^, les rotations ayant lieu
dans le sens direct; on aura, en vertu des raisonnements précédents,

, „ ./ . . rîîe1^'^^ — Wotaîlg^ <^r^) ̂  ———————_ ,
. °- .1 -l- /ne^'moe""^"

d'où
, /, , ^ me1^— mo^»1

tang^^i^C"i—h me^'mee^^o
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ou bien

r ^ -- MO
^ i = = C —-——————5

I-+-^()

OU
C = ê-^û-t-a).

Si l'on prend a — • — 7 7 — ^ 0 » on aura

C=:-i,
et par suite
, . ao — a
( 7 ) . ^«T^o-

Cas particuliers. — Prenons ^o^1? ^o^^0? a==:—7r; on aura

i--/^
x+^(8) ^=:

Eâxe polaire est alors l'axe OÇ.
Pour ^Q=i^ XQ= -î a==— —53 î&

/ . i — ^(9) , ^^=-—,.-^9

l'axe polaire étant Faxe 0'^.

4. L'axe OÇ ayant pris la position OPo nous supposerons qu'on ait
fait tourner en même temps le trièdre des axes : i^'un angle sco au-
tour de OÇ; .2° d 'un angle @o autour de la seconde position de 0^, et
enfin 3° d'un angle a autour de la seconde position de OÇ. On trouve
alors, en désignant par Ço ^3o Ci les nouvelles coordonnées d'un
point M ( Ç , ^ , Ç ) ,

Ç == Çicosôo— ^cosas in0o4"y î iS in^s in@o?

^ == Ci sin0o cos.yo-4- Si(cosacos0o cos^o— sifioc s in^o)
—• 7 î i ( s inacos0o cos^o4-cosas in^o)?

73 == Ci sinôo sin.ro-+" ^(cos<a;cos0o sîn^ô4- sînacos^o)
—Tî^s inacosôo sin^o—cosacos^o).
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Nous poserons
( a =-- Ç 4- TÎ i, a-' === ^ — YÎ /.,cr == Ç 4- TÎ ^, a-' === ^ — YÎ /.,

(7,i== ̂ 4- -/î i^ cr'(== Ç.i— Tî . iZ .
10

^33

En remplaçant les cosinus et les sinus par des exponentielles, on
tire des forniules précédentes

(n) Ç == Ç.i ces ôo — a——^- cos a sin 0o — a-[-—•OJ- î sin ̂  sin 0o,
'3!> 2

COS0ocre~^"o==Ç, Sin ôo + ^<71^(1-4-00800) -^^^^•"^(i— COS0o) ,

cosQov'e1^ = Ci sin0o-(~ ^03-1^(1—005^0) 4-^o/l ^^(i-l- cos0o).

Remarquant que tang2{-0o====^o^ /o? ^ résolvant par rapport à c'i et
(7^. on a

(7, ( I 4- ^o P-o) ̂ ^ '̂̂  == — ^ P.O Ç + 0" — ̂  ̂ / »

a. ( i -+- p.o ̂ o) ^^<a+tz•") = - ̂  ̂ o ̂ - ^ - Fo2 ̂ .

d'où, reportant ces valeurs dans la formule (i x ) , on obtient

^(l -{-^0^.0) = = Ç ( ï — ^ o ^ o ) -4-^()0---h^ocr'.

On a ainsi obtenu des formules qui permettent de passer des va-
riables ^, Ç, a, cr' aux variables nouvelles p.,, Ç ^ , a-^ a\ et réciproque-
ment.

Lorsque a+«ro=-~7T, on a le Tableau suivant de formules :

. - ^°ZLFl,
^-x-ï^/

( i - x ) , Ç < ( i + ^ o ^ o ) = = S ( i — ^ o ^ o ) •-^-^o<^"4-^oo ' />
o ' t ( ï 4-^.0^0) == ^ ^ o S — o" + ^S^»
o, ( ï + ^.o ̂ 'o) ̂  ^ [A} S — (7/ "4- ^o2 '7'

Si entre la deuxième et la troisième formule on élimine a\ on trouve

f l3 ) ^o(Ç-+- Ci) == (7-4- G-,t;

on trouve de même la relation conjuguée
fl3)' ^(S-4-^)==(/-4^,.

Ces préliminaires posés, nous allons passer à l'exposition de la mé-
Ann. de l'Éc. Normale. ̂  Sériû. Tome ÎX. — JUILLET 1880. 3o
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thode de Biemann pour déterminer la-surface minima de contour
donné.

5. Si l'on calcule l'aire déterminée par un contour tracé sur une sur-
face, on obtient l'expression de cette aire par une intégrale double. Si
l'on suppose que le contour reste fixe et que la surface se déforme infi-
niment peu, en écrivant que la variation de l'intégrale est nulle, on
obtient des surfaces satisfaisant à cette condition que, en chacun de
leurs points, les rayons de courbure principaux sont égaux et de signes
contraires. Pour savoir s'il y a réellement un min imum, il resterait à
étudier la variation seconde. Ainsi posé, le problème est d'une très
grande difficulté, et nous^ n'essayerons pas de l'aborder. Nous appelle-
rons ^^//ace minima toute surface à courbure moyenne nulle.

Riemann donne la condition suivante pour que la première varia-
tion âS soit nulle :

(14) . . ( s in^cosy) -4- -r- ( s i n ô s i n y ) == o-

Cette équation exprime que

— smQsmcpd'E, ̂  sin9 coscpd'/i
(

est une différentielle exacte, de sorte que l'on a

(15) — sîn6 sïncpd^ -+• s i n @ cosyA} === dC.

La condition SS-==o peut être mise sous la forme

/ ^ ^Ljli?^005^ <) .s in0siny 6) .cos0
[ 1 • a i . + ——ôrî—— + ~~àÏT ~~~of

c'est-à-dire , '

(in) 1 ' ^o,s-a+a^cosP+^cos7-o
[ 7) ^ h <)7Î ^ (?Ç~^ f

et si F(Ç,^, Ç)==o est l'équation de la surface, en posant
^ — — _ ^

—V^)^{^)^^)-
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on peut encore écrire la condition §S = o de cette manière :

, ôF . 'àf , àVà.n^- à.n^- à.n-^

w -à^-+-^-+-àc-=o•
6. Au lieu de rapporter la démonstration de Riemann, je vais prou-

ver que la condition précédente est identique à celle qu'a donnée
M. Q. Bonnet dans son Mémoire cité plus haut. En posant, avec
M. 0. Bonnet,

( r+ qiUïigiy -+" z === u,

(19) ^=^
( t -4- qi lang if == w,

la condition §S == o est la suivante :

(^o) ^+w==o.

Or, comme on a (Q^OC, s i n@== ..•.--1-,-"; la condition f i 4 ) revient à
' T COSÏ}^ ' •

celle-ci :
d(cos^\ rff-^^

\cosiy) \cosiy) _...,._.,,̂ _̂  + ^—— _ o.

Le premier membre développé devient
sin^? dx ^sinzycos.r df cos^ & ^sin i j s in^ dy

l 2 I / coszy J$ cos2^ ~dî, cosiy d'r) cos^iy Tl'n

Mais, d'après les formules (4) et (19),

cos^rf^ + sm^cl-n == — i \mgîy[vdx + wdy},

sin^rf^ — cos^J'/î == udx "+- ^rfj1.

En résolvant par rapport à dx et rfy, on aura les valeurs des dérivées
. i, dx dx dy dy , i i .partielles ̂ ^^^ et, en les substpartielles ̂ 5 ^3 -;rî -^ et» en les substituant dans l'expression ( a r ) ,' a$ r/y; aÇ a"/? *

on trouve très simplement pour résultat

^ + (..</
cosiy(uw — ( / 2 j 7
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donc on a
A . cos^ . sîn^à —-— àcosiy cosz'y <h'tangzy _ __ _ „ ̂ J^J^---—.

^2) —^T- + àn^^ à'Ç """ cosz'y^w-^)1

La condition u+w=o entraîne la condition (16) et réciproque-
ment, car on n'a pas cosry=o ni uw—^=o, puisque cette dernière
condition n'est jamais remplie pour une surface. On ne peut pas non
plus supposer w&iyÇuw - ç^2) == ce pour tous les points de la surface.

7. M. 0. Bonnet a fait voir que le Ç de toute surface minima satisfait
à l'équation différentielle

d^t d2'^
(^ ^+^=0•

On peut tirer très simplement cette conséquence de la condition
( i 5 ) . E n effet,

sin0 sincpû^; — sin0 cosyrfyî === dC;
donc

(sinxd'E, — cos^c?7î) == riC,î
cos^y

c'est-à-dire que
u dx -+- v dy

Gosiy

doit être une différentielle exacte. On doit donc vérifier l'identité
, v y ud —-,.-. d —•—cosif _ cosiy

dx dy

Mais u 4- w == o; donc cette équation équivaut à celle-ci :

- v - w/y .___ .̂...̂  , /y ______,

cosiy cosiy _
3Sr~ ûîy "~"

Or,
rfÇ (/ dC, w
dx ces ̂ y5 dy ~~ cosïj'1
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donc on a bien
^+^=0.dx^ dy2-

De cette équation il résulte que

(24) * (;==/( ̂ -^)+/,,(^-<r)

ou encore
S==<p(^)4-9<(^

Ensuite

dc=———[vdr- wdx\= ^ - d y - ^ d xcoszj" - ' dx u dy
== [f[x + iy) ̂ f[[x - ir)W - [if'[x + ̂ ) - ̂ /;(^ - ir)] dx

= i[f[[x ~ ̂ ) ^(^ - iy) -f^x + ̂ ) ̂ (^ + ir}}.
et par suite

dCi=df-df^
ou

(25) Cz =:/(^ + i r ) -f^ - iy}^

8. Usage des variables a, p. et de leurs conjuguées. — Nous allons
transformer l'équation différentielle de la surface et la condition de
minimum, savoir

( i ) sin@ cosçrf^ •+• s inô sinyd^ + cos0JÇ=o,
(i5) sîn0 s iny^— sin0cosyÊ?7? + ûfC=o,

en y introduisant les variables o-, (j', (J., ^.
On peut mettre la première de ces deux équations successivement

sous les formes suivantes :

do- 4- da1 . d a — d a - ' ï - tang2^ ., _
cosy ——^- + smy ——^^— + -^^gp- ̂  - o,

ou bien
J (7 (cosy—îs iny)+r fc r^cosç 4" ^siny)'+—^^^^dÇ===o,
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ou, à cause de la relation p^= tang^t?,

^ . j^_ . Lz-̂  ̂  — o
iang^ "r tang^" "~ tangue "" - °'

c'est-à-dire

(26) ( i -—^jt/)^Ç + ^û?<7 4- ^rJ(r'==o.

En transformant de même la condition de minimum, on obtient

do- •+- dcr' da - d^ dCsmy - — cosy • sin011
OU

9.1dC— rfo"(cosy — zsmy)+ d<7'(coso 4- zs in (») + —.-———-„=: o,' ' T ' > T ' / 2sin^0cos,j0

c'est-à-dire
^//rfo" p. du'

ungp laig^ "+" ̂ g^---^^^^^ •— ^,
rfC?

ou enfin

( 27 ) p. d^ — y ' c l a -+- ( 14- ̂ /) rfCî == o.

Si maintenant l'on pose

[ ç+c;==2Z, ç -c^^^z^
d'où(28)

(y ==-• Z -+" Z , G? == Z — Z',
rfÇ == rfZ 4- rfZS rfCï == rfZ - riZ',

on tire des équations (a6) et (27), par voie d'addition et de soustrac-
tion,

(^9)

W

û?<7 — [X dZ 4- ~ rfZ' == 0,

rfo-' 4- -x dZ — uJ dï' == o.^

9. Les formules précédentes vont nous conduire à une conséquence
importante.
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Prenons Z et Z7 comme variables indépendantes; on a

(30) , d(j = p.dZ—^-dr,

( 3o V da' =. — •T- û?Z + p/dZ\
Lt

d'où
dar (fa- î
dî =^ 'dZ1^""^'

da-' _ î dcr' _ ,
F/z"-""^5 dz"""^"

On lire d'abord de ces équations

^ „ (l(J d7t — (17À

dp^dÏ 'dp. ""^T^

formule qui nous sera utile plus tard.
Ensuite,

Ju _ ï dfJ.'
dZ'^^ HZ'

î dp. _ dp.'
^JZ'^'dZ'

Le déterminant -^-/j -- î n'est pas nul, car on aurait tang^l^i,
et 9 serait une constante; donc

du. dp:î_, ,— ^ _ î _ -.—. /\»
cW^09 dZ~09

donc [j. est une fonction de Z et p: une fonction de Z'; réciproquement,
Z est une fonction de [î et Z' une fonction de [î!'. Ce résultat est con-
forme à celui que nous avions déjà donné.

Par conséquent, on a
r râ7'

( 3 1 ) ^== J^Z-J-^-,

(3 i ' ) "'^-/f -4-/^'c/z'•

Si ron connaît les relations qui lient y. et Z d'une part, y! et Z' de
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l'autre, on aura a et </ en fonction de Ç et Cî. En éliminant Ci, on ob-
tiendra l'équation de la surface. D'ailleurs, quand on aura formé la
première équation, on aura la seconde en changeant i en —i.

On peut remarquer que si l'on se donne arbitrairement une fonction
de Z et une fonction de Z', et qu'on effectue les intégrations indiquées,
on obtiendra une surface minima. En effet, on déduit des équations (31)
et (3i)' les équations différentielles (3o) et (3oy, qui sont équivalentes
à (29) et (29)', et, en remontant, on arrive aux deux équations ( i5) et
(i), dont l'une est l'équation différentielle de la surface et l'autre la
condition de minimum. Pour que la surface soit réelle, il suffit que les
fonctions fx et y! soient imaginaires conjuguées.

10. Nous pouvons, à l'aide des formules précédentes, trouver une
infinité de surfaces minima. Voici deux exemples simples.

1° Posons
^.==cotZ, f/^cotZ';

on a
-7 ==/cotZû?Z —/tangZ'JZ',

ou
o- = log sinZ 4- log cosZ'— logH,

H étant une constante arbitraire; ou bien
sinZcosZ^He0';

on aura aussi

Par suite,
sinZ'cosZ^ïT^.

sinÇ -+• sinCz == atl^,
sinÇ—sinC;=='2ÎT<?<

et, par conséquent,
sin Ç = ̂  ( H ̂  -4- We^1 ),

ce que l'on peut écrire ainsi :

s înÇ==:P^s în(72 -h a)

ou, par un déplacement d'axes,

sinÇ === Pe^sinyî;
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enfin, en remplaçant Ç par ^ — l o g P ,
r s i n^

6^ ==: ———L •
Slûri

Cette surface a élé trouvée pour la première fois par Scherk [Journal
de Crelle, t. 13).

Le plan ^==0 coupe la surface suivant une inf ini té de droites don»
nées par les équations

'<• yÇ — •/] -= 2 À" 7T

OU
Ç -i- YÎ = l ^ y , — 1)7:.

Ces droites forment un réseau de carrés don t les diagonales sont
égales à ^TT. Si un po in t de la surface a pour coordonnées S, 73, Ç, le
point (Ç, '/î -+- .ai'TT, Ç-h 9j7r) appar t i endra aussi à la même surface, de
sorte que cette dernière est composée d 'une in f in i t é de nappes iden-
tiques se pro je tant sur un réseau de carrés. On voit encore que le point
[Ç, ^-•{-(-— I^TT, Ç-4- (-"i^Tr] est aussi, sur la surface. Enf in , si u n
point de la surface a pour coordonnées Ç =-"- a, ' / ] =by Ç =c, le point
(Ç==-~-a, ^==c, Ç = = & ) apparl iendra encore à la niéroe surface. Si l 'on
considère le carré ayant pour sommets les milieux des côtés d'un carré du
réseau, aucun point de la surface n'est projeté à l ' in lér ieurde ce carré.

2° Exemple. — Si l'on pose

u. ==:: !H "-r n.?\ [j! ==• ni1-— ni,

on trouve, en su ivant la mêo'ie marche,

2 m £ "4- 9- nri — {m4'2 4- ^2 — r ) Ç '-= II,

c'est-à-dire un plan.

11. Nous avons posé Ç==Z+Z^ Z et Z 'étant imaginaires conju-
gués, et nous avons vu que Z est une fonction de p- et Z' une fonction
de ^r; cela revient à dire que l'on a

Z ^ f [ x ~ i r ) . Z^=/^4-/j),

et par suite
Ç == /( ̂  — /y ) + /i ( x ••+- ^7 ).

Il est facile de voir que S et y; sont des fonctions de mônie forme.
Ann do l'Éc. Normale., 2^ Série. Tome Î .X.— .îr'îLïj-'/r l'SSo. 3 î
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En effet, en faisant tourner les axes de coordonnées de manière que
OÇ prenne la position de OS, nous avons vu que p^ est une fonction
de [L et p-\ une fonction de ^/; or, en appl iquant à S les raisonnements
relatifs à Ç, on voit que

S== <p(^ ) •+ ?^)'
c'est-à-dire

^==^.)+^(^),
ou bien encore

£==x(^--<r) -^-x^(• r+ /.r)»
et il en est de même de ^. En outre,

4^)~^ i (^ )==dA/ ,

dA étant une différentielle analogue à rfC.
Nous verrons pi us loin que, ayant pris pour la valeur de ^ des fonctions

arbitraires de sc+iy et de x—iy^ on en déduit Ç et ^ par des quadra-
tures. Mais si le contour n'est pas déterminé d'avance, et que l'on se
propose seulement de trouver des formules donnant une infinité de sur-
faces miniraa et pouvant d'ailleurs les donner toutes, les formules (3i)
et (3 ïV , n'exigeant que deux quadratures, seront en général les plus
commodes à employer.

12. Changement de variables\ — Nous avons trouvé la formule de
transformation

^J^L=4.
. ( 1 l 4- ̂ o

On en déduit

w
Dç la formule ( i3)

en se rappelant que

^l -- — I "+" ^° uo

dp. - ( 1+^)2-

^o(S -+- Ci) = cr+ <7^

do' (ÏC,
—— -=r u ~j~- 5d[j. r dp,

on tire, par différentiation,

/f/S d^ d^A _ cK, d^, dp.,
^\d^ d^ d^j^^'d^^d^'Jy.''
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d'où
dyn d'C,i _ __ ̂  (^o—_^)( ï+^o)
<^ dp.t ~~~ dp. ^ . ( i+^o^o)(33)

Ea multipliant membre à membre les équations (3.2) el (33)^ il vient

ce qui donne

/^vrf^^^ rfç^
\ du. ) d^\ fx 'dp.'

é^ dc>{ — ÀÂ! JUL
^ f^i\ ^ f^'

\ u ^ ) \ ?' .
ou bien

(34) (Jloga^ /^i ^(^nog^/)2—^-,v ^ / ' bf ' Ê/iOg^i v l ' C/lOg'^

par conséquent, Fexpressioïl

(rflog^.)2—^' bl / d ïogp.

reste invariable quand on fait tourner les axes et même quand on les
déplace d'une manière quelconque.

Où est ainsi conduit à une nouvelle variable auxiliaire U ainsi défi-
nie,

^J'v'̂ '"̂ '-
qui est indépendante de la direction des axes. On considérera en même
temps la variable conjuguée

^ r /^^ ^
j V d\^u.1 ol

On doit remarquer que la formule

{^-t(^,)î(no^
peut s'écrire

dz._„i(d{L\\noëp..
\d\osy.)



2i44 NIEWENGLOWSRI.

13. Interprétation géométrique. — On a pose

u. ;:= e^4-^-^ fc10'', j'i == ^ — îj'\ ^i ̂  ̂  -î-11- i)^

d'où
log^ = ̂ 'i, d log^ ̂  /^'i

u=,JV|̂ ,.
Ensuite,

( J |o l ga^ -^^ - - ^ Ï < = /^1 oi / rfiog^ l / 1 /rfji </ri
De même;,

((îiOgn'Y^———^—^ =—. /-.^- rf^'7.
' bl / J logy/ rf.r<

Si l'on pose
ç=:/(^)+/Ur^

il résulte de ce qui précède que

f[x,}dxi ei /,(;n)<n

sont invariables quand on transforme les coordonnées en les laissant
rectangulaires. Il est facile d'en trouver la raison.

Posons
M = i / —— ̂  i, IN == i / -,— ûfj^iV ^ri V rfr^

Des formules
dx^ = rf^ •4- idy^ cifi ̂  dx — idy

on conclut
</ç __ _ i rfs^ <" (TC
dx\ 2 rf^ 2 d'y

J^^L^.^L^.
^71 " 2 C/^* 2 C/J1"'

donc MN-^/^y'^^^^ ^-À y \dx) \dy) J '
=:-</( y2.^- w'2 ) ( rf.z^ -4- dr'1 ) ——•— Jdx'14- Jr2

2 ' / ' J / cosi}" • •'
ou

MN-- '^^ K
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R désignant la valeur absolue de chacun des rayons de courbure prin-
cipaux de la surface au point considéré.

On a ensuite ____^_^_^

M' V ̂  / ^r
I d ^ .d^N ~ . /7/ç——dS

\/dï'V rfï + ' (ty

OU
M ^ — lw ^iN" ~" ^̂ ~:r7^ ^Fs"

Supposons que l'on se déplace sur une ligne asymptotique, et em-
ployons la caractéristique 5; Oïl aura

</ 0.%72 — 0^-

iw ~'~" ^i^x^ï

J'OÙ
l { f — ïw _ rîj^ _

Y v -4- ifw ô^i '

donc
&i

M — ^-^/V / , , )
N^"ô^.~ i ) î

y,

V désignant l'angle que fait le chemin correspondant à dy et dx avec
la ligne asymptotique considérée.

On a donc
M — J^,. ^v N ,„= ...̂  e-1 v ( en valeu r absol ue )." ^TR ^a

Donc M et N sont indépendantes des axes de coordonnées.
On tire des formules précédentes

M^N2^: ^cos^V.

On sait que l'équation différentielle des lignes de courbure d'une

( i ) F'oiriQ Mémoire de M. 0. Bcmnefc.
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surface minim a est
/^,)^î+/;(y,)^^.o,

c'est-à-dire
cl s2

MP+N^o oiï —cos^V^o;

donc V == 45°, résultat bien connu.

14. Calcul de ^, ^, ^. — Nous avons trouvé

^fï"^f^
et nous avons posé

/ rfU y_ id'C, ( dV' y_ ictë.
\d[o^y.) """ diogp^ \d[o^p/) """ diogp.''

d'où
rfç ^= _. • ( J^^LJ} 2 dL[o^ ^ — • /'_r/[L-\ ̂ I0^
^ ̂  < \â? iog^) dp. ? riu' " \ d log^.7 "~^r- '

et par suite

<35' <=--;(^)—-/(,^)'—-.
Il est facile de conclure de cette formule Fexpression de Ce t de 73.

En effet, pour avoir Ç, on choisit sur la sphère un rayon OP et un mé-
ridien origine passant par OP, le sens des longitudes étant le sens
direct relativement à OP; la distance d'un point M de la surface au plan
diamétral qui a pour axe OP est précisément égale à Ç, la direction OP
étant celle des Ç positifs.

Pour avoir Ç, il suffit de considérer de même le rayon OP^ perçant
la sphère au point P,, pour lequel f J - = = ï , et de choisir une nouvelle
variable p.^ définie, comme on l'a vu, par Inéquation

_ ï— p.
^""'rr^

Ç étant la distance du point M au plan diamétral conjugué à OPo on
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aura
. C [ ^ \ 2 7 1 ' C( ^ \2 7 1^= — i ——— Jlogui+ï I -J-.——- rflogf-/,.
J Wiog^; bl J Vliogp.J Dr

Mais on a
dîogp^=-—^—rnog^;^ — i

ensuite, comme U,i==U,

/ rfU< \ 2 r / dU \ 2 / j \ .
"71—— r f l og^—--^ i——) H — - ^ l o g a ,

V^lOg^i/ bl 2\û?log^/ V ^/ b l ?

et pareillement pour l'expression conjuguée.
Donc

06) ̂ ^ n^YL.-^^og^i n-.^2^^,^1 / (3 sJv^iog^/ V a/ aJV/ log^/y \1 f7// D(

Pour avoir-^, on considérera de même une nouvelle variable ^2, dont
le pôle origine corresponde à ^==^ et qui, par suite, soit donnée par
la formule

LZL^L
I J i """ i — z^,7

on aura
rflog^= T^^—^log^.

puis
/ ^U \ 2 , , < / rfU \ 2 / T \ ,,——— rf logus == :—•- ———— ) a + - d log ̂ ,
\rf l0g^2/ bt 2\^)0g^/ V F-/

et, par conséquent,

,, . i n dv y [ î\ ,, T r( d[v Vf , T \ , ,
37 - /5===—- ( -7-——) (a-i- -) rfloga-- - | -n——7) Y^/+— rflûgu.'.1 / ; aJV/Jog^/ V ^ bl ï j \dlos^/ V ^7

On peut donner à ces équations d'autres formes.
Posons

• -i(T^}'d^ë^VWd^.,

.(^^rflog^^F^')^;
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alors on aura

[çr= rs^^)^+rF,(^)^/,
^ ^fF(a)(^.^)^44J^..(^(.»^)^

^-^J>F(^^-^)^4-^^,.(^^+^)^

et, par suite,
a=jF(^)a^-jF,(^)^^/.

En tenant compte des formuler

,^L ̂  f^ J^P^ -.- /l̂
d [ o ^ [ j , V ^J'"i9 diogu.' 1 V c^

on trouve^ par une substi tution facile,

^ ̂  ^Jf[[y,}[e^^e^}dy^^ (f^^(e^-e^}d.r^

(38) 1 •/î =:- ̂ f./;(ri) ( '̂'rl + ̂ ^)^^ + ̂  f/^,) (e--^ + e^)^r,,

s-/(^)+/Kri)-
Ces dernières tonnules nous semblent compléter la solution de

M. 0. Bonnet pour trouver autant que l'on veut de surfaces minima
à contour indéterminé. Il est bon de les démontrer directement, sans
passer par les fonctions U et U'.

15. Nous avons vu que les fonctions dx^'J'\x^ et dy^f[[y^
restent invariables quand on remplace le système de coordonnées em-
ployé par un autre également trirectangulaire. I/expression de Ç peut
se mettre sous la forme

^ fZ^jW , r.A,nW
^"J ^ ' ^ j —^7—-

D'après toutes les explications qui précèdent, on a donc

_ rn^)^.. rAr^n,,,j .^^_^j ._^_,
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où x\ Qty\ sont définis par les équations

^ ̂  ey'^^', .y, =-: x 1 + if, r\ ==- ̂  — /Y.

MaisFéquat ion

équivaut à celle-ci

y.,s :

. , î ~ e^'i^iy\ ̂  —————^.5
i -4- e1^

qui donne, par la diffêrentlation,

14^.

df\ =
-2 dr\

^iyi — (?-^»'i

On trouve de même
' ^ "~ c ĵ;i — ^--^^1

et Fon en dédui t l'expression de ^ déjà trouvée. On procéderait de
même à l'égard de ^.

16. On peut donner encorey pour l 'une quelconque des coordonnées,
une autre formule. On a en effet, à cause des valeurs de M et N trou-
vées plus h a u t ,

<-/-î Ê.'—f^ ̂ -f^ (^--"1;)"-
Si l'on revient aux variables ^, y, les relations

ds î (/s i (Js
dx\ 2 dx i "dy

ds î ds f ds
(tyi '2 'dx a rfj*

donnent, par un calcul facile,
î F t f ,, A' . •<.-r dS \ .A- . . r d s ^S == - -. cos 2 V — + si n -2 V •— ds ;

•? aj Ax \ " <^ ^JV

Ç désigne h distance du point M à un plan quelconque, pourvu que
Ànn. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome IX. — JuiLLiiï 1880. IJ2
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les variables x, y soient rapportées à un axe perpendiculaire à ce
plan.

Si l'on passe d'un point M pour lequel x=x^, y^yo à un poin t M'
pour lequel x=x^y=y^ l'intégrale

C ï / ^ ds . „. ̂ s\ 7j =, cossV — + sinaV-.- ds,J B. \ dx d y )

prise entre les limites correspondant à Xov y^ et x^ y^ aura toujours
la même valeur, quel que soit le chemin suivi sur la surface pour pas-
ser de M à Rf, et cette valeur est égale à la différence des distances de
ces deux points à un plan perpendiculaire à la droite qui sert à déter-
miner les colatitudes.

17. Exemple. — Prenons

Ç^ l (<2— bi}x^\- ^ ( a - \ - i } i ) j r ^ ;

on aura, d'après les formules (38),

,Ç :== b cos^ ces ijr -\- a sin xi sin iy,

n == b sim.y cos^y 4- a cos^i sinz^',

Ç =-„- a^ 4- &7.

Ga^ particuliers. — 1° Supposons a===û. Les formules précédentes de-
viennent

'E ==. b cos^? cosiy,

n r-= b siû^* cos?y,
Ç=6y,

d^où
/ S -z\2

. i . .• / . ( ^^^ // i^ ~i-- 75^ -;:r: 6" COS^ ^^r' == 62 ^ —————— 1 •
\ 2 /

Cette équation représente une surface de révolution ayant pour^né-
ridienne une chaînette dont l'équation est la suivante :

'C^^^.^e1).
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2° Supposons b= o; où obtient alors

'E, =^ a sin oc i s in zj*,
77 == r/ cos •z' ï sin zj',
^-=ax,

et, par suite,
^ ==^tan^-î
YÎ ° a

équation d'une surface héliçoïdeà plan directeur,

18- Étude d'une surface minimci autour d'un de ses points. — Prenons
pour origine des coordonnées un point d'une surface minima, l'axe
des Ç étant la normale à la surface, et les axes OÇ, 0/3 tangents aux'
lignes de courbure passant par le point considéré. On aura alors, en
général,

. Ç == r(^ - y}2 ) -4- a^ -+• b^-n 4"... ;

mais, en certains points, les rayons de courbure principaux seront
infinis, et le développement de Ç commencera aux termes de degré
n > 2. IVaprès ce qui a été dit au § 2, quand le point [j. décril une
courbe partant de l'origine, le point a décrit un arc appartenant à une
courbe qui possède à l'origine un point multiple d'ordre n—i, A cha-
cune de ces branches correspond une valeur de Ç qui varie d'une ma-
nière continue. Il en est de même pour Z et Z\ Nous poserons

Z == ap.^ -h l ) [ j } 4-. . .,
z^ay^&y^...,

les exposants positifs a, ̂  . . » étant entiers ou fractionnaires et rangés
par ordre de grandeur croissante.

La formule
GT^^rfZ-J^/Z-

donne immédiatement

<, ̂  ̂  ̂ -. ̂  ^ ^ .,... _. A°L. ̂  ̂  ^ ̂  ., , . .
ce -4-1 t (3 •+-1 I a — ï ' (3 — i l

On ne peut a voir a== ï , car a contiendrait le terme —a^logp/^a^ix—y},
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et, en augmentant l 'argument ^de 2^:, cr augmenterait de ^a^i, ce qu i
est contraire à la cont inui té de la surface. De plus, si ^==0, on a Ç = o;
par conséquent, a ne peut être nul, car on devrait avoir a+a'=== o, et
par suite a==o, af-^o. On a donc

a ^•^-^A -4- 5î),

A étant une constante et a ayant pour l imi te zéro.
Supposons a = a; alors

crr=: ^/(A -4" a).

Oa voit aisément que la constante A doit être réelle; il résulte de
l'équation précédente que les tangentes aux courbes décrites par les
points y. et G' sont, à Forigine, également inclinées sur les lignes de
courbure. Dans ce cas, le développement de Ç commence au second
degré (§ 2).

D'une manière générale, on a
•i

^/=^(B.4-i3).

Or, si l 'argument de a a à l'origine une limite donnée, celui de ^ tend
vers une valeur unique (§2) ; donc —— est un nombre entier. Posons

-—— = n — ï , c'est-à-dire a -=-~ -—— 3 alors
a — i n — ï 3

ï
^^^^(A-r-a),

et, par suite, la courbe (o) a a l'origine un point mul t ip le d'ordre n— i ,
Le développement de Ç commence alors aux termes de degré n.

Si l'on pose ^/===a^~\ 'y==Âp^, on a

,;7r~r / / îkr: . . a/f": \
U:" ' == y COS ———— 4- l Sin ———— )1 \ n—i n — ï /

et
„ / 2/fTT . . 9-/f7T \ / , .À -= cos —— -4-1 sin -—— ) A, •4- a .\n — ï n— \ ï '
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Si donc l'argument de p/ est égal à 0, à l'origine, celui de a sera

Q • 2./f7T——— 4- ——— ,
/ï — ï ^ n — i

où ^==0, i , a, . . ., [n —^Y
On a ensuite

/?
Z^:^1 C - 4 - y ) ,

la fonction 'y étant nulle à l'origine.

19. Cela posé, la formule

dX _ ï î
(i'L a ' 2 ̂

donne

Or

r/X^ /^ ^ J \ ^
rf^L V^- ^^-/ ̂

dZ n ^-i^^ ——— p//~i c + y' j ;
a^. n — ï "

donc, dans l'expression de -j-, le terme de degré inférieur en p. con-
, n „ g • ^•-"-

. tiendra p/'""1 ^^"""^n facteur. On a donc

,7Y IrLÏ
^=,-(H...

et, par suite,

ou
X,=:fJ.;::::T(IÏ -4-e')

pL^X^-^K+Tî).

On peut donc écrire

(39) ' l og^==(^- i ) logX+/ .c ,

la notation/.e désignant une fonclion continue dans les environs du
point considéré.
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On à encore, en vertu de ce qui précède,

^=X-(L-^),

\ étant nul à l'origine.

20. Il s'agit maintenant d'examiner la fonction U.
On a

/rfUV / dV Y/d^p.Y
\dX] -[diogpj \ dX ) '

Or
rfX _ i ( d U y / _ î \ ,

rflog^ """""" 2 \ d [og [ j j V "~^^
par suite,

fdV_Y __ 9,/' .̂
\dx) :'z~~~ i 1 - " ^ '3^

c'est-à-dire

CS)'--^-^1).
d'où l'on déd-uil

(4.o) logg=:^-^)îogX^/.^

SURFACES MINIMA CONTENANT DES DROITES.

21. Considérons d'abord le cas où, par un point M pris sur une
surface minima, passe une droite AB contenue dans la surface, et une
seule.

Si l'on pose

S==: : :^[î(r"+-^^)-l-?(r""^)]+^[?^(y4- ^)-y,(7-^)],

et que l'on prenne le point M pour origine, la droite AB pour axe des ̂
il faudra que pour x = o on ait Ç == o, quelle que soit la valeur de j.
Or la substitution ^==0 réduit le second membre de l'équation précé-
dente à y (y); on a donc <p(y)==o quel que soitj; par suite,

s=^9^7^^)--^<pi(r-^)
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on a donc
Z == ~<pi(j 4- z'^r), Z7:^ — -Oi(y — i x } ,

2i '2

et l'on voit bien qu'il n'y a aucune nouvelle condition à imposera la
fonction Z; donc tous les raisonnements du paragraphe précédent sub-
sistent, et Ton a, d'une manière générale,

(4o) log^-^-^îogX^/.c (X==o) ,
U «dk. \^ Ji /

22. Surface minima contenant deux droites non situées dans un même
plan. — Prenons l'une de ces droites pour axe des 13, l'axe des Ç étant
la perpendiculaire commune aux deux droites. Désignons par A leur
plus courte distance et par air leur angle, de sorte que les équations
de ces droites soient respectivement

^ = 0, Ç==0 ; 72 ==— ^ COlaTT, Ç==A.

Nous exprimerons, comme précédemment, que la droite O'/î est sur la
surface, en posant

S = ̂  [?i (r + i^) - yi(y - isc}}.

Posons
9^(y)==wy+<p2(y) ;

l'équation précédente devient

Ç == - [imix -h y 2 [f -•i- i^'] ~~ 92 (^ - ̂ )].ji

Pour^==a7T, on doit avo . i rÇ==A; donc

A 4- m^Tî == ^- [<pâ [y -+• a'Ki) — 92 [y -~- a7T/)].

Si l'on fai t

on aura

d'où l'on tire

A 4- ïnoLr. == H,

9 ï (y -+- aTr^) == 92 (y — a7u) -— 2 H/,

9L'(y+ 2a7T^) = 92(7*) — 5'-tU
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Posons maintenant
TT

?^y)=-^r-i-?3(,r);

on aura, en remplaçante par y 4-2077?,
•nr

(p2(y4- 2û:7U) ==— ——y 4- <?3(y— 2û;7U) — sHz,

et, pour remplir la condition trouvée, il suffit de faire

93(^4- awn) ==93(7);

donc il faut et il suffit que ^(j) soit une fonction périodique ayant
pour période 2ocni.

Tl __ t

En remplaçant m par ——- et 92(^-1""^)? ^^(j""^) P^i* leurs
valeurs, on obtient

.. î F 2 Â . , . , / . ']
ç == î [ ~ 'aï ̂  + ?;i ̂ ' + ï;yj """ cp3 ̂  '~ ̂ J ?

cps étant une fonction périodique dont la période est ^ani. Or on
connaît la formule générale d'une pareille fonction, et l'on a

n:^ ni
^(y)^ ^ une'1-,

et, par suite,

^(r-t-^) ̂ ^^iix =-: ^ ?^^ e a cos — 4- / sin •
/ • \ W. OL

^2 n^ . . nx^

•\\ 11 [
93 [ï— i^}=-^iïne0- ^cos

—00

et l'on a enfin

nx . . nx\
— — ï sin— î

<3c a /

. A y V" . ^^Q == — ^ — ^ î^ e a sin — *
^ ^J a

II restera à déterminer les constantes de manière que l'axe des Ç soit
bien la perpendiculaire commune aux deux droites.
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Si la droite située dans le plan ÇO^ n'est pas confondue avec Faxe 0^,
niais fait avec cet axe un angle égal à (Sn, il suffira de remplacer, dans
la formule précédente, x par ^4-^671, de sorte que

.. A / - > V^ n— . n ( x 4- PTT )^ = — .r + STT — > z^ e a sin -J———l—/•
^7C •̂J ' 0^

23. Expression de Ç en fonction clé y. et u/. — Nous avons trouvé (en
supposant p==o)

/ , \ ,. A z . . , A / , . , .V^ ( !i(.r+'•r» ^(j-/.n\(4I) ^=-,-^(r^^)+^^(r-^)+^^A^ -^ /;

cela revient à écrire

(4.) ç^-^iog^+^iog^^^^(^--^).

Nous avons donc
//=.=+•»

A<f , .Y ^/ r=r — —— ]opr y, 4-. ^ x ^ a^-.
2(7.7: Z»À

n == — w

L/expression de Ç n'est continue pour ^==^/=o que si le signe S.
ne comprend que des valeurs positives de n; nous donnerons donc à n
toutes les valeurs entières depuis T Z = = O jusqu 'à n i n f in i .

Ainsi , nous écrivons

1 /7-= -\-^
. • «.—» //.,

,, % ~== — —— logf-/. 4- < 1 ^ ^^a, ,
a^TT l .̂J ' • 'm i . ."- „

| y/^-ALiog^-t-/ y u,,u!\
\ ^^TT Dl .̂J
\ n -=. 0

On a ensuite
/ dU \ 2 . dZ A ^6C^ ^

————— .=: / -y-————— == ———— —— ^ - ,̂/ fj/- ,
\ € l l 0 ^ ^ j ^ lOg^ ^^TT .̂J ^ '

/î ss 0 • ! ,

Le terme constant du second membre e s t — — ; o n a , par conséquent,

(^4) ——— =; i/—— pour p. == o.v ' 1 7 d \Og[J. V 2071 1

^/z/z. de l'Éc. Normale. -2e Série. Tome IX. — AOCT 1880. 33
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Remarque. — Si, dans les formules précédentes, on suppose a == T ,
on aura exprimé que la surface renferme deux droites parallèles à dis-
tance A.

24. Supposons maintenant que les deux droites se coupent à l'ori-
gine et fassent entre elles un angle égal à ^TT; en prenant pour axe desÇ
la perpendiculaire menée à leur plan par leur point d'intersection,les
calculs précédents subsistent ; il suffit seulement d'y faire A = o, et Foo a

H
Z ==2^^,

n
y/ _ y 7, ,. ̂  '1^ —— ,̂ U,^ ]J.

On a ensuite
/ dV V i ( è 1 \

—————— =:-^^/--h % « 2 ^ ' + - . . /
\d log^./ a l

ou simplement rfo =ÂH^),i
,î /

^log^.

H étant une constante et s une quantité qui s'annule avec ^.
Plus généralement, il peut arriver que le développement de Z com-

m

menée au terme contenant ^ a . Alors
m m •4" 1

Z == Mw,^ •4- Um+{ [1 % •+-...

et
/ r/U \ 2 z F ^ • '̂̂  1(^^——) ^ ̂  ^mUmFJ.n•-+- [m+ i}um+\^ a -+-..J
\d}ogp.] a 1 - k v / 1

ou
/n m-

(4.5) . 1 ' a^=p?a(tl^e).v ' / d iog^- • . . . . .

25. Remarque. —• Si l'on place dans un système de coordonnées l'axe
des Ci sur une droite du contour, l'axe des Ça d'un second système sur la
droite suivante, etc., sur la première droite log^, sur la seconde log/j^
seront imaginaires en général, car logp.==y +-ix9, il en résulte que les
quantités i — et z-j—-"2— seront réelles, puisque ^log^i==îW^o y ^
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étant invariable, et, par conséquent, on a

' ' • • ' • - ^ „„ ̂ i
diogp^ """" dx.i '

Or, si Fon fait un changement de coordonnées, on a vu que l'expres-
sion ^'jj—— est invariable : donc elle restera réelle; mais la différen-
tielle dV,

dU = i/; _^L_ rfloga^ i/^i idx,,v rfiog^i br y dx^ •'
pourra être réelle ou imaginaire sur les droites du contour; quant au
carré de dU, il est réeJ sur tout le contour.

26. Une surface minima est déterminée quand on a exprimé U en
fonction de p., car alors on aura X, Y, Z par des quadratures, et X',
T, Z /s 'en déduisent immédia tement ,en changeant i en —i. Riemann
emploie, pour trouver U en fonction de ̂  une nouvelle variable indé-
pendante t , de sorte que l'on puisse poser U==/(^), et, ensuite, il
cherche à exprimer p. en fonction de t. La variable t est'assujettie à la
condition que son argument reste compris entre o et TT.

Nous supposons que le contour donné se compose de lignes droites;
ces droites sont représentées sur la sphère par des arcs de grand
cercle; on admet en outre qu'on passe d'un arc à un autre directement,
c'est-à-dire par un de leurs points d^intersection; alors on a en général
un polygone sphérique fermé. On s'arrange de manière que t prenne
des valeurs réelles pour tous les points du contour donné, et, de plus,
que k soit infini en un point déterminé de ce contour, pour lequel U
a une valeur finie. On peut évidemment poser, à cet effet,

Pl ̂  -J— -\- f,c pour U == a.

On peut déterminer les constantes de manière que, pour les points du
contour, l 'argument de t soit o ou T Î , et que pour tous les points pris à
l'intérieur cet argument soit compris entre o et TT.

Quand un point se déplace sur le contour, t prend donc des valeurs
réelles, et, si ^ est une valeur de t correspondant à un sommet du poly-
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gone, on passe d'une droite du contour à une autre; si les deux côtés
du polygone qui se coupent au sommet considéré correspondent à
deux droites non situées dans un même plan» la valeur ^ correspondra
à un secteur infini de la surface minima.

27. Nous avons trouvé que, si la surface contient deux droites non
situées dans un même plan, en prenant pour axe des Ç la perpendicu-
laire commune à ces deux droites, on a

di] /~K
(T/lOgfJL V 2077^ pour ^==0.

Nous regardons maintenant U e t ^ comme des fonctions de la variable ^
qui reste réelle quand on se déplace sur le contour et qui prend la
valeur t==e quand on passe de l'une des droites à l'autre. La perpen-
diculaire commune aux deux droites perce la sphère en un point ̂ , et,
si l'on prend ce point pour pôle, on a une nouvelle variable ^ déter-
minée par la formule de transformation

^ JïlZliL.
i+^f/

Or» nous supposons que les deux droites soient des droites consécu-
tives du contour ; nous entendons par là que, quand t passe par la
valeur e, le point ^ passe de l'arc de grand cercle qui représente la
première droite à l'arc de grand cercle qui représente la seconde par
un de leurs points communs, celui qui correspond à ^o, de sorte que
p o L i r z = = e o n a i tp-==fio . Les droites faisant un angle an, on a

^ ^ ^ ^ ( ^ e ) ^ ( H + £ ) ,

puisque l 'argument de t varie de TT en passant par la valeur t = e.
Or, pour /JL,==O,

^^^./Al. 1 Bl •rfiog^i V ^^r5

mais
c/logf^^ û ? l o g ( ^ — Uo) — r f l o g ( i 4 " u ^ o ) ?
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puis
^?(^^^, pour^
d [ o g [ t — e ) 1

rf îog( i + ̂ .o) = Y^—^ rf^

Lorsque fJ-= [^,
^0 ^0

— • ' — — - ' ^—7- 5
i -4- p.p.Q î •+• ^o^o

le dénoiïlinateur i+^^ est positif; ensuite

^ ==^f^-^^^(N+e ' ) (^^) -r f l o g ( ^ — 6 ) dt

donc, pour ^^ <?, d\o\Jlog(i-4-^/0) ^^
cilûg{t—e

d\Q^^^
et par suite

a pour ^ == (g;
rf l0g(^-~6'

donc enfin on a, à cause de l'identité,

dv — -̂ JL— _^°Â£'J_.
^log(^ — <?) " dïog[j.\ d ï o g [ t — e ) 5

,,.. rfU /~T" , /Aa46 —,—-,——— == ce \/ —— == i/ — pour t == e. .^ / ^ 1 0 g ( / — t ô ) V 2^7T V ^TT . t

28. Considérons maintenant un point par lequel passent deux droites
faisant un angle égal à arr. En raisonnant comme plustiaut, on a, en
prenant pour pôle de la variable p^ le point de la sphère situé sur le
rayon parallèle à la normale au sommet de l'angle considérée

r/n J^.
—l'i-^/^^^^
fl \r\rf i i L 1 \ 1
—— ——, ,̂  , j,̂  —,— ç,, ,. .

diog^, M v /

Or, quand / passe par la valeur l^c, on a, puisque l 'argument de
y. varie de an:,

^~^o==(^-6 i ) a (K+^) î
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par conséquent, on a encore, comme plus haut,

u\og^-=^d\og{£— c).

Mais
^^(^-^^(H'd-e^^i^-c^tK^^);

par suite,
^^^^({^^^(t-c^tî^e^; .
dïog^ ^^[ ' [ ' '

donc enfin

<^\ log^ = = ( m • , - I ) I o g ( ^ - c < ) + f o n c t . c o n L (pour t=c).
ut \ 2 / '

29. Considérons maintenant un point de la surface par lequel né
passe aucune droite, ou tout au plus une seule droite; nous avons
trouvé que, si les axes sont convenablement choisis, on a

log (w ̂ (n - î\ logX 4-fond. cent. (X:"- : o),
aX \ 2, /

Or, d'après ce que Von a vu plus haut, si au point considéré ^.==^o»
comme ce point correspond à un point multiple d'ordre n—i sur le
plan desu , , puisque1 i • > l ^ ^^X^(H+Ê) ,

on aura, en reprenant les raisonnements du paragraphe précédent,

^—^^^(H^e^ i ' ' •a [ o g ^ , l { { }

et • 1 . .
• ^ -^o==(^-«) / ^ l (K+^) ;

donc
^^(^-<.^1(I^+6 /),

et,, par suite,

(48) log—' := ( n — i) log^ — a) 4- fonct. conl.
Ut \'2 /
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Cette formule rapplique aussi bien au cas ou le point correspondant
à t •= a est sur une droite contenue tout entière dans la surface.

30. Cela posé, désignons par a^ a^ ... les valeurs de t qui corres-
pondent aux points multiples relatifs à la variable p. situés a l'intérieur
du contour, par b^ &a, ... celles qui correspondent aux points mul-
tiples non anguleux du contour, par c^ c^y ... celles qui sont rela-
tives aux points anguleux du contour, et enfin par e,^ e^, ... les
valeurs de t qui correspondent aux secteurs infinis. D'après ce qui
précède, pour les points multiples, on suppose nï3; nous prendrons
7z=3. Pour les points anguleux, le cas le plus simple est celui de
/ n = = r . T o u t le long du contour, ( — ) sera réelle en même temps que t.
Nous introduirons en même temps que les constantes a,, a^, ... leurs
conjuguées a^, a^, . . . , de sorte que, pour des valeurs imaginaires
conjuguées de t, —. prendra des valeurs conjuguées. II résulte de là
que le changement de variable peut être représenté par l 'équat ion

, du /îîTT^^uff a' ) n(7"="TT ïï
(49) -^=y - ^—^————iT(7^"iy ' " '

le signe II indiquant un produit . Les constantes a, a\ b, c, ... sont
en outre assujetties à des équations de condition exprimant que, pour
t=e, on a

U := & / ^ l o g ( / ~ ~ ^)-+-foncl. coru.
V 2 TT "

Remarquons maintenant que, si pour t==.a, par exemple, on a /î^>3y
± 1 •• - • • . :

par exemple n = = 4 ? ^u li<3u du facteur [t ~ a^ on devrait avoir
A-.-I

[t — a\Y = t—a^ il suffît pour cela de supposer a^a^. Si /i==;5,
, ji ' ' ' ' „ „

l 'hypothèse a^a^a^ donnerait le facteur [t—^i)2? etc. Si m^>i,
p o u r m = = î 2 par exemple, -„ doit se réduire à un.e constante pour
l==c^ II suffit de supposer que c, devienne égal à &r Si m =3, on
doit avoir .

. rfU ' i,- / ^ « ,' • ' l og , - . -= : - l og ( /— c) + ronct.-cont. , , , ' „ ^ . ' , . , ;
Cl t ÎA
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On pourra supposer b\=b^'=.c^ == . . . . De cette façon, on ne diminue
pas la généralité en supposant 7î==3,772 == i .

31. Examinons ce que devient -j- pour t infini .

Posons pour cela t= -75

9 ( ^ ) = ^ ( / - - a ) ^ ^ — a / ) I Ï ^ — & ) ,

^(t)=:îl{t-c)ïl[t-e)^ • .

Si p. et v sont les degrés de ces deux polynômes, on a

( i\ ___ i + e f î\ _ T -4 -e^
^J~~T^7 xi^J—--^—

d'où
^=(^,^-p,

s, e,, ^ s 'annulant avec <t'. Il vient ainsi

cm = rf^ H ̂ T^n t^' ~2.

Si l'on veut que ^==0 soit un point ordinaire de la fonction U,
il faudra supposer ^ = ^ — 4 * Dans cette hypothèse, la fonction U
restera finie et continue en tous les points du plan des /, sauf aux
points a, a\ 6, c, e, . . . , qui seront ses seuls points de ramifica-
tion.

32. Détermination de p.. — II est en général tre^difficile d'obtenir
directement l'expression de ^ ea fonction de t. Riemann emploie l'arti-
fice suivant.

Dans les formules (35), (36), (37), y. entre directement et par l'ex-
pression j^—.11 suffit évidemment de trouver l'expression de ru

//n 'en fonction de t, puisque l'on connaît déjà -y- Pour cela, soit V une
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fonction indéterminée de t\ on a identiquement

dU dU dV JU , ,
V'-TT^TîTr^^^dlog^~~ dV^' dp. ~~ dV

en posant

Or, de la relation

on tire
<

et par suite

"-vî- '—v^-
k^-== p.ki

dkï _ dk^ . du. _7fo dk i i
W-^'r fy^ ' r fv"^ TTv"^9

, -, . , un 2 , f/,/i f
5o A-, -7- - /f2 -^ ==t.

^/r. <-//r,
~dV ~ /f2 "<^

En prenant de nouveau les dérivées par rapport à V, il vient

ou

, d2!^ . d^k,
/f1 rfW ~ /f2 -dW ̂  0

ï_ d^k, _^_^^
/f, "3V2^ •"" /r^ dV^ *

Désignons par /^ l 'une ou l'autre des quantités k^ /Ça; on a, d'une
manière générale,

. dk .dk_ / dk \
C'JL — (Jrl — (iN EL — !L ( AL \ r

dV^ ̂  '~d\T "~ ~~dr dV ^ d't [ ~dV j 7d\[\'
\dt / \ d t )

c'est-à-dire
^V d^k dk ^V

d^k dt dt1 '~~ d~ï di^
dV2~ fd^y

[~dï

î d2 kSupposons que l'on réussisse à calculer , j-^ en fonction de z ;
soit, par exemple,

T^M--
Ann. de l'Éc. Normale. ^ Série. Tonie IX.-—• AOUT 1880. 34
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on aura
,., . d^k cN dk J2V /dVy
^ WTt^Tt^^^^Tt)^^

On a ainsi obtenu une équation différentielle du second ordre dont ̂
et ^a sont des intégrales particulières liées entre elles par la relation

, dk^ , cî!{,\
^^-^^-i.

Si h^ et Âa sont deux intégrales particulières de l'équation précé-
dente (5i) , on aura

r r22/^ i d^îi^
h, ^V2 "̂  /i2 dT1

et par suite

On aura aussi

, U/12 , (^1 _ p
^^y-^^-t.

i d^i i ^2 / f^
^7 Zv^^A7,' "û?V2"

Supposons que l'on fasse une transformation de coordonnées en
posant u,== -^ft—A? on en tire1 i ^-^w-

4 /d!^ ̂  .__i±J/l'"̂ ^ .

V^ " ^r^ï^^^
y^-y-

par suite, en posant /^= i / — ? on a

A^</^___M==a/r^p^ 1
v ^- ^(i-h^/4)

a et ? étant des constantes. Donc k\ est une solution de l'équation (5 ï ) ,
et l'on a

1 ^-FM^_^t).

33. La formule
<r/Z^:—q-y,——) diogaV/io^^y bt
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peut être transformée an moyen des variables k^ k^ On a, en effet,

^.= ,^
n

7 , ,, , ,. y h\ dfi'-> — À'.> (T/À'I <'ZV<:nog^= rilog/r2— rflog/fi == ———,—,——— == —y-,
ni /fa /fi /fa

donc
/ du \ - , , ^/u\^,, .
(ïHo^) ^og^/rJr.^)rfV,

et par suite

(5^) dz^^ik^kJ^Ydv.
\u v /

On a ensuite
7Y I 7^ f ï\ I j r y l d — — k ^d A. == - dZ a — - =: - aZ ——-,—- ;

2 V ^./ 2 / f i / t2 ?

donc

(53) ^x^-^^-^)^)2^.

Enfin
. idY:=^dz(u.^ »1-^

2 \1 a / 7

donc

(S4j ^Y=: - ^ (Â i+^T) (^ U ^^V.2 \ a v /

On voit donc que l'on pourra calculer Ç, >?, Ç en fonction de t quand
on aura trouvé /^ et £3.

34. Choix de la fonction V. — On fera en sorte que les disconti-
nuités de F(^) ou ^ •-— se trouvent parmi les points a, b, c.

Posons
f^X — yj^^ _^.

Cherchons la valeur de ^ —^ dans le voisinage du point c.
dy i-.r est un inf iniment grand d'ordre -? puisque y^t) renferme t — c

en facteur . Ensui tCy si l'on développe ^suivant les puissances de t--c\
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on aura^ en nommant ̂  la valeur de ^ pour ^==c,
^_^,==(/- - - - -^(A-+-£),

s s 'annulant avec t-c.Or, quand ^ passe de la valeur c-h à ^+À,
rargument de ^-c varie de TT. Si 77: désigne Fangle des tangentes au
point anguleux t ^ c , l 'argument de ^ doit varier de yrr; donc X=7.
Comme on a par suite

^.-.^r-^A-hÊ),^ — ̂ ,
^ — c

on voit que ̂  est pour ^==c un infiniment grand dWre i - 7. Donc
et î .̂_,

^ est d'ordre 7- ̂  et par suite ̂ = ̂ /^ est d'ordre ^7- ^•

Knsuile
dk

dk dt
dV~ d\_

dt

est d'ordre ^ 7 + - / — ^ = ̂ 7 + 4 ' e t

d_ !d](\
fft/f __ d t [ d V j
rfV5 ~ -"rfv"""'

' d<
'î

d'ordre ^7+^+1-^= ^7-+-4-

Donc enfin ^ ̂  est d'ordre \ 7 ̂ -1 - (^7 - 4) ' c'est-à-dire i.

Ainsi, pourf^c, ̂  ̂  est infini du premier ordre.

Nous allons calculer le coefficient de j-z-a'
En ne conservant que la partie principale dans chaque expression,

quand i—c est infiniment petit, on a

//V _ j>(cj_' r
7ttr ~ vÇ(^J ^r::-<;

^=C(<-c.)ï-S
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d'où
//v i y
^=C(,-c).-'.

et, par suite,

donc

et, par conséquent,

/r=C(t c)"';

-(.-.)('-
dk C / i \ , ^—y-j- == -(- — y } ( t — c } !¥ i ,
dt 2 \ 2 ' / ' /

^^_,)(,_^-..^_1,
puis

/ ,dk \(d^\
^ _ \dt / _ Ç / r\ -i-î^'(c),
( /va— (d\_\ ' -4V 4^ ' (p(c)2

d t )

Donc enfin
i Q;3 /f — ^ /. •> _ i\ x'^') __*_
T( dv^ ~~ 4 V ~ 4y yfcy2' r^~c

Ainsi, le coefficient de _ est

^^xM.
4 V 4^9 (^2

9

Considérons maintenant un point t^ a ou t=b.
fow t=a, ^— est un infiniment petit du premier ordre; mais on a

[J. -- p.a = ( i -• ûî)2 ( A -t" £ ),'

donc ̂  est aussi du premier ordre; par suite» ̂ - est fini, etFon en dé-

du i tque ,pour^=a , 1- ——est fini. Il en est encore de même pour un
point pour lequel t est fini et différent de a, b ou e.
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Cherchons maintenant ce que devient la fonction ï. ,— quand <ç=oo .
On a d'abord

du __ /̂ î ET'"" — î'~^5:'
~dî ~~ V ~^~,^~~ — i-i <

II faut se rappeler que t devient infini pour une valeur finie de U,
U==|3. Or, le point correspondant à U = = p est un point ordinaire; par
conséquent on a, dans ce cas (§ 19 et § 20),

^X „ dU ,
— •== H -4- £, — - • = = A 4- a ;
dp. dX.

donc—est une constante finie et différente de zéro. Un changement

de variables n'altère pas ce résultat. On voit donc que —r' est aussi un
infiniment petit du second ordre. En ne prenant que les termes princi-
paux, quand t devient infini, on a

t=c^, ^^J-4.- .;dt f (U
donc

7 /dV . —i^v^^ • '
On voit que, si v==4»^ i e t— —— sont des constantes finies pour <==o3 .
Supposons v>4- O11 a alors

d l ^ _ ç ! v .V-2.-^ r/^ .V-^2

dV-0^-1)1 t -(-^-l]t •' .

de mêrne
<-PJ{, /V \ 1 V \ -^--t-5

~^^~"}{~-^V •> '
d'où

1 (•/:i/f /V \ l V \

^^-(r-'A-^T^
. Il résulte de ces calculs que - ,— est une fonction méromorphe sur
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toute la sphère; c'est donc une fraction rationnelle, et elle a la forme
suivante :

• ̂  ^vlî^ih^/
Pour.=4. . . . ^gvi-^ [t-c).(c^ +/tf

.^^V^-J)^ , 3 ̂ ,
v — . ) . . . . ^ a fV2 — 4ZJ ( f — c ) ? ( c ) 2 16 '.

.--6 ^-'V^)^-^,' • • 7f ( /V2—4^ ( ^ — c ) - © ( c ) 2 ' ' '4'

L^-'V^lil^ J-1
^ — ^ . . . • / ^ /V2 — 4 .2J (< -c )? l c )2 -1- 16 f + '

h étant une constante.
Si v est plus grand que 6, on aura en dénominateur ^-(1 et il faudra

que t == o soit racine d'ordre v — 6 de /(ï) •= o si l'on veut que t = o
ne soit pas une nouvelle discontinuité,ce qui introduit v — 6 équations
de condition.

35. Autre détermination de la fonction V. — Posons

d\_ ___ i _ _ i_
dt ~^^t)W)~W'

Calculons - — pour des valeurs infiniment petites de i — c ; pour
cela, nous procéderons comme dans le cas précédent.

Si l'on prend la partie principale de -——; on a1 l t i ^

dV _ ___i____
. ~dt'^ ^t-c)f'[a) .

D'ailleurs on a, comme plus haut,

ï-^'-'r-'
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donc

^('-«•'s'
et

Ensuite,
h ^ C ^ - c Y " ^ .

y , / • \ ——— ;î ——— 1 1 ____________a/fi p i / ï \ / N z i"^. r ^ J f ' i r }
' d V ^ ^ ^ ^ 7 ] ' ' ^ — c ) V./ Ie)

ou
^, /, ï / r .\ / , .r^---^^-^(s-^l '-»' ' -»'/'(»'•

puis

ou

et enfin

^=cî(r'-î)('-';^;~"-'('-c)''/'('"
^=C^..-^(,-c)^-/'(.),

T;^^-?)"-"-^'-
1 ^/fTelle est la partie principale clé la fonction ^ -^ quand ^ — c est

un infiniment petit.
On aura la même expression pour un point t = a, a', h, ...; seule-

ment l'angle 771 doit être remplace par 271, c'est-à-dire 7 par 2. Pour
les autres valeurs finies de t, ^ ^yl ̂  ̂ e-

Cherchons maintenant ce que devient cette fonction quand t devient
infini.

On a, pour t infini,
dp, _H d\ __ ï ____^___^
^î ~~ 7^ dt "" . / ^v -Y^ . ' " /""""^v-''-+-... . / . A

^V 1

c'est-à-dire, en ne prenant toujours que les termes principaux,
r/V _
'Jt " ^ vt
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On a ensuite

<•=v/^=^-i•
^=c(.-^,-i,.-^c(.-ï).-,

puis

^(-^-O——^-^ -)''-•
d'où

1 ^/f / K \ /^ \

/7^^- -i^2 ,-1 ^-c-

Donc la fonction ^ ̂  est encore une fonction rationnelle, et elle a
la forme

,^_,S^-i)^),p,.
A-^-4——T^ 'g——••+P(^> . . .

le signe 2 s'étendant à tous les points a, a7, ..., 6, ..., c. Seulement,
pour chaque point différant d'un point c, on a 7 = 2. P(<) est un poly-
nôme entier en f, du degré a v — 6 .

36. Calcul des deux premiers coefficients de P(<). — Posons
/—^-t~/n . . - , . . . .

rfv=--^_—^^^"(^-av-f-^
OU

^^i-^n et ^^—-—-__.
^ \Jf[t}t-^^

On a identiquement

^ là^^ d [ / d p . \ ~ 2 ^ ] d / ^ \ ~ " ^ - j " /dp.\^dàdv[dv) -^L\^ ^J^^v^i B a - ̂ ^ .w
et, en différentitint une seconde fois,

_l ' ' _,1 - _ » i
rf2, /d^\ ^ .-| ̂  / rf^ \ 2 / d^ \ . ̂ ^2
d \ ^ [d \ ) '—^ dVï[d\J ^\dVl) . Zv^5

^^/î. ^c /^c. Normale. 2*' Série. Tome IX. — AOUT 1880. 35
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car les deux termes
_i _ i _ i i

d (dy.\ a^ '• _d_ (dy_\ ; d^
d\~;\,dV~J dV riV,'V/vJ û?V

se détruisent, puisque
d^ da~*

a~'^f+~dV=o•

En inultipliant les deux membres de l'identité précédente par

(dy_Y-_/dp_
\dv) ~ \dV^ \\-

on obtient

/^.y ^ /^^^^-jj^y^i.f^^+^-i^,
\d^) dV?\-5V; -û' ^ v J ( / V ï V < / v J l a ( /V^ '

d'où
1

3 -In 7>

'^^(^ î

-.^
l

.
d

^-^
d

l^

,dV,) d\i \û!Vj ~ A- û^ ' riV-'

Or le premier membre est une fonction analogue à , ,—i mais rela-
tive à la fonction Y) ; cherchons sa valeur pour t == oo . On a

(^1 — il-w-rn — fl-ni ~V- — A t-î
dt ' dt~^ '

d'où
^1=40-
dp.

En prenant m = 4 > on aura une constante, et, par suite, le premier
membre de l'égalité écrite plus haut sera constant pour ;==<». Le
second membre peut s'écrire

X ^ T (^--^f^ Î,/.J

^Si ^-g: -^—8^)-^
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Or, pour ^ = 0 0 , les termes compris sous le signe 2 sont finis;
r'^'^F^) contient deux termes à exposants entiers par rapport à t,
puisque

P ( ^ ) == A^-e+B^^+C^^^-D^-9-^-.. .,

ce qui donne
^-2Wi F^) ^A^4- B/ 4- C+ D -+--..

On a ensuite
H 3 1 ^ _ v

cê=t 2V, ^^f^

^^-^^i^^-^-5^),
•^-(-i)^'"^^

-('-^"'^-(-^W)]
et enfin

^=(.-^)[^-V'(.)+^.-v)^/(<)],

ce que l'on peut écrire ainsi :

• 4'^=ï(—)'•'^['•-'/(')]•
Or f{t] est de degré ^v — 4; posons

/( t) = ̂ v"-/( 4- o^2^ -{- P^^-6 -+- , . . ;

on aura

f-W d [ t^ ( ̂ V-4 ̂  ̂  ̂ V-iî + ? ̂ 2V-G + _ . )] =: j?-V+S . ( ̂ -2 -+- ^ ̂ -3 4. . . )

^ (y_ 2)^2-1- [ v — 3 ) o c t ^ . ..,/
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de sorte que

A=,, -^ (,-,), B=, (.-', (,-3).,

OU
: 2 ( a 4- a' ) -i- 2 6 + 2 c ~t- 22<? ;

on voit que les coefficients A et B sont réels. En s 'appuyant sur ce qui
a été dit à la fin du § 32, on vérifie que tous les coefficients de P(<ç)
doivent être réels. .

37. Modification à apporter dans le cas où quelque constante a, a ' ,
b, ... est infinie. — Supposons par exemple qu 'une des quantités e
soit infinie, et soit

, <W^{^). •
dt - ̂  !

on veut exprimer, par exemple, qae, pour ^=co ,

dU /"A"^ ^./-A l".
dïogt y 2^'n:

On posera t==. -,, on transformera ainsi le second membre, qui de-
viendra, en observant que / (^) est du degré v, (p du degré v — 4»

T
7/?

^^ ̂ ^ ̂ Ï̂ED --. • „, ^2 rfu :^^ ̂ = .̂ - ~ -^~-
Ensuite

dU ^ rfU
rflog^ df

donc
t'^^^^M^

dtf ^^

et l'on fera ^== o. Pour que le second membre puisse être f ini , il sera
nécessaire, dans ce cas, que \//<(^J contienne Ï en facteur,

On opérerait d'une manière analogue si quelque autre constante
était infinie.
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APPLICATIONS.

I. — Surface minima contenant deux droites non situées
dans le même plan.

38. On sait depuis longtemps que Fhéliçoïde gauche à plan directeur
remplit les conditions demandées* Riemann, dans son Mémoire,
indique cette seule solution. M. Serret a prouvé qu'on pouvait trouver
d'autres solutions de la question. Nous avons trouvé plus haut que, si
l'on choisit convenablement les axes, on a

Z=:^^log^4.-^^^,

7^ ^io^-i^^.

On a d'ailleurs
c7= r^rfz-- ç-^d?/

et l'équation conjuguée.
Remplaçant o?Z et dï1 par leurs valeurs tirées des équations précé-

dentes, on obtient
A / .Y^ n " - ^ i A / r .V n ^-io- ==: Ç -1- 7î l = •"- -—— p, •4" l y Un ———— u.'- ^ -.1- ——— •— + i \ Un ——— u^ ,

3-^1 L^ ^-t-a1 ,2a7r [ j J Z»à n — <x l ! '

et par suite
^ . K.i , .V n --+-! A ? i .Y ' n -'-iç --. ̂ i ̂  —— pf -— i y un —— uj^ — — -- — i y u^ —— a" • .2 a^ L»À ri-\- c e ' 9. ar: [J. ^ n — exr

Donc
. M ( i\ Ai 1 , ï\ /y n ( ^-,-1 "4-i\Ç=:— — ^+ ^ + —— ^/4_ \ + ̂  Y ^ ——— \^ „«/a ^

4a7T y p./ 4^r \ ^ / ^^ / z - h a ' 1 l /

^^ ^ / n , -.A

^.Z^.^1" -^ / î

A / . i\ A / , i \ i y n ( -̂K ,"-^VA / . ï \ A / , i \ i y /z f -+-1 ~-n^
.̂  ̂  _ y—— ^ __ _ _ ——— ^/ __ ^ _ ^ ^ ——,„•—— \.^ • ̂  ,/a ^ ^-—— ^ --, ^ _ .̂ ——— ^/ __ p-j, _ ^ ^ ——„..-—— \n^ • ̂  ,//<x

aT; V ^/ 4.aTr \' ^7 2^ n- t -a ' 1 . l

1 ̂  ^ / îi-i ^^.^
4 - -> z^———(^ +/^

2 ̂  ^ —— GC '

4a7ï-V ^/ 4^ \' ^7 2^ n- t -a ' 1 . l /

I ̂  ^ / îi-i ^^.A
4..^\ ^——— [^ +^ ;

2^ ït — a •
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avec ç^-ALiog^^'y^^-/-).
'2 ocre ^ Zj

Telle est la solution la plus générale.
Si Fon suppose Un= o quelle que soit la valeur de n, on a

. A ï , ^/ A.z-
Ç = - — — — — l O g 1 - == ————9

2a7T ^ 30:7;

A? / n/ I \^-w^^\^wr
^-^(^+^)(x~^).

d'où

et par suite

^ == tang^

TÎ ' 2a7r.,
^tang-^^

équation de Fhéliçoïde gauche à plan directeur.

II. — Surface minima contenant trois droites non parallèles.

39. Soient A, B, C les plus courtes distances respectives de ces
droites, et an, (STT, 777 les angles'qu'elles font entre elles deux à deux.

Nous choisirons pour les valeurs de t correspondant aux secteurs
infinis o, oo y i, et nous poserons

^ ̂  vTO .
di ï[t.—ïY

Le polynôme t{t — i) sera regardé comme un polynôme du troisième
degré ayant une racine infinie; on a donc v == 6, ety par suite, <p(^ ) doit
être du degré v — 4 == ^*
deg
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Les coefïlcients de co[t} doivent être déterminés de telle sorte que :

., dU /AaPour t== o. . . . —/ A a^ -v^dïOgt V 27T

dU , /Bp
)) ^ == CO . . . . -j-———- == i/ —— ?

dïOgt Y 27T

———Ï———^t/^.
^10g(^-~ l) y 2'ÎT

Posons
9 ( / ) = = L ^ - + " M ^ -t-N;

on aura
^u ^- ^L^-+-Mî+N

. .- '. . . -. • ^ - û ( log^ " ; t ( t — i ) • , • '• •

Pour / === o, cette expression se réduit à \/N. Donc on doit avoir

- ! - . • • , ' - '• • • N^^. • • • • • • • : i i "27r
Pour ^ = = i ,

on posera

dU ~ == i/'L -+- M -4- N ;< ^ A o g ( ^ — ï ) v

.CyY/L+M+IN^—'-
v 1 27;

Enfin» p o u r / = = oo,

donc

JU ^\/L;r/log/

L^^,
27Î

de sorte que

(55) . " . - . ^=^^^.t}^t[t^.}+^t. " • ' " .. 1 1 : .
v ' / T N / ^ÎT ' ' ÂTT ' ^TT

d^îfII s'agit maintenant de trouver une fonction V telle que j- -—^
n'admette pas de discontinuité autrement que pour ^"==o,-.,co.,,. r . On
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peut prendre la fonction Y déterminée par l'équation

dV' „
• - ^==^^)• .

Calculons les valeurs de /^ pour t= o, ce , i.
On a __ _ _

_ / d y _ /d^ / d t .f t ~v^~v^v^ '
/dVPour ^ = = = 0 et t= i, la quantité t/-77 est finie et différente de o; il n'y

a à considérer que 1 / 7 — Or le point t=o est un point anguleux du
contour; les tangentes y font un angle égal à a7r; donc, dans le voisi-
nage de ce point, on a

• • • ^ '—Uo==^(A-4-£) ,

£ s'annulant avec t. La dérivée — contient i^"1 en facteur, et, par suite,
/""/— a 1

\1— t 2+â est fini pour t= o, ce qui revient u dire que le produit ;

/j7 ^_l
i / — t^ 2 est fini et différent de zéro pour t = o ;V dp,

donc
l a

<? â '^fi est fini et différent de zéro pour l •==. o;
de même,

^l+ï.
( i — / ) ii ^fi est fini et différent de zéro pour <=== i.

Considérons maintenant le point t= oo . Il f au t remarquer que,

pour t= ce , t / " / , est infini d'ordre î" Le raisonnement est le même

que le précédent, et, en tenant compte du facteur t /—? on voit que

-J-!.
t a ^/fi .est fini et différent de zéro pour l =• co »

On voit en outre que/c^ étant égal à ^7c^ comme y. est un infiniment
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petit d'ordre a pour t=o,'

1 a

t a 2 /^ -est f ini et différent de zéro pour t-=- o,

•et, de même,

_^__^
( i — ^ 2 a/^ çg^ f^ ̂  différent de zéro pour t•=-= i ,

_8_J

^ 2 s A"2 » » )) t == CO .

Cela posé, À^ et /^ sont deux intégrales particulières de l 'équation dif-
férentielle linéaire du second ordre (5 i )que nous savons former. L'inté-
grale générale est de la forme ̂  k^ -|-- cJ^\ mais k^ et/^ ont trois points
singuliers ^==0 , co , i; il en est de même de l 'intégrale générale, et,
d'après ce qui précède, en se confon'nant aux notations employées
dans le Mémoire de Riemann sur les fonctions P ( 1 ) ^ on voit que l'inté-
grale générale k de l 'équation du second ordre peu t être représentée
par la formule

/i-^ -^-A ^z
(56) À--0 | 2 '' ^ 2; ^ 91

\^^ ^'U^L^l
\2 a .2 a ^ 2

La somme

/ t ^\ , / l , ^\ / 3 (3\ / 3 p\ /i, y \ / i y \-. ̂  ^ ^.^ _ 4, _ \ _ ^ — _ — L ^- — .̂ .+. L „}„ - — ,L 1 -L- -„ ..̂  / ) rrr: — r ,
V^' 2/ \2 a/ \, 2 2/ \ a ' 2/ ' \ 2 2; V2 -2/ ^ '

tandis que, dans une fonction P, cette somme d'exposants est égale
à 4-ï. En outre, les différences oc, |3, y sont toutes inférieures à i et,
par suite, ne peuvent être des nombres entiers; il en est de même pour
les fonctions P.

k^ correspond, aux exposants de la ligne supérieure, /^ à ceux de
l'autre ligne.

( 1 ) JÏcitrâgc zur Théorie dcr durch die Gauss1 chc Rc'ihe F (a,?, 7 ,^ ) dcirstellbaren
Fn.nctioncn.

Ann. de l'Éc. Normale. 2° Série. Tome IX* — AOUT 1880. 36
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On peut mettre le sous la forme suivante :

( a - P — y — i
1 _ « 1 _ Y 0, —— ————r———'————? 0

(57) /^^(i-^F-Q ,.^y_, ^
,,_————P^J____, y

Considérons la fonction P correspondante, savoir

( OL— (3— y 4- io, ^———^——, o

^-P a ^ ^ y ^ z ^^—4-—5 y
On peut exprimer Q en fonction de a et de —"• Pour cela, on pose

l__a ^^r- ^/rr"!
(58) / f=^ ^î-tf i^a^bt)ff+ct(î^£)^^

a, b, c étant des coefficients indéterminés.
On sait que

/ ^a / J^Ti _"^w^ 'w"'1 '
c'est-à-dire

, rf/r, , J/r, jv
^^r-^-rfT-TE"^^-

Pour abréger récriture, nous poserons

dv du , .
^-^=(^),

de sorte que
( A - i , / f 2 ) = = 9 ( ^ ) .

Nous désignerons encore par o'i et c'a les valeurs de <7 qui corres-
pondent aux valeurs particulières /^, /^ de l'intégrale générale.

Cela posé, la fonction
„ ^ p (^ ^ ° ^^ 'w,^/^
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satisfait à Féquation

^-t)^^-^+^+t(^^T^Î+^'-^'t}z=o•

Or,
dz _ dz d^z _ „ dsz dz

ÏHog7 i^' (dÏogtV~ (^~ l"frfP

en substituant dans l'équation précédente, elle devient

^(i-^-^+a'-i+f((3+p'+i)]^+(^'-(3(3'^=o.

Pour appliquer ce résultat à la fonction

/o, -"-^-y-^o'N
———P .-^ly-^, <• v'-——'^

il sufBt de remplacer a 4 a' par a, aa' par o, (S + ?' par i — a — 7 et
j3p' par L1-^ a ̂ 312111̂  alors t est en facteur, et, après l'avoir sup-
primé, on trouve

'(•-'^-^'(•-"-^'-'•-^^-'^T'^"0-
/O

On voit ainsi que t{i —t) — s'exprime linéairement en fonction de
do- , i^ e t d e o " .

Pour simplifier les calculs, faisons
1 a 1 y

U^:t~^[l—î]^\

de sorte que
/r^ = u[a -}- h £ ] a ' i -î- u.ct[î — ^) -y-1-*

En prenant la dérivée par rapport à t, en ayant soin de remplacer
/ ( i « ̂ ^f par son expression en a et -^5 et en faisant le même cal-
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cul pour /fa, on pourra former (Z-.,, ^>)== 9 ( ^ ) 5 on trouve ainsi
0 ^ ) = = ^ ( ( 7 | , G - 2 ) F ( ^ ) ,

ou
F(^^_^) - ^ + ^ [ p 2 ^ ( ^ ^ ^ y ) 2 ]

-+• (û4- ^^-l-- (a 4- ^) c[a(î -- t ) — y^],

ou bien, par une transformation facile,

F ( ^ ) = a(<a-+ <?a) (i — t) -h (<:<-4- 6) (a-h 6 — ^ y ) ^

-..(.-^i-'-'-^^-.Vi-'-^7-^a •
a / V '"" 2

Or on sait (voir\Q Mémoire sur les fonctions P) que l'expression
, / r/(7'> da'\\

^-^^-dT-^-St)

est une constante différente de zéro; on peut évidemment s'arranger de
manière qu'elle soit égale à i; alors on aura

^)=F(^). .

En identifiant ( p [ t ) et F(^) , on a, pour déterminer a, b, c, les condi-
tions suivantes :

/ , A a
a (a -{- c'a == —5

• ' %7T

Cy
( a 4- h)[a -^ b — cy ) == •--'-9

f, ̂  -±.̂ 2-̂  ,\ f, .̂ .̂ ±1^ ̂  ̂ .
\ 2 / \ 2 / 27;

Le premier membre de chacune de ces équations est un produit de
deux facteurs, les différences de ces facteurs étant respectivement ça,
07, cp ; prenons leurs demi-sommes pour inconnues auxiliaires et posons

(î
a -+- — a •== py9. '

^-^-^-y----1)^^
, ca -4- b — y - :=; — r,

'3l
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d'où

p + q -r r :

Les équations de condition précédentes prennent alors une forme très
symétrique:

(59)

^-^{p+q+rY-=^

^-(3^+<?+^=A

'——Y^p+q+r)^^.

Si l'on prend - pour inconnue aoxiliaire s, on peut écrire

^-A a a-'-^ ^-CY

9'7T _ '3'7r „ _____ 9'T^ __ <î^ : , _ , . , . . ___^^^ ^ _ _ 5-,

d'où

-^1'~-V^+ ''''• t -v^^'"- -v^^
et s satisfait à l'équation

/ ~ k a ~ / s ' p r 7 7 /(T^I+y2.^,.
an: '\/ — + a2 s2 -l1- i/--1" + p2^2 4" V -y 27r y a7T l y ^

40. On peut exprimer plus simplement l'intégrale générale k à
'aide de la fonction

À = P
P, '_
a 2 2

7 \

P,I+Z y
2 2 2 /

La formule

^f i -^pf^ p; ^ A ^ p^ ^, /
^ 4- r3, (3 — rî"- £, y •4- £ A
^a'+â, (S^ r î — e , y^r-6 ^
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donne, en supposant les constantes convenablement choisies,

^}J(l-^i-i,

^=f/-[^tr^7.[^^\.-tf^
on en tire

z-.^À[^&^-^(i-/)-l(y"-i)^+^^-^^

Le coefficient de X peut se mettre sous la forme

c oc f". c ( ( x • J ^ ya -4- — + & —. ————'.[,_î!̂ -̂ ],.̂ ,,,
2 | 2

de sorte que l'on a

(60) k^t^p+qt^-^ct^-t)^}'

Les valeurs des constantes qui entrent dans l'expression de \ doivent
être choisies de telle sorte que l'on ait

t^^(î— ^-^(o-i,^) ̂ l.

Or,
(^^^^(l—iOï--1^,^);

par suite, on doit avoir
/ (? i i , À a ) == ï >

c'est-à-dire
S C - \ 1 dÀ2 ^ €)^ — — — T01 A.i -7-,——— — Â2 -7-i——; — 1 •v / d\o^t d\Q^t

41. Application. — Supposons les droites données parallèles aux
axes de coordonnées; elles font alors entre elles des angles égaux à
90°, et, par suite, a ===?== 7 == 7 -

Cherchons, dans cette hypothèse, la valeur de Xi .
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On a, dans ce cas,

• ^p^-r-î-|,\(-y,/°'-r0,'
i i 3 ; \ t \ î i i
_5 ^.5 _ î , .̂  5 _4 4 4 / \2 4 a

c'est-à-dire

^-•y.
La fonction

, 0 , —— -T, 0

a = P / 4 f
I I I
— ? — 5 —^ 4 a

satisfait à Inéquation différentielle suivante :

/ , (t2 a û t — ï rfcr (7 _
^i - i ) -^T - —^1— -^ + 7g - °-

Cherchons une solution particulière qui, pour t=co, soit infinie
d'ordre ^ et reste finie pour t= o, ^==1, qui sont des points de rami-
fication. La fonction

cr,-^-Ïl\/t^

où H est une constante, satisfait à ces conditionsy car on a

da\ or\ (^-^r2^'-dT- j^^
ûf20•^ , cr< f.^ .V-IT.T , (7

-(^-^) 2 H + - ( ^ ~ . ^ ^ H ,c/r^ ^ 8 ^ / 16

de sorte quelle vérifie l^quatioa différentielle.
On a donc

^--f^^yv^+^-^H^Hf^-1) <r,;f t , \ Ï / i l / / t \ Ï
L-l\ ^/^+(f_i)iH==H(1-^1) o,;
\ - / \ - /\ / y \ "

on en tire

rfÂ, n^"^40 '1/""^/ T r i i - n ^ ^ ^ " ^ '^-:=H^-^-^< ( < - i ) -t-H^^^-y-^.
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On voit ensuite que la fonction

_-.=\A5
<2- f f -

y ^ + ^ — i ) ?

satisfait aussi à l'équation différentielle en a; or, en posant

VJ-^i^K^,p.==K\ f-

on peut déterminer K et H de manière à satisfaire à l'équation

/ dy. dIA
T'^ ^-dt)~-1-

En cffel, on trouve

^^K(^y—r^,dt \ t f 4cr,i { -ê^K.1 d ' t^ l Y± ^L (izlLY
a-i dt \ t /

Donc on a identiquement

t b ^ d^, \ HK.
2.d ï o ^ t ' ' [J' d\Q^t)

Si donc on fait — -— •=== i ou H == \/2, K = — \^ on peut poserHK
2

r^-~^\jt^{t-^,\/3.\-
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Cela fait, on a trouvé (33)

rfZ^r-^Jfaf^VrfV.
v Cl V /

Or ^-A s=.«).dt ~ t(t—iY dt
donc

289

et ensuite

dt
dZ^— ihJi:1/ ia^-^-

rfX=-^j-/rî)^-^,

^Y=-^^)^^

Calcul de Z. — On a

^-^[(p^-^-^^-r)],./ri /ra = — %^ ( ^ — i)2 [p +qt— -

par suite
. ,_ 9.^t r { c \ 2 ^2 , n^^-r—iL^-r-^) -TG^'-1^^( / — i

On trouve sans difficulté

.z=[4(p-l)2^-^) ̂ ]^^

/ fi\ 2 /r^"7 /c2 A , v^ "+- v/^—I
-1-4(/ )-4) \/-T-+(B--2^) log^-^-ï•

<?Mais, à cause de la relation -==;?+ y 4-r, on peut mettre l'expression%
précédente sous la forme

iZ ̂  (p + q - r)^ \/^ 4" ̂ ""̂  + î + r)2 V^^v^'(63) ^7 + \lt — i
{ +,(/>+3<y+r)(^-ry4-r)log^_^-^

y-if/^. ^<» /'A'c. Normale. 2e Série, Tome IX. — SEPTEMBRE i88o< 37
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Calcul de X. - On trouve

^^^-4,(^i)^(p-^^)-4^^î)[(p-^^^^

et, en substituant dans l'expression de dX,

[ c\ dt , s \ l t d t
^x.-(,-^(c--4,)^y^+î(---/)ï:=T

/ C \ 2 (It C2 ^-^-^^-^.

Eu, intégrant, on obtient

(64)
^X == — [p — y ̂  r)2 \/^ — f -- p --(- Ç + /l)2 -,-

V t

ï ï / \ / -> \ i I + ̂-„ (p + ç ̂  ,-) (j, 4. ç -i. 3r) log ——^ -
! 3 1 —— y t

Calcul de Y. — On a

^ ̂  == ̂  (f - i ) /̂, -- ^ 4- <^ 2 -i-^ t- {t - zf

_ct[t-^-ct[t-^[i)-^-\-qtY

d'où, substituant et intégrant ,

| î-Y =-. (p - q -l- r)2 v/ï-^ - (/> -+- q - r)^ ——-
i v i — t

(65) • ' _

f + -^ (- /^ 4- ç + r} ( 3p -!- q -\- /•) log r+-——::- .
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III. — Surface minima passant par trois droites dont deux se coupent,
la troisième étant parallèle an plan des deux premières.

42. Prenons le plan des droites concourantes pour plan des ̂ , l'axe.
des Ce lan t dirigé suivant le rayon passant par le pointp.==co . Les trois
droites sont représentées par des arcs de grand cercle dont les plans se
coupent suivant l'axe des Ç. Désignons par w l 'angle des deux grands
cercles qui représentent les droites concourantes et par --^TT,' '/TT les
angles que fait le troisième avec les deux premiers, de telle sorte que
^ -4- 7 •==. a. 11 s'agit de choisir une variable indépendante t qui prenne
des valeurs réelles quand on se déplace sur le contour. Si l'on désigne
par b et c deux nombres réels, b étant par exemple plus peti t que c,
on peut s'arranger de manière qu'à toutes les valeurs réelles de t infé-
rieures à b correspondent des points de la première droite, que pour
t-^b on passe sur la troisième, c'est-à-dire celle qui est parallèle au
plan des deux autres, et que de l=b à t=.c on se déplace sur cette
droite, enfin que de st=r.c à ^==+°o on se trouve sur la. deuxième. Il
suffit de poser

^=^-^)P^-c)r;

[î sera infini pour t infini. Soient t — b -==-- pe^1, i — c=. p^e^1; on aura

^=.r ppp'ïe7"^

de sorte qu'à toutes les valeurs de t inférieures à b correspondent
des points p. situés sur la droite ' ^==Ç tangaîr. Soient ma in tenan t
t — b ^ p , t—c^ç/e^; on aura

^^rpPp'Yô^Y,

et le point ^décrira la droite ^^tangyrr; enfin, s ï l — b ^ p , i—c=^p\
le point p. décrira la droite ^ = = 0 ; il suffit donc d'ajoutCT aux condi-
tions précédemment imposées aux axes de coordonnées que l'axe des
ë, correspond à l'une des droites et que l'autre fait avec OÇ un angle
é'ml l\ r/rrégal à an.

On a ensui te

^ ;̂ [ p ( / - c} .,- y ( / -~ b \\[i^ b f- • ( / - c )ï••J• l• ^ ;
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on voit que -^- s'annule pour la valeur de t donnée par l'équation

t= P+y ==af

Or cette valeur de t est comprise entre b et c, et par conséquent cor-
respond à un point de la troisième droite. Le poinU==a est, pour la
variable ̂  un point de rebroussement. Il résulte de là (30) que

dU _ C\fT^~a
' T U " " [ t — ()) [ t — c } 9

Or. pour t = b et t := c, jj^^ et ̂ ^L,) doivent prendre res-
/ ^\ Q / A y

pectivement les valeurs t /——'-» V ^ étant la plus courte dis-
tance de la troisième droite à chacune des deux premières. Par suite,
on doit avoir

C\/b-~- a _ /"^Ap C \/c^~a __ /A^y
^ — ^ y 2'n: ? c — & y a T T 5

ce qui donne
c^^i/^I, c=4^ii/^i / 6 — a V ^ ./ç _^ y 2^^ — a v ^ ^/ç _:^ y 2^

, ( & - c ) p ( ^ - ^ î y6—<2=——— '—', c--a==:^—,——/^-,(3^y P+y 5

Or

donc ces deux équations s'accordent à donner

C_./^~^Mp-^y)
V 27r

y ST7'et, en prenant c — b = — ?
C==</pTy.

On a ainsi
dU _ ^—~ (^-^^
^ — V p + y ^ _ ^ ^ _ _ ^^

^lOg^ _ ( | 3 -+ -y ) ( / - ^ ^ )
dt ~ ( f - , ^ ) ( / — c ) î
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par suite
__rfU_ _ i
ri1og^ "~ ̂ ^^]]r^a]

et
./ rfU y ,, dt
[^ ^^-(T^^T-,)

Par conséquent, on trouve immédiatement

-_ • F di . r df
' ' J [ t - b ^ t - c } ^ 1 ] ( f - b ) ( t ' - c ] '

t ^(;_^(;-c)Y-(<-/,)-P((-c)-T i ç[l'-b^[f-c}l-[t'-b}-^[f-c}-'!
^-——^j———————(,_(,)^_,)———————<«+^J ————————(^)(<'-C)————————"''

, r [t - h^ [t - cY!+(t- h}-? (t -ff)-Y,, I f(^-^(/'-c)T+(f'-^(r-c)-T

^——ï j—————(<-^ ) ( f - ^———~ d ^J—————^'-^[f-c)—————dt-

IV. —• Surface minima passant par les quatre côtés
d'un quadrilatère gauche.

43. Le contour sphérique est un quadrilatère dont les angles sont
ajr, PTT, 777, ÎTT. En supposant que les sommets correspondent a u x
valeurs a, b, c, d de la variable t, on aura, d'après la théorie générale,

dV dt

OU

dt ^[t]

A(^=(^)(^6)(^c)(^).

Pour appliquer la méthode exposée au n° 34, il suffit de faire
ç ) ( ^ ) = = = i et % ( < î ) = A ( ^ ) ; on trouve alors que l'équation du second ordre
en /c est la suivante :

^(^-^(^"1k L dt1 2 ' ' dt J

-L._i^^+fo_^A^)-^^--l^Al£l4-^--^A^)-+/<-T 4;^-a+VJ 4J / -& + V 4^-c 'V 4y< -^

Considérons, avec Riemann, le cas particulier où les côtés du qua-
drilatère gauche sont quatre arêtes d'un tétraèdre régulier; le quadrila-
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tère sphérique correspondant est alors régulier et ses angles sont
égauxà-TT, de sorte qu'on doit faire a ==(3 ==7-—^== ï- Mais cette
hypothèse ne simplifie pas beaucoup l 'équation précédente;, et, dans
ce cas particulier, Riemann arrive a la solution par une autre voie.

Plaçons le pôle ^ ~= o au centre du quadrilatère sphérique et faisons
passer le méridien origine par le milieu de l'un des côtés; on peut
calculer la valeur de ^ en chacun des quatre sommets. D'abord les
arguments sont ± ^ et rt —? et les modules sont égaux; il suffit donc
de considérer un de ces sommets, par exemple celui dont l 'argument
est égal à ^' Mais l'arc qui va de l'origine au sommet est un côté d'un

triangle rectangle isoscèle dont les angles à la base sont égaux à ^
donc, en désignant parc la longueur de cet arc, on a

tang (- = i / lang ( B+L ~ 4.5° ) tang ( ̂ ^ ̂  4.5- '
" V \ ^ / \ 2 .

- v'̂ R) = \/^^^=^
Les valeurs de p. aux quatre sommets sont donc

c ±^ c ±=8^
îj. ̂ - tang - e ' et ^ =: lang - e " .

Les carrés de ces valeurs sont donnés par les formules

c ±^ c -[•^i

{j:2 --= lang2 ~ e \ ^ == tang2 - e " 2 ,
2 2

qui ne fournissent que deux valeurs distinctes :

^==- (s—v^ )^

^r==4- ('2 •— V^)?.

Si ron calcule les inverses de ces valeurs, on trouve

^T2^ (2+^3)^
^2.—.— (2 . 1 - . </3)/,
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de sorte que
^ Ï -+ -^7 2 —2^v / 3== o,

P-î "+- ̂ 2 -i- 2 z \/3 == o.

Remarquons maintenant que, quand on tourne autour du point a,,
'2.rargument de p-—^i éprouve une variation égale à^n"; il en est de

même de l'argument de ^ — ^ 2 quand on tourne autour de ^2. Pour
cette raison, Riemann pose

f^^L&Lir-^^Y^ f^rLîV
\ [j:14" ^-2 ~- 2 i /3 / V2 + i /

et il en résultera que pour ^==d,:^^ on aura ^r-^i , pour [J.=±IL^
on aura ^^--"-.r, de sorte que les valeurs ï , — i , i, —i de t corres-
pondent aux sommets.

Posons
^ — i ?

/7.2 -4- U~'2 ̂  2 À, ———— =---= G) Ct &)3 ==1 î î l ;
f 4-- I

on a
À — / \/3 _
r.7-'7V3 ~ ̂ ^

d'où
}, :—. i ^3 ( i -i.- 2m -)" û/n2 -h . , . } ,

et, par suite,
^1 ̂ .... ^-2 .-::. 2 ̂  ^/3 ( Ï 4- ^ /H 4" 2 W2 4"- . . ',.

Mais
^+ ^72 ^a/v^;

donc
^2 „. ̂ ^ + ̂ «2 „ ̂ 2 .„, ̂  ̂ 3 ( ̂  ̂  ̂ 2 +...),

Or le premier membre peut s'écrire

(^~ ^) ̂ - ^J^(^--^,)^^^ _+ e\,

s étant un inf in iment petit, de sorte que» dans le voisinage p-< on a
\j. — ^i =•"-: A ^2 (1 -i-- y?),
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A étant une constante eî Y] un infiniment petit. Supposons que t^i
corresponde à ̂ ; alors on peut écrire

à

p.-p.,=Ïi[f-îY[l^r^

et, par suite, l'argument d e t — i éprouve une variation égale à ±.n
si l'on tourne autour de ̂ .

On ferait un raisonnement analogue pour les autres sommets du qua-
drilatère. Pour les sommets correspondant à t^±i^ on posera

et l'on partira de

d'où

7. "h i </3 '———L-^ ̂  n
-h - ( ^3

ï, =•: — ;' ^/3 ——— == — i \/3 ( ï -l-- 2 TÎ •-{- '2 n1 -+-. . . ),
ï —— Iî

et, comme ^ ^ 4 - ^ 2 2 = = — 2 ^ v 3 , la conclusion sera encore la même,
II résulte de laque l'on aura, pour l'expression de -,- en fonction

de t,
dl] _ G
Jt """ ^ /^2_i )^2+ï )"

II suffit, pour s'en assurer, de se rappeler le raisonnement fait au
n°30.

On peut de là tirer l'expression de ( - 7 - , — — ) .1 A \d[Q^u.l
On a, en effet,

/ du Y^fduy / di' y'
[diogpj ^\dl) \d[osp.)

Mais
d\ ^———— ^ 2 i/^2 _ i.

f / l O g f X T

donc
/ rfu y ,,- , c__/rfn /rfwv
tjîo^J -^^^^(T^JT^TJ^) ^} •
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Or l'équation

^+1
donne

(^Y^ (^-j-i)4 ____i__^
\A.J '"" î6t2 ~' ( l — — c o 2 ) ( i _ _ ^ 2 ?

on à ensuite
a ^ /——:3

oj —— ————-—— i
^-W—3

d'où
2 / 2 \ 4

/ '^Y—— — — ^ 7 ^ 3 __ —— ^^[î—— ̂ )[c^) - ( r ï ~ 7 = i 7 - 1 6 ?

puis

3(1-4- W3) + (l — &)3} __ 4(l+ CO^ &J3) __ 4 ( X — G)2 ;
^ — J :

( l — — & ) 8 ) ( l——C«) 3 ) ( l — — ^ 3 )

2 \ 2 —— / 2 \ 2 —— / 2 ^ 3
3 ) , __ ,.,3 )

En substituant et réduisant, il vient

( dU V 3( 4 ^
-/-i—— ^ V-'3 — ^v -^/log^/ 2 ^

Or

P+3: -ï"(r-jy
de sorte que -i ^ c c

0) J— Cô3— ——————— — ——————
V^+S ^À2-^!^

Or, de p-2 "+- pi"2 === 2 X on tire

4 ̂ 2 + ï 2 == ̂  -i- /^-/' 4-14,
et, par suite,

/ dU V C\ j log^y "" ̂ -̂ -̂

formule donnée par Riemann.
Ann. de l'Éc. Normale^ 2e Série. Tome IX. — SEPTEMBKE î88o. 38
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On peut exprimer les coordonnées £, ^, Ç en fonction de la va-
riable ex); il suffit pour cela de chercher X, Y, Z.

Or on a
rfZ=-ïf--^Yjlog^\cl\ogp.J &l •

Mais
/ dU Y__ C
[diogpj """ ̂ "^3'

,. cÏ-k
dlogp.= ——,

2 V}i2 — 1

par suite,
^çf ^ ___.

J ^^+3)(À^i)

En prenant m pour variable indépendante, on trouve immédia tement

7-rf___-dm-——
J ^/m ( ï •+ m -h w2 )

ou, en désignant par a une des racines cubiques imaginaires de l 'unité,

Z^çÇ—————dm

J \Jm [ ï — a m ) ( ï — ce'1 m}

On a
/ ï \ 2 . . ^ i — a w^ — - == ^ ( À — ï == 4 ^ — — — ? •^^ p./ ' / ' ï — m

par conséquent,
x^c^ f———dm———^

J ^m ( ï — m ] ( î — OL1 m ]

On a encore
L+l\^^^,^^^l^^,
\ p.] ' ' ' E — m

et, par suite,
Y ^ C a f , <zm—————.

J ym ( i — m ) ( ï — am J
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La question est donc entièrement résolue, car on a, pourS, '/?, Ç»

Ç=C f dm ———-.€' C dm' ————..
J \/fn[i—ocm][ï—a^m) J V/n^ i— i xm') [ i '— a^m')

•^c^-r—dm ^r.'. r dml
J \/m[ï — m } [ i — a2 m) J ^m^x — m'} (i — am ]

p F_____dm_____^, , F______dm!_____
7) == C a j _ _ -4- L a- ( •- • — ?

J \/m ( i — m ) [ i — ce m} J ym^ i — m' ) ( i — a2 m' )

44. A la fin de son Mémoire, Riemann étudie la surface mimiDa
engendrée par un cercle mobile dont le plan reste toujours parallèle à
un plan donné. J^al repris cette question et ^indiquerai seulement les
résultats auxquels je suis parvenu, en suivant la marche indiquée par
M. 0. Bonnet.

On trouve d'abord que le centre du cercle générateur doit décrire
une courbe plane; en prenant le plan (le cette courbe pour plan des Ç'<?,
on a» pour déterminer les coordonnées d'un point de la surface, les
équations

^[^-l^]-^-^^'
•/,=/^.(Ç)sin/, H=J^j.

L'équation de la surface est la suivante :

[^^^r—^".
a et h étant deux constantes. (Les notations sont celles de la Théorie
des fonctions elliptiques, de MM. Briot et Bouquet, ^ éd.)

En employant les variables^ y et en posant

x-\-iy=x^, x—iy=y^
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on trouve
— i [ï sin^^i i F sinyï dy\

tcs ~~ 2 ^2 J ^/G •+• ûszsii i^i 2 ^/a J ^C — az yinj-i

£'==_-, r dx{ \ — ç drt
2 ^2 J ^C-^-ai sin^i 2 V^ J ^C — ̂  siny^

.̂  == _L^ (<yc 4- <^ïsin^i -+- \/C — az sin^i ).
a Va

En posant
fn-^'k .C-^- s/tf^-h-C2 , — ̂  -1- ^,^.=^^, m==.———^——— et Mnj.=-^^-.

puis
^/A == \/( i — ̂  ) ( i - ̂ 2^2), V/M = ^ / [ i—^) ( i—mY 2 ) ,

on trouve
. l " r ^ crk ^ F^^-j, Tx^ TT

On a sur chaque ligne de niveau

}^M -+-^v /Â ^^onsl.
i — m^À2^.2

L'équation différentielle des lignes de courbure de la surface est la
suivante :

dûc^ ^^ -—==^^====-.
t /C+«î 'sin^i t/C — a? sinj-i


