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DÉVELOPPEMENT
^

EN SÉRIES

DES INTÉGRALES EULÉRIENNES,
PAR M. L. BOURG-UET,

P I'l 0 F E S S E TJ R ï) R M A T H K M A T 1 0 ï.î E S .

Les plus grands géomèires se sont occupés des intégrales culériennes.
Eiiler, qui leur a donné son n o m , en a fai t conna î t re les principales

propriétés; mais Euîer a v a i t eu, d ' i l l u s t r e s précurseurs, qui avaient ou-
vert la voie des recherches.

Wallis, par la mémorable découverte de sa formule, avait a t t i ré
ra t lent ion des savan ts sur l ' i m p o r t a n c e des intégrales définies pour la
dé te rmina t ion de cer ta ines valeurs ( e x e m p l e , 7:).

Slir l ing, dans son Ouvrage sur les séries, Melhodils di/erenlialis,
swe Tractaliis de sommalione el ùilerpolaUone senenm infiriitarum, s'oc-
cupe de là dé te rmina t ion de log(i^ .3 .4 • • • ^) ===logr(n -+-1), ce qui
est un cas part icul ier de l ' intégrale euléricnne de seconde espèce. La
série à laquelle il arrive est, une des p lus remarquables qu'on rencontre
en Analyse. 'Elle ne f u t d'abord établ ie que pour le cas où la var iable
est un nombre entier et pos i t i f . El le a été ensu i t e généralisée. C'est
sur lout dans le Calcul des probabi l i tés qu ' e l l e est employée. Tout d'abord
très convergente, elle devient d i v e r g e n t e , après u n certain, nombre de
termes . Les géomètres ont a t t aché un grand i n t é r ê t à l à - d é t e r m i n a t i o n
du reste et du n o m b r e de termes à prendre pour obtenir le meil leur ré-
sultat. Je présenterai que lques observat ions à ce sujet dansée travail .
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Vandermonde, dans son Mémoire de 1772 {Histoire de l'Académie
royale des Sciences, 177^), a s ignalé à l ' a t t en t i on des savants l ' impor-
tance que peut avoir, en Analyse , le p rodu i t de fadeurs en progression
ar i thmét ique et la généralisation de ce p rodui t au moyen d ' u n e fonc-
tion continue qui serait au p rodu i t ce que l ' exponen t ie l l e est à la
puissance.

Legendre a consacré aux intégrales eulériennes une pa r t i e de son
Traité des fonctions elliptiques. Il a construit des Tables pour le ca lcu l
de r(a) . C'est lui q u i le premier a désigné celte fonc t ion par T; il
représente l ' intégrale de première espèce par Bfp ,y ) . C'est Legendre

qui a fait connaî tre la propriété T{a •+- -|-)r(a -+- ,1) ==: v^ r(,2a -•!- .1:).
JHi *"

Krampt , dans son Analyse des réfractions astronomiques, après Van-
dermonde, s'est occupé de la général isat ion du p rodu i t de facteurs en
progression a r i t hmé t ique . Ma lheu reusemen t sa fonction est d é f i n i e
d 'une manière peu précise, et il l u i a t t r i bue toutes les propr ié tés dé-
mont rées pour le cas où la variable a une v a l e u r en t iè re et positive.
Celte général isat ion a rb i t r a i r e a c o n d u i t , Krampt dans un d é d a l e de
cont rad ic t ions inextr icable. Les e x p l i c a t i o n s qu ' i l donne dnns le
Journal de Gergonne ne me paraissent pas satisfaisantes.

Gauss a p u b l i é dans le Journal de la Société royale de Gœttingue,
en 1812, un m a g n i f i q u e Mémoire sur le même sujet. Ce Mémoire a pour
objet ia série hypergéométr ique

a.(3 oc(a + ï ) . 6 ( | 3 " 4 - ï ) ,i -4- —r x 4- •-..-...̂ -..-.-.-..-...-...---.̂ .-IJ»——L ^i ̂  _
H . i n [ n -h i ) . i. a

dont les propriétés, dans le cas. de x == \, sont i n t i m e m e n t liées aux
intégrales eulériennes. L'illustre géomètre de Gœttingiïe a pris dans le
Mémoire de Vandermonde quelques-unes des idées qu'il a développées
si magis t ra lement . C'est Gauss qu i a mis r(ût-4- i ) sous forme de pro-
duit indéfini . C'est aussi Gauss qui a f a i t conna î t re la propriété

r (..-. ̂ ) r(i ̂  ̂  ... r (z -,- f!î1^ ̂  (^-i ̂ ..-4 r(m),

propriété qui a été ensui te généralisée par Canchy.
Binet a aussi publié, dans le XXVII6 Cahier du Journal de U École Poly»
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technique, un Mémoire très étendu sur les intégrales eulériennes. Ce
géomètre s'est su r tou t préoccupé de trouver une série pouvant rem-
placer celle de Stirling et n 'ayant pas le défaut de devenir divergente.
Malheureusement les formules qu'il donne perdent en simplicité ce
qu'elles gagnent en r igueur; elles se prêtent difficilement au calcul
numérique. Il fait connaître plusieurs intégrales définies se rattachant
aux intégrales eulériennes. C'est Binet qui , le premier, a fait connaître
la relation

,.../. / . , , AT: . r^'fa — .y) — (9. 4" .v^ ,
l F (n ]== fi (In — i H-1\ / — -i-1 f ———.,-.-,. —_i-. ,.—— e.^ dx.

y ^ ~J^.^ ^(i — ^:)

Cauchy a écrit de nombreux Mémoires sur le même sujet . J'ai dit
qu'il avait généralisé le théorème de Gauss. Il s'est aussi occupé de la
formule de Binet [Nouveaux exercices d'Analyse et de Physique, t. II,
P. 84). \ ^ ^ ^ ,

M. Hermite a publ ié de nombreux t ravaux sur la même question. Je
citerai un très beau et très élégant Mémoire, publié récemment dans
les Atti délia reale Accadernia di Torino (vo l . XIV), du. savant profes-
seur. Je demande à M. Hermite de prendre dans ce travail quelques-
unes de ses idées.

N'y a-t-il pas présompt ion, après t an t et de si i l lustres géomètres, de
venir aborder le même sujet? Ne me suis-je pas fait illusion en pensant
que je pouvais ajouter que lque chose à cette théorie?

Il m'a semblé :
i° Que les séries données par Binet el Stirling pouvaient encore se

prêter à quelques développements;
1° Que le développement en série de „-,~•llp dont la possibilité a étéi (^ j

démontrée par M. Welerstrass [Journal de Crelle, t. 51), pouvait avoir
que lque utilité;

3° Que le développement de T{x) pouvait aussi avoir son ut i l i té .
4° M. Prym ayant donné à r(.r) une forme très remarquable, savoir

^ / , r T T ï i ï ï
l(^j=:.- -.-——— -(- . .,.„.-. ^.^. ....... . . .^...,. ^ ^ _ ^ c ^ ï - S ^ C ^ X • J ï - ~ C ' i X l - J r • ^ ^

X 2 X 4-" 1 ï . 2 SU + ̂  1 . ̂  . 3 X + 3

dans laquel le les deux parties sont toujours convergentes, il m'a semblé
Ann. de l'Éc, Normale. -1° àérie. Tome X.— MAI 1881 . ^3
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qu'i l y aura i t in térê t à connaître la valeur numérique des coefficients
CQ, c ^ , c^, . . . *

Tels sont les quatre points qui forment le sujet de ce t ravai l . Les
résultats nouveaux consistent clans la détermination des coeiïicients
(les trois développements.

__. , r [ ̂  ), CQ 4-- C i X -+• C^ X ' 1 -r . . . .
A \^}

On trouve dans les Traités de Calcul intégral les deux intégrales sui-
vantes :

/"t'/: y(l—\ -Ti ••<' i y .
1 .̂......,-..,,, ( { j ç ̂  ..^.,__.......,...,....,,,, ,

j^ i -4- x s ma 7:

/ * x . y / / - l _ ^'-a
1 • • - 1 1 -1--1-"1 • ••- • 1 - • -11--- dx -= 2 T: c o t a 7:.J, 1 - ̂

Une des méthodes les plus élégantes d ' in tégrat ion est celle que
donnent MM. Briot et Bouquet dans l e u r Traité des fondions elliptiques,

La première peut se déduire de la seconde, comme l'a très bien dé-
montré M. Hermite.

En effet ,

/ * '' ^a - l _ ^-a 4. ^•- i • 'a _ ^ •1- î 41'^ ^ •
/ - 1 1 - 1 - 1 1 - 1 •--•—-. ...,...-..„.„...,..,_„-„.„.„..,„........„....„. ̂

J y I — .̂

/a/'' ^.fî—1! .̂i y~ft"-^
=.= a7T (côtaTr-1-tanga-ïr) == i --- , ' • " . , - dx

J, i+.r"5

/">M^2^-"1-{-^-2^ . /'^^-i /*» -..̂ /,
=2 f —. ^ , _ ...,..- ...... (Ix^-l ( -....-....-.-.....- ̂  4" a ; -" . .. - ({3C

^o 1 - 4 -^ Jo I•+-<y Jo I^^
/-^^,-, ^

== 4 1 - 1 1 • • • • i • i i i i " • • i " d30 ̂  •••1-1.- 1 ' 1 1 - »J^ r ~t~^' sin^aT:

d'ou
r ^^1 / TTI — - - dx ==:- --. -.-. ...

j^ i 4- x siiiaTr

Ces formules ne sont vraies que lorsque la partie réelle de a est com-
prise entre o et r .
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La première, qui joue un si grand rôle dans les fonctions eulériennes,
a été donnée par Euler.

On peut changer les limites dans la seconde, car

r w x^•- ' — x'^1 , r 1 .r^-i -— x-^ , r " x^ - « — ,r -(l ,i „-„——,— ,̂y ̂  i ...„,-—.. „„,..„.,..,-_ (i^ ^_ j _„.——— ^y,
Jo l-^ Jo ' ^^ <'o l- i-•r

Or, la seconde intégrale se change en la première par la subst i tut ion
de x^ à la place de x. Donc

/ * ^/i—i _ ,v{{•
f -•••• • • • * • - - - • <'/,r — TT col rf-îr,

,/o ^ — ^

ou bien
/'l(l ^^/.r_ ^-(rt-n.r
| •' - ,-.——..-.-.„ rl.r —: T; COI^T:.
j i — ^•('

Cette dernière relation sert de l ien et de t rans i t ion entre les f o n c -
tions circulaires el les Intégrales eulér iennes.

En développant le premier membre de l ' intégrale

r1 ^^~1 — .r-^ .
1 • ^/r::— T: cola T:,

,/o I """"• ':tl

il viendra
/* 1 / %•" \

-n: col ar. = | (.%'^-1 — ^•~^) 1 4" x + .r2 "h . . . 4- ——- dx
J,, ' \ ï "~^ •zt /

1 I I ! I . ^ r 1 r I .

rt ' a 4- i c< 4- '>- ' a + ff- — i ' ^ — i ' ^ — ÎÎ

i Ç ^ x ^ ^ — x - ^ ,...L. ^^^..-,.., 4- i .„„-,....-..„-,-,.-.-....-.-..-.-.,.-,- ocdx.
a — // J^ i -"- .r

11 ne surf i t pas que la série soit convergente, quel que soit a, pour
représenter le premier membre: il faut encore que l ' intégrale qui repré-
sente le reste converge vers zéro, en même temps que n converge
versco . Or, je dis qu' i l e.n est ainsi. Plus généralement, je dis que,
quels que soient a el ?,

/"^^a^.^p
]im ( ^—. -1— ̂  dx — o.

Jo l-^
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En effet, nous pouvons supposer que la par t ie réelle de a et |3 est
posit ive; s'il en était au t rement , on pourra i t p r endre sur n un nombre
suffisant d 'unités pour les porter sur w. et p et satisfaire à la condition
précédente. Cela posé, le rappor t ?— .̂̂ - ne devient i n f i n i pour aucune
valeur de<r comprise entre les l imites d'intégration. Soient

.^—.r? , ,, .
-.——.———.. r.==A 4- B î ,

r — x

et A ^ , BI lesmaxima de A e tB entre les limites de l ' intégrat ion.
Le module de l'intégrale

f .̂.r,̂  ̂  dx =: f A.y ̂ ^4- / I ^^dx
Jo I-^ ^ ^o

sera moindre que le module de

• A , . B,—•----— -L- î --1-11'1 -•>//.. "+• r //, + î

qui a pour l imi te zéro.
Donc on a bien

/<^^.p
Iim j ———— x ' 1 dx --==• o.

Jo i——^

Ainsi, pour toute valeur de a dont la partie réelle est comprise entre
o et î , on a bien

î T r î ï y
TT 001077= - + ——— 4- —-— 4-. . .4- "--—— 4- —---•11- 4- ——— 4-. . . .a a ,4~ r ^4-2 • a — ,i a — '2 ^ — 3

Comme les deux membres ne changent pas lorsqu'on augmente la va-
riable de plusieurs unités, il résulte que l'égalité a lieu pour toutes les
valeurs de a.

Cependant, en mettant ai à la place de a dans l 'épalité précédente et
en supposant que a tende vers l ' i n f i n i , le premier membre a pour li-
mite drïTr, tandis que le second membre ne tend pas vers cette l i m i t e ;
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ce paradoxe, s ignalé par Eisenstein, a été expliqué par M. Hermite,
en tenant compte de la va l eu r que prend l ' intégrale qui forme la par t ie
complémenta i re de la série [Alli délia reale Accademia délie Scienze di
Torino, vol. XIV).

Multiplions les deux membres de l'égalité précédente par da et inté-
grons depuis a=o jusqu'à a :

.sin^T: ,/ <^ \ / ^W ^\ ( r^\ r\, ,l———- ,-== / i — — ( i — — i — — . . . i — — -4- \ \\da,
ar. \ i ] \ ^ ) \ à 2 / \ n 1 ) J^

d'où

/ ^\ f a^\ ; a^\ { a^\ ) R^s in ar. :-= ar: ï — — i — "- i — — ... i — — e^
\ l / \ ^J \ ^ 1 \ i ^ l

r'1Soit Ri le maximum du module de R; le module de ^ ï{da est plus
<A»r 1 1

p e t i t q u e R i / da, qui a pour l i m i t e zéro* Donc le produit : du second
^o

membre a pour l imite sinaj:.
Revenons à l 'égalité

,sin^7T , , / ^\ ,/ fï\ » / a \ , [ a\l ——_ ̂  / a -h / ï "4- - M- / ( ï "̂  - +•. . . -t- H r -i- —— ) -+- / ï — -
r. \ ï ) \ ^ ) \ n - ^ / \ ï /

,/ a\ J a \ J a\ F 1 (^x^-^x-^ , ,-4... / ï — -. .̂...+. / ï— -,..——„„ -..}.- / T — - \ + 1 _̂..-._,.,-..,_ ̂ n ̂  (^\ ^ \ ^ - 'y \ ^ Jo -A) ï--•r

- / a\ , / ci \ , / a\ / a\
:=: la 4" l ï + - ) 4 .. . -+- / r 4" —— ) 4- l [ ï — - 4" ï — - + . . .\ î ; \ n - ï ) \ î ) \ %/

/ ^\ ^° ^e^^e^1-^ , , .
+ / ( i — - 4- / / -"-1-- ^--- ---•-„---- e'^dxda
\ ' t f ) J^Jo ïme''

:=!a+l(^ ̂  - ^ f x+^ 4 - . . .+ / f i + ̂ -U/f^ ̂
\ x / \ 9./ \ n — î / \ ï /

ï ^\ / a \ / t ( > ^^•r •4- er^ "-1 î - ^— €?lr— T , ,4.- / ï — - 4.....+ / i — - ^ i -—.-—.,.———————— e^dx.
\ ^ 1 \ n } <L,o, .r^-~^;

Mult ip l ions encore les deux membres par da et intégrons depuis ^==0
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jusqu'à ^ = f , et, pour cela, remarquons que

f ix dx =~. x ( Ix — i ),

r//j 4- ̂  A^ Fr- //r -+ /(/r ̂ -x^dx =.- - x l k 4- (A- 4- ^) \l[k 4- ̂  - i],j ^ ^ j / . ^

rr^'/f4-^U (r4^) --^,
\ /f/

(Voù

f lada ::=: — i,
v <}

r / ('i + ̂  j^ -^,_,, + (A. „.).,.. ï \i i 14 . , l s ) ;
.A \ /< ' / \ k l

(le là il vient

f 1 / ^ \ , f 1 / ^ \ , , , . , / r 4- ï
< / I 4- 7- rf^ 4- / / T — —— —— (fa —— ( 9. k 4~ » } / •..•....,.— -. 2 ,

Jo \ k / ^o v /( • i ' ï / ' h

et par suite

F / iL'L̂  ̂  — ̂ , a /?, 4- 3 f Î9. - /i ) 4- 5 f /3 — l9. ) 4- 7 ( 15 -- ^31 -i- . , .
^o 7r

/"" z».'!',' f Q __ v \ __ / <> »4< -y'* 'I

4- i^n — i l f^i — l{n — ï'n 4- / ^.-.^''..--—^^^^^^
/ " ' J^ xî(l ""•• ^'^'J

=:-- 2/i -— a / ( i .9.. 3 . .. n — i ) 4- ( '>.n — i ) / / i 4- IL

Cherchons l ' intégrale du premier membre

F 1 .sinaT: ,i /——— (iff^
k ^o 7T

Voici la méthode employée par Canchy et par M» Hermite.
Posons

/,/ , , s in /27r
/(^=r/.-.^ ,

d'où
/(^ :-./(,- a) ̂ f(^\ ̂ ff1^^ ̂  i^

\ -û / \ ^ /
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et

ff[a\da = r/(^ ̂  - f1/ (^-a) da + /^,
«•/ 0 ^Q \ " / ». 0 '• ^ -/

OLI bien, a cause de la relat ion f{a) -=/'\t-- a) ,

ff[a}da= f\f^\da^ r1//1^)^^/^
t ' O t /O \ - ' / f c ' y \ •" /

-,//(2)rf«,,.^
^ 0 \ /

1

- 4 f f[^da .-l-.r:
«./<»

-—.'», ^ f[a} da - \ - l i - r : ̂  f f[a)da.
J\) »-• o

Donc
^ f[a}da—1- l'^r.,

< o

et f i t ia lenj ient on îi la re la t ion de Binet

/ ( l . '.A. 3. . . / A -— ï )

, •- / /'0- ̂  r F u e^' I' '->- — •r ') — ( 2 + -r i ,/ r 7 / •P r \^ il [ In — \ \ -h / i / — "i-1 - ( • 1 - 1 ' • • • - • - . - - - • • . - " - - e'1^ dx :.:-:.=/1 f n .y nt l>t j..... •%'2i l ~ e'v'} '
Celte forniu le n'est démontrée que pour n ent ier et positif; mais elle

est aussi vraie pour toutes les autres valeurs de n : c^est ce que je vais
faire voir.

Posons
- - / , , , /' 27: { i * /-"r ' '>, •™~ X \ •— 1 •2 + ,T ' .
F ! //) ̂  a\la — i, -+• / i / " -+" - / -1 • ••• ,, - • ! . - • . • - ! e^ dx.

" ' k / y a ;>. J ^^ x 1 ? x •—1 e^'}

On d é d u i t de là

. , , , / „ î i i /'* e^'('\—.r,---!''),"+• .r •) ,
F̂ i:.:::,,; ....... ~h -t— ( —•"——,...—,.-—..-.,.—-..-..-..-,-ô^11^

'• / a 7.0'-^ '.»- J ^ i — 6 -̂' ,
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et, en développant l'intégrale et r e m a r q u a n t que

..0

/ [^2 .— ^) — (^ -^ ^)] e^^rf^
^ — x

T _ _T__ _ ->. r>-

[a-r-n-^ i j 2 [ a - ^ ï i ) 2 [a -4- n) [a-\-n •^ i\

il viendra

Donc

a'1 [a + J;) 2 [a 4- '2)2

F^^-^rta)]^

Par conséqaenty F (a) et lT(a) ne peuvent différer que par un binôme du
premier degré; comme d'ailleurs ces fonctions sont égales pour toutes
les valeurs entières et positives de a, elles sont ident iques ,

-̂•'.---jT,.,.-.̂ ,.

Si dans cette formule nous mettons successivement, à la place de a,
a -+- x , 04-î2, . . . , a 4-^0 , et si nous a jou tons , il viendra

T ( n +1 ) g ̂  ̂  ̂  == ^ ^ ( e'^ ̂  ̂  e^^- + .. . ) dx

.»» 7^-(rt4"l).z-\
=: ,,̂  6^...,....^

Jo \l-^^;

f^'^-^ ,== i — —— dx
Jo ^'-l

ou bien encore

_ n Q r _ 7z Ç^ x^e-^^^^^^ ^ ̂ ,.̂ .̂  _ ^ .̂..̂  ̂  ^•_^^. ^

Faisons successivement n •== i , 3, 3, ..., n, et ajoutons; nous obtien-
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drons

2.3 1 ( a -i- i )2 ^-^-^

. '2 r i
•]

3.4 \[a +Tpî ' ï7r+-TF'

4-
(ra-l-i) (ra-)-2 la - t - i ) " 4 - 1 fa+aV'-n

/'" e-'^ ( x _ •.>,*•'-• 3 x s
~J, <-•- 7 \T-1T-î -+- r^r—4 + .-^TTs + • • • +

nx'1

I . 21. . . ra -i- 2 ,
1 C/A-.

Le premier membre, prolongé jusqu'à n = = = o o , fonnera une série
convergente, si le module de chacun des termes a + i, a+-^, a-+ 3, . . .
est plus gnnid que T . Quant au second membre, il égale

, ^(,, .̂  a-} ̂  (9. + .r) r' e^{ 9. — .r) ~ {'>. -.+- .c],——, .̂ ———_ e--^ dx :.:1"1:-: 1 — — — — / — — L .,..,..J. ^o.r .̂.
^ [f- — ^ J.....,^ .z^ ( i — e^')

Donc

/ r ( ^ ) ^ ^ ( / a — 1 ) + /

Telle est la première expression de lT{a] donnée par B ine t . - Cette
série est convergente pour toutes les valeurs de a telles que le module
de chacun des termes 04-1, a-+- 2, a+3, ... soit plus grand que i ,
mais elle se prête difficilement au calcul numérique.

Une série bien connue de Sfcirling est la s u i v a n t e :

, „'_ ̂  i ^ , ,,̂ L....,, 4. ̂ ^ii^LÛ__ ^.
p ^ a " ]) p { p ^ i ] ^ ?[?•+• i ) ' ( p^^ )

Ann, de l'Éc. Normale, 2° Série. Tome X. — JUIN 1 8 8 1 . ^4
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La démonstration de cette égalité est au reste bien simple :

a(a+î). ..(a 4-/,•-,) ̂  rrt(«+i)...(^+A-_.^,j __ rt fa 4- i )... f,( 4- /, ) • ] r -
P[P + ')-(p 4- ^) ^ L/^f/' 4- ij-Lp + />•- il //(/^-^7)^7(/7T77yJ/7^^'

d'où résulte immédiatement la démonstration de la formule de Stir-
ling. Cette série est convergente si la partie réelle dep est plus grande
que la partie réelle de a.

On tire de cette formule
i i

p (p-a) ~ p [(p + i )~:r(ûr+7j]

=-_L_ + ___^±_L__ , __ («+ i ) (a - t -2 )
p {p +1 ) p ( p +1 ) ( /, + 3 ) /, ( /, +-, )7/7ï T)̂ ":̂ ) -f- • • •
i a a2 a9

= — -»-—,-)- — 4- — 4- . , ..P- p * p " {)•-

Si, dans cette égalité, nous mettons à la place de/? successivement
p + ï , p - \ - î , . . . , /? 4-co, et si nous ajoutons toutes ces égalités, en re-
marquant qu'on a identiquement

' __ _ = i r - l '
/,-;/, 4-i)(/. + 2j . . ( / ,+() i L/.̂ +T):::̂ ? '̂) ~(T4-7)(/f4-2):.:^^^^^/< -4 - l ) ( / f+2 ) . . . (A- - l - /•)

et que, par suite,

v- — r i i
Z^'i/f+i).h ( k 4-1 )7:. (T^-Ty ; /.- ( /,- +1 ] . . ."(T -̂rrTJ 'k

il viendra

8 (/TT-TF +a S(7Ï7p; +a2 Sl/74-^ -1-'

^ -J-- + 1. a-'-' , ^ __f_fl+ i){.a + •>.)
/, 4- i a ( /, 4- i} ( p 4- •>. ) 3 (p +7j777q:-37(-̂ :-3-J

Le premier membre, étant le développement de ç — - ' ..—
suivant les puissances croissantes de a, sera convergent 'ww touîe
valeur de a dont le module sera inférieur au plus petit module des
quantités/?4-i,/).4~ a,/)4-3, . . . , /34-o=. :

-„- 4- . . . .
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Pour le second membre, la condition nécessaire et suffisante pour la
convergence est que la partie réelle de a soit plus petite que la partie
réelle de p+i. Pour le démontrer, j 'établirai d'abord le lemme sui-
vant, qui pourra être utile dans plusieurs cas :

LEMME. — Sou î — £/ le rapport du i1^16 terme d'une série au précé-
dent; la série sera convergente ou divergente suivant quon aura (^- étant
réel et positif)

£/~i- £/-..)... i 4- 6/.4.-2 -4- • . . -1- ÊÛ/^ ^2.

Prenons dans la série les termes u,, u^, u^, . . . et formons la série
suivante :

lUi ~\- 2 lu^i ""h 4 lu^ -+- • • • •

On sait que la proposée et celle-ci sont convergentes ou divergentes en
même temps. Dans cette dernière, le rapport d'un terme au précédent
est a-"2^ ou plus simplement

Uki ï i

^ -if ̂  -A (i —. ^) ( ï — e^) (i ̂  £^,.2). . . (l — £2^) .
Ui

Posons

et, par suite,

d'où

i — £^== e^y d'où a === £/ -h 1- ef -+• j e'f -h. . .

î — £, ;= e

-(£(-(- 6, |.,i~l~. . ,"t-£a()-~

ui

La'série sera donc convergente ou divergente, suivant qu'on aura

£/ •4~ Ê/.-.M •4- . . . -+-£2/' >; /'A.

Supposons, en secondiieu, q u e £ / s o i t d e l a forme a + p\/ — i ; le rap-
port des modules de deux termes consécutifs sera égal à

^ ( i! -,„.. ^ j ^ ,4.. ^2^..; i — ^ 4- c,).

Les modules, formeront donc une série convergente si les parties
positives de s satisfont à la relation précédente.
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Comme application, cherchons les condit ions de convergence de la
série hypergéométrique de Gauss

pq P [ p ^ ^ q [ q - ^( _^_ _.,̂ - . , „ - - . —t— , . , ,
j i . . . / ' / , i . ̂ . . . / ? , ( n 4" \ )

Le rapport du z"'1116 terme au précédent est

( î ) -h Z l (a 4- /) / p \ / f / — / n /^ 0 — ^
\/—L—J——/ ~ î...[... L î -î- i——— --= i -h /-, -h i-—— + ^i.

H/À -t- / j \ / / \ n. ~i" / / î n ••^ f

Donc la condition de convergence sera

( nf — <? ) (— ï— "+- ——I.—— -+- ———l-——— -4" - - • 4- ——'——.)' ' \ n ~i- ; n H- î d- ï n 4" z -l- ^ //, + --< / /

/ î ? î î \ /. ,,.„. ? „ -^ .,——„ ̂  —...^ -4-. . . . 4-. .... . + 0, > /o,,
7 \^ /, + ï / -1-" À • 2 / /

Mais
i î î î ,„„-......,,.., + .—,——„—-. 4- ——,__——— ̂  , .. + ————, ̂  /a •+ û),

n + ^ ^ -1- î -h i 7A -+" z -f- 2 /'/. 4- a <

I I ï , ,
_ -^ „;.——— -+-...-(„ —: r= /'2 4- 6V ;
l. l -+- I 2^

donc, finalement, la condition de convergence est

n ̂ > /.̂  4- q •4- î .

Pour la série que nous étudions, le rapport d 'un terme au précédent
est

_ ï_ ^ 4- i _ / î \ / p — ci 4- ï \ _ î /^ — a -h î
! -I- ï p 4- <^ 4- I ~ ~ \ i -}- i ) \ p 4~ ^ 4- ï / "" " < "4- l /> 4- ^ -4- I / T

et l'on trouverait, comme dans le cas précédent, pour condition de con-
vergence,

a < p 4- f ,

les quantités a, p étant réduites à leur partie réelle.
Ainsi donc/pour toutes les valeurs de a satisfaisant aux deux condi-

tions précédentes, savoir module de a plus petit que mod/? 4~ k 4- T et
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partie réelle de a pi as pet i te que partie réelle de p -h i , on a

s, 1 0 r -.0 r l <7
• - a \ .———-- -+- a1 K 7———— 4- • • •=•s^-'s(^+i)2 L?[/^f-i)2 ' 'O^ -M)^ (p+t ) (/M-l)(^-+-2J

Puisque les deux membres sont identiques, on peut remplacer les puis-
sances de a par des quantités égales, dans les deux membres. Bempla-
çonsa^ par -.-^^ï et l'égalité précédente deviendra

JL r —-L— - ' 1^L^+i)2^ [p^^ ̂ j
2 r r i

"+' 3:4 [[p^F + (7TÏF-+ • • \
A r - r - — - r ^ 1+ 4.^ L [/7"-rr)'^4' ̂ -^^ + - ' •j

--h .

X

6 1 1< Ï la

' // + x 'A (/; + ï ) [p -(- -A ) 3 (p -l- i ) (p -4- 2 ) (/? 4- 3 )
+., ..

Les nombres Ii , ï^, Jg, ... se forment de la manière suivante. On déve-
loppe, parexemple,(^ 4-i)(a "h 2)..^

/<" —t— ï
puis on remplace a^ par 7-,—• • • - . 1 1 / ,_-—^,. Si à présent nous faisons

r
/ ^ ^ ï L î î ;î, , 1 /y 1 ——— i^ ' |^ " ï

f-/. 1 t.t- I ——— -~~~———— —j— «». -——————.—————"~~———-—————————^ —^—

a -4-1 '->- ( a -h ï ) ( a -4- ^ ) 3 ( a -h i ) ( a "4- a ) ( a 4- 3 ) ' ' ' '

il viendra
/ r ( a ) ^ a ( l a — ï ] + /i/^ .4- i^(a).

Telle est la formule que donne Binet pour calculer lr{a}.
Ici trois questions se présentent : i° Dans quelles limites la série

est-elle convergente? 2° Quel est le reste de celle série lorsqu'on l'ar-
rête à un terme donné? 3° Combien faut-il prendre de termes pour ob-
tenir une approximation déterminée ?
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Nous avons vu que , pour former î^ , i l f a l l a i t développer
(a 4- i) ( a -4- a) ( a -+- 3 ) . . . (a+ z ) et remplacer ̂  par r,——^-r^T1—^ ;
' • v / v • v / i s ( k 4- 2. ) ( h + 3 ) '

la plus grande de ces valeurs est ^ et la plus petite / - . — ^ ^ l - . . Donc" b I r ( i 4- a ) ( ; •+• 3 )
on a

^Af,.-A^...4-AO>ï,>^_^^^(A^A^^

Or
A o -t- A', -4- A';; +... •+-H == r . -?,. 3. .. / -|- i ;

donc
;.r....3...(.+.)>I,>^^I^.,...3...(/+,)

Un terme de rang i est donc compris entre

i i
6 i .2. . . ( / , 4- i i 6 . , . r .9., . ./'-——. __________;___'._____ ,— __ » a •+•• i _»..»_^.^___._^_______________„

i -h i (a-+-1) [a -+- 2 j . .. (a-h / .4- i ) """" ^-h' (a + î ) (^ + •.:>.) .. . (a •+- /-+" i )

et
/ 4- I ï . 2 . . . l

(.z + ?.j ( / + 3 j (^ + i ) ( r t - h 2 ) . . .[a +T"4^7)

M"- î_ ___ .^^ T .2. , . /
'1-'"" ( i, -+• ^ ) ( i "h 3 ) ^-IM ' ( ̂  4- i") ̂ ^- ĵ̂ ^^ ''

et ces quantités, pour des valeurs considérables de i, sont sensiblement
égales à

^r(a+i) ci ^^^r(^+i).

Par conséquent, en arrêtant la série au ^ro(i terme, le reste sera compris
entre

;r(.4.-.)§^..^ ci . r ( .4- r )g^^^^

On voit par là que la série est convergente pour toute valeur de a dont
la partie réelle est positive, et nous avons deux limites entre lesquelles
sera compris le reste. Cependant les changements que nous avons faits
ayant pour effet de d iminuer un peu les termes, la première l imi te
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pourra ne pas être une limite supérieure pour de petites valeurs de i;
mais la seconde sera toujours une l imite inférieure.

Si dans ces expressions on remplace F (a 4-i) par sa valeur appro-
chée, ce qui aura encore pour effet de diminuer les limites, on aura

i [̂ !̂li.v̂  ci ̂ _ï_ ,. ( a -+"l r4^ ̂  o _;__6 e^-^ U'[7-4-i)^-1"1 c -.--~^^^^^^^^^^ .. ^ ̂ -^^-^

et, en tenant compte des relations données par Euler, savoir

-L > q .___. -. _ ï_L > q .___. -. _ ï_
[a ̂  ̂  ( / .4. , yz+i -^ a[i -^ï}^ai^ ^ kj ( / -4- ï ) a ~ i " l - a ( i •+-1 )^

il viendra

i Î '! j „1„2 ̂ ^7r 0 I - vZJll̂  "i {jl̂ :...!.!̂ '!2.̂ ^7! ç I .- v̂ ZLiîLJli! ̂ Jl_'.\"6 ^^^——- ^ ^•-•^::7ya;i-'"T •--- g " ^ ^ — ^ - - j

^ + i)"'4"^ V ^ T T o i ^ ^v''-^ ( " a + T " l^^2

0 ^^^_^-.—.. ^ ^-^•^ya:)--! ••-•'. g"̂ ;-

(^ + ̂ y'^"2 V^TT n i ^ ^v/'^ " ^LzLL-." l ' l l l " " " e ^ ! l • l l l l " " " " ô f'7'̂ :'̂  ---• 1 1 1 - 1 1 " 1 ••• i l i i 1"11;^1 ?7-^~/T:• / ( ̂  -4-1 ) " 11> ' /

On voit par la que 1e nombre de termes à prendre ne peu t ' pas être
moindre que — — — /i. Ainsi il faul prendre, dans la série, un nombre
de termes d'autant plus grand que a est plus grand. Si, par exemple,
pour a == ïoo, on voulai t avoir p\a} avec treize décimales exactes, il
faudra i t prendre de quarante-huit à cinquante termes.

Ainsi, la formule deBinet a l'avantage théorique d'être convergente
pour toute valeur de a dont la partie réelle est positive, mais elle a le
désavantage d'être très peu convergente.

{Voir, à la fin, le Tableau des coefficients A, jusqu'à douze facteurs,
et des dix premiers coefficients I.)

Les coefficients I peuvent aussi se mettre sous forme d'intégrale
définie,

A,^—^J^L^.^^^A/ ̂  - __^ ^ ( kia^da- \ A,a^da.. J^L^. .^.A/ —î^——- 1 ——- =2 ( hiu^da— 1 A, a1

{ i ~ } - ^ j { i ^ À ) ,<-4-3 ( / +%), J^ J,

Donc
î/( == j a ( a 4" \ " } . . . ( a -h A' ) ( a a — i ] da.

J (\
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Une autre formule pour le calcul de fx ( a ) est celle de Slirling^ dont
je vais parler à présent :

/r^ w- dx -— '-ii3—^" '̂.
J, 1 ) (/^'^

Donc
f^ i { . y \ î i i - \ r ' 1

j ———————r- ilx = 1 ( IX } ' 2 " - * tlx[l 4- X -1- A'2 4- -l'3 -t- . . . )
Jo l1"""'37) *A)

/ 1 1 \
=-I.2...?,«-I^+^+^4-...^

«>2/^~2

=~ ——— ^^B//./z

B,, représente le ^iôme nombre de BernoullL
Faisons x=e~'z, dx= —e^'dz^ il viendra

r^ ^ii i ̂  ^// 2
1 __„„- ,̂ „__ ^u\^,

J , ^ - i a

ou bien encore, en faisant js= ^Tiy,

r r 1 1 1 {^ • .^ ,^^^^^B^

Considérons à présent l'intégrale

sin///.r , />x rf.r / ///•'^r'1r^ si 1 1 in sa , /**"l ———— cix == 1 —-
../o e2^--! J e^

———— ^ .̂ ̂  i „.,...,—— ^^^. — — — + . . .
e2^' — i J ^ e'^ — i \ 1 . 2 . 3

1 / 1̂  IL , IÎ3
- ——.. ,,ï __ —————^ /^.î ̂  —————__ ,̂ ,,, ̂ » . . ,
2 \ 1 . •?• 1 . 2 . 3 . 4 1 . 2 . , . ()

I / ^// ^- i -;), \
. ̂  ^ .̂̂ . ̂  ^.y

Telle est la formule donnée par Poisson [Journal de l'École Poly-
technique, XVIIIe Cahier), et dont nous allons déduire c-elle de Slirling.

F0 ^.n-4- ^ ^ / io r^e^^^xt , , r i d i,
-i^-(7^.+.J^=4j_^^ -^^-^=4^ (îî -̂.r.TrT)-
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Multiplions les deux membres par da et intégrons depuis a jus-
qu'à oo :

^ ̂  ̂  ̂  - ( ̂  -4-. .z.) /- c/f t
\ —•——.7-——————- e^dx -== 4 / ——1-1— arc lang -<J_^ . z ^ ( i — ^ • j \^ ^^—ï b a

Donc
, / . f°° ^ ^
.iu(^)=^J ^^^-arctang^,

d'où, en intégrant par parties,

,i.. j / \ ̂ ï, r" „a d t „ / _ _ ï _ -^ L c ^dt ^. j ^ î _^ ^^ ; __ ^ j^ ^^^^ ^^^ _ ^ j^ .̂.̂  ^..^.^^.

De même, en intégrant par parties,

f t^n l ^....J. dt ̂  (.^.L.^ ^••M l __±__Y
J^ î — e-^^ \2 n + ï î — e' •ifKC j o

2 TT ^ y" ̂ ^ (U __ ^ TT R,/..,. î _____

9. n -|- î j^ e^ — î '1"""1 '1" ( ••>.. n -\- r ) ( 2 y.^T^j

D'autre part , nous avons I rouvéplus h a u t

, / , t F adt , ï
^.(a)=^j^ ^-^l^^^^^^^^^^

/ (2n \
— T f -/ { î /2 • r< -t~ /2//'^2 — ^t'i^+'l 1 I-.
w ^ Jo ( " \ 'a ' "" a;t t "̂  " ' * * ,̂7~T" •"1- ^ J ';";_" ̂ "ïsT^

\ ï "h ̂ /

d'où
1 f \^, B' ï B" r IB» I B// ' r — — T î,^(a) ̂  .̂̂  ^ ,~ ̂  ^^ -.|.~ ̂  ̂  + . . .̂  ^̂ .̂ ...-̂ ^ ,̂̂  ̂  !{„

^.^i r\.^^\... ̂ ..„„,^,.^.,„_^ — 1 r j ^ ' 1 . . _.^_/—..^..î-• ^ " TrJ^ .̂̂ .̂  .̂..,̂ ^̂ ^ (., ,,.,. ^ ^ ^ ^"rf ^^ ^^ - ,"_:'^:^yc<î'

Telle est la formule de Stirlin^', l 'une des p lus importantes qu^on
rencontre en Analyse.

Ànn. de l'Eu, Normale, ï9 Série. Tome .X. •—• JriN 1 8 8 1 . '>-5
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La série
/2 r',_^+^

représente bien —T— pour toutes les valeurs de t dont le module estT

1 4-
a-

infér ieur à celui de a\ mais pour des modules supérieurs la série devient
divergente, et, comme t passe par toutes les valeurs depuis o jusqu 'à co ,
il résulte que, dans l ' intégration, on doit tenir compte du reste. Et ici
se présentent deux questions importantes :

i° Combien de termes faut-il prendre pour obtenir le meilleur ré-
sultat?

2° Quelle est l'erreur du résul ta t lorsqu'on s'arrête à un terme
donné?

Nous avons trouvé

i r ' " î i r^ f^K ^ TT// =-: » ^-2 / __L—— di ̂  i / L....—., / —,.i._ dir.J^ î^e-^u ^ J^ ^//-< i_^2^

R,/^1- r'-..1^— î. .....L..— df;• // ^ J^ t ̂  i'i î _.^-a^// 7

OU
T ^y- T p^ /2//+2 ,

3 ,̂=-: - / t^ î——L ^^_ i / .̂ ......̂  / ..,,,_,.,i.——„ rf^
, 7:,/, î -- e"2^ TT .̂  î -4" s2 î— e-'2^1 v

par suite,
ï/^ ==: B,^ + B/?-.n.

Il résulte de cette relation qu'un reste quelconque est plus peti t que
le terme qui le précède et que celui qui le suit.

En comparant deux restes consécutifs,

{ w f^/l-iff ___ fî\ y

R/^ ~ R//,==x L_11 iJ / __.__„ rf^
, ̂ ^2 t ^^•••^Ul '

on voit que leur différence va toujours en d iminuan t à mesure que n
augmente, car les éléments positifs de l ' intégrale vont en d i m i n u a n t et
les éléments négatifs en augmentant . Cette différence est d'abord po-
sitive : les restes vont en d i m i n u a n t et en se rapprochant; puis elle
devient négative : les restes vont en augmentan t et en s'éloignant.
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La même remarque s 'applique aux ternies.
Si nous considérons la série des restes et la série des termes, il

viendra
Ko 4 - E ( = ï , ,
R < 4-B,=T,,

1̂  -4--R3=;T;î,

K,/_, 4-B,.==T//;

on volt que, si T^ est le plus petit terme, le plus pet i t reste sera ou
R ^ o u B,<.,|. De là celle conclusion impor tante :

La série va en convergeant tant gué les termes vont en diminuant et
s'approche de ^ ( < ^ ) > et, pour avoir le meilleur résultat^ il faut s'arrêter au
plus petit terme ou à celui qui le précède.

On pour ra i t encore remarquer qu'en s 'arrêtant à un terme quel-
conque la somme des ternies est ('gale au doub le de la somme des
restes, d iminuée de la somme des restes extrêmes.

Tant que les restes et les termes vont en d i m i n u a n t , un reste quel-
conque est plus petit que la moi t i é du terme correspondant et plus
grand que la moit ié du terme suivant.

La solution des deux problèmes que nous nous sommes proposé
dépend donc de la détermimUion du plus petit terme.

On a

donc

H ^ T( 2 7 l - 4 - 1 ) , .
"^•'^ï)^"^^

_ , ( a n — 1 ) 2 n SL»/^^^_ j^. ^^^.

Les termes vont en d iminuan t t an t que le facteur qui mul t ip l ie T,, est
plus petit que ï et en augmentant lorsque ce facteur devient plus
grand que ï . En regardant ce facteur comme fonction continue de n,
l'indice du plus petit terme est le nombre entier qui suit la racine de

( 2 / l — ï ) 9.n — ——y/ /-- (^ÎT^) 2 ^ 0.
0'2/<î"l-2

Lorsque avar ie depuis ï jusqu'à l ' infini , la seconde partie ne varie
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pas sensiblement; on volt donc que le premier membre de notre équa-
tion ne peut passer qu'une ibis par zéro lorsque n va de i à co . Cette
proposition est, au reste, facile à établir en toute r igueur au moyen de
la dérivée. La racine de cette équation est plus grande que ua.

Cherchons cette racine avec plus de précision et faisons, pour abréger,
0

0^ == —il. (;27ra)2. L'équation à résoudre est
32/2+2

(ïït — 1)2 /1 —- {X1= 0,

(roù

i , -—-^- ï / ï r \
2/z ==--+- a i/ ï -4-—^ = - 4- a ï -+- 7»— — —.—. + - • - ?'2 y ^.a2 2 \ y o.1 120 a'* /

et, comme a est plus grand que 2770,

H^>7:Ct -\- y ;

par suite,
Q

g^ <S,,.< ï + ̂  -l- ̂ -^- ^_; < . -l- ̂  <. .+ -^^

. / ^ ^ Tt"^
^ <. '27:^ € / 1 •4- --———. <^ 27:0 + —————, ;y •̂••̂  ^^.^,

par suite,
ï r i T r ~i

2 /Z> - +37:0 1-4- ——.——— .̂-.-...——--.-.«A-,.-̂  . „ „ . . „ . . . „ „ . . . . . , „ „ |,
'2 ^[na)2 f ï \ i28(27!:a)'* |L y^} J
^ ï l î 1n ^> -, -h ira + .—-- — -?"..-.——— — ——————.- •

4- à2rca ûSb^TTa)3 ^Tra.a2^"1"2

De même,
^ I / r.a \r ï 12^ << - -+- s 2 TT a"^- ———. \ ï ̂  ,.-..-...-„.„„„.„.

^ ^ ^2^-^L b[2^^)^J

^ ï i 7r/x r J ~i
< - -h 27:0 4" -^—— -+• •-———. ï .4- ^——---.-.-— .

^ ' 167?:^ .^^-i-L ^ ( î T r a j ^ J

Donc, en négligeant les termes de degré supérieur, par rapporta --1-»

'ï T
n ̂  rra -r- y "h ;,-—— •

4- à'ir^a
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Ainsi, l'indice du plus petit terme estle premier nombre entier supé-
rieur à

I Tn = r^a -+• 7 4- --—.-" •4 û27ra

Nous savons donc, à une uni té près, à quel terme T^ il fau t s'arrêter
pour avoir le mei l leur résultat. On peut encore décider du choix entre
T,, et T,̂  par la considération suivante . Supposons que a soit tel que
la racine d e ( 2 / i - - i ) ^ n — a ' ^ ^ o s o i f c u n nombre entier /z; dansée cas,

T// =— Ï//-H

et
l{^.,.,i ~l- K^ == U// + ll/;+i 5 B/^-i — .B//+I .

Donc R^ est le plus petit reste. Si nous donnons à a des valeurs décrois-
santes, B^ restera le plus pe t i t reste, j u s q u ' à ce que la racine de l'équa-
tion s'approche de n — i . Par suite, l ' iodice du plus petit reste le plus
probable est le nombre eotier le plus proche de la racine de l 'équation
précédente. Donc l'indice du plus petit reste est le nombre entier infé-
r ieur à

3 îT. a -1- -y •T- y-1 1-1-1 1 1 1—
4 à^TTU

Où déterminerait rigoureuseinent l'indice du plus petit reste en ré-
solvant par rapport à n l 'équat ion

/* x y'Ji/i • 1 / T _ -rlî \ ï
[ ^^^^^^^^^ i ^.........1 dx = o = i\^ - R/,.J i -+- x 1 i — Ér-^wu;

L^indice du plus petit reste est le premier nombre entier inférieur à
cette racine.

M. Limbourg, dans un Mémoire couronné par l 'Académie royale de
Bruxelles, a fait voir que cette racine est comprise entre na 4- / —- —^

'î
et TT a + j {Mémoires couronnés de l'Académie royale de Bruxelles y

t XXX). J'ai trouvé, de mon côté, que cette racine est égale à
3 3na+^—,^^^ en négligeant les termes de degré supérieur par rap-

port à -i—" TT a
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Nous avons vu que le reste B^, lorsqu'on arrête la série au terme T/,,
est plus petit que ^1^. Donc, en appe lan t S/, la somme des n premiers
termes, {y\a) sera compris entre S,, et S//± ^T/,, en prenant -+- ou —
suivant que T,, a le signe — ou +. En posant ^y\a) = S,, ± ^Tn, on
commettra une erreur moindre que ^ 1\. Si B,/ est le plus peti t reste
etT^ le plus petit terme, le meil leur résul ta t sera S^± -^T,,, avec une
erreur moindre que ^ï^. Si R^, est le plus petit reste et T,< le plus petit
terme, ï^-i <^ï^, et^i(a) est compris entre S^i et S/^, =F^L; et , en
faisant ^a(a) = S,̂  =F {1\, on aura encore ^(^) avec une e r reur
moindre que{T\, . Ains i le me i l l ea r ré su l t a t s ' ob t i en t en fa isant la somme
algébrique des n ou n — i premiers termes, suivant que R// ouB^i
est le plus pelit terme, et en a joutant ou r e t r anchan t le quar t du p lus
petit terme. L'erreur est alors moindre que le q u a r t du plus pet i t terme.
On ne pousse jamais les calculs, et cela est par fa i tement inut i le , jusqu 'à
ce degré d 'approximat ion dans les appl ica t ions .

Ainsi , en a r r ê t a n t la série au terme Tn et a jou tan t un terme com-
plémentaire, on obtient le r é s u l t a t avec une erreur moindre que ^T,,.
Cherchons une expression simple et approchée de cette erreur :

^ ^ B/^ _ ^ _j[_ ^^^^^A^6^,
/i~~~ ( 2 / A — \ î ^ 2 / À ; a^-1 """"' " (ÛTTJ^^ a-^""1 5

quantité sensiblement égale à
^(2Ztr^^

-27r(ÂTra)^""1

Donc l'erreur do ^-(^) est plus petite que
î T [ 9. n. — ï )

STT ( p.TTaj-17''""1

ou du moins ne dépasse pas sensiblement cette valeur. Poura== Ï D O ,
trois termes suff i ra ient pour calculer ^x(a) avec une erreur moindre
qu'une demi-uni té du treizième ordre; nous avons vu q u ' i l en f a u d r a i t
de quarante-huit 'à c inquante pour obtenir la même approximat ion
par la formule de Binet. De là résulte rimmense avantage de la for-
mule de StirUng sur celle de Binet. Cette dernière est inappl icable , vu
qu'on ne connaît pas les coefficients I.
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Nous a l l ons nous occuper à présent du développement en série de
~~ et r (a) , et tout d'abord de I — .1 ( a ) ' ' 1 { ^ a )

C'est M. Weierstrass qui le premier a démontré la possibilité du
développement de ..-— suivant les puissances de a et pour toutes les
valeurs de cette variable. Pour démon t re r cette possibilité, il suff i t de
prouver que cette fonction ne devient j a m a i s in f in ie .

On a, dans t ou t e l ' é t endue du plan,

., - . s in^-nr , .G(a ) -== —-^— r( i — a}.
Tt

Or, comme nous le verrons un peu plus loin,

s i n ^ T T - p ,-••-_—- r( i — a\
7T

n'a pas de pôles; donc G (a) ifa pas de pôles et: peut être développé en
série convergente, dans toute l ' é t endue du p l an .

La fonction p-—",? que nous représenterons par G (a), peut être mise
sous f o r m e d ' intégrale d é f i n i e .

On sait que pour toute va leur de a == <% •4-p^ telle que a >•• o, r(a)
est déf ini par ^

T(a] === / e "'z^^ dz,
J\

cet te fonc t ion jou i s san t de la propriété fondamenta le su ivante :

(i) ' T ( a ^ - j ] ^ a T ( a ) .

Pour les au t res valeurs de la variable, la fonct ion r(a) est déf in ie
pîir la c o n d i t i o n de sat isfaire à la relation ( î ) , au moyen de laque l le on
peut tou jours ramener la var iable à avoir une partie réelle positive,
et même p lus pet i te que i.

Dans le cas où la pa r l i c réelle de la var iable est comprise en t re o
et r , on a encore la r e l a t ion f b n d a m e n l î i l e

f ^ ) r { a ) T { ï - a } ^ .—-•-— ^
s in r.a
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qui, au moyen de la relation (i), s'étend à toutes les valeurs de la va-
riable.

De la relation (2) on tire, mais seulement pour le cas où la partie
réelle de a est plus pe t i te que l y

^ / , s\ï\r.a r^ ,G [a}= ——— l e~~z^~ad^.
71 ^o

Ainsi G{a)]owt des trois propriétés suivantes, correspondant aux
propriétés de r(a), savoir :

G(a)-^=aG(a^-i),

r / \ r / \ Sl'UTT^( j ( ^ ) G ( î — ^ ) = = = : — — — ,
TT

^ i \ s înTT^,- , .G(a}-== ——— r( î — a).

M. Heine {Journal de CreUe, t. 89) a donné à G(a) une forme que je
vais faire connaître et qu i nous sera utile, savoir

(3 ) G (a)- —fe^-adz,:>.r.i

l ' intégrale étant prise le long du con tou r suivant : l'axe des x depuis
—co jusqu'à une petite dislance —Y] de l 'origine, un cercle ayant
pour centre l'origine, de rayon 73, et l 'axe des a? depuis— ̂ ju squ ' à— oo .

On a
z = p ( cos o) 4- / sin o) ),

dz = = = p ( ~ - s i n M 4- f c o s œ ) r f o ï 4"(cos&)+ i?sin^)r/p,
^-^==:p-^(cosa7T+ i sin 071).

Dans la première partie,

6)=r—7:, , ^=r—p, CÏZ = — rfp, ^^ == p-^ ( COS ^TT 4- / SÎn 0(7:} ;

dans la troisième partie,

CO:=TT, 2=—p, clz^—dp, ^~^==p^(cos^7r—/sin^7r);

dans la deuxième partie,

z == 75 ̂ )t, <'/2? =:.-: r/î e^dw, z--^ =: 7;-^ ^-aw^
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Les trois parties de l'intégrale, ajoutées ensemble, donnent

r / '6 X r~'i ̂  z-^'dz == 2.z sma-n: f p-^-Frfp + i r ^ " ^ I e^-'^^1 e^1 dû),
t" ^- / f J —r,

d'où, en supposant la partie réelle de a comprise entre o et ? ,

| e^'z-^dz =: î i s i n a T c T i l — a), d'où G(^) == —— { z-aezdz.^ / \ / 27T2J

L'intégration par parties donne

j z-^^e^dz == ^-^^"^ + a j z-'-^^-^e^ dz ==: a f z'^^^e^dz.

Si donc la formule (3) est vraie pour a, on tirera de la relation pré-
cédente

( • g /•»
- G ( a ) == Gf ^ + i ) == ——: ( z~- ^/l"fl"l•ll ) ^£' ̂ /s, .
^ ' 27r/ J

et dès lors la formule (3) sera vraie pour (a 4- i ) ; de même, si elle est
vraie pour 04- i, elle le sera pour a. Ainsi la formule (3) est vraie
pour toutes les valeurs de a.

Reprenons l'intégrale z^'e^h sur le même contour, en agrandis-
sant la circonférence et lui donnant pour rayon ï au lieu de ' / ) ; l'inté-
grale reprendra la même valeur, puisque les deux contours ne com-
prennent point entre eux de point critique. Donc

ï / r" r \G(<r<)==——.( îusm^TT f e-"-Fp"^£/p -4- i | e0'0^"1"'''1111'1^-'1-"^^^^^^ )
27U \ ^i *A-r /

r^ ^— 'ASin^TT 1 e'i""'^ÇJ'"'a('/(J 4- I ^^(ff-[(.s-a^+ww}i ̂  ^l(ï--^l<-."t-i>iit^jn^
' L 1 - 0 " j

==: ̂ L.̂  ^ ^-Fp~^Y/p4- "1- 1 ^'^cos^i ~ a)f<) 4- si'no)]^
7T ^i 7r »7o

=: .JL, | e""^ ( ̂ «(^'-/p) — ew•ft•^t••}'f•0}(ïp
^Ui " '

1 r1'4» -.̂  1 ^oo^<" ces [( i — a ) &) 4- sin co ] d^.
^^/o

//rt^. </6' ^'/<;6". .Normale. '2e Série. Tome1 X. — ,Ïui?i 1 8 8 1 . %()
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Étudions le développement de chacune des deux parties suivant les
puissances croissantes de a.

Pour la première partie le coefficient de a" sera

•——^—^—— f w e-9 [ ( lD -^1 : i ) f l - ( l p^n i y i ] d^t2^TlT[n-+•î) J Lv l / ' ' ^ J i ?
[—iY1

y ^ _ _ ^ ^ i ^-p^p_^j

et pour la seconde

§n^ ^T/^ , f e^ sln (&) + sin&))^ /ZJc.).7 r r ( / i + i ) ^ cos1 /

Nous calculerons plus loin la valeur exacte de ces coefficients; je me
propose, pour le moment, d'en déterminer une valeur approchée.

Pourc^, on a une première valeur approchée en faisant

e00^ SH\o)-4--sinoJ ) = = < ? ,ces' /

ce qui donnera
^ --. Jr-Ll!llL ^7 /̂!1L
0/1 '^ 7:T(n+î) (/i+i)

On pourrait obtenir une valeur plus approchée en partageant celte
intégrale en deux parties; mais cela n'est pas nécessaire, attendu que ̂
disparaît rapidement devant 7^.

Pour calculer la valeur approchée de 7^, nous allons dégager son
expression des imaginaires, et pour cela nous poserons

lp :=: r cosco, TT = r sîn c«),

TT , ï^ûd^langer) == 7- -> do == -— —j—— ;
ip 7T

il viendra
Tî

(_ î)^ /•l2 'L"tl
^^T^T^^J ^[(W+TT2] ^ Sin^OK./r.).

Étudions d'ahord les variations du facteur
/< -+• '••'

e-ppl^p)^-.}-^2]'^"".
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La dérivée est
fi

j^P(,^p)^p)2+^]+(^+^7p^PJ[(Zp)2+^p

=.-P(^p)[(^)^Tr^[(/p)—^/p+^~|.

Lorsque p varie de i à co , le deuxième facteur reste négatif; la dé-
rivée sera donc positive ou négative suivant que

(Zp)^^t^p+^

sera négatif ou positif. D'ailleurs ce facteur ne peut passer qu'une fois
par zéro» car, à mesure que p augmente, la partie positive augmente et
la partie négative diminue.

La valeur qui annule ce facteur va aussi en augmentant à mesure que
// "f- S

n augmente. D'après ces considérations, le facteur e ^ p [ { l p ) ' 2 4- TT^J 2

commence par augmenter, passe par un maximum, puis va sans cesse
en diminuant et tend vers zéro. Le maximum correspond à la racine de
Inéquation

. , . /// -+- 2 . (,
/n 2 _ ————— [? -4» ^3 =: o.

1 r ' p — 1 *

Pour évaluer
T,

( \it C^ ÎLJL2

y^^^q^—^Yj / ^P^P)2"-^2] a smnudc^

nous partagerons l'intégrale en n parties égales, de telle sorte que dans
chacune de ces parties l'argument n^ varie de TT, sin/2a> conservant le
même signe dans toute l'étendue de chaque partie, sauf à laisser incom-
plète la dernière partie si n est impair.

Soient
a, I ) , c, . . ., ./; /, /r, l, m, n, . . . , x, y, z

les valeurs absolues des intégrales partielles et k la plus grande. Il est
// -h 2

-2 "clair, puisque le facteur e-^p [ { I p ) 2 4- n2] 2 va en augmentant et puis
en diminuant, que ces intégrales sont dans le même cas. Le doute ne
peut exister que pour celle qui contient le maximum du facteur, celle
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qui la précède et celle qui la suit. C'est l 'une des trois qui est la plus
grande. Supposons d'abord que k contienne ce maximum ; on aura

A == [k — 1} -4- (m — n) 4-. , . = k — ( l — m ) . . . . ,
B = = ( / f - ^ + ( z - / )+ . . .= / ,_^- / ) . . . .

Toutes les parenthèses étant positives, il résulte

o < A < k et o < B < k,
/d'où

~ A - < A 4-B -- k<ik.

Ainsi l'intégrale totale sera plus petite, en valeur absolue, que la
plus grande des intégrales partielles.

Slle maximum du facteur s-e trouve dans /, on aura de même

A = (k -- /) -+- ( m — n} -.4-. .. -;: ( k — / '4- m ) — ( n — p ) . . . ,
B = ( h - j} ̂  ( i - - /) + . .. ~ k -, (j - / ) . . . ,

les parenthèses étant encore positives, d'où

o < A < k — / + w, o < B < A-,
— k < A -4- K — /r < k — / -4-- m;

et comme, dans le voisinage de maximum, la fonction varie peu,
on a sensiblement l=m, et l'on tire la même conclusion que précé-
demment. Dans tous les cas, on peut poser avec certitude

- "Â-<A + 'B— / f<%Â\

// -4- a
Soit ^ le maximum de e^'p f ( ^ ) 2 4- n2 j 'T" ; on aura

f- .TS

y/z <i - -^_ . 1 - . . -^ . . . . . . . . . . . sinf/K/^=: ....-....-..—-^-..-.-....».— .îr-1 ( n -4- i ) /z ^ /^^ r ( /^ + i y

Soient ^, p/ les valeurs correspondant à n et n-+ ï :

p.' _e-^y [ ^ i \ T / /?' /p, ^ i-r /p/ -p
1 7 ~ ̂ p V - ̂ ) (p7^-: ̂ 7} [p^î (/l 4- ̂ J •
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Le premier et le troisième facteurs sont plus petits que i, puisque, à
mesure que n augmente, la racine p de { I p Y — - - l-_—/p+•7r2==o va en

augmentant; le second est plus petit que ^; donc

[J! ^r ' lo! iL» < e ——— ri
[^ ... P — l <•

Pour n r= 20, (e —p-- ) est sensiblement égal à i, et pour les valeurs\ p — i /
supérieures il est plus petit que i . Donc, pour n ~= 20 ou supérieur
à 20, on a

u' . r~——ï-— < y n -"i~- 5.
^ '•

De plus, pour n === 20, on a

^ao < ̂  </* ' 2 ' • *^-

Donc, pour ^>> Wy
^ << a ^/i .2. . ,/•<• "•̂  2.

Donc
^ 4 ̂ fy7^-^ _ 4 ( ̂ ,+ y ) ( n -+- 2 )

y^<^ ̂ .,̂ ,̂ ,.̂ .̂̂  .,.„, ^^"•^^^-.^ '

ce qui est sensiblement égal à ——^—:::1 7T2 vT(^-+ r)
Par conséquent,

/// """"" ̂ r^'ï '

On voit par là que les quantités c^ disparaissent rapidement devant 7,2.
Cette expression des coefficients prouve encore que le développement

d e G ( < % ) e s t convergent pour toutes les valeurs de a, comme nous le
savions devance,

Ces coefficients sont de l'ordre de \/ des coefficients de l'exponen-
tielle.
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Comme application, faisons n-= 19.
La racine de { l p ) 2 — ——— Ip-'r-^^-a est p==3 ,2Ô.

/p== i,ï63,
( /p)2= i,353,

^-{-(/p)2:^ I1,223.

Calcul de P . { ( ) •== ew3 '2x 3,25(i i ,2%) lo" ! i

cologe3'2.—: %,588
log3, rî5== o,5r2

T o, 5 log 1 r , as ==: ï i , 0^.5
log^io -= 10, i^5

Calcul de y H) ==r- --,—^-^î——- •
' TT2 I C ) . 1 ( 2 0 )

log2== o,3oi
lOg^.19 ==: 10,125

COlOgTT2 == T,OC6

log ̂ ^==78,914

cologi9== 2)731
Iogy<9= 9,067

yi9=: 0,000000001167

Pour avoir c?^ avec une plus grande approximation, nous partage-
rons l'intégrale en deux partiesy soit

ST;
/-» /» ^

Tr(2o)âio== | ^<!08< 'sm(&)"^s^u>)M19rfœ + | o^'sin (rx) 4- sinw) M^ ch^
0 </33̂lî:

T

La première partie est évidemment plus petite que e- ̂ nf\ etia se-
« 2l 0

conde plus petite que .îr0'70'^0!0?8 j-^ao _ ̂ yo j _
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Donc - r e / ' i ^ e-^^x 0,078 i i
^L-^ +——ïo—^^j.-rl^

=^(.)30^^.o.o..o,o,8]^^——.

Calcul de u=e[^)20. Calcul dev==. o,078.e~°-707.

Iog<?==:o,434 loge-0 '707 =^ 1,714
•2o/^ === 3,5oo logo,078 =r 2,892
!og^ == 3,934 log^ == 2,606

M =:z 0 5 00 C) (/ r-== 0 , o4 î

U -h ^ r-=: 0,()5o.

Calcul de (5io=: o,o5o —^7-2,or(ao)
10g(^4- ^) :̂  ^,699

i9 log7T= 9,55o
COlOg '20 n :̂ S , 699

log^.^v::^,94

l o g ô ^ î » ^-= i i ,862

3 ^ ç) •::•:.i 0,000000 o o o 073
y i <)::=:; 0,00000000 1167

y\ 9 "•+" ^i 9 ̂  o ,0000 ûooo 1240

Ainsi nous obtenons, pour limite du coefficient de a!', 0,000000001340.
Nous trouverons pins loin^ pour la vraie valeur, 0,0000 00000104,
c'est-à-dire une valeur douze fois plus petite.

Nous avons calculé y < o en nous servant de ^9; si Fon calculait au
moyen de la formule 7.0 == ——L==^ on trouverait exactement la même

J 9 " 71^1(20)

valeur.
On voit par ce calcul que, pour ^=19, &^ est négligeable devant

7 , < ) , au degré d^approximation que nous pouvons attendre.
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Les limites que nous venons de calculer pourront servir à obtenir une
limite du reste de la série.

to-

La transcendante G(a) est partagée en deux parties,

Ml ^7r ^ e-Pp--â(rfp+-ï- ^ ô^cos^i —^)o}+ sin&)]A)
7Ï" t/l 7r »/0

sinaTTrr^ \ ^,/ \-i^_^ [P( t^a)+Q( î -^ )J ,

P(i--a) et Q ( i — a) étant deux transcendantes dont nous ferons con-
naître un peu plus loin quelques propriétés.

Occupons-nous à présent de la détermination exacte des coefficients
du développement de p— =• G (a) :

/-, / , / , / a \ / u \ f a \a\ f a\ / ^~ ) l + ^ -+-. . . l 4" -2 / \ 3 y \ n,G(^ )===y i -^ ( i+a ) i •4-~) i+ . -+-. . . i 4 " - •

Le facteur

/ a \ / a \ f ci \ . . .
( î + - i 4- T • " i 4- - == ï 4~ A i a 4~ Â2 a^ 4-. . . 4- A//.^i a^™'.

Le coefficient Ki s'obtient en faisant la somme des combinaisons i à i
des quantités ̂  -? ^9 • ? -1-- II estfacile de déduire ces coefficients les
uns des autres.

En effet,

i^a^ a2...^=2aiZ^a2...az-i—2a52^ a2...a^24-2a?2aia2...^î-3...±2aj,

d^où
. . < A ^ = = S i A f - . i — S a A ^ a 4-SaA^î ï—. . .±S( ,

Ces coefficients ne dépendent donc que deS^ S^ 83, . . . » S,,.
Nous avons ensuite

ain a^ihiY2 a^(lnY^n-^ =:-= i — -— "h —V.-—/-. --, .̂-...J—...,L 4-... *
I 1 . 2 I . "2 .3 '
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donc
- .̂̂ .L -— 1" _ au. ^[l^]^ _ l̂iZzil! "I
a ( i -l- ci ) f î i . -2 i. 2.3 J

X [ i -4-- A i a -l- A^ <^ 4-- A ;î a91 "r-. . . + A/z (^}

= î -4- A', a 4- A^ a2 •+• A^ ^:( "h . . . 9
où

A ' i A '̂ A ^llï,'^ . [ l î L } 1

A^.= Ai — A/.-I — -i- A/...... a —— — . . . ±- ——'-—.•
ï î . 'ï i . ^ . . . l

Posons C = = — S i - { - ^ , ou C==: i—(7 , (7 étant la constante d 'Euler,
et remplaçons, dans l'expression de A^, A^, . . . , A^,. S,, par — C + In ;
il est clair, puisque ces coefficients ont une valeur finie, qu'ils seront
indépendants de In et que l 'on peu t donner à In telle valeur que l'on
voudra, et par exemple faire In = o. Mais alors A^. est égal à ce que
devient A^ lorsqlfon y remplace Si par -—C.

Des lors les coefficients se forment de la manière suivante.
On mult ipl ie les coefficients déjà obtenus A/,o A/-^» A^, . . . 5 A. i . i

respectivement par ~ G, — S^, +83, —S^ . . . , ±S,; on ajoute tous
les produits : on divise la somme par ?, et l'on a A^

A, ==:-€,

II est à remarquer que l'erreur de A^ A^ Ag, ... sera du même
ordre que celle de G, S^ Sa, 83, . .,. Supposons, en effet, que A,,, Aa,
A3, . . . , A^i aient été calculés avec la même approximat ion que G,
S^, Sa, S3, . , . ; les produi ts A^S^, AaS^.^ ..., A^ Si pour ron t se
calculer avec la même approximation, et la somme aura une erreur au
plus de i unités de cet ordre, et, en divisant par z, l 'erreur du résultât
sera au plus d 'une unité de cet ordre.

Le nombre de multiplications, dans le calcul de chaque coefficient,
pourra être d iminué de i, en remarquant que CA^i e t A i S / ^ ont un
facteur commun.

Dans ce calcul j 'a i mis en dehors le facteur (i+a), pour que les fac-
teurs S^, Sy, . . • n e cont iennent pas î^ ce qui fait que le calcul des
coefficients est un peu plus court. Mais il serait facile de faire entrer
(x4-<2) dans ' l e développement si on le jugeait convenable. Dans ce
cas, on obtiendrait les coefficients du nouveau développement par l'ad-
dition de deux coefficients consécutifs.

Ânn.de l'Éc. Normale. '^ Série. Tome X, — Jcix ï88(. ^7
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Ces calculs seraient impossibles si l'on ne prenait la précaution de
faire les neuf premiers multiples de G, Sa, 83, S/,, .... Il est bon aussi
de faire également les multiples de Ai , A^ A^, ..., à mesure qu'on les
trouve, de manière à pouvoir faire la preuve de chaque multiplication
par le renversement des facteurs. Dans une si longue suite d'opérations
dépendant les unes des autres, il ne faut rien négliger pour être sûr du
résultat.

Le-s multiplications se font par la méthode abrégée. Chaque produit
partiel doit être écrit avec un chiffre de plus que l'approximation de-
mandée et à une demi-uni té de cet ordre.

Voici un exemple de ce calcul; soit A/, x Se, :

Su •-= 0,0173 43o6 1984 449l

A/» == o, 0245 524-9 ooo5 4ooo

34686123968898
6937 2247 9378 o

<%7 ï53o 9922 2
86 7^53 0992 2

3 4686 IÏ39 7
6937 29-4.7 9
156087558

867 2

________694
4 '25815356 o362

{voir, p. 223 et 224, le Tableau des vingt-deux premiers coefficients).
La somme de ces coefficients étant égale à

î i
2:r('ii~ 2 : o,5ooooooû oooo,

on obtiendra une vérification en faisant cette somme. Cette vérification
donne une erreur du quinzième ordre, qui provient soit des termes
négligés, soit de la somme des erreurs des divers coefficients.

On obtiendra une autre vérification en faisant a = — î . Le résultat
sera égal à — , := r . L'erreur est encore du même ordre que précé-
demment.

En examinant ces coefficients, on voit qu'ils varient d'une manière
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1res irrégulière cl par soubresauts. Les signes eux-mêmes ne présentent
aucune régularité dans leur succession. Les termes vont toujours en
diminuant ; un seul fait exception à cette règle : A^., qui, après s'être
éloigné brusquement de A i 3 , est suivi d'un coefficient Ai y quarante
fois plus grand. Jusqu'à A^, tous les coefficients de rang multiple de 3
sont positifs et tous les au très négatifs; A^ est le premier qui fait excep-
tion à cette règle, et, après cela, la régularité est complètement rompue.

Quelle est la loi de succession des signes? Je l'ai vainement cher-
chée. On s'attendait à voir ces coefficients d iminuer avec une plus
grande rapidité, vu la rapidité avec laquelle la fonction tend vers zéro.
Ce fait est produit par le changement de signe, et nous trouvons un
fait analogue dans l 'exponentielle e30, qui a une valeur très grande pour
de grandes valeurs positives de x et des valeurs très petites pour des
valeurs de x très grandes, mais négatives, et cependant les deux séries
ne diffèrent que par les signes des coefficients.

On peut encore obtenir un autre développement de G(a) . Au lieu de
remplacer S< par — C -+- In, remplaçons au contraire In par C + So ; les
coefficients du développement seront indépendants de So et l'on peut,
par conséquent, faire S^ ==o; alors on aura

G(a)::=^-"^(l4" Ala-l-AaO2-!-. ..).ci a 4- i

'Les coefficients se déduisent les uns des autres de la même manière
que précédemment, en faisant S,, =A.i ==o.

On remarquera qu'ils ont une figure de moins que les premiers et
que celui de la première puissance est nul [voir, p. ^5, le Tableau des
vingt et un premiers coefficients).

Cherchons le développement de r (a) :

1 (a i:r:: [̂T^<ï)Tï̂ ^ '\

Or, le facteur

i -+- A < a + A. a a2 - h* . .

ne devient in f in i pour aucune valeur de a de module moindre que s ;
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donc on peut le développer dans un cercle de rayon égal a 2 et écrire

r(a;==—————r.——————.——;————r^" -———— ( r+B^+B^ 2 - ! " . . . ) ,•"{ 1 a[i - f - a ) ( i •+• A^+Ay^-r- . . . ) 0 ( 1 4 - ^ ) '

d'où
ï== (i4-B^ -(-Ba^-h. . . ) ( ï -h A 1^4- Aa^-t-. . . ) .

On obtiendra les coefficients B^ B^ Ba, . . . en identif iant les
deux membres :

Bf -4" B^_i A i -4- B^-2 A u - + - . * . + A/: --=•: o,

Les multiples déjà formés pour le calcul de A i , A^ , Ag , ... servi-
ront pour le calcul de B,i, Ba, Ba, ..., (voir, p. 526, le Tableau des
dix-huit premiers coefficients).

On remarque qu'à' pa r t i r du cinquième les coefficients des puis-
sances impaires sont négatifs et ceux des puissances paires positifs. On
remarquera aussi qu'ils d i m i n u e n t beaucoup moins r a p i d e m e n t que
ceux calculés précédemment et enf in qu ' i ls se rapprochent de plus en
plus de S^, S;p 84, ..., ou plutôt de -^? ;"j5 ;-y? •"•? ;;^5 en sorte que

B, g ne diffère de -^ que de quelques un i t é s d u 1 dixième ordre. On
"verra, un peu plus loin, la raison de tous ces faits.

La régularité des coefficients B,,, Ba, B;}, . . , lémoigne de l 'exacti-
tude des coefficients A Ï , A 3, A;,, . . . .

Le développement de r (<%) que nous venons d'obtenir n^est conver-
gent que pour des valeurs de a dont le module est moindre que a. On
peut partager r(a) en deux .parties, donnan t lieu à deux séries con-
vergentes pour toutes les valeurs de a.

C'est M. Prym qui a donné à r (a ) cette nouvelle forme {Journal de
Crelle} :

T[a)== ^^e-^dx^ x^"^ e^ dx -+- / ^^ e-^dx
c/o ^o ^i

_ ^ _ ^ __ j_ _JL- _ ^î_ T ! , r'
~ a î Ï~î"7 + i . 2 ï"+~2 '~ 'i~:i73 T^3 + " ' ̂ j^ xa e <r

La première partie est une série qui déf ini t une fonction u n i f o r m e
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ayant pour pôles seulement o, — i, — 2, . . . » qui sont aussi les pôles
der(a).

Et la seconde est aussi finie ; soit a == a 4- i^ ;
/I « /» eo /•» ;c

I ^-1 e-^dx == ^ '̂.y^ cos (^P ) d^ 4- ? | ô-"11 -̂-1 sîn ( lx^} dx,
J ï ' ^ \ J\

quantité finie et déterminée, quels que soient a et ?, et par conséquent
développable suivant les puissances de a, quel que soit a,. r (a) est donc
une fonction uniforme qui n^a pas d^autres pôles que o, — r , — a, . , . ,
Il résulte de là que dans le produit

s inaTrr(a)
tous les pôles disparaissent;.

Posons
P (z ) = "L — 1 —ï— + —— —!— - . .. = .f e^^-^ dx;

' ' Z l Z -1- I ï . 9. Z -4- a J^

on aura
p [ ̂  4.. j -, ̂  ^ p ( ̂  ) ̂  — ï -^ -ï. --.- .-L 4-. ,,__-. — . . . -:- — .1 ;v " ' ' ï ï . -;>. ï . î> . . 3 ^

et ainsi la transcendante P(-s) j o u i t de la propriété

P ( Z •+ ï ) = z P ( ^ i -» ^5
' ' / e

analogue à la propriété fondamentale de la fonction T ( z ' ) .
On tire de là, avec M. Prym,

^P(^=^P(^ .hx)+^

eV(z'+ ï ) == •—6— P ( z + 2) + —î—?v ' 2; -l-1 • / z + ï

eV(z^9.)= -~6—P(^-{-.3)+ ———,
v / Z •+• 2 ' ' Z -h ;>-

, , . . . . . » , . . » . » * . . . . . . . . . - . . . • . . < y

^ P ( z 4- n — ï ) ==: ——e—— P ( z •+ /z ) + ——l—— ">v • / z -+• n — ï v ^ •+• n — ï

^P ( z 4- ^ ) =-;•-= —^~ P ( ̂  + n -)- il + —r— -1 / z -\- n ' ' -s ••4- //-
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Mult ip l ions ces égalités respectivement par
i i i . 1

9 Z 5 5 ( Z •+• 1 ) 5 Z [ Z -4- î ) ( Z -+• Ï ) 9 * ' ' ? ^ ( Z -i- 1 ) . . . ? Z 4- H — 1 ) 9

et ajoutons les résultats; il viendra

T./ ^ 6P(^4- / i ) f r î î ^1
6 P ( Z ) ••—' ______'_____'___ —1~ — -4- _______ ~1— _____________ -4-- j' j z [ z ^ r ï } . . .{z +n) \^z z [ z + i ) z [ z - ^ î ) { z + ^ ) ' ' * . , )

Or liiï)P(^4-7i), pour n ==00 , égale o; donc

^(2)=^+^7^7J+^^^,)^^^ + - • • •

La trîinscendante P(^) , comme r(-s), admet pour pôles les nombres
entiers et négatifs, ainsi que o, et elle joui t aussi de la propriété

\\mî(z}[z ^-y)^^:^1^.
' ' • ' I . 2 . . . V

M. Prym conclut de là que P(^) — T[z) ne devient infini pour aucune
valeur de z et peut, par conséquent, être développé en série conver-
gente pour toutes les valeurs de z, suivant les puissances ascendantes
de celte variable. Donc

r "
1 É?-<y-i dx== Q [ z ) == CQ 4- c\z 4- c^z2 4-. ...

^i

La transcendante Q(^) est une fonction de la même nature que G(s) ,
jouissant de la propriété des fonctions entières, de n'avoir qu'un point
essentiel à l'infini.

Nous calculerons, un peu plus loin, la valeur des coefficients Co, ^,
0*2» . •.; nous allons chercher, tout d'abord, une limite approchée.

1^.3...^= r e-^ixY^^ rj-^-rf^Y^.J\ x Ji W^7
Or, le maximum du facteur f -^Yest f ^ V * doncw^y Ve /

••-•"^©T^'-^^œ"^^)-
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Donc

,. < f^y, r iiL = ̂  (^Y ^(^+I) _ ^ (^y ̂  i
' \^} r ( /z4- i ) n \e) T [ n - ^ i ) n\e) ^ (n~^\\?

v 2 y
et, en remplaçant I i - — — ) par sa valeur approchée, ce qui aug-
mente encore la valeur,

v^ i
<?/z< n

^ ' 1 a
1(^^K

Appliquons ceci à c^, qui est le dernier coefficient calculé.

îog2== o,3oio3 loge == 0,434^8
log e =: o, 4349-7 col2 ̂  î ? 69897

Oy^SSSo Iogï8 == i ,'2^527

log^îi= 0,3676^ r , 38852

cologi7== ^,76955 8,5
, _ 694^60

colog - [n + ï ) == 12,19738 n'i,o8i6

loge//, === T3', 334.78 11,802420

Cn =^ 0,0000 oooo oûoo 2163.

Le calcul direct donnera, un peu plus loin,

c^= 0,0000 oooo oooo i8i4-

La valeur approchée et la valeur exacte différent donc d'environ
trois unités et demie du quatorzième ordre.

La fonction Q(^), comme la fonction P(-s), jouit d'une propriété
analogue a la propriété fondamentale de T { z ) :

Q[z 4 - i ) = = r ( ^ " + - i ) - P ( ^ + ^ 5
donc

Q ( ^ + l ) = 3 r ( 5 ) — 2 P ( 5 ) 4 ^ = = 5 Q ( ^ ) 4 - ^
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De même,
Q[Z +/i) _ T(z-}- n] P [ z -4- n }
l^n]^-' ~ • r [ î t )n^ 1 ~" T(n)n^~'

et par conséquent, pour n = oo ,

Q i ^ 4. ̂  .
IlîTl—^————^ ==:!.

T(n)n•z

Cherchons d'une manière plus générale la fonction S(^) , qui satis-
fait aux deux relations

S(z-\~ï)==:zS(z) +/,

,. S ( z ^ n ) ,lim .̂——J. == /r.
1 [n]^

En vertu de la première relation, on a

S [ z ) == -- S(z •+• i ) — --)
z z

S(2+J)=— I —S(2-+-2 / /

Z + I v / z 4- ï

ZS (z+^)= — — — S ( ^ + 3 ) ~
2 + 2 v / 5 + 2 '

S(z^n)=——S(z+n^ï]^ —/—./ 2 + n % / ^ + /î

Multiplions ces égalités respectivement par

ï, 1, ï ï ^ ï
z z [ z + i ) ' z \ z • ^ l ] ( ^ + ' ï ) ' > " " 5 J^TTTJTTT^ ̂ -^rvj ')

et ajoutons les résultats; il viendra

g/^^- S(z-4-7z~M) ri ï ••]
0 ̂  ̂  ^( ̂  ̂  , ), .. ̂  ̂  ̂  ^ ~ / [ i + ̂ T^TJ + • • • J

=^—_^?_^-_ SIZ_±JLÏLI)_/^JL ï I . 1
^ (z+ l ) . . . (2+^) ^r(/î4-l) 1^ 2(^ 4 -1 ) j

^ k T [ z ] - ^ l e P [ z ] ^ ( k ^ i e ) y ( z ) ^ h Q ( z ) . .
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Telle est Fexpression générale de la fonction jouissant des propriétés
énoncées.

En faisant k === o et /<?==— i „

pour /£== î , ^==0,

pour 7 c = = i , /^== î ,

S (^ -P(^ ;

s(^r(^;

S ( ^ ) = Q ( z ) .

La transcendante P(-s) peut se mettre sous une autre forme, qui
pourra être utile :

^ , . sïnnz /./ . sin^z.^, .G(z)^- -^—Q(i.-3)-h _^P(i-2).

D'un autre côté, nous avons trouvé

G(^) :.::.:: ̂ ."^(^(i ~. s) ̂  ^ f ^^"cos^i - z)o) + sîn&)]rf&3;

donc
s î n 7 T z P ( i — z ) -:,= 6cos(<icos['(I —-s )< ; ï4 - s in&) ] r fûo ,

^0

ou bien, en remplaçant î , — z par z ekz par ï — js, il viendra

r""siriTT^ .P(^) -.= j <ocos( l )cos(-^&) + sinî»))^,).
^o

En représentant cette nouvelle transcendante par B(-s) , on a donc

R ( ^ ) = s i n 7 r ^ P ( s ) .

De la propriété fondamentale d c P ( ^ ) , il résulte, pourB(;s) ,

I{( Z 4- ï ) =Sin7T2 P (^ 4- 1 ) rr=r ~ Z l\[z) -4- —————9

Ànn cîe VÈc. Normale. 2e Série. Tome X.— JUILLET i<S8i. 20
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ou bien
B^+l)^!^)^81"7^.

(S

Cette propriété peut se déduire aussi directement de l'intégrale qui
définit R^). En effet,

R^+i )+sR(^)=: ( ecoswcos[{z+ï)^-+•sm^]d^
t/O

-^z é^cos^ûo +sinco)rf&)
</o

= ^ ^^^M ( z + cos &) ) cos ( z r.) -i- sin M ) rfo)
^o

— ^ ec o s t• )sîn&).sin ( ^ G ) 4- sino))rf6),
^o

et, en intégrant le second terme par parties,

R[z + i) + R(^) =: [^^in(z.) + sinco)]; = sm^ .
6 <i

D'après la nature des quantités placées sous le signe d'intégration
on voit sur-le-champ que R(^) est une fonction uniforme et holo-
lïiorphe dans tout le plan.

Pour n entier et positif,
R(re).--=o.

Pour n entier et négatif,

R(-ra)=Iimsinîr(-/ i+e)——'—— ——.LL1!^.
• i. a. . . n e i. 2... n

Occupons-nous à présent du calcul des coefficients de

Q(z) —.Co+CfZ-i-ciz^-t-...,

dont nous avons trouvé la valeur sous forme d'intégrale définie et dont
nous avons donné une valeur approchée.



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. ^19

Nous avons trouvé

3C[X -4- l ) T [ x ) =-:ï • -^B^^-hB2^ 24-B3^ 34-. . . ;

or

y [ x +i)r(^)=-=:r(^+2)=: P(^- i~2s) +0(^4-2)

=:P(^-4-2) +-1- (^-!- 2) + ^ ( ^ + l ) Q ( ^ )
6

:—: P(^ + 2) -4- - [x + 2) + €^X 4- Ci .y2 -h Ça ^3 4- . . .
• • A* • '

-h CQ + 6'|

=-=ï 4- BI ̂  4- Ba ̂ 2 ~i- By .y3 + . . . .

Le développement de P(^4- 2) est facile; ce développement étant
fait, on trouvera les coefficients Co, c^c^ . . . en identifiant les deux
membres de Inégalité précédente.

De là
1 ï I î £ a _

9, î 3 ï . 2 4 <? ?

/ ï ï Ï I ï î Ï \ 2 ^

-(^-T-^T^"^^4----)-1- e ̂ o^

(^_1._-+__ L _ _ _ _ . ^ +...)+ (co+c.)=B.,
\2•i ï 33 ï .a 4 î .2.3 'j3 /

^f^^^_+^. I .^^——.^+..^
Va4 ï 3^ î . 2 4/( 1 . 2 . 3 ô-'1 /

± ( —L-, — i. —— 4- ——. ——_ — ———-. ——— + . * . ) -1- Cn-\ "+- Cn ~= 1^ri-r-{ »
—V^/^2 ï 3rt^ x . % 4 x . % . 3 5ft•+•i )

Les parenthèses se calculent très facilement; après avoir formé les
quantités ^9 —? — — ^ ' " > on divise successivement ces nombres par•l i ï . % ï:. a. 3
^, 3, 4» • " < ; puis les nombres ainsi formés sont divisés par 2, 3, 4? - • ^
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les nombres ainsi formés sont divisés par a, 3, 4? • • • » et ^i"81 c^
suite (w^ p. *2^7, le Tableau des dix-huit premiers coefficients Co, c^
C 2 , C 3 , . . . , ^.ir.Ïous ces coefficients sont positifs, comme on le savait
d'avance. On remarque qu'ils sont plus petits que ceux des autres dé-
veloppements.)

On voit à présent pourquoi les coefficients B ^ , B^, Ë3, . . . se rap-
prochent de plus en plus de ^ -I^ -I? -^5 • • • et sont alternativement
positifs et négatifs. Les coefficients Co, ^, c^, . » . diminuant très
rapidement, B^, Ba, B^, . . « s e rapprochent aussi très rapidement des
crochets

/ ï I I ï I \ _ T >
± [^ - T'sTlïi + 7^/47^ ^ • • ̂  -' -0^-! >

et le crochet lui-même se rapproche de plus en plus du premier terme

^/À+2

On trouve là une vérification de l'exactitude des coefficients B^ , Ba,
B35 . . . , A^ Aa, A;p . . . . Si ces nombres avaient été fautifs, ils au-
raient troublé la régularité de Co, c^ €3, . . . ; il en serait résulté, par
exemple, que quelques-uns auraient été négatifs. C'est ainsi que je me
suis aperçu que B ^ u , qui avait été calculé par le même procédé que les
autres coefficients B, était inexact.

On peut aussi avoir une vérification des nombres c^, c^ c^ €3, . . .
de la manière suivante :

Q(«)=; '

Q ( l ) = = 6\)-4- Ci -4-Ça 4"-. . .

== 0,3678 79441171 4Ï421>
- == 0,3678 7944 ï l7 I 44^3,

Différence == o.oooo oooo oooo 0281

La petite différence trouvée provient soit de terreur des coefficients
^o» G\ » ^2 9 • • ' ^oit des tennes qui n'ont pas été calculés.
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La concordance parfaite de tous les résultats me donne la conviction
que tous ces calculs ne contiennent pas une faute, malgré leur très
long développement*

M. Hermite m'a communiqué une forme de r(.r) très élégante et
pouvant servir directement au calcul de cette fonction :

r (^)== ( ^e-^-+-f '^e-^d'^
JQ J a

La première intégrale, en développant en série l'exponentielle,
donne naissance à la fonction uniforme

^(L^^i^+^L^-^, .V
\X X -+- X ï .2 X "t- 2 /

Représentons la seconde par Q(^) et faisons

/»a -)- n -\" ï

Qn== 'y-'e-ïd^
^ci-i-n

il viendra, sous forme d'une série évidemment convergente,

Q(^)==Qo4-Qi +Qâ+..-

Posant ensuite Ç == Ç -+" a 4- n, nous aurons

Ji
Q,, == ( a -+ n + Ç )x^ e-^^ rfÇ

,

ou bien ^i
Q,, = e-^-^ j (^ + ̂  + Ç)^-1 ^rfÇ,

</o



222 L, BOUBGUET.

et, en développant,

O/, = e-11-'1 fT( a -+- ra)^-1 -h ^-^-x- (a + n}^ Ç + .. ] o-^

=,-e-a-/2rp(i)(ff+ra).c-i+p(2) [̂ ni] (ât-f-ra^-2

+ p(3) (^-^-^) ̂  ̂  ̂ ^,-3 ̂  1

Soit
S l ^ - a x , ^ + ^ , (a+^
"^J— ga -I- ga-n"" '"' —ga+3 - + - • • • '

nous aurous l'expression analytique suivante de Q(a?), savoir :

Q(^)==P(i)S(.t?-i)+P(2)^-^-S(^--2)+P(3) (^-i)(^-a)g^_3^^^

t

et la convergence de cette série est manifeste, pour toutes les valeurs
de a?, lorsqu'on suppose a> i.

Effectivement on a, dans ce cas, à partir d'une certaine valeur de n,
x — n < Oy et dès lors on a sensiblement

S^-^):^^ et P(^)<^.'• / ^a ' ' n

II résulte qu'à partir de cette valeur de n les termes de la série sont
plus petits que ceux du développement àe e^ {a-}- ï)'2'"'1.

Les coefficients P(i)^ P(2), ... sont faciles à calculer, car ils se dé-
duisent les uns des autres au. moyen de la relation

f(z+ï)^:zP(z)-^î-.
ê

La seule difficulté consistera dans le calcul des fonctions S(<r).
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Ta!) /eau des coefficients de A.

— r = : oc [x -4- i ) ( i 4- A ^i -z- -+- A 2 .r2 -4- . . . ).1 \x j

A .1 ~= -•— o 34"3•'27 8433 ̂ 098 4-^7 ï

A 2 == —- 0, ̂  SSo 037 3 6 4 ?- î 7 ̂  7

A 3 :-•::= -{-- o, ï 91 o <:) 'î ï o 13<S7 69 ï 5

A/t ^:;- -"- o ,09.4^ •/)'-'•4C) ooo 5 40oo

A ;, =-• -— o, o 176 451'>•4 4"55o ï44'^
Ac .̂= -4- OyOoSo 9,3;?.7 3o29- '2673

A 7 =- — o y 0008 o43a 9775 6o44

A g = -"— o ,<.l.)oo3 6o8':i 78 s 6 35/^.8

AS) =.••= 4" €)5()00'1 4539 ̂ I 4^ Ï^9C)

A i o "r:::: — o î oooo 1754 5859 7517

Ai i ^ '̂ — o, oooo 0258 8995 o^rÀ4

A ï a •-"-;': •-!•- o, oooo o î 33 85o i 54.66

A î 3 =•.:::: — o p oooo 0020 54.74 315%

A..( ,̂  •'—•- •— o, oooo oooo o ï Sp 5368

Ai ;; == -h o, oooo oooo 6^7^ 6?. ï8

A i a = — o, oooo oooo ï 9.7 3 6 î 4.3

A 17;=r::; •+•' o y oooo oooo 0092 3397

A ^ g ^-= -l- o ,0000 oooo 001 '2 oo 28

A f 9 '̂ ~= — 0 y OOOO OOOO 000 4 ^202

A.â0 ̂  --h 0 , OOOO OOOO OOOO 524°

Aa.î == — o ,0000 oooo oooo oï4-o

A 2 a ̂  — o, oooo oooo oooo 0067



L, liOURGUET,

Tableau des coefficients de a.

- = ÛC -4- r/2 ̂ 2 -"l- ^3 ̂ ;î -+- ^4 «y/> + •

a\ '===- -h i ,0000 oooo oooo oooo

au =•-t~ 0,577^ î5664901 5329

a;î = — o,6558 7807 i5%o %538

<7/, =r — o 90420 0-263 5o34 0959-

a;; -̂ :- -1- o, 1665 3861 i 382 29} ̂

ac, =^ — o 304% ï 977'3 4^^ 544^

a ? =:•-•" —- o , 0096 a; T 97 ï /5<->' 7 877°
(ïg :-r-- -{-- 09007'?- 1894 ^^-4^ 66 3 o

ao ^=-. — 0^0011 6516 7^9 î 8.591

a^o= : := : :=— 090009. x5;2;4 1674 x ^^
a\ \ == 4- o ,ooor î>-8o5 0^8'2 388^

a i a == — o , oooo ao î 3 4854 7 741

ai 3 == — 0,0000 oia5 o493 4758

a< /< =-= --4- o, oooo o 113 3o?,7 %3 î 4

a\ i-> ^^ — o ,0000 ooso 5633 84^0

a\ o =•= ~h o, oooo oooo 6i r6 0950

a,i i ==: -î- o, oooo oooo 5oo% 0075

^i g ==.: — o ,0000 oooo ï i8i ^746

a i o :::::r "4- o ? oooo oooo o ï o4 34^5

ci-^o =^ ~h o ,0000 oooo 0007 78^6

n^,) ===:• — o, oooo oooo ooo3 606%

a^^ == -4- o, oooo oooo oooo 5ïoo

<^3 == —— 0 , 0.000 OOOO OOOO 0%07



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES D-ES INTÉGRALES EULÉPJENNES. ^23

Tableau des coefficients du développement

i
e— c •''"..y ( .r -4" i 'i ''' r -}-• 4 ̂  .r2 -h A 3 ̂  4- . . .}...r (^ )

G == 0,4-227 84.33 5098 4.671

^ AIÎ — — o, 3^9.4- 6 70'"i ^4•2•i î l r 3^

A;} :=;,:„ + 0,0 G 7 3 .^a'îo io,^3 1981

A ,'< •"= 4~ o g o 3 1 4 i ï 68 .^394 9022

A :. -~ —1 o, ô î 4 3 3 334 ^686 a 3 8 7

AC ="-• -4- o 5 ooo 4 2''»66 638e) ^nS'^

A ï :""""" •4- o yOooc) ^680 6472 ^897

\y -:-: -„.,_ 0^0002 19^7 636o 343^
ii

Ao ~"= — o ,0000 o^6'*> o€^S3 q844

A î o —= -4- o ,0000 io%i 5 ï 99 •M-P-'Î

A -î î "="= — o, oooo o 185 4-3^ 3?.65

A 1 2 "̂  — <"> » oooo oooo 6534 x544

A î 3 === 4- o, oooo ooo5 82.4.7 6c)5G

A i.'( "•=• — 0,0000 oool oo4B 4 '̂>•

A î :; === -•s-- o ,0000 oooo ô251 4(':>^7

A î o === -h o, oooo oooo o ï 88 6871

A . 1 7 ""̂  — 0,0000 oooo oo35 7806

A \ g == -4- 0 ,0000 OOOO 000% 0025

A u) == 4- o, oooo oooo oooo 33 ï 4

A 20 == — 0,0000 oooo oooo 087^

A 2 1 == "1- o, oooo oooo oooo 0069
^.nn. de i'Èc. Normale. 2e Scrîe. Tome. X. "— JrïLU-'.T iH8i. ^9



T.. norpvCUET.

Tableau des coefficients (Ju développement

r (^)= ———- ( ï ^Bi .y+B^ 2 - ^ . . . ' s .1 ' x ( se -4- i ) '

B, = -h o, 4^7 8433 5098 467 i

Ba === •+• o ,4.i i8 4o33 0^.16 ̂ G

B^ ===-!- o, o8 î 5 769 ï 9^47 o863

B/( === -4- 0 ,074% 49t:>I 07^^ ^i37

B;î == — o ,0002 6698 9-o68 74^°

Bo ==r -}- o, o r ï î 54°4 ^7 r ̂  ï ̂ oc)

Bï = — o, 00-28 5-A64. 58-A ï 15S3

Bg === + o ,0021 o3c)3 334o 6975

Bo = — 0,0009 1957 3838 8^5c)

B î o == •+• o, ooo4 9<>38 845o 89.9.6

B-n ==; — 0,0009, 4094 ï43583i î

B^a==-4- 0,0001 %ï6'; 38o65%6S

Bi3===—0,00006079^891 3x75

Bi/, ==-4- 0,0000 3o453557 0349

B^,==— 0,0000 159.3 4935 8969

B^ c == ~(- o ,oooo 076^ ï 779^9^4

J&17 === — 0,0000 o38i ^i ïô 4oo3

B^8=="4- 0,0000 0190 649ï 6577



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. ^7

Tableau des coefficients du développement

r(^) = P (^ ) -+- Co -+- C.(^ -4- C2^-+-- . . •

Co == o, -2193 8393 .̂ Q5 5'203

C » == 030978 43i9 72166725

C^ = o ,o356 0349 1928 47-26

Ça == 0,01 ï o 7089 544^ O J L Io

Cî ==== o , oo3o ^-761 119^ 8767
;

C;, =1 o, 0007 ^65 83oo 4889

Cci == 0^0001 6575 6256 o585

€7 === o 5 oooo 34o3 1894 870 ï

Cn == o, oooo o6>48 2609 8154

C,j === o, oooo o x 15 8713 53oc)

Ci o '-^ 0,0000 0019 2937 4^°°

Ci 1 :-= o ,0000 GOO 3 o464 9Ï^9

C ^ ^ == o ,oooo oooo 4^°° 7 I^7

C 13 ^-= o, oooo oooo o649 6268

Ci /( === o ,0000 oooo 0088 3o33

C i ;î == 0 , OOOO OOOO 001 I ^.€)S5

d (î =:: tô , OOOO OOOO 0001 4^4?

C 17 =-"' o, oooo oooo ooûo 1814



2îS L. UOUKGUET.

Tableau des coefficients du développenzent

[ a -4- i ] ( c< -+- 2 i ( ̂  4- 3 ) . . . ( <iï 4- ^ ).

A < 1 1 . . . i i

A < - 2 ) . . . . i 3 -2

A ( 3 ) . . . . i 6 ii 6

A<^. . . . i 10 35 5o 24

A ^ 0 ^ . . . . i i5 85 '.l'îQ 2^4 l'10

A ^ ' 5 . . . . i 21 175 7^5 1624 X764 7^o

A ^ 7 5 . . .. i 28 3'22 1960 6769 ï 3 i 3 2 i3o68 5o4o

A C » ) . . . . i 36 546 4536 22449 67284 1 x 8 1 2 4 109584 4o3^o

A ^ * . * - i 45 87° 94^° 63273 2.69325 72368o 117217°° 1026576

362880

A ^ 1 0 ^ . . i 55 i32o î8i5o 15777^ Qo'2o55 34.16930 8409500

12753576 10628640 36a88oo

A < ^ ) . . . i 66 X925 32670 3574^3 2637558 ï3339535 4599,57^°

105258076 15091797^ ï 2o54384ô 399'^oo

A ^ - ^ . . . i 7^ 2•7 I7 5577° 749463 6926634 449902^ï '206070150

6572o6836 i4ï4oï4888 ï93i559552 i486442.88o 479001600



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES INTÉGRALES EULÉRÏENNES. 2^Ç)

Tableau des coefficients du développement de Binet,

•280361
A ( ) . • • • • • • • « • « ' ~ r) , • ~ "3bo

277^44.
l-y . . . . . . . . . . . ——-rp—4.5

3688q35q
l u . . . . . . . . . . . g^

71769745
i 9 . . . . . • . . , . . » ———^———

l32

2i632aq64oi
Al( )" • • - • • • • • . 3 6 4

ï 591 . . . . . . . . ... ^

I 58
l 3 . . . . . . . . . . . ^

533
2.8

I . . . ^22
i4

La connaissnnce des coefficients que nous avons calculés pourra être
u t i l e dans beaucoup de cas. Où pourra s'en servir pour calculer
commodément les dérivées, et même les inlégrales successives des fonc-
tions G(,r), r(.r), Q(^) et les intégrales définies qui en dépendent.

f 1 dx [ ° doc
Comme appl ica t ion^ je vais calculer n^"^)' ) rT^T"^5

r^ dxi '
j^ Y[r^j

r 1 _^^
J, rr^"4="2'J

r\() J^
oc 4- ^J-.I

: i 4-'^ Ai -l-|-A24"^A^4- .. . ,

: i -̂ . ̂  A ^ + ^ Aa — { A y •4- - . . ,

r1 ^ r0 ^L_^ f —^^-J^^^ï)-j^r(^+2) • j , r (^+2)^ .̂ .̂̂  -J^^r(^ + 2) ̂ ^ r(^ ̂



L. lîOURGUET.

AO === 1 ? 0000 0000 0000 0000

^ A y ==== o,o477 7^77 534692-29
y A o == o, oo 11 46T 8 ï 86o 3^39

-,-^A(} ===0,0000 ï4/5S 9^I4 r2I40

-nrA i ^ == o, oooo oo i o 296 ï 6^74
-nfAi ;; = o ,0000 oooo o39^ 21264
^-A ( 7 == 0,0000 oooo ooo5 i3oo
-^fAi g ^^ o ,0000 oooo oooo 6317

^i-A^o === o ,0000 oooo oooo o^^o

1,0489^^620181 i3i3

^ A i == o, 21 ï3 92 ï 6 7^49 ^^^S

^Aa == 0,0776 9791 ^I405956

^ A/< ===0,0049 io49^001 0800

^ A ;•> === o, o 029 4°^ 7 4 û9 ï 690 7

^AT ===0,0001 00 54 Ï22I 9^°^

^ As :::::= o, oooo 4of)9 3o9° 69^0
^'fA i( ,== o, oooo o ï ̂ 9 5078 i ̂ 9^

-^-A 1 1 === o, oooo 0021 5? 7 49 ̂ 852

^Ai 3 ===: o, oooo ooo x 467^ 7^^^
i1^ A i .î =•= o, oooo oooo oo ï o 6351

^•fA i c === o, oooo oooo 0074 91 ̂
^()AI 9 === 0 , OOOO OOOO OOOO 2IIO

.^.Aao === 0,0000 oooo oooo ooxo

o, -297 3 8391 ï <385 4922-

i ,0489 336% oi8ï i3i3

o, 297° ^^91 ï 685 49^^
^ ^^

J rT^Tï) = 0 ̂ 7 5 1 8 497° 84•95 €39{



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES INTÉGRALES EULÉRÏENNES. a3ï

Ao == 1,0000000000000000
^ A I ==0,2113921675492335
^A.-î == o, 0029 4°87 40C)I 6907
^- A» ==-: o, 00 i i 4618 186o 3a3q
^-AT == 030001 oo54 1221 95o5

-^An === o ,0000 oo2i 5749 5859-
-^ A i 2 '::=: 0 5 0000 001 0 2961 6574

-pi-A i ;{== o ,0000 ooo i 4676 7368
-^y-A \ g == 0 , 0000 0000 0000 63 T "

T^yAi o == 0 ,0000 0000 0000 2 I ÏO

yîj-Aao^ 0,0000 oooo oooo 025o
Ti^Aai ::::= 0 ,0000 oooo oooo 0007

i , 21 S S 8009 8 r 12 o /i64

^ A 2 == o 107769791 % ï 4o 5956
^ A :î :== o, o4 7 7 7 2 7 7 53 4-6 92 29
1-A.i "= 0,00 49 10498001 o8oo
^ Ag === o, oooo 4009 3o<)o 6o5o

^ A o = o, o o o o ï 455 9614 214 °
-^(-A i o ̂  o ? oooo o 15() 5078 1593
-ï^A ï /, -= 0,0000 oooo oo x o 6351
"(^-AI ;", c=: o ,0000 oooo o3c)2 2264
-/-Y A ï o == o ,0000 oooo 0074 O1 ̂ ^
-4''g-A< 7 :::=::: O 3 OOOO OOOO 000 S 1 3 00

j^ A 2 ̂  z= o, o o o o o ooo oooo oo o 3

o, 13 o 4 3 7 4-3 3 7 54 5 7 7 1

y , 2 ï 55 8009 8 t i 2 o464

^ï rîr F0 rÏy

f, TW} ̂ LT^) - I -085- 4^4357 4693

f, •î^J-^rI^TV0'75184^084956391h •r(^)-^ Y ^ + . . ) - " 1 ^J

{r^ =^r^ -I Î836C)9237 ̂ I084r9 dx _ r\ dx
h r(•y)'-J-,^(a^-^-2i



9.32 L. BOURGUET. •— DÉVELOPPEMENT 3S1N SÉRIES DES INTÉGRALES EIJLÉRÏENNES.

On trouverait, de la même manière,

dxr dx
i _^—^^ ^^ o, 54 î '•?- 35^3 9587 6 1 8 2 ,

Jo A (t;r)

r ' î fiy
i u^ = o, 1837 2.070 6646 1288.

Jo 1 l^.'

TTï]


