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D-MODULES ARITHMETIQUES SURHOLONOMES

PAR DanNieL CARO

RESUME. — Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, U une variété sur k et F' une puis-
sance de Frobenius. Nous construisons la catégorie des (F-)D-modules arithmétiques surholonomes
sur U et celle des (F'-)complexes de D-modules arithmétiques sur U surholonomes. Nous montrons que
les complexes surholonomes sont stables par images directes, images inverses, images inverses extraor-
dinaires, images directes extraordinaires, foncteurs duaux. De plus, lorsque U est lisse, nous vérifions
que les F-isocristaux surconvergents unités sur U sont surholonomes. Cela implique leur holonomie,
ce qui prouve en partie une conjecture de Berthelot.

ABSTRACT. — Let k be a perfect field of characteristic p > 0, U be a variety over k and F be a
power of Frobenius. We construct the category of overholonomic arithmetic (#-)D-modules over U
and the category of overholonomic (F'-)complexes of arithmetic D-modules over U. We show that the
overholonomicity is stable under direct images, inverse images, extraordinary inverse images, extraor-
dinary direct images, dual functors. Moreover, when U is smooth, we check that unit-root overcon-
vergent F-isocrystals on U are overholonomic. This implies that they are holonomic, which proves in
part a Berthelot’s conjecture.

Introduction

Donnons-nous F,, un corps fini de caractéristique p, et X une variété sur F, (i.e. un
Fg-schéma séparé et de type fini). Afin de prouver la rationalité de la fonction zéta de Weil
associée a X et surtout de leur donner une interprétation cohomologique qui fut conjecturée
par Weil, 'idée de Grothendieck fut de généraliser ces fonctions a des coefficients sur X
plus généraux, le coefficient constant redonnant la fonction zéta de X . Ces coefficients, les
Q;-faisceaux (pour la topologie étale) constructibles, avec [ un nombre premier différent de
p, vérifient les trois proprié¢tés fondamentales suivantes :
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142 D. CARO

1. Lorsque X est réduit a un point, les Q;-faisceaux constructibles sont les QQ;-espaces
vectoriels de dimension finie.

2. 1lIs contiennent les coefficients constants.

3. Ils sont stables par les six opérations cohomologiques de Grothendieck, a savoir ®, Hom,
Fas 55 fret fl.

Les opérations cohomologiques permettent de changer de variétés. Afin d’établir I'interpré-
tation cohomologique des fonctions, dites L, associées aux QQ;-faisceaux constructibles, il
procede alors, grace a la stabilité de la constructibilité, a une récurrence sur la dimension de
X (en effectuant des fibrations).

Nous aimerions avoir une analogie p-adique de ceci, i.e. bénéficier d’une catégorie de
Qp-objets (e.g. Qp-faisceaux ou complexes de Q,-faisceaux) vivant sur X et vérifiant les
trois propriétés ci-dessus. Pour y parvenir, I'idée de Berthelot est, en s’inspirant de la carac-
téristique nulle, d’é¢laborer une théorie de D-modules arithmétiques.

Plus précisément, soient V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caracté-
ristiques (0, p) de corps résiduel parfait k£, P un V-schéma formel lisse et P sa fibre spéciale.
Berthelot construit alors le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre infini et de niveau fini
sur P, D;; g (voir [5]), qui s’interprete d’apres Noot-Huyghe (voir [32]) comme le complété
p-adique faible tensorisé par Q du faisceau des opérateurs différentiels usuels sur P, Dp.
D’ou la notion de D-modules arithmétiques sur P, i.e. de D% g-modules (toujours a gauche
par défaut). Il construit aussi les opérations cohomologiques suivantes (voir [7, 2,3,4]) : le
produit tensoriel externe X, le foncteur dual D et, pour tout morphisme f : P/ — P de V-
schémas formels lisses, I'image directe f et 'image inverse extraordinaire f'. Il définit en-
suite la notion de F-complexes holonomes (le symbole « F' » signifie que les complexes sont
munis d’une action de Frobenius) en s’inspirant de la caractéristique nulle ([7, 5]). L’holo-
nomie est préservée par produit tensoriel externe (Berthelot : [7]) et par foncteur dual (Vir-
rion : [35]). Berthelot conjecture la préservation de ’holonomie par image directe par un mor-
phisme propre et par image inverse extraordinaire (voir [7, 5.3.6]). Si ces conjectures étaient
exactes, nous pourrions alors définir la notion de F'-complexes holonomes sur une k-variété
et construire, pour tout morphisme g de k-variétés, les foncteurs image directe g, image in-
verse gT, image directe extraordinaire g et image inverse extraordinaire ¢' (de fagon analogue
a ceux définis ici dans 4.19 pour les complexes surholonomes). Ainsi, les F'-complexes holo-
nomes (sur les k-variétés) constitueraient une catégorie de coefficients p-adiques stables par
les six opérations cohomologiques de Grothendieck I, X, g, g%, g1, ¢'.

Cependant, afin de disposer d’une cohomologie p-adique stable, nous proposons ici une
approche légerement différente : nous remplagons I’étude de I’holonomie par celle de la sur-
holonomie. Pour I'instant, les liens entre ces deux notions sont les suivants : un F-D-module
arithmétique surholonome est holonome. De plus, la réciproque est validée si et seulement
si la conjecture sur la stabilité de ’holonomie par foncteur cohomologique local est exacte
(voir 8.2).

Décrivons maintenant le contenu de cet article.

Nous donnons dans la premiére partie quelques rappels sur les D-modules arithmétiques
qui nous seront utiles. Nous formulons dans une deuxiéme partie un critére d’holonomie. Il
nous permettra d’établir qu'un F-D-module arithmétique surholonome est holonome.
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D-MODULES ARITHMETIQUES SURHOLONOMES 143

Nous introduisons dans le troisiéme chapitre la notion de (F-)D;r, g-modules surholo-

nomes et de (F'-)complexes de D; g-modules surholonomes. Soit f : P’ — P un morphisme
de V-schémas formels lisses. Nous prouvons la stabilité¢ de la surholonomie par foncteurs
duaux, par foncteurs cohomologiques locaux, par image inverse extraordinaire et image in-
verse par f. De plus, lorsque f est propre, nous obtenons sa stabilité¢ par foncteur image di-
recte et image directe extraordinaire par f. La stabilité par produits tensoriels (internes et
externes) sera ¢tudiée dans un prochain travail (voir [19] puis [20]).

Nous construisons dans la quatriéme partie, pour toute k-variété U plongeable dans
un V-schéma formel propre et lisse, la catégorie des (F-)complexes surholonomes sur U
que I'on note (F-)DP , (Dy). Nous définissons ensuite le foncteur dual sur U noté Dy :
D? 1o(Du) — DE ... (Dy). Pour tout morphisme g : U’ — U de k-variétés (on suppose
ici qu’il existe des V-schémas formels propres et lisses dans lesquels U et U’ peuvent se plon-
ger respectivement), nous construisons, sur les catégories de F-complexes surholonomes
correspondantes, les foncteurs image directe, image directe extraordinaire, image inverse
extraordinaire, image inverse par g que I’on désigne respectivement par g, g1, ¢', g7 (voir
4.19). De plus, nous prouvons la stabilité de la surholonomie par celles-ci.

Dans la cinquiéme partie, nous étendons, pour toute variété U sur k, la construction de la
catégorie des (F'-)D-modules arithmétiques surholonomes sur U, que ’on note (F-)DIR} On
obtient la catégorie (F-) DP(M7;), ce qui donne un analogue de (F-)DE, | (Dy). On définit
de plus le « coefficient constant sur U » noté Oy .

Soit U une variété sur k se plongeant dans un V-schéma formel propre et lisse. Dans une
sixiéme partie, nous définissons les fonctions L associées aux F'-complexes surholonomes sur
U et nous en donnons une formule cohomologique. Cela correspond a une extension de la
formule cohomologique d’Etesse et Le Stum des fonctions L associées aux F-isocristaux sur-
convergents sur U (voir [22]). La preuve se fait par récurrence sur la dimension de U en se
ramenant a la situation géométrique déja connue (celle de [11]). Remarquons que 1’hypo-
thése que U se plonge dans un V-schéma formel propre et lisse est slirement évitable (il s’agi-
rait d’étendre les opérations cohomologiques via des diagrammes de topos [, V.3.4.1]), mais
nous ne nous sommes pas intéressé a ce point.

Soient P un V-schéma formel séparé et lisse, X un sous-schéma fermé lisse de P et 7' un
diviseur de P tels que T'x := T'N X soit un diviseur de X . Berthelot a vérifié ’holonomie des
F-isocristaux convergents sur P, i.e. des F- D _g-modules cohérents, Op, g-cohérents (voir
[7, 5]). Par contre, quoique ayant validé sa coherence différentielle (voir [3]), il conjecture I’ho-
lonomie du coefficient constant Op (T (voir [7, 5.3.6.D]). Dans la septiéme partie de cet
article, nous démontrons que les F-isocristaux surconvergents unités sur X \ T'x surconver-
gents le long de T’y sont surholonomes. Cela implique, pour n’importe quelle k-variété U, que
le coefficient constant Oy est surholonome. De plus, nous vérifions que, pour toute variété
U lisse sur k, le F'-Dy-module arithmétique associé a un F-isocristal unité surconvergent sur
U (voir 1.20) est surholonome. En particulier, on obtient leur holonomie, ce qui confirme la
conjecture de Berthelot (voir [7, 5.3.6.D]). 1l faut noter que I'utilisation de la surholonomie
(et surtout de sa stabilité) est ’élément clé de la preuve. La stabilité de la surholonomie per-
met ainsi de résoudre des problémes sur I’holonomie.

Dans [14, 4], lorsque P est une courbe propre et lisse et P = X, nous avions établi ’holo-
nomie des F'-isocristaux surconvergents sur X \ T'x, ce qui avait étendu les premiers exemples
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de F-D;Q-modules holonomes sur les courbes de Berthelot de [2, 5]. Plus généralement,
grace a [10] puis avec la collaboration de Tsuzuki dans [20], nous obtiendrons la surholono-
mie des F-isocristaux surconvergents sur une variété lisse U. Ce résultat repose sur le théo-
réme Kedlaya de réduction semi-stable en dimension supérieure (voir [26], [27], [29] et [30]).
Par dévissage en F-isocristaux surconvergents (voir [13]), cela entraine la stabilité par pro-
duits tensoriels de la surholonomie avec structure de Frobenius (voir [20]).

Nous prouvons dans la derniére partie que la conjecture [7, 5.3.6.B] de Berthelot sur la
stabilité de ’holonomie par image inverse extraordinaire implique que les notions d’holono-
mie, de surholonomie, de surcohérence sont identiques. On en déduit que cette conjecture [7,
5.3.6.B] entraine en particulier (pour une version plus générale voir 8.9) la stabilité de I’holo-
nomie par image directe par un morphisme propre de V-schémas formels lisses (ce qui était
conjecturé dans [7, 5.3.6.A)).

Notations

Tout au long de cet article, nous garderons les notations suivantes : les schémas formels
seront notés par des lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par les lettres
romanes correspondantes. Si f : X’ — X est un morphisme de schémas ou de schémas
formels, on note dx la dimension de X et dx/,x la dimension relative. De plus, la lettre V
désignera un anneau de valuation discréte complet, de corps résiduel parfait k£ de caractéris-
tique p > 0, de corps de fractions K de caractéristique 0. On fixe s > 1 un entier naturel
et F' sera la puissance s-ieme de ’'endomorphisme de Frobenius. Si £ est un faisceau abé-
lien, £y désignera £ ®z Q. Lorsque cela n’est pas précisé, les modules sont des modules a
gauche, les variétés sont des variétés sur k, i.e. des k-schémas séparés et de type fini. Tous les
k-schémas seront réduits. Lorsque nous considérerons des produits de V-schémas formels
(resp. k-schémas), nous omettrons parfois d’indiquer Spf V (resp. Spec k). Lorsque le sym-
bole ensemble vide « @ » apparait dans une notation, nous ne I'indiquerons pas non plus (e.g.
dans les opérations cohomologiques de la section | lorsqu’un diviseur est vide ; e.g. « D;Q »

a la place de « DL (2)g »).

Si A est un faisceau d’anneaux, D®(A), D+ (A) et D~ (A) désignent respectivement les
catégories dérivées des complexes de .A-modules a cohomologie bornée, bornée inférieure-
ment et bornée supérieurement. Lorsque I’on souhaitera préciser entre droite et gauche, on
notera alors D*(“.A) ou D*(A"), ou * est 'un des symboles &, +, —, ou b. De plus, les in-
dices « qc », «coh », «surcoh », « parf » et « hol » signifient respectivement « quasi-cohérent »,
«cohérent », « surcohérent » « parfait » et « holonome » (voir la section 1).
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1. Rappels sur les D-modules arithmétiques

Nous avons regroupé dans cette section toutes les définitions et propriétés concernant la
théorie des D-modules arithmétiques que nous utiliserons constamment dans ce manuscrit.
Nous nous sommes donc focalisé sur ce qui sera sans cesse nécessaire. Ainsi, ce survol ne se
prétend pas exhaustif. Le lecteur néophyte pourra aussi se reporter a [7] ou pour une version
plus récente a [28].

Soient X, X’ deux V-schémas formels lisses, fo : X’ — X un morphisme de k-schémas
sur les fibres spéciales, T un diviseur de X tel que 7" := f; ' (T) soit un diviseur de X’. On
note Y := X\ T,)Y := X'\ T’ les ouverts respectifs de X, X’. Sauf mention explicite du
contraire (e.g. pour les définitions de I'image directe et de I'image inverse extraordinaire),
pour simplifier 'exposé, on supposera que fq se reléve en un morphisme f : X' — X de
V-schémas formels lisses.

1.1. Opérateurs différentiels de niveau m

Berthelot a construit pour tout entier m > 0 donné le « faisceau des opérateurs différen-
tiels de niveau m sur X », qu’il note Dgem) (voir [5, 2]). Comme p n’est pas inversible sur Ox,
on remarque que le faisceau Dx des opérateurs différentiels usuels sur X n’est pas cohérent.
Par contre, les faisceaux (D&m))meN donnent une filtration croissante exhaustive de Dy par
des Ox-algebres cohérentes (voir par exemple [5, 2.2.1.7, 2.2.3.1] et remarquer que Ox n'a
pas d’éléments de p-torsion).

Il a aussi construit une Ox-algeébre qu’il note Bgem)(T) (voir [5, 4.2]). Lorsque f € Ox
reléve une équation définissant T dans X, Bgem) (T) = O«x[t]/( £t — p), cette derniére
¢tant indépendante a isomorphisme canonique pres du choix du releévement f. Il en déduit
ainsi la construction de Bgem) (T') par recollement.

On pose enfin 5gem)(T) = ngm)(T)@ongem) que ’on pourrait appeler, s’il fallait abso-
lument lui donner un nom, « complété p-adique du faisceau des opérateurs différentiels de
niveau m sur X a coefficients surconvergents le long de 7" ».

1.2. Complexes quasi-cohérents, définitions

La notion de « complexes quasi-cohérents sur les schémas formels » a été introduite par
Berthelot (voir [7]). Soient B un faisceau de Ox-algebres (non nécessairement commutatif),
& € D=(B),F € D=(“B). On pose B; := B/m'H'B, & = £ ®% B, F; = B; ®% F,
8583]],;}' = Rlim¢&; ®Hgi F;. On définit de méme 5(')@]],;(.>.7-'(°) lorsque B(®) est un systéme

inductif de Ox-algébres, £(*) et F(*) sont des complexes de B(*)-algebres.

Le complexe &€ (resp. F) est dit « B-quasi-coherent » si le morphisme canonique £ —
5@%8 (resp. F — B@HL;}') est un isomorphisme. Pour * = g ou * = d, on désigne par
D_.("B) (resp. D¢, ("B)) la sous-catégorie pleine de D~ ("B) (resp. D(*B)) des complexes
quasi-cohérents.

On remarque que, puisque ﬁggm)(T) est un g(xm)(T)—module plat (pour les structures
droite ou gauche), un complexe de ﬁgem)(T)-modules a gauche ou a droite est ﬁggm) (T)-
quasi-cohérent, si et seulement s’il est ggem) (T')-quasi-cohérent. De plus, on dispose de I'iso-

~

morphisme : Egem)(T) ®y V/mitl = ggem) (T) ®y V/7**+1 (cela découle de [5, 4.3.3.(1))).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



146 D. CARO

Ainsi, un complexe de B(m)( T)-modules est ggem) (T")-quasi-cohérent si et seulement s’il est
Ox-quasi-cohérent et si et seulement s’il est V-quasi-cohérent.

On note D (T) le systéme inductif (DY (T))men. En localisant deux fois DP (D (T)))
(ces localisations remplacent respectivement les foncteurs — ®z Q et « limite inductive sur
le niveau m »), on obtient @Q@(Dg) (T)) (voir [7,4.2.1 et 4.2.2]). Soit £(*) = (£(™), ey €
@Q%(Dg) (T)). D’aprés[7,4.2.3] (voir aussi[14, 1.1.3]), £(*) est dit quasi-cohérent si et seule-
ment si, pour tout m, £™) est D(m)( T')-quasi-cohérent. La sous-catégorie pleine des com-
plexes quasi-cohérents est notée LDQ qC(DgE') (T)).

1.3. Quasi-cohérence et variation du diviseur

Soient 77 C T3 deux diviseurs de X . Avec les remarques de 1.2, on dispose du foncteur
oubli: LDg qc(Dg)(Tg)) — LDg, qc(Dg)(Tl)) que I'on note aub T, T,

Réciproquement, on définit un foncteur
("To, 1) : LD 4(D(T1)) — LD3 (D (T2))
en posant, pour tout £(*) € LDg qC(DgE’) (1)),

(11, T)(E®) = DY (1)®%., . E®,

D(')(Tl)

5(m))m€N~

Lorsque T est v1de, on note simplement au 1, et ('T,). On dispose pour ces deux fonc-
teurs des formules de transitivité en les diviseurs évidentes. D’aprées [14, 1.1.8], on bénéficie
aussi de I'isomorphisme ('Ty, Ty) — (TT) o aub 7, . Cela implique que les foncteurs de la
forme oub 1, sont pleinement fidéles (voir [14, 1.1.8]). Il en est donc de méme de ceux de la
forme oub 1, 1,. On pourra ainsi sans aucune ambiguité omettre d’indiquer les inclusions ca-
noniques b 1, T, : LDB2 qc(Dg)(Tg)) C LDQ qc(Dg)(Tl)) et identifier les deux foncteurs

(TTQ, Tl) et (TTQ).

ou D( )(T2)® 8(’) désigne le systéme inductif (D(m) (T) QL

D( )( 'D(m)(T )

1.4. Produits tensoriels internes

Soient £(%), F(®) ¢ LDQ qC(Dgg) (T)). On définit le « produit tensoriel interne » de £(*) et
F(*) en posant dans LDg, OlC(DSE)(T)) :

(1.4.1) 5<°>®O iy, ) = 5<')®”§(.>(T)f<°>,

ou 8(°)®”§(, F(®) désigne le systéme inductif (£(™ ®/\(m)(T).7-"(m))meN.

Soient 77 C T3 deux d1V1seurs et&) ¢ LDb (D (Tl)) Pour simplifier les notations,
on écrira abusivement OX(TT2)@®OX(TT) £® pourB *)(Ty)( ‘)®0 (T1)o E®) . Dapres[14,
1.1.7.1], on dispose alors de I'isomorphisme canonique :

142 Ox(1Ty) 0! £ = (i1, Ty)(E®
( ST ) x( 2)Q®Ox(‘rTl)Q - ( 29 1)( )

4¢ SERIE — TOME 42 — 2009 — N° 1



D-MODULES ARITHMETIQUES SURHOLONOMES 147

1.5. Produits tensoriels externes

Soient X1, X5 deux V-schémas formels lisses, £\ € LDg (D ')) el e LDg OlC(D('))
p1 : X1 XsgXo — Xretps @ X1 xg X2 — Xo les projections canoniques. Le « produit
tensoriel externe » de &; () et &s (*) est défini en posant (voir [7, 4.3.5]) :

(1.5.1) 0L, €5 = ph (60" JOb. v, PED iz, — dx,]

1.6. Images directes et images inverses extraordinaires

Le faisceau Dx,éx(T T):= Bge, )(T' VR0, f *2/)\;")(T) est muni par fonctorialité d’une
structure de (D;",’)(T’ ), f~ (Dgem)( T)))-bimodule.

On définit le foncteur f3. : LDP qc(Dge.)(T)) — LDg qc(Dg;,) (T)) «image inverse ex-
traordinaire par f a coefficients surconvergents le long de 7' » en posant, pour tout £(*)
LD} o (DY (T)). -

(1.6.1) (D) =D 2 (T T)&}, g gy € [ 2]
x
Posons Dy o (T,T') = BE(T)®o,, (W ®o,, [1(DY(T) ®ox wi'), lindice

« g » signifiant que I'on a choisi pour calculer limage inverse la structure gauche de
1/)\;7")( T)-module a gauche. Par fonctorialité, Daa_x, (T,T') est muni d’une structure de
(F~1D@ (1)), DL (T7))-bimodule. On définit le foncteur fr LDg, qc(D(}:.’) (1)) —
LD}(’» qc(D(') (T)) «image directe par f a coefficients surconvergents le long de T'» en posant,
pour tout £'(®) ¢ LD@ qC(Dg,) () -

(m)(T/

D’aprés [14, 1.1.9, 1.1.10], on dispose des isomorphismes canoniques de foncteurs :
(1.6.3) wb o fry — fio oubr et b o fn —> f'o oubr.

En omettant d’indiquer les inclusions de la forme aué 1 : LD][(’2 qc(D(x.)(T)) C LDQ qe (Dg)),
on pourra ainsi par abus de notations écrire f' pour f. (resp. f1 pour fr.).

(m)

Lorsque fp ne se reléve pas, les bimodules Dx,_&(T’ ,T) et 55:335 (T, T") peuvent néan-
moins étre définis par recollement (e.g. voir [0, 2.1.6]). On construit ainsi de maniére iden-
tique les foncteurs image inverse extraordinaire et image directe par fj, que ’on note res-
pectivement f{ et fo,. On obtient en particulier la notion d’image inverse par Fyx, ol Fx
désigne la puissance s-ieme de I’'endomorphisme de Frobenius absolu de X. Ce foncteur se
note simplement F*. Nous verrons que F* commute a I'image directe et 'image inverse ex-
traordinaire (voir 1.7 et 1.12).
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148 D. CARO

1.7. Commutation a Frobenius et transitivité de ’'image inverse extraordinaire

Soient f : X' — X, g: X" — X' et h: X" — X" trois morphismes de V-schémas formels
lisses.

On dispose, pour tout £(*) e Li)a’qc(lf)\gg)), de I'isomorphisme canonique dit de « tran-
sitivité de I'image inverse extraordinaire », g' o f' — (f o g)', vérifiant la condition d’as-
sociativité : les deux isomorphismes h'g'f' = h'(fog)' = (fogoh) eth'g'ft =
(goh)'f' = (fogoh) sontidentiques (voir [14, 1.2.2]).

En particulier, en désignant par F' les morphismes absolus de Frobenius de X ou Y, on
dispose des isomorphismes canoniques de commutation a Frobenius : F* o f'(£(®)) = f'o
F*(E®) (car F* = F"). Les isomorphismes de transitivité¢ de 'image inverse extraordinaire
sont compatibles a Frobenius.

1.8. Passage a la limite sur le niveau et cohérence
Berthelot définit par passage & la limite Ox (TT)g := lim ggem) (T")g le « faisceau des fonc-

m
tions sur X a singularités surconvergentes le long de 7" » ([5, 4.2.4]). 1l construit de méme
D;re ('T)q := lim Dgem) (T")g et le nomme « faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini,
m

a singularités surconvergentes le long de T » ([5, 4.2.5]).
En passant a la limite sur le niveau puis en tensorisant par Q sur Z, on obtient le foncteur

noté abusivement (pour simplifier les notations) lim : LDg qc(l/)\g) (T)) = D(DL(TT)p) (e.g.

voir [7, 4.2.2]). Celui-ci induit une équivalence de catégories entre D'goh(D;(TT)Q) et une
sous-catégorie pleine de LD, qC(Dgg) (T)), notée [;D&CO}](D;') (T)) (voir[7,4.2.4]). Par abus
de notations, il nous arrivera d’omettre le foncteur lim, i.e. d’identifier Ijg%,coh(ﬁ(x.)(T))

avec Db, (DL (TT)g). De cette maniére D

coh
LDY (DS (T)).

(D;(TT)Q) est une sous-catégorie pleine de

1.9. Cohérence : comment se ramener au cas sans diviseur

Nous utiliserons énormément le résultat fondamental suivant de Berthelot (voir [5,
4.3.12]) : un D;(TT)Q-module cohérent est nul si et seulement si sa restriction sur ) est
nulle. Cela implique par exemple qu'un morphisme de D;(TT)@-modules cohérents est
injective (resp. surjective) si et seulement si sa restriction sur ) est injective (resp. surjective).
On en déduit aussi qu'un morphisme de Dé’oh(D;(TT)Q) est un isomorphisme si et seule-
ment si sa restriction sur ) est un isomorphisme. La philosophie est qu’un D;(TT)Q—module
cohérent « vit essentiellement sur Y ».

1.10. Opérations cohomologiques de complexes cohérents
Considérons les bimodules suivants

Dl (1T, T)g :=lim DL (T, T)o,

DY (1T, T')q = imDY o, (T, T')q-
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Soient T C T, un diviseur de X, £(*) ¢ LDQ coh(Dge. (1)), F® € LDQ COh(Dg;)(T)),
£'*) e LDg won D), € = h_n}z:('), F = lmF (®), & = 1315'('). On définit alors les
foncteurs suivants en posant :

(1.10.1) ("Ty, T)(E) := D;(TTZ)@ Bt (17), 5
(1.10.2) f1(&) =Dy (T T)a & 1y 17y, [ Eldryxl,
(1.10.3) fri(€) :=Rf(D xHx,(*T T)e @1 (171, £

ou nous avons omis d’inscrire le symbole « I » dans le premier produit tensoriel car I’ho-
momorphisme DL (1T)g — DL (ITy)q est plat (voir [5, 4.3.10-11]). On dispose des iso-
morphismes (1T, T)(E) = lm(1Ty, T)(E®), fr(E) = lmfL(E®), fri () =
limfr, (£'(*)). Les notations relatives a ces foncteurs sont donc compatibles. De plus, on

pose (voir 1.4.1, 1.5.1) :

L L
T T o) .
(1.10.4) EOY 17y, F = imEWRY () FO,
]L]L . . ]L,r (o)
(1.10.5) EXL F = 1lme®R], _F).

Pour tout G € Dparf(D;7Q(TT)), Virrion définit son « foncteur dual D;Q(TT)—linéaire »
(voir [35, 1.3.2]) en posant :

(1.10.6) Dr(G) == Rtam 1 (11, (9, DL(IT)g ®ox 4 wx oldz])-

Elle a aussi vérifié (voir [35, 11.3.5]) que ’on dispose de I'« isomorphisme de bidualité » com-
patible a Frobenius :

(1.10.7) D7 o Dr(G) = G.

Rappelons que Noot-Huyghe ([33]) a prouvé que le faisceau D;(TT)Q est de dimen-
sion cohomologique finie. Comme D;(TT)Q est aussi cohérent ([5, 5.4]), on obtient
Dparf(D;:(TT)Q) = D'goh(D;(TT)@). Ainsi, le foncteur Dy préserve la cohérence. Par
contre, le foncteur fr (resp. fi) ne préserve pas la cohérence lorsque f est une immersion
ouverte (resp. immersion fermée) différente de I’identité. Berthelot (voir [7]) a néanmoins
vérifié la stabilité de la cohérence par le foncteur fr (resp. f3) lorsque f est un morphisme

propre (resp. un morphisme lisse).

. !
Lorsque cela aura un sens, on notera alors respectivement f;f := Dy o fr. oDy et fr :=
Dt o fra o Dy « 'image inverse » et « 'image directe extraordinaire ».

1.11. Isomorphisme de dualité relative

Dans toute cette section concernant I'isomorphisme de dualité relative, f est propre.
Virrion construit dans [36] un isomorphisme de commutation entre les foncteurs duaux
respectifs et le foncteur image directe par f. Un tel isomorphisme est appelé « isomorphisme
de dualité relative ». En reprenant ses constructions (notamment, celui trés technique du

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



150 D. CARO

morphisme trace), nous avons vérifié dans [14, 1.2.7] que cet isomorphisme de dualité rela-

tive s’étend de la maniére suivante : pour tout & € DP (DL, (1T")q), il existe alors dans

Db, (DL (IT)q) isomorphisme canonique :
(1.1L.1) fr+ oDpi(€') = Dro fr ().

Lorsque le diviseur est vide, on retrouve un cas particulier du contexte de [36]. Lorsque le
diviseur T n’est pas vide, il n’est pas clair que les catégories utilisées dans [36] correspondent
aux complexes a cohomologie bornée et cohérente. C’est précisément ce qui nous avait
conduit a vérifier 1.11.1 pour & € D, (DL, (1T")q).

En outre, lorsque f est une immersion fermée, nous avons vérifi¢ dans[18,2.4.3]que 1.11.1
commute a Frobenius (plus précisément, aux images inverses par Frobenius F™*).

Le théoreme de dualité relative implique le fait suivant : pour tous &’ € D2 | (D;, ("T")o),
EeDP (D;(TT)Q), on dispose alors de I'isomorphisme canonique d’adjonction fonctoriel

coh
enfeté:
(1112) ad'jf,T : HOIIl,D; Q(’rT)(fT,-l—(gl)7“:) L) HOII],D;/ O(TT/)(gl7fé‘(5))7
ou HomD;‘Q‘(—, —):=H%0 RHomD(D;‘Q‘)(—, -) = HomD(D;Q)(—, -).

D’apres [14, 1.2.15] (voir aussi [17, 1.2.8] avec la remarque [17, 1.2.9]), cet isomorphisme
d’adjonction est transitif pour la composition des morphismes propres.

1.12. Commutation a Frobenius de I'image directe par un morphisme propre d’un complexe co-
hérent

Berthelot a construit (voir [7, 4.3.9.1] ou [6, 3.4.4]), pour tout £(*) € L_D&qc(ﬁg)), I’iso-
morphisme canonique de commutation de I'image directe par f a Frobenius :

FyFr(E®) = F (@),
Lorsque f est propre, d’apres [14, 1.2.12.1], pour tout £ € DP (’D;(TT)Q), on dis-

coh
pose d’une seconde construction de I'isomorphisme fr F*(£) -~ F*fr,(€). Ce
dernier isomorphisme est caractérisé par le fait que, pour tous & € DP (D;/(TT’ )Q)s

coh
& e Db, (DL (1T)q), le morphisme d’adjonction de 1.11.2
adjf,T : HomD;Q(TT)(fT&(g,)ag) o HOmD;,,Q(TT,)(EI, f;“(g))

est alors compatible aux isomorphismes de commutation a Frobenius (voir [14, 1.2.21]). De
plus, les morphismes d’adjonction entre 'image directe et 'image inverse extraordinaire par
un morphisme propre (i.e. lorsqu’ils existent, ceux de la forme fr 4 f1(€) — £ ou & —
frfr+(E")) sont alors, pour cette seconde construction, aussi compatibles & Frobenius (voir
[14,1.2.13, 1.2.14]). En outre, d’apres [1 7, 1.2.11], ces morphismes d’adjonction sont transi-
tifs pour la composition de morphismes propres (voir aussi [17, 1.2.8] avec la remarque [17,
1.2.9)).

Il n’est pas évident que ces deux constructions coincident. Cependant, lorsque f est une
immersion fermée, cela a déja été vérifié (voir [18, 2.5.4]). En outre, toujours lorsque f est une
immersion fermée, nous avons établi (voir [18, 2.4.3]) que, pour tout £’ € Di’oh(D;, ("T")o),
I'isomorphisme de dualité relative

fr4 oD/ (E") = Dro fr(£)
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de 1.11.1 est compatible a Frobenius.

Nous n’utiliserons dans cet article que I'isomorphisme fryF*(£) — F*fri(€)
construit dans [14, 1.2.12.1].

Concernant la transitivité de I'image directe par un morphisme propre et sa compatibilité
a Frobenius, cela sera traité de maniére plus approfondie dans la section 3.12 dans le cas des
complexes surholonomes.

1.13. Structure de Frobenius, holonomie, critére d’holonomie de Virrion

Rappelons la convention suivante de Berthelot ([7, 5.1]) : un F-D;(TT)Q—module est la
donnée d’un DL (1T)g-module £ et d’un isomorphisme D, (1T)g-linéaire & : £ — F*E.
Les morphismes de F-D;(TT)@—modules sont les morphismes D&(TT)Q-linéaires com-
mutant a I'action de Frobenius. De méme, nous appellerons F-D;(TT)@-complexe la
donnée d’un complexe £ € DP, (D D! 1(1T)q) et d’un isomorphisme ® : £ — F*& dans
Db, (DL(TT)g). On notera cette catégorie F- Dcoh(D;@(TT)). Par abus de notations, on
pourra omettre d’indiquer la structure de Frobenius & et ainsi écrire £ a la place (£, ).

Soit £ un F- DJr g-module cohérent. Berthelot définit dans [7, 5.2.7] la variété caracté-
ristique de &, que 1 on notera Car(€). En outre, d’aprés [7, 5.3.4], I'inégalité de Berthelot-
Bernstein est vérifiée : pour tout point x du support de £, on a

(1.13.1) dim,Car(€) > dim, X

Conformément a Virrion (voir [35, III.1.2]), on définit la « dimension de &£ » en po-
sant dim€& := sup,(dim, Car(€)). De plus, la « codimension de £ » est par définition
codim(€) := 2dx — dim(&) (c’est donc la codimension de la variété caractéristique Car(E)
associ¢e a £ dans le fibré cotangent). Ces deux définitions s’étendent naturellement aux
F-D; Q-modules cohérents a droite via les foncteurs quasi-inverses —®o, wx et —®p, wx L

L’inégalité de Berthelot-Bernstein assure que, si £ # 0, alors dim & > dx. D’aprés la
terminologie de Berthelot, un F-D;Q—module cohérent £ est holonome si £ = 0 ou si
dim £ = dx. Autrement dit, un F—’D; -module cohérent £ est holonome si et seulement si
dim (&) < d si et seulement si codim(€) > d. De plus, un F-complexe £ € F- Dcoh(D;Q)
est par définition holonome si ses faisceaux de cohomologie le sont. Nous noterons
F-Dﬁol(DaE (o) la sous-catégorie pleine de F- DP (D;Q) des F-D;Q-complexes holonomes.

coh

On dispose enfin du « critére homologique » de I’holonomie dti a Virrion (voir [35, 111.4.2])
qui nous sera trés utile : un F-D;Q—module cohérent £ est holonome si et seulement si, pour
tout¢ # dx,ona Sa:t;); @(5, D;’Q) = 0. Ainsi, si € est un F-D;Q-module holonome on
dispose alors de l’isomorphisme canonique H°D(E) — D(E). De plus, Virrion a vérifié
que H°D(E) est aussi un F- ’D o-module holonome qui sera noté £* (voir [35, I11.4.3]). Cela
implique que ’holonomie est stable par le foncteur dual D (voir [35, 111.4.4]).
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1.14. Théoréme de Berthelot-Kashiwara

On suppose ici que fj est une immersion fermée qui ne se reléve pas forcément en un mor-
phisme de V-schémas formels lisses.

1. Pour tout D;(TT)Q—module cohérent (resp. F-D;Q—module holonome) £ a support
dans X', pour tout DL, (17" )o-module cohérent &’ (resp. F-D;’Q-module holonome)
HEfo, (E) =0et HFf(E) = 0sik # 0.

2. Les foncteurs fy . et f& sont des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des
D;E(TT)Q-modules cohérents a support dans X’ (resp. F-D;E@-modules holonomes a

support dans X’) et celle des D! ,(TT")g-modules cohérents (resp. F-D;,’Q—modules
holonomes).

Le cas non respectif a été vérifié par Berthelot (voir 1.14 ou[l1, 3.1.6]). Le cas respectif s’en
déduit grace au critére d’holonomie de Virrion (voir 1.13) et a I'isomorphisme de dualité re-
lative.

1.15. Foncteur cohomologique local

Nous exposons ici les principaux résultats de [1 1, 2.2]. Soit Z un sous-schéma fermé de X.
Le « foncteur cohomologique local a support strict dans Z » construit dans [11, 2.2.6] sera
noté¢ RTY, : LD} qc(@\;‘)(T)) — LDg qc(ﬁg)(T)) (on dispose d’une deuxiéme construc-
tion par Berthelot donnée dans [7, 4.4.4, 4.4.5]). Rappelons en deux mots sa construction.
Lorsque Z est un diviseur de X, ]RETZ est par définition le foncteur cohomologique local a
support strict dans Z construit par Berthelot (voir [7, 4.4.4, 4.4.5]). Si Z est I'intersection des
diviseurs 71, . . ., T,., alors, pour tout £(*) € L__l?&qc(’l/)\g) (T)), on pose RETZ (5(')) = RD:G o
. -oRﬂTT (). Cette définition de ]RETZ(E (*)) a bien un sens car celle-ci est (4 isomorphisme
canonique pres) indépendante du choix des diviseurs 71, . . ., T;. telsque Z = M=y .. T3 (voir
[11, 2.2.4-6]). Pour tous sous-schémas fermés Z, Z’ de X, on obtient alors 'isomorphisme
canonique compatible a Frobenius et fonctoriel en Z et Z’ (voir [11, 2.2.8]) :

(1.15.1) RL,,, — R} o RLY,.

De plus, pour tous sous-schémas fermés Z, Z’, Z"" de X, les deux morphismes composés
canoniques suivants sont égaux :

RLYqzaz0 — RLGqz o RLY, = RLy o RLY, o RLY,
(1.15.2) R yinzn — RLL oRLY, ., — RO, o RLY, o RLY,..

Lorsque Z est un diviseur, pour tout £(*) € I_J_D&qc(l/)\g) (T)), Berthelot a établi que I’'on
dispose du triangle distingué de localisation en Z (voir [7, 5.3.6] ou [11, 2.2]) :

(1.15.3) R (@) — €@ = (12)(£®) — RLL(E®)1],

ou le foncteur (Z) est celui défini dans 1.3.

On étend alors naturellement la définition du foncteur (fZ) au cas ot Z est un sous-
schéma fermé quelconque de X en définissant (TZ)(£(*)) comme égale au cone du mor-
phisme canonique RELZ(E (¢)) — £(*). On I'appelle foncteur de localisation en dehors de Z
(ou, de fagon abusive, foncteur restriction en dehors de Z). Si Z, Z’ sont deux sous-schémas
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fermés de X, on bénéficie d’apres [11, 2.2.14] de I'isomorphisme canonique compatible a
Frobenius :

(1.15.4) (t2)o (12")(E®) = (fZzuz)(ED).
Daprés [11,2.2.6.1], pour tout &) € LDB, (DY),

—

L ~ ] L ] ~ .
(1155) RLL(0x0)®b, (£ = RILE®), (12)(0x0)%b, £© = (12)E®),

ou nous avons identifié¢ le systeme inductif de @P}é,qc (1/)\;')) constant égal a Ox avec Ox .
Cela implique que les foncteurs de la forme RETZ et (TZ) commutent deux a deux (voir [11,
2.2.6.1)).

Sans supposer que fo se reléve, soit Z un sous-schéma fermé de X et Z’ := f~1(Z). Pour
tous £(*) ¢ @Q}é’ qc(lf)\g)), & e @Qa7qc(§¥,)), on dispose des isomorphismes fonctoriels
en Z, compatibles a Frobenius (voir [11, 2.2.18]) :

(1.15.6) fo o RLL () = RLY, o f3(€), foo (12)(€) = (12') 0 £(£),
(1.15.7)  RLL o for (€)= for oRDL(E), (1Z) 0 for (€)= for o (TZ')(E).

Soient Z;, Z, deux sous-schémas fermés de X et £ € LD&qC(gZ/)\g)). On dispose aussi

—

des triangles distingués de localisation de Mayer-Vietoris (voir [11,2.2.16]):
(1.158)  RLY ., (€) - RLY (€) ® RLY (€) — RLY 4. (£) — RTY, ., (£)[1],
(1.159) (1210 23)(€) = ((Z1)(€) @ ((Z2)(€) = (121U Z3)(E) — (1211 Z2)(E)[1].

Supposons maintenant que fo : X’ < X soit une immersion fermée. On bénéficie alors
de I'isomorphisme canonique :

(1.15.10) R, (@) =5 fou fE(ED).

L ~ L ~
En effet, fos f(E®) = foi(Ox0®h,, fHE®) = for(Ox oldxr/x))8h, £ =
f0+f(!)((’)x,<@)®z,x &£ ou le premier isomorphisme est 'exemple de [11, 2.1.4]. Avec

1.15.5, il suffit donc de prouver R, (Ox.0) —= foy f3(Ox,0). Comme RLk, (Ox ) €
Db (D; @) et est a support dans X', cela découle du théoreme de Berthelot-Kashiwara et

coh
de 1.15.6 (en remarquant aussi que RE}, est I'identité sur L_Qbm(ﬁg;,))). Comme Berthe-
lot a obtenu un isomorphisme similaire (voir [7, 4.4.4, 4.4.5]), cela implique que les deux
constructions du foncteur cohomologique local a support strict dans un sous-schéma fermé
Z se rejoignent lorsque Z est lisse.

1.16. Surcohérence

La notion de « surcohérence » (voir [11, 3.1.1]) est définie de la maniére suivante : soit
& un (F-)DL(IT)g-module cohérent (resp. un objet de (F-)DE, (DL (TT)g)). On dit que
E est « D;(TT)Q-surcohérent » sl pour tout morphisme lisse de V-schémas formels lisses
g:P — X, pour tout diviseur H de P, (TH)(g*E) est un (F-)DL(tg~'(T"))g-module co-
hérent (resp. un objet de (F-)DE, (DL (Tg~*(T))g)). On note (F-)DP, .. (DL(T)g), la
th(D;(TT)@) des complexes surcohérents.
Un complexe est surcohérent si et seulement si ses espaces de cohomologie le sont (cela

vient du fait que les foncteurs de la forme g* et (TH) sont exacts si g est lisse et H est un

sous-catégorie pleine de (F'-)D
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diviseur). La surcohérence est stable par image directe par un morphisme propre, par image
inverse extraordinaire et par foncteur cohomologique local (voir [11, 3.1.7, 3.1.9]).

1.17. Isocristaux surconvergents associés aux D-modules arithmétiques : Cas de la compacti-
fication lisse

Le point de départ est le théoréme suivant de Berthelot (voir [§] ou pour une version pu-
bliée [5, 4.4.5] et [14, 2.2.12]) qui améliore la caractérisation [5, 4.4.5] (et [6, 4.6] pour la com-
mutation a Frobenius) des isocristaux surconvergents :

THEOREME (Berthelot). — Onnote Xk la fibre générique de X comme K -espace analytique
rigide, et sp . X — X le morphisme de spécialisation.

Les foncteurs sp, et sp* induisent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des iso-
cristaux sur'Y, surconvergents le long de T, et celle des D;re (1T)g-modules cohérents Ox (1T)q-
cohérents. Ceux-ci commutent en outre a Frobenius.

De plus, un 'D;(TT)Q—module cohérent € est Ox(TT)q-cohérent si et seulement si la restric-
tion E|Y est Oy g-cohérente.

On suppose que X est un V-schéma formel séparé et lisse. Soit Z un sous-schéma fermé
lisse de X tel que 7' N Z soit un diviseur de Z (cette derniére condition n’est pas vraiment
restrictive). On pose U := Z \ T

Nous étendons (voir [17,2.5.10]) le théoréme 1.17 de la maniére suivante : il existe un fonc-
teur canonique pleinement fidele noté sp;.,x 1 ;. de la catégorie des isocristaux sur U sur-
convergents le long de T'N Z dans celle des D;(TT)Q-modules surcohérents a support dans
Z (pour la surcohérence, il faut aussi consulter [13, 6.1.4]). En particulier, lorsque le divi-
seur T est vide, on obtient un foncteur pleinement fidele noté sp ;. 5 ;. de la catégorie des
isocristaux convergents sur Z dans celle des D;Q—modules surcohérents a support dans Z.

Lorsque Z — X se reléve en une immersion fermée v : Z — X de V-schémas for-
mels lisses, il suffit pour tout isocristal E sur U surconvergent le long de 7' N Z de poser
sPzex 1+ (E) = ury osp,(E). La pleine fid¢lit¢ se déduit du théoréeme de Berthelot-
Kashiwara. Les isocristaux surconvergents et les D-modules arithmétiques ont ’aspect cris-
tallin suivant : les images inverses par deux relévements (induisant la méme réduction modulo
) sont canoniquement isomorphes (voir respectivement [4, 2.2.17] (ou [31]) et [6, 2.1.5]).
Cela implique que le module sp,._, x 7 (E) ne dépend pas a isomorphisme canonique pres
du choix du relevement u. On construit alors par recollement sp ;. x 1 . (£) (pour les détails
techniques, voir [17, 2]).

De plus, le foncteur spy.,x 7+ commute a Frobenius (voir [17, 4.1.9]), aux foncteurs
duaux et images inverses (voir [17, 4]).

1.18. F'-isocristaux surcohérents

Soient X un V-schéma formel propre et lisse, T un diviseur de X, Y := X\ T, Z un sous-
schéma fermé. On suppose que U := Z \ T est lisse (mais Z n’est plus forcément lisse).

On définit (voir [13, 3.2.1] et aussi [15, 2.3.2] pour la simplification de la définition dans
le cas propre avec structure de Frobenius) la catégorie F-Isocﬁ(.’{, T,Z/K) de la maniére
suivante :
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— les objets sont les F-D;E(TT)Q-modules surcohérents £ a support dans Z tels qu’il existe
un isocristal convergent G sur U vérifiant £]Y — spy.,y (G);

— les fléches sont les morphismes F-D;,(TT)Q—Iinéaires.
Cette catégorie F-Isoc!'(%,T, Z/K) ne dépend canoniquement pas du choix de (%X, 7, Z)
tels que Z \ T = U. Elle sera notée F-Isoc'T(U/K) et ses objets sont les « F-isocristaux
surcohérents sur U ».

Lorsque U est un k-schéma séparé lisse quelconque, on construit plus généralement la
catégorie F-Isoc'(U/K) par recollement (voir [15, 2.2.4])

1.19. Isocristaux surconvergents associés aux D-modules arithmétiques : Cas général

On dispose du théoréme suivant qui étend d’une certaine maniere 1.17 (voir [15, 2.3.2]) :

THEOREME 1.20. — Soit U un k-schéma séparé et lisse. On dispose d’une équivalence cano-
nique de catégories
SPy+ F-Isoc'(U/K) = F-Isoc' (U/K).

Donnons une esquisse de la preuve. Tout d’abord, les deux catégories étant construites par
recollement, on se ramene a supposer U affine et lisse. On construit dans ce cas explicitement
le foncteur spy; ;. via le choix d’un plongement U — X, avec X égale au complété p-adique de
I'espace projectif PJ, pour un certain entier n. Lorsque I’'adhérence de U dans X est lisse, cette
construction est canoniquement isomorphe au foncteur construit dans 1.17. En procédant
ensuite par récurrence sur la dimension de U, quitte a se restreindre a un ouvert dense de U,
on peut alors se ramener au cas ou U vérifie certaines hypothéses techniques géométriques
(voir la notion de « désingularisation idéale » de [13, 7.1.1]). Ces conditions géométriques
nous permettent par descente finie et étale de supposer que la compactification de U est lisse.
Ce dernier cas a déja été traité dans 1.17.

2. Un critére d’holonomie

Soit P un V-schéma formel lisse.

DErINITION 2.1. — Un D;D,Q-module cohérent £ (resp. un complexe £ de D"goh(D;;,@))
est dit a « fibres extraordinaires finies » si, pour tout point fermé x de P, pour tout relévement
i de 'immersion fermée Spec k(x) — P induite par z, les espaces de cohomologie de i\, (&)
sont des K -espaces vectoriels de dimension finie.

Puisque la surcohérence ([11, 3.1.1]) est préservée par image inverse extraordinaire ([11,
3.1.7]), on remarque qu’un D;,, g-module surcohérent (resp. un complexe de D;’urcoh(D; Q)
est a fibres extraordinaires finies.

LEMME 2.2. — Soit & un F-DL g module cohérent d fibres extraordinaires finies. En notant
Z, le sous-schéma fermé réduit de P définissant son support, il existe un ouvert 34 de P, tel que
Y := Z N U soit affine, lisse et dense dans Z et tel que la restriction de £ sur 3 soit isomorphe
a l'image par spy g . (voir 1.17) d'un F-isocristal convergent sur' Y. En particulier, E|4 est
holonome et non nul.
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Démonstration. — Soit i’ un ouvertde P tel que Y’ := ZNU’ soit affine, lisse et dense dans
Z . D’apres Elkik (voir [21]), on peut alors relever Y’ en un V-schéma formel affine et lisse )’.
Comme $ est lisse et )’ est affine, il existe un morphisme de V-schémas formels lisses de la
forme v : Y’ — Y relevant Y’ — . Comme E|U’ est un F-DL,’@—module cohérent a sup-
port dans Y et a fibres extraordinaires finies, il résulte du théoréme de Berthelot-Kashiwara
(voir 1.14) que v'(E|YW') est un F—D;,’Q—module cohérent et a fibres extraordinaires finies.
D’apreés [14, 2.2.17], il existe alors un ouvert 4 de 4’ tel que Y := Y’ N U soit affine et dense
dans )’ et tel que v' (€]41')|Y soit méme Oy g-cohérent. Notons u : Y < {4 'immersion fer-
mée induite par v. Ainsiu'(£]4) est un F—D&Q—module cohérent , Oy g-cohérent. D’aprés[7,
5.3.5.(1)], cela implique que u'(£|4) est holonome. D’aprés la version cohérente du théoréme
de Berthelot-Kashiwara (voir 1.14), comme £|4 est a support dans Y, uu'(E|Y4) — E|U
et donc, d’apreés la version holonome de 1.14, £|4 est holonome.

Enfin, d’aprés 1.17, en notant G := sp* (u'(€|U)) le F-isocristal convergent sur Y associé
a u'(€|Y), on obtient : spy_ g  (G) = uy(sp,(G)) — ugu'(E|Y) — £|U. On a ainsi
prouvé spy-.y . (G) — &|U. D’oul le résultat. O

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant qui étend 2.2 et s’en déduit :

LEMME 2.3. — Soient &y, ..., &, des F-D;rD q-modules cohérents a fibres extraordinaires fi-
nies non tous nuls. Il existe alors un ouvert i de P tel que &1|4, . .., E,|U soient holonomes et
non tous nuls.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur le nombre N de faisceaux & non nuls
(avec ¢ parcourant 1,...,n). Lorsque N = 1, ceci résulte de 2.2 (en effet, le module nul est
holonome). Supposons a présent N > 2. Quitte a réindexer, supposons &; # 0. D’apres
2.2, il existe un ouvert 4’ de P tel que & |Y’ soit holonome et non nul. Le cas ou, pour tout
i > 2,&|Y = 0estimmédiat. Autrement, supposons que les &[4, . . ., £, |4 soient non tous
nuls. Par hypothése de récurrence, il existe un ouvert 4 de U’ tel que &4, .. ., €, |4 soient

holonomes et non tous nuls. Le fait que & |4 soit aussi holonome nous permet de conclure.
O

LEMME 2.4. — Pour tout F-D;Q-module cohérent &, ’HOID)(S) est holonome. De plus,
HOD o HOD(E) est le plus grand sous-F-D; g module cohérent de € qui soit holonome.

Démonstration. — Notons d la dimension de P. D’ aprés [35, III 2.4.(1)],
codim(&xt], (€, D}, ©)) = d. Comme H'D(E) — Sxtd (8 D}, o) ®o, wx', on ob-
77

tient ainsi codlm(HOD(E )) > d. Or, d’apres 1.13 (voir la deﬁmtlon de I’holonomie et I'inéga-
lité de Berthelot-Bernstein), HD(E) est holonome si et seulement si codim(H°D(E)) > d.
D’ou I’holonomie de H°D(E).

La deuxieme assertion étant locale en P, on peut supposer P affine. Résumons d’abord
la construction de la suite spectrale étudiée par Virrion dans [35, I11.3.4]. Puisque & est co-
hérent, il existe une résolution gauche £* — £ ou L® est un complexe de DI p.g-modules lo-
calement projectifs de type fini de longueur d (concernant la longueur, voir [35, 111.3.3]). La
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deuxiéme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur Hom 1 (-, D;, o) par rapport
P.,Q ’

au complexe Hom D, o (L, D;,’Q) donne la suite spectrale (voir [35, 111.3.4, p. 60]) :

(2.4.1) EY = Smt;);w(é'xt;i YQ(S,D;)@), DL ) = E" = H"(£).

Virrion a établi dans la preuve de [35, 111.3.6] que la filtration décroissante (F'(€))i=1, .4
définie par la suite spectrale 2.4.1 pour n = 0 posséde la propriété suivante : F*(£) est le plus
grand sous-F-D;’Q—module cohérent de £ de codimension supérieure ou égale a [. Comme
étre de codimension supérieure ou égale a d équivaut a étre holonome, cela implique que
F3(&) estle plus grand sous—F—D;,)Q-module cohérent de £ qui soit holonome. Or, les termes

non nuls de E;J sont a l'intérieur du triangle défini par i = —j5, j = Oeti = d (voir [35,
111.3.4, p. 61]). Cela implique que ES~% = E%~4 = Fd(£). Lisomorphisme B2~ ¢ =
HOD o HOD(€) nous permet de conclure. O

ProProsITION 2.5. — Soit £ un F-D; g module cohérent. Siles espaces de cohomologie de

D(&) sont a fibres extraordinaires finies (e.g. si D(E) est D;r,, g-surcohérent ), alors € est holo-
nome.

Démonstration. — Notons d la dimension de P. Pour tout entier d > ¢ > 0, notons F; :=
H~D(E).Pourd > i > 1, désignons par Z; le support de F; et Z := Ui=1,...,aZ; leur réunion.
D’apres le critére d’holonomie de Virrion (voir 1.13 ou [35, 111.4.2]), £ est holonome si et
seulement si Fq, . .., Fq sont tous nuls.

Par I’absurde, supposons que F, ..., 4 sont non tous nuls. Il découle de 2.3 qu’il existe
un ouvert 4 de P tel que Fy |4, . .., F4|i soient holonomes et non tous nuls. Par 2.4, Fy est
lui aussi holonome. Ainsi, les espaces de cohomologie de D(E|4l) sont tous holonomes, i.e.
le complexe D(E|U) est holonome. Donc, grace au théoréme de bidualité (voir 1.10.7 ou [35,
I1.3.5]) et & la préservation de I’holonomie par le foncteur D (voir [35, TT1.4.4]), €] est holo-
nome. Or, d’apreés le critére d’holonomie de Virrion (voir 1.13 ou [35, I11.4.2]), cela implique
que Fi |4, ..., Fqlih sont tous nuls. On a ainsi abouti & une contradiction. O

3. Surholonomie et stabilité
On désignera par X un V-schéma formel lisse.
DErINITION 3.1. — Soit € un objet de (F-)D(D;Q). On définit par récurrence sur ’en-
tier r > 0, la notion de r-surholonomie de la fagon suivante :
1. € est O-surholonome si et seulement si £ € (F-) DY, (DL ).

2. Pour tout entier r > 1, £ est r-surholonome si et seulement si £ est r — 1-surholonome
et, pour tout morphisme lisse f : X’ — X de V-schémas formels, pour tout diviseur 7"

de X', le complexe D(T") f*(€) est r — 1-surholonome.
On dit que &£ est co-surholonome ou tout simplement surholonome si € est r-surholonome
pour tout entier 7. On note (F—)Dfurhol(D;,Q) la sous-catégorie pleine de (F-)Di’oh(D;Q)

des complexes surholonomes. Enfin un (F-)D;’ g-module est r-surholonome (resp. surholo-
nome) s’il I’est en tant qu’objet de (F-)Db(D; Q).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



158 D. CARO

REMARQUES 3.2. — 1. Pour tout entier naturel ' > r, si un complexe £ de
(F—)D(D;Q) est r’-surholonome, alors &£ est r-surholonome. En particulier

£ € (F-)DE, .0 (D} o)

2. Réciproquement, il est raisonnable de conjecturer que la surcohérence est stable
par foncteur dual. Si cette conjecture €tait vraie alors, pour tout entier r, la notion de
r-surholonomie serait équivalente a celle de surcohérence (i.e. 0-surholonomie) et donc
a celle de surholonomie. Par 2.5, cela impliquerait donc aussi que les F-complexes
surcohérents sont holonomes.

ProrosITION 3.3. — 1) Soientr € NU{oco} et & € DEOh(D;Q) un complexe r + 1-
surholonome. Alors D(E) est r-surholonome

2) Pour tout r € N U {oo}, un facteur direct d'un complexe r-surholonome est r-sur-
holonome.

3) Soientr € NU{oo} et & — & — &' — E'[1] un triangle distingué de D(D;Q). Si deux

des complexes sont r-surholonomes alors le troisiéme I'est. En particulier, D;’urhol('D;’ Q)

est une sous-catégorie triangulée de D:’MCO}](D;E o)

4) Soient r > 1 un entier our = oo et £ un F-D; @—module r-surholonome. Alors € est
holonome.

5) Soientr € NU {cc} et & € DP (D;Q) un complexe r-surholonome. Alors, pour tout

coh

sous-schéma fermé Z de X, ]RETZ(E) et (12)(€) sont r-surholonomes.

Démonstration. — La propriété 1) est tautologique (avec les notations de 3.1, il suffit de
prendre T” vide et f égal a I'identité). Les propriétés 2) et 3) sont vérifiées pour les com-
plexes cohérents. On vérifie alors 2) et 3) lorsque » = 0. Le cas général s’en déduit par récur-
rence sur r € N. Traitons a présent 4). D’aprés la remarque 3.2.1, il suffit de I’établir lorsque
r=1.Grace a 1), si £ est un F—D;,Q-module 1-surholonome alors D(E) est surcohérent.
Par 2.5, cela implique que £ est holonome. D’ou 4). Maintenant établissons 5). Le casr = 0
a déja été traité (voir [11, 3.1.5]). Soient » > 1 un entier et £ € Dlgoh(D;,@) un complexe
r-surholonome.

Traitons a présent le cas ou Z est un diviseur. On obtient par récurrence sur r que RETZ &)
et (Z)(&) sont » — 1-surholonomes. Puis, en utilisant 1.15.6 puis 1.15.4, pour tout mor-
phisme lisse f : X' — X de V-schémas formels, pour tout diviseur 7" de X', on dispose des
isomorphismes :

D('T) (" 2)(€) = DAT)(fFH(2)f(€) = DT U f~1(2)F'(€).

Le complexe D(TT") f'(1Z)(€) est donc r — 1-surholonome. On a ainsi prouvé que (T Z)(€)
est r-surholonome (voir 3.1). En utilisant le triangle de localisation en Z (voir 1.15.3) et via
3), il en découle que RLTZ(E' ) est r-surholonome.

Passons maintenant au cas ou Z est un sous-schéma fermé quelconque de X. D’apres
[11, 2.2.5], il existe des diviseurs T1,..., T, de X tels que Z = N;=1,..,7;. En notant
Z' :=N;=2,... »T;, on dispose du triangle distingué de Mayer-Vietoris (voir 1.15.8) :

R} (€) — RLY, (€) & RLY, (€) — RLY, 7 (€) — RLL(E)[1].
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Comme Z' et Z' UT; sont des intersections de n — 1 diviseurs, on termine la preuve grace a
3) et en procédant par récurrence sur n. O

COROLLAIRE 3.4. — Soient T un diviseur de X et € € DP
Db (D;@) si et seulement si Dy (E) € Dsurhol(D; 0)-

(DL(1T)g). Alors € €

coh

surhol

Démonstration. — Supposons & € Dsurhol(D; g)- On remarque que le morphisme cano-
nique £ — (1T)(€) est un morphisme de D;(TT)Q-modules cohérents qui est un isomor-
phisme en dehors de T'. Par [3, 4.3.12] (voir 1.9), on en déduit que £ — (TT")(€) est un iso-
morphisme. Or, d’apres [35, 1.4.4], les foncteurs duaux commutent a I’extension des scalaires,
ie.Dro(fT) (&) = (IT) o D(E). On obtient donc D () = (FT) o D(E). Il résulte alors
de3.3.1)et3.3.5)que Dr(€) € Dsurhol(D;’ o)- La réciproque découle de Iisomorphisme de
bidualité Dy o Dy (£) — &. O

A Tinstar de la cohérence, on vérifie que la notion de surholonomie est locale en X. De
plus, on étend les propriétés standards des modules cohérents aux modules surholonomes.
Par exemple, on a les deux propositions suivantes :

ProrosITION 3.5. — Soient ® : € — F un morphisme de F- DJr g modules cohérents et
r € NU{oo}. Si € et F sont r-surholonomes, alors ker ®, coker® et Tm® sont r-surholonomes.

Démonstration. — Soient f : X’ — X un morphisme lisse de V-schémas formels, 7" un di-
viseur de X’. Notons f* := H°f'[—dx/x]. Procédons alors & une récurrence sur r > 0.
Comme f est lisse, le foncteur f* est exact et I'image par f* d’un F-D;’Q—module cohé-
rent est un F-D;/7 g-module cohérent. Comme I'extension D;,, 0= D;, (fT")q est plate, le
foncteur (177) de la catégorie des F—D;,7 g-modules cohérents dans celle des F—D;, (1T") -
modules cohérents est exact. Il en résulte que le foncteur (F77) o f* qui va de la catégorie
des F-D;) g-modules cohérents dans celle des F-DL., (1T")g-modules cohérents est exact et
commute aux noyaux, conoyaux et images. Comme les noyaux, conoyaux, images d’un mor-
phisme de FD;LE g-modules cohérents sont FD;E g-cohérents, on verifie alorsle cas r = 0.

Supposons maintenant le théoréme validé pour » — 1 > 0 et prouvons-le pour . Comme
le foncteur (T77) o f* est exact, on se raméne par hypothése de récurrence a prouver que
D(ker @), D(coker®) et D(Im®) sont r — 1-surholonomes. Par 3.3.4, comme r > 1, ® est
un morphisme de F—D;&Q-modules holonomes. Or, d’apres [7, 5.3.5.(i1)], une suite exacte
de F- DT g-modules cohérents dont le terme du milieu est holonome est une suite exacte de
F- D -modules holonomes. Il en résulte que ker ®, coker® et Im® sont holonomes. Rap-
pelons que, d’apres le critére homologique de Virrion de I’holonomie (voir 1.13), si G est un
F- DJr -module holonome, alors en posant G* := H°D(G) on obtient G* — D(G). No-
tons <I>* = HD(®) : F* — £* le morphisme dual de ®. Comme le foncteur H°D est exact
sur la catégorie des F'- D; g-modules holonomes, alors (Im(¢))* = Im(¢*), (ker ®)* —
coker(®*), (coker®)* — ker(®*). Or, ®* est un morphisme de F- DJr _g-modules r — 1-
surholonomes. Par hypothése de récurrence, il en découle que (Im(¢))*, (ker ®)*, (coker®d)*
sont r — 1-surholonomes, ce qu’il fallait démontrer. O
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PROPOSITION 3.6. — Soit &1 — &y — & — &4 — Es une suite exacte de F—D; Q
modules cohérents. Pour tout r € N U {00}, si &1, Ea, &4, E5 sont r-surholonomes, alors E;
est r-surholonome.

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de 3.5 : soient f : X’ — ¥ un morphisme
lisse de V-schémas formels, T” un diviseur de X’. Traitons le cas r = 0. Comme le foncteur
("T") o £* est exact, on obtient la suite exacte ("77) o f*(&;) — (I'T") o f*(&) — (1T") o
(&) — (1T o f*(&1) — (IT") o f*(&5). Comme par hypothése tous les termes sauf celui
du milieu sont des F—D;,7 @-modules cohérents, celui du milieu I’est aussi. Ainsi, &3 est un
F-D;’ g module surcohérent.

Supposons maintenant le théoréme validé pour r—1 > 0 et prouvons-le pour r. Comme le
foncteur (T7”) o f* est exact, on se raméne par hypothése de récurrence a prouver que D(E3)
est r — 1-surholonome.

Par 3.3.4, comme r > 1, &1, &2, €4, &5 sont holonomes. Notons F; (resp. F3) 'image de
Ey — &3 (resp. E3 — &,). D’apres [7, 5.3.5 (i1)], comme & (resp. £4) est holonome, F» (resp.
F3) est aussi holonome. Encore d’apres [7, 5.3.5 (ii)], comme on dispose de la suite exacte
0 — Fy — &3 — F3 — 0 avec F; et F3 holonomes, alors £ est holonome.

Ainsi, D(&5) — &;. Comme le foncteur H°D est exact sur la catégorie des F-D;Q-
modules holonomes, on obtient la suite exacte £ — £ — £ — &5 — &;f. Par hypothese
de récurrence, £3 est donc r — 1-surholonome. O

COROLLAIRE 3.7. — Pour N > p,q > 0, rq > 1, soit S}?(;q = E™ une suite spectrale de
F-’D; Q-modules cohérents. Si, pour tous p, q, les F—’D;’ Q-modules ER4 sont r-surholonomes,

alors les F -D; Q-modules E™ sont, pour tout n, r-surholonomes.

Démonstration. — 1l découle de 3.5 que les ££:¢ sont r-surholonomes. Par 3.6, on en dé-
duit que les £” sont r-surholonomes. O

THEOREME 3.8. — Soient Y et X deux V-schémas formels lisses et fo :' Y — X un mor-
phisme entre leur fibre spéciale. Pour tout € € DE()h(’Z);r€ Q), pour tout entier r, si £ est

r-surholonome, alors f}(£) est r-surholonome,

Démonstration. — Comme le théoréme est local en ), on peut supposer que fj se reléve
en un morphisme f : Y — X. Procédons alors par récurrence sur I’entier > 0. Pour r = 0,
c’est[11, 3.1.7]. Supposons donc le théoreme validé pour » — 1 > 0 et prouvons-le pour 7.

Puisque f se décompose en une immersion (le graphe de f : Y — Y xg X) suivie de la
projection lisse J xs X — X, il suffit de traiter le cas ou f est lisse et celui ou f est une im-
mersion fermée. Soient g : )Y — ) un morphisme lisse et Z un diviseur de Y. Par hypothése
de récurrence sur r, il s’agit d’établir que Do (T Z) o g'(f'(€)) est r — 1-surholonome. Lorsque
f est lisse, cela découle de I'isomorphisme Do (TZ) o g*(f'(£)) = Do (TZ) o (fog)'(E)) et
du fait que & est r-surholonome. On se rameéne donc a traiter le cas ou f est une immersion
fermée.

11 suffit de prouver que pour tout morphisme lisse g : ) — Y et pour tout diviseur Z
de Y, le complexe D o Rﬂz 0 g'(f'(€)) est r — 1-surholonome. En effet, en prenant Z égal
a 'ensemble vide, cela implique que D o g'(f'(£)) est r — 1-surholonome. En appliquant le
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foncteur dual D au triangle de localisation de g'(f'(£)) en Z (voir 1.15.3), il découle alors de
3.3.3queDo (fZ) o g'(f'(£)) est r — 1-surholonome.

En fixant g et Z, prouvons a présent que D o RI‘T o ¢'(f'(£)) est r — 1-surholonome.
Comme cela est local en ), on peut donc C supposer que g se décompose en une immersion
fermée )/ — A" suivie de la projection A” — Y. En notant p la projection A” — Xeti
I'immersion fermee YV A”, on obtient f o g = po 4. Ainsi, D o RETZ 0 g (f'(€)) = Do
RETZ oi'op'(£). Comme l’image inverse extraordinaire commute au foncteur cohomologique
local (voir 1.15.6), RCLi' =5 i'RT},. D’ot: Do RTH, o g'(f1(€)) = Doi' o R, 0 p'(&).

En utilisant le théoréme de Berthelot-Kashiwara (1.14) puis le théoréme de dualité relative
([36] ou 1.11.1), on obtient sur Dgoh(D;, ):D =5 iy, D =5 i'Diy. Or, comme & est
surcohérent, i'RL}p!(€) € Dcoh(D o). Dot : (3 'R p'(€)) = i'Diy (('RTLp'(E)).
Comme Rﬂzp!(é‘) € Db (DT Q) et est a support dans Y’ (car Z C Y), le théoréme de

coh
Berthelot-Kashiwara implique ' Di+(i!R£TZp!(8)) 5 i'D o RTLp!(£). On a ainsi établi
Iisomorphisme D o R} ¢! (£1(£)) = i'D o RTLp!(E).

Or, d’apres 3.3, comme & est r-surholonome le complexe D o Rﬂzp’ (&) est r — 1-
surholonome. Par hypothése de récurrence, i'ID o RETZp! (€) est aussi r — 1-surholonome. [

THEOREME 3.9. — Soient Y et X deux V-schémas formels lisses et fo :' Y — X un mor-

phisme propre entre leur fibre spéciale. On suppose que I'une des conditions suivantes est vali-
dée :

1) Le morphisme fq se reléve en un morphisme f : Y — X de V-schémas formels lisses.
2) Le morphisme fq est une immersion fermée.

3) Le V-schéma formel Y se plonge dans un V-schéma formel propre et lisse.

Pour tout F € Dcoh(Dy o)> pour tout entier r, si F est r-surholonome, alors fo (F) est
r-surholonome.

Démonstration. — Dans le cas 3), on suppose que ) se plonge dans un V-schéma formel
‘P propre et lisse. Il en résulte une décomposition de f; en une immersion (Y — P x X) sui-
vie d’un morphisme propre et lisse (la projection P x X — X) quisereléveen P x X — X.
Comme fy est propre, 'immersion ¥ — P x X est une immersion fermée (voir [23,
11.4.8 (¢)]). 11 suffit donc de traiter les deux cas 2) et 1). Or, le cas 2) se rameéne au cas rele-
vable 1). En effet, dans le cas ou fj est une immersion fermée, comme le théoréme est local
en X on peut supposer X et donc ) affines. Il existe alors un relévement f : Y — X de fy. 1
suffit donc de traiter le cas ou le morphisme fj se reléve en un morphisme propre f : Y — X

Maintenant, traitons le cas 1) et procédons a une récurrence sur I'entier » > 0. Le cas
r = 0 a été démontré dans [11, 3.1.9]. Supposons donc le théoréme validé pour r — 1 > 0 et
prouvons-le pour 7. Soient F un complexe r-surholonome de DL’ g-modules, g : X — Xun
morphisme lisse de V-schémas formels et 77 un diviseur de X’. Notons f': Y xx X’ — X' et
g : Y xx X — Yles projections respectives. Il s’agit de prouver que D(T7")g' f1 (F) estr—1
surholonome. Or, en utilisant I'isomorphisme de changement de base de I'image directe d’un
morphisme propre par un morphisme lisse g' £ (F) — f/ ¢"'(F) (voir [11, 3.1.8]), la com-
mutation de I'image directe au foncteur conomologique local (voir 1.15.6) et au théoréme de
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dualité relative de Virrion (voir [36] ou 1.11.1 pour la version avec diviseur), on obtient les
isomorphismes :

D('T")g' f+(F) = DOT) fLg"(F) = Df, (T g"(F) = fLD( 1T g" (F).

21

D’aprés la proposition 3.3 et le théoréme 3.8, le complexe D(ff'~1T")g"(F) est
r — 1-surholonome. Par hypothése de récurrence, il en découle que le complexe
D =T g" (F) est r — 1-surholonome. O

THEOREME 3.10 (Kashiwara). — Soient Y et X deux V-schémas formels lisses, fo : Y — X
une immersion fermée entre leur fibre spéciale.

1) Pour tout r € NU{oco}, pour tout D; o-module r-surholonome € a support dans'Y , tout
D;y(@—module r-surholonome F et tout entier k # 0, H* fo (F) = 0 et H* f§(€) = 0.

2) Les foncteurs fo . et fb induisent des équivalences quasi-inverses entre la catégo-
rie des D; g modules r-surholonomes a support dans Y et celle des D; g-modules
r-surholonomes.

Démonstration. — La partie 1) résulte de la version cohérente du théoréme de Kashi-
wara di a Berthelot (voir 1.14) et du fait qu'un D;,Q-module r-surholonome (resp. un
D;’Q-module r-surholonome a support dans Y) est un DL’Q—module cohérent (resp. un
Dge,@-module cohérent a support dans Y'). L’assertion 2) découle a nouveau de 1.14 mais
aussi de la stabilité de la r-surholonomie par image directe par une immersion fermée et
image inverse extraordinaire (voir 3.8 et 3.9). O

PROPOSITION 3.11. — Pour tout v € NU {0}, les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1) La r-surholonomie est stable par produit tensoriel interne.

2) La r-surholonomie est stable par produit tensoriel externe.

Démonstration. — Comme la r-surholonomie est préservée par image inverse extraordi-
naire (voir 3.8), on obtient d’abord par définition du produit tensoriel externe (voir 1.5.1)
I'implication 1) = 2).

Réciproquement, notons p1, p2 : X xs X — X les projections respectives a gauche et a
droite, § : X — X x sX I'immersion diagonale. Pour tous complexes &; et &; € @9% qc (Dg)),

L L o L
GILD  S(ERD &) =8 (pi(E)Bh,, , pa(E2)[~2dz]) = E18), Eal—dx],

I’isomorphisme résultant de la commutation de I'image inverse extraordinaire (décalée de
la dimension relative) aux produits tensoriels internes (voir par exemple [11, 1.2.22]). Si la
r-surholonomie est préservée par produits tensoriels externes, comme elle I’est aussi par
image inverse extraordinaire (voir 3.8), par 3.11.1, on obtient alors la stabilité par produits
tensoriels internes. On a ainsi vérifié¢ 2) = 1). O
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3.12. Transitivité de 'image directe par un morphisme propre pour les complexes surholonomes

Soient f : X' — X,g: X" — X' eth: X" — X", trois morphismes propres de V-schémas
formels lisses.

11 découle de la remarque [14, 1.2.16] que ’on dispose, pour tout G € D (D;,,) )» de

surhol
I'isomorphisme canonique (fog);(G) — f4 0g4(G), fonctoriel en G. On obtient ainsi des
«isomorphismes de transitivité de 'image directe par un morphisme propre pour les com-
plexes surholonomes ». En outre, d’aprés [14, 1.2.16], celui-ci est par construction compa-
tible a Frobenius (voir 1.12 pour la commutation de I'image directe a Frobenius) et associa-
tif, i.e. pour tout H € DP (D;,,,,Q), les deux morphismes composés (f o go h), (H) —

surhol

(fog)+ohi(H) — frogiohi(H)et(fogoh)(H) — fro(goh)+(H) —
f+ 0gy ohy(H) sont égaux.

On dispose d’apres Berthelot d’une seconde construction plus naturelle de I'isomorphisme
de transitivité : (f 0 )4 (G) — f+ o g+ (G) (pour une description de la construction, voir
par exemple [17, 1.1.2]) dont la compatibilité a Frobenius est loin d’étre évidente.

En fait, d’aprés la remarque [17, 1.2.9], ces deux isomorphismes de transitivité du foncteur
image directe sont identiques. Pour le vérifier, nous avons établi que les morphismes d’ad-
jonction entre image directe et image inverse extraordinaire par un morphisme propre sont
transitifs, en prenant pour isomorphisme de transitivité de 'image directe ceux construits par
Berthelot.

3.13. — Soient f : X — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, £ €
D'Sf)urhol(D;€ o) € € Dp (D;, o). Comme un complexe surholonome est en particu-

surhol
lier cohérent et que la surholonomie est stable par image inverse extraordinaire et par
image directe par un morphisme propre, par 1.11.2, on dispose des morphismes canoniques

d’adjonction & — f £, (&), f+ f () — E.

En outre, si f est une immersion fermée, ces morphismes d’adjonction sont des isomor-
phismes pour tout £ € D, , (DL o) & support dans X’ et tout £’ € DY, (DL, o)- En-

surhol surhol
b

surhol

fin, pour tout £ € D (D; g)» on bénéficie comme dans le cas surcoherent ([11, 3.1.12])
d’un isomorphisme compatible & Frobenius f, f'(£) — RE}, (&) s’inscrivant dans le dia-

gramme canonique :

(3.13.1) frofl(6) — 2 ¢

~ H
RLh, () ———— €.

4. D-modules arithmétiques surholonomes sur une variété plongeable

Pour construire les complexes de D-modules arithmétiques surholonomes sur une variété
U, nous ¢tudions dans cette section le cas ou la variété U se plonge dans un V-schéma formel
propre et lisse (voir 4.18).
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NoOTATIONS 4.1. — Soient X un V-schéma formel lisse, T" et Z deux sous-schémas fermés
de X et U := Z\ T. On note alors (F-)S)R;T’  la catégorie des (F—)D;’Q-modules surholo-
nomes &£ a support dans Z et vérifiant ]RE}(S )=0.

~

En utilisant le triangle de localisation 1.15.3 en T, on remarque que la condition
RE}(S ) = 0 équivaut a dire que le morphisme canonique £ — (fT)(€) est un isomor-
phisme. Lorsque T est un diviseur de X, cette condition est équivalente a demander que la
structure de D;’Q-module de & se prolonge en une structure de DL (TT)g-module.

b
surhol

De méme, on note (F-)C% ;. , la sous-catégorie pleine de (F-)D (D;Q) des com-

plexes & vérifiant (12)(£) = 0 et RCHL(E) = 0.

4.2. — On garde les notations 4.1. Dans [11, 3.2.1], on a défini les catégories analogues a
celles de 4.1 en remplagant « surholonome » par « surcohérent ». On les avait désignées par
(F-)Mx 1,z et (F-)€x 1 z. Comme la surholonomie est une notion plus forte que la surco-
hérence, on obtient les inclusions : (F-)MF ;. , C(F-)Mx 1.z et (F-)C% 1, C(F-)Cx 12

De plus, si T est un diviseur et si X est propre, la sous-catégorie pleine de
(F-)DY, (DL(1T)g) des (F-)complexes £ tels que Dr(E) € (F-)Cx 1,7 avait été notée
(F-)&% 1.7 (voir [11, 3.3.1]). Comme le foncteur Dy stabilise la catégorie (F-)C;T’ 7, ol
obtient I'inclusion (F-)€% 1. , C (F-)€% 1 5.

REMARQUES 4.3 (Frobenius). — Dans toutes les assertions de cette section, les structures
de Frobenius sont inutiles. Plus précisément, on peut remplacer « F'-» par « (F-) ». Afin de
ne pas alourdir les notations, nous avons parfois omis d’indiquer les parenthéses.

DEFINITION 4.4. — Avec les notations 4.1, on définit «le foncteur dual sur F-€% ., » en
posant Dy = ('T) o : F-€§ 1. , — F-€% 1 5, o D est le foncteur dual D}, -linéaire de
1.10.6 (i.e. le diviseur est vide).

Lorsque T est un diviseur, on vérifie de maniére analogue a la preuve de 3.4 I'isomor-

phisme Dr(£) == (1T) o D(E), ou D (resp. D) est le foncteur dual D;Q-linéaire (resp.

DL(TT)Q-linéaire) de 1.10.6. Cela unifie donc nos notations.

PROPOSITION 4.5. — Avec les notations de 4.1, soit £ € C;T’Z. On bénéficie de I'isomor-
phisme canonique v : € — Dy o Dr(E), dit de « bidualité », compatible a Frobenius.

De plus, soit f : Y — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses. On dispose alors
de l'isomorphisme f, o Df(;l(T)(S) = Dy o fi () dit de « dualité relative ».

Démonstration. — On dispose du morphisme canonique D() — (TT)D(E) désigné
par u. En notant & = (fT)D(T)D(E), & = (fT)DD(E), on obtient le morphisme
v:= ("T)D(u) : & — &;. Dans un premier temps, vérifions que v est un isomorphisme.

Soit 7/ O T un diviseur de X contenant T. Par 1.15.4, ("T")('T)D — (TT')D. Or,
d’aprés [35, 1.4.4], le foncteur dual commute a I’extension des scalaires et donc (T7)D
D7 (T"). On obtient donc par composition : ("T")(IT)D — Dz (1T"). Ainsi, (T'T") (v) =
Dy (TT")(u). Par 1.15.4, ("T")(u) est un isomorphisme. Il en résulte alors que (77)(v) est un
isomorphisme.
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Soient 17, ..., T, des diviseurs de X tels que T' C N]_,T;. Par récurrence sur r, vérifions
maintenant que (* N7_, 7;)(v) est un isomorphisme. Le cas ot r = 1 vient d’étre traité. Sup-
posons r > 2. Les triangles distingués de Mayer-Vietoris (voir 1.15.8) utilisés pour T3 et
T{ := NI_,T; donnent par fonctorialité :

4.5.1)
("N T (&) — ("T)(&) @ ("T7) (&) — ("L U TY) (&) —— (T nTY) (E)[1]

J/(TTlﬂT{)(U) J/(TTl)(v)®(TT{)(v) L(TTlUT{)(U) J/(TTWT{)(”)
(TN T))(E:) — (T)(E) @ (1T))(€:) — (T UTY)(E:) — (T nT)(ENI]

Par hypothése de récurrence, ("71)(v) @ (TT}])(v) et ('Ty U T})(v) sont des isomorphismes.
Via 4.5.1, il en résulte que (T N7_; T})(v) est un isomorphisme.

Comme T est une intersection de diviseurs, il en résulte que (T7)(v) est un isomorphisme.
Or, dapres 1.15.4, & — (1T) (&), & — (1T)(&). D'ou:v — (1T)(v). Ainsi v est un
isomorphisme. On construit alors I'isomorphisme de bidualité « en posant :

v (MMDIT)D(E) = (T)DDE) & (f1)E & &,

ou le deuxiéme isomorphisme se déduit de I'isomorphisme de bidualité de Virrion (voir
1.10.7) et le dernier de 1.15.4.

Avec I'isomorphisme de dualité relative (voir 1.11.1) et la commutation de 'image directe
aux foncteurs localisations (voir 1.15.7), on construit 'isomorphisme de dualité relative via
le composé :

f+o Dfo—l(T)(g) =fyo (Tft;l(T)) oD(€)
=5 (1) o fy oD(E) = (IT)oDo fi(€) =Dro fi(€). O

PROPOSITION 4.6. — Soient X un V-schéma formel lisse, Z, Z', T et T' des sous-schémas
SJermés de X tels que Z\T = Z'\'T'. On bénéficie alors des égalités F-E)LR;TZ = F-E)J?;T,)Z,
et F-Q;T’Z = F-(’Z;T“Z,. En particulier, en notant U I'adhérence schématique de U = Z\'T
dans X, F-D)I;T’Z = F-D)I;Ti et F-Q:;T’Z = F'C;T,ﬁ'

Démonstration. — D’apres [11, 3.2.4], on dispose des égalités F-Mx 1.z = F-Mx 1.z
et F-Cx 1z = F-Cx 1 7. Les inclusions F-M ;. , C F-Mx 1z, F-¢§,T,Z C F-Cxrz
(voir 4.2) nous permettent alors de conclure. O

LEMME 4.7. — Soient fi : X2 — X1, fo : X3 — X5 deux morphismes de V-schémas
formels lisses, Z1 un sous-schéma fermé de X,. On pose Zy := ffl(Zl), Zg = f;l(Zz).

i i + + :
Les diagrammes canoniques de foncteurs F-€y 5 5 — F-€% 7 ;.
(4.7.1)

(fro f2)RLY, = RLG (fiofo) (frof2)'(12y) R (1Zs)(f1 0 fo)"

. l NL .

SRR, ——— fRTY fl———RT} fifl, LA(%) —— L 2)fi —— (Z)f3fi,
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ou les isomorphismes horizontaux sont les isomorphismes de commutation a I'image inverse ex-
traordinaire du foncteur cohomologique local ou du foncteur de localisation (voir 1.15.6), sont
commutatifs.

Démonstration. — Le cas du foncteur de localisation se traitant de maniére identique,
contentons-nous de prouver le cas du foncteur cohomologique local. Rappelons d’abord
que le morphisme du haut a gauche de 4.7.1 correspond par construction (plus précisément,
voir la construction dans la premiéere partie de la preuve de [11, 2.2.18.1]) au composé des
morphismes canoniques :

(fi0 fo)'RLY, < RTY (fio fo)'RLY, 5 RLY (fio f2)"

11 s’agit d’établir que le rectangle du fond (et vertical) du diagramme ci-dessous

(4.7.2) FAARTS, ~ (f10 f2)'RLY,
~y ~y
RFTZaf;fi\N = RLY, (fro f2)'
~ ~

RL}, f3fiRLY, RLY, (f1 0 f2)'RT,

~

est commutatif. Les rectangles horizontal et oblique sont commutatifs par fonctorialité, tan-
dis que le triangle de droite I’est par définition. Toutes les fléches étant des isomorphismes, il
est alors équivalent de prouver que le triangle de gauche est commutatif. Considérons pour
cela le diagramme canonique suivant :

(4.7.3)

RLY, fifiRTY, RLY, f{RY, fIRDY RLY, fifiRLY,

. / \ .

AARDY, <"— fiRT), fIRT), ——— fRT), fl <RI}, fiRL} fi ——RT}, fifl.

Les trois petits « carrés » de ce diagramme sont commutatifs par fonctorialité. Par exemple,
celui du milieu Iest par fonctorialit¢ du morphisme canonique RETZ3 fQ’RETZz fi =
féRETZZ fi via RETzl — Id. Le composé du haut de 4.7.3 est I'identité de RETZS f3 fllRETZI.
Le composé du bas de 4.7.3 est I'isomorphisme canonique f} f{Rﬂzl = Rﬂzg fifl du
triangle de gauche de 4.7.2. La commutativité de 4.7.3 se traduit donc par celle du triangle
de gauche de 4.7.2. O

THEOREME 4.8 (Opérations cohomologiques sur les schémas). — Soient f1 . Xo — X1 un
morphisme propre de V-schémas formels lisses, pour i = 1, 2, T; et Z; des sous-schémas fermés
de X; et U; :== Z; \ T;. On suppose que le morphisme fy induit un morphisme g, : Uy — Us.

Les foncteurs fi etDp o fiy o Dp, induisent alors des foncteurs F '¢§2,T2, 7, —
F-€% 1 5. De plus, les foncteurs RLY, o (1Ty) o fl et Dy, o RLY o ("Ty) o ff o Dpy
induisent des foncteurs F—Q;l’Th 7, F—Q;Z@’ 7, Ces foncteurs seront notés abusivement
g1+, 911, gy et g (en fait, ces notations ne sont pas toujours abusives : voir la remarque 4.9).
On les appellera respectivement « image directe », « image directe extraordinaire », « image
inverse extraordinaire » et « image inverse » par gs.
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De plus, soient fo : X3 — Xo (resp. fs : X4 — X3) un morphisme propre de V-schémas
Jormels lisses et, pour i = 3, 4, T; et Z; deux sous-schémas fermés de X; et U; := Z; \ T;.
On suppose que le morphisme fo (resp. fs) induit un morphisme go : Us — Uy (resp. gs :
U4 — U3)

On dispose alors de I'isomorphisme de transitivité canonique g o gi — (g1 0 go)". Celui-ci
vérifie la condition d’associativité : les deux isomorphismes composés g o ghogi — go(g10
92)! AN (g1o0g20 g3)! et gi!,) o g!2 o g!1 AN (g2o0gs3)o g!1 AN (910920 gg)! sont identiques.

De méme, pour les foncteurs images inverses, images directes ou images directes extraordi-
naires, on bénéficie d’isomorphismes de transitivité canoniques analogues, ces isomorphismes
vérifiant la condition d'associativité correspondante.

Démonstration. — Commengons par prouver que les factorisations sont valables. Soient
& € F‘€J3E1,T1,le & € F-C;Q,T%Zg. Par 3.9, fi. (&) est un complexe surholonome.
D’aprées 4.6, on peut supposer que Z, est 'adhérence schématique de Us dans Xs. Il en
résulte I'inclusion Zo C f;'(Z;). Le complexe fi(&2) est donc a support dans Z;. En
outre, puisque U N f *(T1) = @, grice a 4.6, quitte & remplacer T par T, U f; *(T1), on se
raméne au cas ou T contient £, (7}). Ainsi }RﬂTl ofiy (&) = fiy ORE}_I(Tl)((gQ) =0
(voir 1.15.7 pour le premier isomorphisme et 1.15.1 pour le second). Nous avons ainsi vérifié
que f1+(&) € F-QZ;I’TM z,- Puisque le foncteur Dy, (resp. Dr,) préserve F-Q;I’Tl’ 7z, (resp.
F-Q;Q,Tz,ZQ)’ on en déduit que D7, o f11 oDy, (&) € F-Q;th’Zl. De maniére analogue, via
la stabilité de la surholonomie par image inverse extraordinaire et foncteur conomologique
local (voir 3.3.5, 3.8), on établit que RETZ2 o(1Ty)o fi(&1), Dy, oIRﬂZ2 o(tTy)o fioDrp, (&) €

Concernant la transitivité du foncteur image directe par g; et la condition d’associativité
correspondante, cela découle par définition de 3.12. Avec I'isomorphisme de bidualité (voir
4.5), on en déduit que les propriétés analogues sont aussi satisfaites pour le foncteur image
directe extraordinaire par g;.

Construisons maintenant I’isomorphisme de transitivité du foncteur images inverses ex-
traordinaires. Par commutation aux images inverses extraordinaires des foncteurs cohomo-
logiques locaux a support strict et des foncteurs de localisation (voir 1.15.6) et des propriétés

usuelles de composition (voir 1.15.1, 1.15.4), on obtient :
(RLL, o ("T5) 0 f3) 0 (RTY, o ("T2) o fi) = RE) oy 0 (T30 f3H(T)) 0 f 0 fi

D’aprés 1.7, on bénéficie de I'isomorphisme de transitivité f3 o fi — (f1 o f2)'. De plus,
comme Z3 \ T3 = Z3 N f5 *(Z2) \ (T3 U f5 }(T)), par 4.6, 1.15.1 et 1.15.4, on en déduit :

(RLL, o ("'T3) 0 f3) o (RLY, o (1Ty) o f}) > RLL o ("T3) 0 (fio fo)',

ce qui donne par définition I'isomorphisme canonique : gh o g§ — (g1 o g2)'. La condi-
tion d’associativité de cet isomorphisme résulte des différents cas particuliers 1.7, 1.15.2, 4.7
(il s’agit de vérifier la commutativité d’un diagramme que ’on décompose en carrés élémen-
taires commutatifs grace aux différents cas particuliers).
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Enfin, on déduit du cas de I'image inverse extraordinaire, via I'isomorphisme de bidualité
(voir 4.5), que les propriétés analogues sont aussi satisfaites pour le foncteur image inverse
par gi. O

REMARQUES 4.9. — Avec les notations 4.8, d’apreés la proposition 4.19, lorsque X1 et X5
sont propres, les foncteurs g; 4, g11, g} et g; ne dépendent que de g;. Avec cette hypothése de
propreté, les notations g4, g11, g} et gi” de 4.8 ne sont donc plus abusives.

THEOREME 4.10. — Soient f : X2 — X1 unmorphisme propre et lisse de V-schémas formels
lisses et, pour i = 1, 2, T; un diviseur de X; et Z; un sous-schéma fermé de X;. On suppose de
plus que f induit I'isomorphisme Zy \ To — Z; \ Ty. On se donne &, € (F')m;hn,zl et
& € (F-)SDT;%TZ’ZQ. Alors,

1. Pour tout 1 # 0, H'(f1)(&2) = 0 et H(('T2) o RLY_ o f'(£1)) = 0.

2. On dispose d’'isomorphismes canoniques f, o (1Ty) o RETZQ o f'(&) = & et
(1Ty) o RLY, o f'o f1(E2).

Les foncteurs f (i.e. avec les notations de 4.8, 1d . ) et RETZ2 of' (ie Id' ) induisent donc des
équivalences quasi-inverses entre les catégories (F' -)2)32;2 Ty.2, € (F -)DLR;1 1, .z, Lorsque Z
est Uadhérence schématique de Z \ Ty dans Xo, le foncteur (YT5) est inutile.

On dispose des mémes résultats en remplagant « T » par « M ».

Démonstration. — Ennotant Z} ’adhérence schématique de Z, \ T> dans Xo, comme Z4\
fo_1 (T1) = Zy\To, gracea4.6 (et 1.15.1, 1.15.4), on vérifie que pour tout &; € (F-)Mx, 1,2,
(et donc pour tout &; € (F-)E))t;gl 7, z,) le morphisme canonique

(4.10.1) RLY, o f(€1) — (1To) o RLY, o f(€1)

est un isomorphisme. On se rameéne ainsi au cas ou Z, est I’adhérence schématique de Z, \ T
dans X,. Dans ce cas, le foncteur (TTQ) est bien inutile. Le cas ou « 9N » est remplacé par
« I » a été traité dans [11, 3.2.6] ("énoncé de [11, 3.2.6] est correct lorsque Zs est 'adhé-
rence schématique de Z, \ Ty dans X5, autrement il faut rajouter le foncteur (¥73)). Rappe-
lons que d’aprés [11, 3.2.2.1], le théoréme [11, 3.2.6] reste valable sans structure de Frobe-
nius. Le cas non respectif] i.e. celui concernant « M™ », s’en déduit aussitot griace a la stabi-
lité de la surholonomie par image inverse extraordinaire et image directe par un morphisme
propre, par foncteur cohomologique local a support strict et foncteur de localisation (voir
3.3,3.8,3.9). O

La proposition 4.12 ci-dessous nous sera nécessaire dans la procédure de recollement de
5.2 (qui permet d’apres 5.5 de construire, pour toute variété U, la catégorie (F-)é)ﬁf,). Cette
proposition 4.12 est une conséquence du théoréme 4.10 ainsi que du lemme ci-apres.

LEMME 4.11. — Soient X un V-schéma formel lisse, T un diviseur de X, Z un sous-schéma
fermé de X et U := Z \ T. Soient n diviseurs Ty, ..., T,, de X tels que U;=1,.._,U; = U, avec
U; .= Z\T;. Soit € € Di’oh(D;Q) a support dans Z. Si, pour touti = 1,...,n, (1T;)(£) =0,
alors (T)(€) = 0.
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Démonstration. — Comme (TT)(€) € D, (DL(1T)qg), il résulte de 1.9 que (TT)(£) = 0

coh
si et seulement si £ est nul en dehors de T'. On se raméne ainsi au cas ou 7' est vide. D’apres
[11,2.2.9], comme £ est a support dans Z, RETZ(S) —» £.Deplus, pourtouti =1,...,n,le
triangle de localisation en T (voir 1.15.3) donne ]RE% () = &.Par 1.15.1, on en déduit :

RLY o p(E) = € Comme Z NNz nTi = @, RLY . 7 (€) = 0. D’ou

E=0. O

.....

PROPOSITION 4.12. — Soient f : X' — X un morphisme propre et lisse de V-schémas for-
mels lisses, T (resp. T' ) un diviseur de X (resp. X'), Z (resp. Z') un sous-schéma fermé de X
(resp. X') et U := Z\T (resp. U’ := Z'\T'). On suppose que | induit une immersion ouverte
g U = U.

Pour tout £ € (F-)Mx 1.z, pour tout | # 0, H'((IT")RLL, o f'(€)) = 0. Le foncteur
§ti= (TT’)RETZ, o f! induit donc le foncteur 5' = (F-)Mx 1.z — (F-)Mx: 1. 7:. De méme en
remplagant la surcohérence par la surholonomie, i.e. « M » par « MT ».

Démonstration. — Comme un module surholonome est surcohérent, le cas surholonome
découle immédiatement du cas surcohérent. Traitons donc ce dernier. Soit £ € (F-)Mx r,z.
Comme le morphisme canonique £ — &£(TT) est un isomorphisme, avec 1.15.4 et 1.15.6,
on obtient I'isomorphisme ("7")RLY, o f1(£) = (11" U f31(T))RLE, o f'(£). Comme
Z'\T = Z'\ (T' U f; 1(T)), par 4.10, (F-)Mxs 11.z1 = (F-)D s g1 (1), 2+ Quitte
a remplacer 7 par T” U f; ' (T), on peut donc supposer f; ' (T) C T'. Par stabilité de la
surcohérence par image inverse extraordinaire et foncteur cohomologique local, (77" )RETZ, o
FY€)) € Db, (DL, (1T")g). On en déduit, d’aprés 1.9, que H!((1T")RLE, o f1(€)) = Ossiet
seulement si sa restriction en dehors de T” est nulle et donc si et seulement si sa restriction
en dehors de f; ! (T) est nulle. Quitte a remplacer f par le morphisme propre et lisse induit
X'\ fo}(T) — X\ T, on se raméne ainsi au cas ou 7T est vide, i.e. U = Z.

Comme j : U’ < Z est une immersion ouverte, Z \ j(U’) est un sous-schéma fermé de
X . Il existe donc des diviseurs 11, . . ., Tp, de X tels que N;=1,... , T3 = Z\j(U’). Pour tout ¢ =
1,...,n,notons T} := T'Ufy *(T;) les diviseurs de X' correspondants et U! := Z’\T/. L'im-
mersion ouverte j induit donc, pour tout i = 1,...,n, I'isomorphisme U, — 5(U’) \ T;.
Or,comme Z \T; C Z\ Niz1,..nT; = j(U'), onobtient Z \ T; C j(U') \ T;. D’ou
Z\T; = j(U")\T;. Le morphisme f induit donc I'isomorphisme U; — Z\T;. Ainsi, d’aprés
410, (F-)Myxr 71,70 = (F-)Mx 1,7 €t, pour tout ! # 0, comme E(IT;) € (F-)Mx 1, 7, alors
HY((IT)RLE, o f1(E(TT3))) = 0. Comme T est un diviseur, le foncteur (T77) est exact sur
la catégorie des modules cohérents (voir 1.10.1). On obtient donc, via aussi |.15.4 et 1.15.6,
I’'isomorphisme canonique

("T})(H'(RLY, o £'(€))) = H'(('T})RLY, o f1(E('Ty))) = 0.
D’aprés 4.11, comme U;—y_,U! = U’, on obtient alors ("T")(H'(RLE, o f'(£))) = 0.
Comme 7" est un diviseur, il en résulte
H{((T")REY, o f1(€)) = ('T")(H'(RLY, o £(€))) = 0. 0
REMARQUES 4.13. — Dans la proposition 4.12, le fait que T et 7" soient des diviseurs est

indispensable. En effet, voici un contre-exemple : soient X un V-schéma formel lisse tel que
dim X > 2, T un sous-schéma fermé lisse de X de codimension pure égale a 2. On obtient
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ainsi une immersion ouverte j : X \7T C X.D’aprés 7.3, Ox g € F-9% , . Avec les nota-
tions analogues 2 4.12, on pose j'(Ox,g) := Oz,o(TT). On vérifie grace au triangle distingué
de localisation (voir 1.15.3)

RLY(Ox,0) = Ox,g — Oxo('T) — RLL(0Ox,0)]1],

que HY(Ox o('T)) = H2(Oxq) # 0. Eneffet, siu : 7 < X est un relévement
de T'— X (ce qui est localement sur X possible, par exemple lorsque X est affine),
H2(0x 0) — u4(Or1g) # 0. En d’autres termes, H*(j'(Ox g)) # 0.

4.14. — Pouri = 1,2, soient X; un V-schéma formel propre et lisse, 7; un diviseur de X;, Z;
un sous-schéma fermé de X;. On suppose en outre que Z> \ 7o = Z; \ T. Les catégories
(F-)MZ, 1, 7, et (F-)E)JIL’TQ’ 7z, sont alors canoniquement isomorphes.

En effet, de maniére analogue a [11, 3.2.9], quitte a remplacer X, par X; x X5 (et utiliser
les projections de X; x X5 sur X; et X5), on se rameéne grace a 4.10 au cas ou il existe un
morphisme propre et lisse f : X3 — X; induisant 'identité sur Z5 \ T». Le théoréme 4.10
nous permet dans ces conditions de conclure.

DEFINITION 4.15. — D’aprés 4.14, si U est une variété telle qu’il existe un V-schéma for-
mel X propre et lisse, un diviseur 7" de X, un sous-schéma fermé Z de X telsque U = Z\ T,
la catégorie (F-)SJI;’T’ » he dépend canoniquement que de U. On la notera donc simplement
(F-)om.

Ses objets seront nommés « (F-)Dy-modules arithmétiques surholonomes ». Ils consti-
tuent un analogue p-adique de la catégorie des Dy,.-modules holonomes, ou U est une va-
riété sur le corps des complexes C. Nous étendrons dans 5 la construction de (F—)E)ﬁ?; pour
une variété U quelconque.

THEOREME 4.16. — Soient f : Xo — X1 un morphisme propre de V-schémas formels lisses,
Ty et Zy deux sous-schémas fermés de X1, To et Zs deux sous-schémas fermés de Xo. De plus,
on suppose que f induit I'isomorphisme Zy \ Ty — Z1 \ T1.

Alors, les foncteurs f et (TTy) ORETZ2 o f' induisent des équivalences quasi-inverses entre les
catégories (F-)CL,T%Z2 et (F-)C;th,Zl, Lorsque Zs est l'adhérence schématique de Zs \ Ty
dans X, le foncteur (1Ty) est inutile. On dispose des mémes résultats en remplagant « € » par
« @ ».

Démonstration. — L’isomorphisme 4.10.1 (de la preuve de 4.10) reste valable pour &; €
(F-)€x,.1y,7, - On se ramene alors (de maniére analogue a 4.10) au cas ou Z, est 'adhérence
schématique de Z,\T5 dans X5. Dans ce cas, le foncteur (1T,) est inutile et le théoréme a alors
déja été traité pour les complexes surcohérents dans [11, 3.2.8]. Le cas concernant « €+ » (a
la place de « € ») en résulte grace a la stabilité de la surholonomie. O

REMARQUES 4.17. — La différence entre les deux théorémes 4.10 et 4.16 est que le premier
concerne les « modules » tandis que le second traite des « complexes ». Pour que les foncteurs
que nous utilisons dans ces deux théorémes (i.e. ceux de la forme f, et (T73)0 RETZZ o f') pré-
servent bien le fait d’étre un module (i.e. la condition 4.10.1 doit étre vérifiée), les hypothéses
de 4.10 sont alors plus fortes que celles de 4.16 : le morphisme f est lisse en plus d’étre propre
et les sous-schémas fermés 7 et T, sont en outre des diviseurs. Le fait que 7} et T5 soient des
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diviseurs permet d’utiliser 1.9, ce qui est techniquement trés appréciable (dans la preuve de
[11, 3.2.6], cela permet de traiter assez facilement le cas ou Zs \ T est lisse). De plus, I’hy-
pothése de lissité de f permet de conserver des diviseurs, i.e. le sous-schéma fermé f~1(T})
est alors un diviseur de X5. Enfin, le contre-exemple de 4.13 indique que I’hypothése que T3
et Ty soient des diviseurs permet (dans le cas des modules) de travailler dans un cadre plus
adéquat.

DErFINITION 4.18. — Soit U une variété telle qu’il existe un V-schéma formel X propre
et lisse, deux sous-schémas fermés Z, T de X tels que U = Z \ T. De fagon similaire a
4.15ou a[ll, 3.2.9], il découle de 4.16 que la catégorie (F-)Q;TJ est indépendante de
X, T et Z, ne dépend que de U et sera désignée par (F-)DP . (Dy). Ses objets sont ap-
pelés « (F-)complexes de D-modules arithmétiques surholonomes sur U » ou simplement
« (F-)complexes surholonomes sur U ». Elles correspondent a un analogue p-adique de la
catégorie des complexes 2 cohomologie bornée et holonome sur une variété complexe Uc
notée D2 (D).

PRrROPOSITION 4.19. — Soient g : Uy — Uy un morphisme de variétés. On suppose que, pour
i = 1,2, U; se plonge dans un V-schéma formel propre et lisse X;. On note alors Z; I'adhérence
schématique de U; dans X; et T; := Z; \ U;.

On dispose alors des foncteurs canoniques g, g1 - F-D, , (Dy,) — F-DP_, (Du,) et
g, gt : F-Db | (Dy,) — F-D® .. (Du,). Ces foncteurs ne dépendent canoniquement que
de g et sont respectivement « I'image directe », « I'image directe extraordinaire », « I'image in-
verse extraordinaire » et « 'image inverse » par g.

Lorsqu’il existe un morphisme f : Xo — X1 propre et lisse prolongeant g, alors ceux-ci
correspondent a ceux définis dans 4.8, i.e. gy = f+, g = Do fyoDr,, ¢' = Rﬂzz o(tTy)o f!,
gt =Dr, 0 RETZ2 o (tTy) o f' o Drpy.

Démonstration. — Quitte a remplacer X, par X2 x X1, T par la réunion des images in-
verses de T et T sur X, X X7, Z5 par ’adhérence schématique de U, dans X, x X, grace a
4.16, on peut supposer qu’il existe un morphisme propre et lisse f : X — X; prolongeant g.

On vérifie a présent que les foncteurs définis dans 4.8 ne dépendent canoniquement pas du
prolongement f. En effet, soit f' : X4 — X} un second morphisme de V-schémas formels
propres et lisses prolongeant g. Pour ¢ = 1,2, on note de méme Z/ I’adhérence schématique
de U; dans X et T} := Z \ U;.

Alors, quitte a remplacer X/, par X} x X;, T par la réunion des images inverses de T; et T
sur X x X;, Z! par ’'adhérence schématique de U; dans X x X;, on peut supposer qu’il existe
deux morphismes u; : ¥] — X etus : X, — X, propres et lisses induisant I'identité sur Uy
et Us respectivement, tels que fous = u o f’ et tels que les foncteurs u; et (TTZ-’ ) ORETZ{ ou;
induisent des équivalences quasi-inverses FQQZT 7, = F-Ca 102! (voir 4.10). l

Soit & € F'¢+’2,T5,Z§' 11 lui correspond canoniquement & = ug( (&3) € F-€§ 1 , .
On obtient alors I'isomorphisme canonique f/ (£,) — wu1 f4+(&2). En d’autres termes, le
foncteur g4 est canoniquement indépendant du choix du prolongement f. On procéde de
méme pour les trois autres foncteurs. O
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REMARQUES 4.20. — Avec les notations de 4.19 et de sa preuve, lorsque g est propre, on
peut méme supposer que le prolongement f vérifie T = f Y1),

En effet, d’aprés [23, 11.4.8.(e)], le fait que g soit propre implique que I'immersion ouverte
Uz — Zo\ fy (1) est un morphisme propre. Comme U, est dense dans Zs, on obtient alors

_ —1 5> . + _ + .
Us =25\ fo (Th).Dou:F-&€y 1 5 = F_€x2,fgl(T1),Z2 (voir 4.6).

ProPoOSITION 4.21. — Soit U une variété qui se plonge dans un V-schéma formel propre et
lisse X. Soient u :' Y — U une immersion fermée et j : U\'Y C U I'immersion ouverte induite.
On dispose alors, pour tout £ € F-DP (Dv), du triangle distingué de localisation :

surhol

4.21.1) upu' () = € = j45'(E) = uyu' (E)[1].

Démonstration. — Notons Z (resp. Z') 'adhérence schématique de U (resp. Y) dans X
et T := Z \ U. Considérons £ comme un élément de F—Q;T’ 7. On dispose du triangle de
localisation (voir 1.15.3) :

RLY,(€) — € — (12')(€) — RLL,(€)[1].

Comme Y = Z'\ T, on remarque que F-€f = F-€% . ,,. Par définition (voir 4.19),

u'(€) = R, () etuy (RLE, (€)) = RLL, (€). De méme, comme U\ Y = Z\ (TUZ’), alors
.l .

F-€l\y = F-€x 1,z 2.5 (€) = (1Z2')(€) et 14 (1Z')(€)) = (TZ")(E). O

4.22. Isomorphisme de dualité relative

On garde les notations de 4.19. Comme il est encore conjectural que 'isomorphisme de
dualité relative d’un morphisme propre (voir 1.11.1, puis 4.5) soit compatible a Frobenius,
il n’est pas clair que le foncteur Dg, 7, : F-QL;MTL z, F'Q;,Tl, z, soit indépendant, a
isomorphisme canonique pres, du choix de X1, T et Z; tels que U; = Z;\T7. La construction

d’un foncteur dual sur F-DP_, " (Dy,) devient donc problématique.
bv

Pour y remédier, on construit alors la catégorie F-D_ Y, ,(Dy, ) ainsi que le foncteur dual
Dy, induisant I'équivalence de catégories Dy, : F-DP | (Dy,) = F-DPY, (Dy,) delama-
niere suivante.

De fagon analogue au théoréme 4.16, lorsque g est un isomorphisme, on vérifie que les
foncteurs f, et Do (1T3) o RLTZZ o f' o D induisent des équivalences quasi-inverses entre les
catégories (F-)€3, 1, , et (F-)€% 5 , . Il résulte de cette « version dualisée » du théoréme
4.16 que la catégorie (F—)Qi;hThZ1 est alors indépendante du choix de X1, T} et Z; tels que
U, = Z; \ Ty a isomorphisme canonique pres (ces isomorphismes canoniques sont dans
cette deuxiéme construction de la forme f; ouD o (T3) o ]RETZ2 o f' o D). On la note alors
(F-) DY (D0)-

Le foncteur Dx, 7, : F-&€% 1, , — F-€% 5., induit alors les équivalences de catégo-
ries

Dy, : F-D? 1.(Du,) = F-DPY, (Dy,) et Dy, : F-D2V, (Dy,) = F-DE, 1. (Du, ).

1 surhol surhol surhol surhol

En effet, via le théoréme de bidualité qui commute a Frobenius (voir 1.10.7), on vérifie que le
foncteur Dy, ne dépend pas a isomorphisme canonique pres du choix du triplet (X1, 71, Z7)
telque Uy = Z1 \ T1.
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En oubliant Frobenius (voir 4.3), on a

Dol (Puy) = Dgunor(Puy) €t Dy, = DYyot(Puy) = Doyt (P )-
Lorsque g est propre, il découle de 4.5 que I’on dispose de I'isomorphisme de foncteurs
Dsurhol(DUz) - Dsurhol(DUl) :
(4.22.1) Dy, 0 g+ — g+ o Dy,.
Cet isomorphisme est par définition « I'isomorphisme de dualité relative ».
Enfin, si I'isomorphisme de dualité relative de 1.11.1 est compatible a Frobenius, alors ce-
lui de 4.22.1 Pest aussi et donc F-DPY, (Dy,) = F-DP . (Dy,) (car alors I'isomorphisme

surhol
fi = f4+ commute a Frobenius).

surhol

4.23. Coefficient constant

Soient X un V-schéma formel propre et lisse, T et Z deux sous-schémas fermés de X,
U:=Z\T. Le « coefficient constant associé a U » est défini en posant
Oy := RI} L (IT)(Ox,q)[—dy/x]. Celui-ci ne dépend pas du choix du triplet (X, T, Z)
tel que Z \ T = U. En effet, d’aprés 7.3, ce complexe est un objet de F-DP_, (Dy). Cela
résulte alors de 4.19 en remarquant que Oy = j'(Ox,g)[—dy,x]. Notons que le foncteur
j'[—dy/x] est un analogue de Lj*.

Lorsque U est lisse et T est un diviseur, le complexe Oy = RETZ(TT)((’)x,Q)[—dU /x| est
réduit a un terme. En effet, en notant ) := X\ T, il suffit d’apres 1.9 de le voir en dehors de T'.
Or, RLL (1T) (0%, o) [~du/x]|V == R} (Oy, q)[~dy x]. Ce dernier est réduit & un terme
car U est lisse. Dans ces conditions, Oy est un F’-Dyy-module arithmétique surholonome. Par
exemple, si Z = X, Oy = Ox("T)q.

5. D-modules arithmétiques surholonomes sur une variété quelconque

Soit U une variété. Lorsqu’il n’existe pas de V-schéma formel propre et lisse X, de sous-
schéma fermé Z de X et de diviseur T de X tels que U = Z\T', on peut néanmoins étendre la
construction de (F-)My, (F-)M;; par recollement. Nous détaillons la procédure dans cette
section.

NoTtaTtIONS 5.1. — On choisit un recouvrement fini ouvert (U, )aeca de U, tel que, pour
tout a € A, il existe un V-schéma formel propre et lisse X,,, un sous-schéma fermé 7, de X,
et un diviseur Ty, de X, tel que U, = Z, \ T,. De tels recouvrements existent bien. En effet,
si U, est un ouvert affine de U, il existe une immersion fermée de la forme U, — A}. Il suffit
alors de prendre X, égal au complété p-adique de 'espace projectif P, Ty, le diviseur de P}
complémentaire de A} et Z,, I'adhérence schématique de U, dans ]P’"

Pour tous o, B ety € A, onnoteplﬁ Xy X5 X3 — X, etp2 X, xs Xg — X3
les projections canoniques, Z,g I’adhérence schématique de U, N Ug dans X, x Xg (via
Pimmersion U, N Ug < Uy X Us — Xo X Xp), Tag = pSP~1(T,) U p3?~1(T3). On
remarque que (F )sm;& nu, = (F- )E)LR;OC X5, Zap- D€ MEME, en notant Zq g, 'adhérence
schématique de U, N Ug N U, dans X, x Xg x X, et T3, la réunion des images inverses
de Ty, Ty et T, par les projections de X, x Xg x X, sur X,, X3 et X,, on remarque que

+ _ +
(F-)mUaﬁU/jﬂU—y - (F-)mxa xXg an,,Tagfy,Zag,\, .
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Soient j* : Uy NUs C Uw, §5° : Ua NUs C Up, j387 : Uy NUsNU,, C Uy NUg, jo57
U, NUsNU, CUszNU, et j357 : Uy N Uz N U, C Uy N U, les immersions ouvertes.

DEFINITION 5.2. — Avec les  notations 5.1, on définit la  catégorie
(FYMT (U, Uy, X4, Ty Zo)aen) de la fagon suivante :

— Un objet est constitué par la donnée, pour tout o € A, d’un objet £, de (F-)Em;ga T 7.
et, pour tous a, 3 € A, d’un isomorphisme 8, : j¢7' (£5) = jo7'(&,) de (F-)SJT?}QOUB
(i.e. d’un isomorphisme D;aXS%B’Q-linéaire Rﬂzaﬁ o (1Tag) o p5°'(&5) = Rﬂzaﬁ o
(1Twp) o p‘fﬂ '(£,)), ces isomorphismes vérifiant dans (F-)i))??}arwﬁrw7 la condition de
cocycle jf‘f”l(ew) = §287 () o jgf“(é’m). La famille d’isomorphismes (643)q,sen
est appelée « donnée de recollement » de (E€4)qea-

— Une fleche ((Ea)achs (Bap)aser) —  ((Ex)aen, (0h5)a,pen) de la catégorie
(F-)MY (U, (Up, Xas Ty Zo)aen) est une famille de morphismes £, — &. com-
mutant aux données de recollement respectives.

A \ . - ! .
On remarque grice a 4.12 que les foncteurs j*°', %" etc. sont exacts, ce qui donne un

sens a notre définition.

PROPOSITION 5.3. — La catégorie (F-)MT (U, (Uy, Xa, Ta, Za)acn) he dépend pas du
choix de (Uy, X, T, Zo) e vérifiant les conditions de 5. 1.

Démonstration. — La preuve se fait en trois étapes suivantes :

i) S’il existe un V-schéma formel propre et lisse X, un diviseur T'de X tel que U = Z\ T
ou Z est 'adhérence de U dans X alors, pour tout recouvrement fini ouvert (X,)qca de X,
tel que, quitte a prendre un recouvrement plus fin, T, := X \ [(X \ T') N X,] soit un diviseur
de X (par exemple, puisque X est propre et lisse, si (X \ T') N X, est affine : [15, 1.3.1]),
on dispose, en notant Uy, := X, N U, d’une équivalence entre les catégories (F-)M3 . , et
(F')m+(U7 (UOM X, T, Z)aEA)'

En effet, soient p; et p3 : X xs X — X les projections respectives a gauche et droite
canoniques, T3 = pl_l(Ta) U p;l(Tﬁ), Z' adhérence de U dans X X X, (€4)aca une
famille d’objets de (F-)9M% ;. ,, munie d’isomorphismes D;XSX’ g-linéaires, fag RLY, o
(1Tap) © Py(Es) = RLL, o (1Tup) o p}(£.), ceux~ci vérifiant la condition de cocycle. En
notant ¢ : X — X Xxg X I'immersion fermée diagonale, comme p; o § = py o 4, il résulte
de 1.15, 1.15.6, 1.15.7 que 4'(f4p) est canoniquement isomorphe & un isomorphisme de la
forme nas : (1Ta)(Es) — (1T5)(£,). La famille 0,4 vérifie en outre la condition de co-
cycle ("T5) (Mary) = (') (Map) © (1Ta)(ns,). On conclut alors I'étape i) via le lemme suivant.

LEMME 5.4. — Avec les notations ci-dessus, soit () aca une famille de D;(TTQ)@-modules
surholonomes munie d’isomorphismes nag : (1To)(Eg) — (1T3)(E4) avec o, B € A et véri-
Sfiant, pour tous o, B,y € A, I'égalité ("T5)(Nar) = ((Ty)(Map) © ("Tw)(May). 1l existe alors
un unique D;(TT)Q—module & (a isomorphisme canonique prés) qui soit surholonome et muni

d'une famille d’isomorphismes 1o, - (1T,)(E) = &, telle que (TT3)(n4) o (TTa)(ngl) = Nap-
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Démonstration. — On pose £ = ker( ®aenla __ @aper(1T5)(Ea) ), ol la premicre
fléche est induite par les morphismes canoniques &, — (175)(€,) tandis que la deuxiéme se
construit terme & terme via les fléches de la forme €5 — (17,,)(€5) ML (1T3)(Es). Comme,
pour tout o, T C T, £ est muni d’une structure canonique de D;(TT)@—module. Par 3.5,
£ est en outre surholonome (en tant que D;,Q-module). Comme le morphisme canonique
E. — (1T,)(&,) est un isomorphisme (car, par 1.9, c’est le cas en dehors de T},), la projection
& — &, induit le morphisme canonique (17,)(£) — &, que I'on note 7,,. Vérifions a présent
que 7, est un isomorphisme et que la formule (1753)(n,) o (TTa)(ngl) = 7)op est correcte.
Comme cela est local en X, supposons donc X affine. Pour tous «, 3, pour toute section e,,
de &,, notons (1T;)(e,) I'image de e, dans (TT3)(€,) via le morphisme canonique &, —
(1T3)(eq). Lensemble des sections globales de & est {(€q)a, avec e, € E, tels que V3, a €
A, 105(("Tw)(eg)) = (1T5)(eq)}. On calcule alors que la projection (17,)(€) — (1T)(Ea)
est un isomorphisme (en effet, e, détermine alors (T, )(es)). Ainsi, ,, est un isomorphisme.
On calcule de méme que la formule ("7}3)(na) o ("Ta)(n5 ") = nap est correcte.

Traitons a présent I'unicité. Soit £’ un D;7Q(TT)-module surholonome muni d’une fa-
mille d’isomorphismes 7, : ("T,)(£') —— &q telle que ("T3) (1) o ((Ta)(n ) = Nag.

Il en découle les morphismes & — (17,)(&') =~ &, qui induisent le morphisme &' —
4

ker( @aecala Daper(1T5)(Es) ) = E. Comme, pour tout o € A, (T,)(&) =
(*T,)(E), on obtient &' —> £. O

ii) Soit un recouvrement fini ouvert (Uy)aen (resp. (UL, )arenr) de U tel qu'il existe un V-
schéma formel propre et lisse X,, (resp. X/,/), un sous-schéma fermé Z,, de X, (resp Z., de
X!,) et un diviseur T, de X, (resp. T.,, de X/,) tel que Uy = Z, \ T, (resp. U, = Z/, \
T!,). Grace a i), quitte a prendre un recouvrement plus fin que (U, )aen €t (UL, )arear, on se
rameéne a traiter le cas ou A = A’ et U, = U,

iil) Quitte a remplacer X/, par X!, xs X, on peut supposer qu’il existe un morphisme
propre et lisse X/, — X, dont la restriction a U, induise I'identité de U,. On obtient
ainsi des foncteurs canoniques (4.8) Id,, : (F-)M% , . — (F-)M% 70y et lday
(F-)M%r g0 g — (F-)M5 5 7. Danscecas, si (€a)aen est une famille d’objets &, de
(F-)i)ﬁ;a 1,2, » munie d’'une donnée de recollement, on lui associe la famille (1d., (E4))aen.
qui est munie d’une structure canonique induite de donnée de recollement (grace aux iso-
morphismes de transitivité de I'image inverse extraordinaire de 4.8 et a son associativité).
De fagon analogue, on construit un foncteur quasi-inverse en remplagant Idix parld,+. O

DEFINITION 5.5. — Avec les notations 5.1, on désigne par (F-)0;, la catégorie
(FYMT (U, (Us, X6, To, Zo)aen) qui ne dépend canoniquement que de U (voir 5.3).
Un objet de (F-)MN;; sera nommé « (F-)Dy-module arithmétique surholonome ». En rem-
plagant « M » par « M », on construit de méme la catégorie (F-)My des « (F-)Dy-modules
arithmétiques surcohérents ».
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DEFINITION 5.6. — Avec les notations 5.1, lorsque U est lisse, la famille
(RETZa ('Ta)(Ox..,0)[—dv./x.])aca est canoniquement munie d’une donnée de recolle-
ment. Cet objet de F-i)ﬁ;; sera noté de Oy (on vérifie que cela ne dépend pas du choix de la
famille de quadruplet (U, Xa, Za, Ta)aca) €t sera appelé coefficient constant associé a U.

On termine cette section par la description des catégories (F-)D®(9y) et (F-)DP(M7)).

5.7. — On conserve les notations de 5.1. On désigne par C*(Mx_ 1, 7. ) la sous-catégorie
pleine de Cb(D;a(TTa)Q) des complexes £° tels que " € Mx, 1, z,. D'apres 4.12,

. .aB! . .

on dispose du foncteur exact j*' - Mo ToZo — Mx,xX5,Tap, Zas- 11 induit donc un
. ! . .

foncteur ji7' : CP(Mx, 1.2.) — CP(Mx, xx,T0p,2.,). On obtient aussi un foncteur

g% L CP(Mx, 1..2.) = CP(Mx, xxyTp 2.5) €t de méme pour 5737 (Bar). 5737 (Bary).

jsp v (6a~). On dispose de foncteurs analogues en remplagant « 90t » par « M* ».

DEFINITION 5.8. — Avec les notations de 5.7, on définit la catégorie
CP?M(U, (U, %0, Ty Zo)aen)) de la maniére suivante :

— Un objet est une famille £ = (£2,008)a,pea OU ES € CP(Mx, 1,.2.) bup :
g (€8) > jiPH(ES) est un isomorphisme de CP(Mx, wx,.7.s.2.,) Satisfaisant
la condition de cocycle 3" (0ary) = 3227 (04p) o jS£7 (05,). La famille d’isomor-
phismes 0,4 est dite des données de recollement.

— Un morphisme f : (£3,0ap)a,6en — (Fas045)a,pen est une famille de morphismes
fo 1 €S — F2 de C*(Mx, 1, 2z, ) commutant aux données de recollement respectives.

De maniére analogue a 5.3, on vérifie que C*(M(U, (Uy, %o, Ta, Za)aen)) ne dé-
pend pas, a équivalence canonique de catégories pres, du choix de (Uy, Xo, T, Za)aca
vérifiant les conditions de 5.1 et est d’ailleurs canoniquement équivalente a C* (),
ou My est la catégorie abélienne de 5.5. On pourra donc les identifier.

Un morphisme f : (£3,0a8)a,8eA — (Fas Ggﬂ)aﬁe/\ est un quasi-isomorphisme si, pour
tout a € A, le morphisme f, : £, — F2 est un quasi-isomorphisme.

Si f et g sont deux morphismes : (€3, 008)a,6en — (Fa,0,5)a,ser, on dit que f et g
sont homotopes s’il existe une famille de morphismes k,, : €5 — Fa[—1] de C*(Mx, 1., .2.)
commutant aux données de recollement respectives et telle que f, — go = dkq + kod, o d
sont les différentielles des complexes respectifs. L’homotopie est une relation d’équivalence
et se préserve par composition. Lorsque deux morphismes sont homotopes et si ['un est un
quasi-isomorphisme, alors 'autre I’est é¢galement.

On définit la catégorie KP(OM(U, (Un, Xa,Tas Za)acn)) dont les objets sont ceux de
CP(OM(U, (Uy, %0, Ta, Za)aen)) et dont les morphismes sont les classes d’homotopie de
ceux de CP?MU, (Uay X0y Ty Zo)aeh))- On vérifie aussi que
KP(OM(U, (Us, %o, T, Zo)aca)) est canoniquement équivalente a K ().

Si f = (fa)aer * (€2,0a8)a,pen — (.7-'&,0’0‘,3),17561\ est une fleche de
KPOM(U, (Us, X0, T, Zo)aca)), on définit son cone C; de la maniére suivante : en
notant Cy, le cone de f,, la famille C; := (Cy,)aca est canoniquement un objet de

KP(OM(U, (Us, %0, Tas Zo)acn))- Un triangle distingué de K> (MU, (Uy, Xa, Tas Za)acr))
est par définition un triangle isomorphe a un triangle de la forme £ J.oFroec r— E[1].
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La catégorie K®(OM(U, (Un, Xa, Tas Za)acn)) devient triangulée. En localisant cette caté-
gorie par rapport aux quasi-isomorphismes, on obtient une catégorie triangulée que I’on
notera DP(OMM(U, (Uy, Xa, Ta, Zo)aen)). De méme, DP(M(U, (Us, X, Ty Zo)acn)) st
canoniquement équivalente & D® ().

On définit un foncteur

F*: Db(m(Ua (UaaxavTaaZa)aEA)) - Db(m(Ua (Ua,fa,Ta,Za)aeA))

en posant, pour tout (£2,005)asen € DPONU, (Uw, %oy Tus Zo)ach))
F*((E8,0a8)a,pen) = (F*E3,005)a,pen, OU 0,5 est construit par commutativité du
diagramme :

*afl e F*0ap % afl/ce
Frjg?(Eg) —= F*joP(&2)

.ol l/* ° 02’& L i
37 (EER) T (R ED).

On définit ensuite la catégorie F-DP(OM(U, (Uy, X0, Tws Za)acn)) dont les objets sont
les couples (€, ¢) avec £ € D°(M(U, (Uw, %o, Tay Za)acn)) €t ¢ est un isomorphisme
F*(S) L) & dans Db(mt(Ua (Uou%ouTaaZa)aEA))-

La catégorie F-D®(OMM(U, (Uy, %0, Ta, Za)aca)) est canoniquement équivalente a
F-D*(OMy).

En remplagant « 9% » par « M », on définit de méme la catégorie
(F-)DP(MH (U, (Uy, Xa; Tey Zo)aen)). Cette catégorie est canoniquement équivalente
a (F-)DP ().

REMARQUES 5.9. — Lorsqu’il existe un V-schéma formel propre et lisse X, un sous-
schéma fermé Z de X et un diviseur T de X tels que U = Z \ T, de maniére analogue au
cas des D-modules sur les variétés complexes (voir par exemple [9, VI.1.13, 2.10, 2.11]),
il est raisonnable de conjecturer que les foncteurs canoniques D®(9y) — D . (Dy),
DP(Mf) — DP .. (Du) sont des équivalences de catégories. On s’intéressera a cette
question dans un prochain travail.

6. Application aux fonctions L

On suppose dans cette section que & est un corps fini a p® éléments et F' désigne toujours la
puissance s-ieme de 'endomorphisme de Frobenius. Soit U une variété qui se plonge dans un
V-schéma formel X propre et lisse. Pour tout point fermé y de U, on note 4, : Spec k(y) — U
I'immersion fermée induite, p: U — Spec k et p, : Spec k(y) — Spec k les morphismes struc-
turaux.

DEFINITION 6.1. — Soient & € F-DEY, (Dy) (voir 4.22) et S un sous-ensemble de

points de U. On note S° le sous-ensemble des points fermés de .S. On définit respectivement
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la fonction L associée a £ au-dessus de S et la fonction cohomologique P associée a £ en
posant :

. _1)i+1
L(S,&,0) = [ [[detx (1 - tFI1H (p,1if (€))7,
yeS0 jEZ
P(U,&,t) = [ detxe (1 tF[HI (me)) ™,
JEZ

ot F|H! (py4i, (€)) désigne I'action de Frobenius sur H7 (py4 i} (£)) et F|H? (p€) celle sur
H7 (p€) (celles-ci résultant des théorémes de commutations de Frobenius aux opérations co-
homologiques).

REMARQUES 6.2. — S’il existe un diviseur 7' de X et un sous-schéma fermé Z de X tels
que U = Z \ T, nous avions défini la catégorie F-€}; (voir [11, 3.3.1]). On retrouve alors,
modulo I'inclusion F-DEY, (Dy) C F-€}, les fonctions L et P de[11,3.3.3 et 3.3.4]. Nous
avions établi I'égalité L = P sur F-&; (voir [11, 3.3.8]).

En général, il existe toujours deux sous-schémas fermés Z et T de X telsque U = Z\ T
(onprend Z =Y et T = Z \ U). Mais on ne peut pas toujours choisir T' égal a un diviseur.
Par exemple, si U est le complémentaire d’un sous-schéma fermé de X de codimension égale
a2.

LEMME 6.3. — Soit &' — & — E" — &'[1] un triangle distingué de F-D®Y, (Dy). Ona
alors les deux égalités

(6.3.1) L(U,&,t) = L(U,E',t) x L(U,E", 1),
(6.3.2) P(U,E,t) = P(U,&,t) x P(U,E",t).

Démonstration. — De maniére analogue a [14, 3.2.1], cela résulte du caractére multiplica-
tif en les suites exactes du déterminant. O

LEMME 6.4. — Soient j : U' — U une immersion de variétés, &' € F-DEY, (Dy:). On
dispose alors des égalités :

(641) L(U/75/7t) :L(U’j!(gl)7t)’
(642) P(U/,El,t) :P(Uvj'(gl)7t)

Démonstration. — Légalité P(U',&',t) = P(U, ji(E’), t) résulte de la transitivité du fonc-
teur image directe extraordinaire. Traitons & présent I’égalité L(U’,&’,t) = L(U, ji(E'),1).
Soient Z (resp. Z') l'adhérence de U (resp. U’) dans X, T le complémentaire de U
dans Z (resp. 7" le complémentaire de U’ dans Z’). Alors, j1(£') = DrDgp/ (&) et
it = DT/RETZ,(TT’)ID)T(jI(S’)). On obtient ainsi 'isomorphisme j5 (&) ——
D REL, (1T)Dp (£) =5 DpDp(E') = &' (on utilise I'isomorphisme de bidualité de
4.5). Pour tout point ' de U’, notons i;, 'immersion fermée Spec k(y') — U’. Pour tout
y' € U’, onen déduit i}, (ji(E)) —= iyt (jT51(E")) = iyt (€'). Pour finir la preuve, il reste
a établir que siy € U \ U’ alors i.f (j1(€')) = 0. Or, dans ce cas, soit y & Z', soity € T'. En
notant ¢, : Spf V(y) < X un relévement de 'immersion fermée canonique Spec k(y) — X,
on obtient, via I'isomorphisme de bidualité, I'isomorphisme i/ (j1(£")) — ]D)L;J]D)T/ (£). Le
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casy ¢ Z' résulte du fait que D7/ (E’) soit a support dans Z’. Lorsque y € 77, on obtient
Dy, D (E') = Do, (T )D(E') = 0 car v}, o (TT") — (*Speck(y)) o, = 0 (voir 1.15.6). O

THEOREME 6.5. — Pour tout € € F-DPY, (Dy), I'égalité L(U,E,t) = P(U,E,t) est va-
lidée.

Démonstration. — Afin de se ramener au cas déja étudié (voir 6.2 ou[11, 3.3.8]), on pro-
cede par récurrence sur la dimension de U. Lorsque dim U = 0, cela découle de[11, 3.3.8] et
de Iégalité F-DY, \(Dy) = F-&).

Soit U’ un ouvert affine, lisse et dense dans U et Y := U \ U’ le sous-schéma fermé réduit
induit. Notonsi:Y < Uetj: U’ C U les morphismes canoniques. En dualisant 4.21.1 (i.e.
en appliquant le foncteur dual au triangle de localisation de 4.21.1 appliqué au dual de &),

on obtient le triangle de localisation

(6.5.1) JH(E) = € = wut(€) = i (E)1].

Comme U’ est affine et lisse, il existe un V-schéma formel propre et lisse X', un divi-
seur 77 de X’ et Z' un sous-schéma fermé de X’ tel que U’ = Z’' \ T’ (voir le dé-
but de 5.1). Grace a [11, 3.3.8] et comme F-DPV, (Dy/) C F-€Y,, on en déduit que
LU, j*(€),t) = PU,j"(E),t). De plus, comme dimY < dimU, par hypothése de
récurrence, L(Y,ut(€),t) = P(Y,u™(€),t). On conclut grace 4 6.3, 6.5.1. O

7. Surholonomie des F-isocristaux surconvergents unités

Soient P un V-schéma formel séparé et lisse, X un sous-schéma fermé lisse de P, T un
diviseur de P tel que T'x := T'N X soit un diviseur de X.Onnote Y := X\Tx,ug : X — P
I'immersion fermée canonique.

LEMME 7.1. — Soient fo : X' — X un morphisme projectif, surjectif génériquement fini et
étale de k-schémas lisses tel que f5 ' (Tx) soit un diviseur de X'. Soient E un isocristal sur Y
surconvergent le long de Tx et E' := fi(E) lisocristal sur X'\ fy ' (Tx) surconvergent le long
de fo ' (Tx) déduit.

1. 1l existe alors un morphisme propre et lisse g : P! — P et une immersion fermée uy, :
X' — P’ telle que go o ugy = ug o fo.

2. Pour tout n € N U {oo}, en notant T' := g5 '(T), si spx/,pr o (E') (défini
dans 1.17) est m-surholonome (resp. spx:—pr 1 +(E") et Dspx/c,pr s (E') sont

n-surholonomes) alors spx_.p 1 4 (E) (resp. spx,p 4+ (E) et Dspx,p 1 (E)) est
n-surholonome (resp. sont n-surholonomes).

Démonstration. — L’assertion | est immédiate : on choisit une immersion fermée X’ —
P%, dont le composé avec la projection P, — X donne fj, puis on prend u(, égal au com-
pos¢ X' — P& — P, P’ égal a 'espace projectif formel de dimension r au-dessus de P et
g :P" — P égal a la projection. Notons € := spy,p 7 (E) et & :=spx/,pr 1 4 (E).

Traitons maintenant 2. Comme la n-surholonomie en tant que D;@—module est locale en
‘P, on peut supposer P affine. Dans ce cas, ug se reléve en une immersion fermée u : X — P
de V-schémas formels lisses. Comme u/.(€) — SPxx,7.+(E) (voir[10,2.8]ou[17,4.1.8]),
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via le théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.14), & — ur 4 (spx.x 7.4 (E)). En uti-
lisant I'isomorphisme canonique ur y — uy (voir 1.6.3), le théoréme de dualité relative
(voir 1.11.1), la préservation de la n-surholonomie par image directe par un morphisme
propre, on se ramene ainsi au cas ou X = P.

Prouvons a présent que £ est un facteur direct de gr +(€’). Par 1.11.2, on dispose du
morphisme d’adjonction gry o gin(€) — &. En composant avec gr o Rﬂ(, ogn(&) —
gr+ o gr(£), on obtient ainsi le morphisme canonique

(7.1.1) gry o R, 0 gh(E) — £.

En remplagant, dans 7.1.1, £ par Dr(€), il s’ensuit le morphisme canonique g4 ORE.TX/ o g!T o
Dr(€) — Dr(€). En appliquant le foncteur dual D a ce morphisme, via I'isomorphisme de
bidualité et 'isomorphisme de dualité relative (voir 1.10.7 et 1.11.1), cela donne

(7.1.2) £ — gr,+ oD o RLY, 0 g o Dp(E).

Or, avec [17,4.1.8] et [17, 4.3.5], on dispose des isomorphismes :

D o REE(/ o g oDp(€) = spxp 1 (fo(EY))Y)
o SpX’t—»P’,T’,+(E/) = REE{/ OQ!T(g)-

Ilen découle que le morphisme 7.1.2 estdela forme £ — gr4 OREE(,ogEF(S ). Enle composant
avec 7.1.1, on obtient un morphisme canonique : £ — &, que I’on note 6. Pour vérifier que
£ est un facteur direct de gr 4 (£7), il suffit d’établir que 6 est un isomorphisme.

Par 1.9, il suffit de vérifier que 6 est un isomorphisme en dehors de 7'. On se ramene ainsi
a supposer T vide. De plus, comme & = sp, (E) (ou sp : Px — P est le morphisme de spé-
cialisation), d’apres 1.17, ce morphisme 6 est I'image par sp, d’un morphisme d’isocristaux
surconvergents de la forme £ — E. Comme le foncteur restriction & un ouvert dense est fi-
dele sur la catégorie des isocristaux convergents (cela résulte par exemple [34, 4.1.3]), pour
vérifier que # est un isomorphisme, on peut alors en outre supposer que le morphisme fy est
fini et étale. Comme X’ est alors affine, I'immersion fermée ug : X’ < P’ se reléve en une
immersion fermée de V-schémas formels lisses v’ : X' — P’.

Comme u" 0g' () — sp,(f¢(E)) est unisocristal convergent sur X’ (i.e. via .17, est un
'D;,@—module cohérent Oy g-cohérent), c’est en particulier un D;,,Q-module cohérent. On
vérifie alors (de maniere analogue a [11, 3.1.12]) que I’on dispose d’un isomorphisme cano-
nique (d’ailleurs compatible & Frobenius) v/, u"(g'(€)) — RLk,(g'(£)) s’inscrivant dans
le diagramme canonique :

(7.13) o (g (€) — D~ ¢

~ [
RLY (¢'(£)) g,

ou le morphisme du haut est le morphisme d’adjonction de ' (via 1.11.2), celui du bas est le
morphisme canonique (par fonctorialité en X’ de RE},).

Le morphisme g4 o RE}, 0g'(§) — & est ainsi canoniquement isomorphe au morphisme
induit par adjonction entre les foncteurs images directes et images inverses extraordinaires
par un morphisme propre (a savoir u’ et g) : g4 o u/, o v/ Yo g'(€) — £. Par transitivité de
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ces morphismes d’adjonction (voir 1.11 ou plus précisément [17, 1.2.11]), celui-ci est canoni-
quement isomorphe au morphisme d’adjonction f, f'(£) — &, ou f = go /. Il en résulte,
par construction de 7.1.2 a partirde 7.1.1, que £ — g4 o Rﬂ(, o g'(£) est canoniquement
isomorphe au morphisme canonique d’adjonction & — fif+(€) = fi o f'(€).

Comme f est fini et étale, on dispose d’un foncteur image directe fo. de la catégorie des
isocristaux convergents sur X’ vers les isocristaux convergents sur X. Via ’équivalence de
catégories 1.17 (ici, les diviseurs sont vides), fo. (resp. fg) correspond & f ou fi (resp. f' ou
/). De plus, le morphisme d’adjonction fo. fi(E) — E (resp. E — fo. f;(E)) donne via
cette correspondance le morphisme d’adjonction f f'(€) — &€ (resp. £ — f4 f'(£)). Comme
le morphisme composé E — fo. f§(E) — E est égal a la multiplication par le degré de X’
sur X, il en résulte que 6 est un isomorphisme.

Ainsi, € est un facteur direct de gr 4 (£’). Si £ est n-surholonome, comme la n-sur-
holonomie est préservée par I'image directe d’un morphisme propre, cela implique que
g7+ (E") = g+ (&) (voir 1.6.3) est n-surholonome. Par 3.3.2, £ est donc n-surholonome.

Si &’ et D(E’) sont n-surholonomes, £ est donc n-surholonome. De plus, D(€) est un fac-
teur direct de Dogy 4 (£7). Comme £’ est n-surholonome, en particulier £’ est D%Q-cohérent,
on bénéficie donc de I'isomorphisme de dualité relative (voir 1.11.1) : D o g, (&) —
g+ o D(E). Or, d’aprés 1.6.3, gr 4 (E') — g+ (&'). Ainsi, D(E) est un facteur direct de
g+ o D(E’). La proposition 3.3.2 nous permet alors de conclure. O

~

REMARQUES 7.2. — Avec les notations de 7.1, comme spx/..p: g/ (E') —
RE},g!T(st‘_)p’T’Jr(E)) (voir [10, 2.8] ou [17, 4.1.8]), par 3.3 et 3.8, si spx.,p 1 1 (E)
est n-surholonome, alors spx/.,p, 7/ | (E') est n-surholonome.

Lorsque E est en outre muni d’une structure de Frobenius, on dispose alors d’un résultat
analogue a 7.1 dans un cadre plus général (voir [13, 6.3.1]). En effet, la structure de Frobenius
permet d’utiliser le théoréme de pleine fidélité de Kedlaya (voir [25]).

PROPOSITION 7.3. — Pour tout isocristal convergent G sur X, le D; g module
sPxp, +(G) est surholonome.

Démonstration. — Comme X est somme de ses composantes irréductibles, il ne cotite rien
de supposer X irréductible. Par récurrence sur n > 0, prouvons la propriété (P,) suivante :

(P,) : «Pour tout isocristal convergent G sur X (X < P pouvant naturellement varier),
le ’DL’Q-module cohérent spx. ,p 4 (G) associ€ est n-surholonome ».

L’assertion P, est un cas particulier de [11, 3.1.2.2] (ou alors, on remarque qu’il suffit
d’adapter la preuve de P,, = P, 11, 1.e. onenléve les foncteurs D pour établir Py). Pourn > 0,
en supposant P,, vraie, démontrons P, .

Par [17, 4.1.8], si g : P’ — P est un morphisme lisse de V-schémas formels lisses,
X' = go_l(X), f: X" — X estle morphisme de k-schémas lisses induit par g et dx/,x
est la dimension relative de X’ sur X, alors, pour tout isocristal convergent G sur X,
spx/—pr 4 (f*(G)dxr/x] — REE{/ ° g!(SPX<_>7>,+(G))' Or, comme g!(SpXH’P,—Q—(G)) est
a support dans X', le morphisme canonique ]REE(, 0 g (spxp 4 (G) = g (spxp 4 (G))
est un isomorphisme. D’ot, spx+,pr 4 (f*(G))ldx//x] — g’(st_,pHr(G)). Il en résulte
qu’il suffit de prouver que pour tout isocristal convergent G sur X, pour tout diviseur T’
de P, Do (IT) o sPx—p +(G) est n-surholonome. De plus, puisque X est irréductible,
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soit TN X = X, soit TN X est un diviseur de X. Le cas ou 7' N X = X implique alors
Do (fT) o sPx—p,+(G) = 0, qui est n-surholonome. On se ramene donc au cas ou 7' N X
est un diviseur de X.

Comme le fait que, pour tout isocristal convergent G sur X, pour tout diviseur 7' de P,
Do (fT) o spx.p, 4+ (G) soit n-surholonome est locale en P, on se raméne au cas ou P est
affine. L'immersion fermée X < P se reléve alors en un morphisme u : X < P de V-schémas
formels lisses. Dans ce cas, spx.,p , (G) — ug0sp,(G), ousp: Xk — X estle morphisme
de spécialisation. Comme le foncteur u commute aux foncteurs de localisation (voir 1.15.7)
et au foncteur dual (voir 1.11.1), on obtient donc Do (T) ospx.,p 4 (G) — ujoDo(1TN
X) osp,(G).

La n-surholonomie étant stable par image directe par un morphisme propre de V-schémas
formels lisses, on se raméne ainsi au cas ou X = P. On pose alors X := P et G = sp,(G). Il
s’agit de prouver que D o (TT")(G) est n-surholonome.

1) Supposons dans un premier temps que 7' = &. D’aprés [12], le foncteur sp, commute
aux foncteurs duaux, i.e. Dosp, (G) — sp,(GV), ou GV désigne l'isocristal convergent sur
X dual de G. On conclut alors par hypothése de récurrence.

i1) Traitons maintenant le cas ou 7T est un diviseur lisse. Comme 7" est affine et lisse, il
existe un relévement de V-schémas formels affines et lisses ¢ : T — X de I'immersion fermée
T — X.Or, en appliquant le foncteur dual D au triangle de localisation de G en T', on obtient
le triangle distingué

(7.3.1) D('T)(G) — D(G) — Do RLL(G) — D(IT)(G)[1].

On sait que iy 04'(G) — ]RE}(Q) (voir 1.15.10 ou [7, 4.4.5.2]). Comme i'(G) est cohérent
(car isomorphe a sp, (i*G)[—1]), en utilisant le théoréme de dualité relative (voir 1.11.1), ilen
découle Do RE}(G) 5 iy oDo4'(G). Or, d’aprés respectivement [17, 4.3.5] et [17, 4.1.8], le
foncteur sp, commute aux images inverses (extraordinaires) et aux foncteurs duaux. Ainsi,
Doi'(G) = sp, (i*(GV))[1]. D’ott : DoRL}(G) = iy (sp,i*(GY)[1]). Comme I'hypothése
de récurrence implique que sp, (*(G")) est n-surholonome, il découle alors du théoréme 3.9
que i4 (sp,i* (GY)[1]) est n-surholonome et donc que D o RETT(Q) est n-surholonome.

Il résulte alors du triangle distingué 7.3.1 et du cas i), que le faisceau D(TT)(G) est
n-surholonome.

iii) Supposons a présent que 7" soit un diviseur a croisements normaux stricts, i.e. (voir [24,
2.4]), un diviseur tel que 7" soit non vide, pour tout « € T', I'anneau local Or , soit régulier,
T soit un schéma réduit, autrement dit 7' = U]_;T; avec T; composantes irréductibles et
distinctes de T, et pour tout sous-ensemble non-vide J C I, le sous-schéma fermé T'; :=
NjesT; soit régulier et de codimension dans X égale au cardinal de J.

Effectuons alors une (deuxiéme) récurrence sur r > 1, ou r est P'entier qui apparait dans
Iexpression T' = U;_; T;. Le cas ot r = 1 a été traité dans ii). Considérons le triangle distin-
gué de Mayer-Vietoris (1.15.8) :

(7.3.2)
RLY, ror, () = BT (G) @RLL, 1 (G) — RV, 7 (G) »RLL, . r (9],

i=
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~

Notons i1 : €1 — X, un relévement de I'immersion fermée 77 — X. Comme RETTI —
i1444 (voir 1.15.10), par 1.15.1, on obtient I'isomorphisme

RLY, 1om () = iyt REL, 7o (9).

Comme I'image inverse extraordinaire commute au foncteur cohomologique local (voir
1.15.6), cela implique I'isomorphisme : RLTJ::szT@- (G) = 14 0 REL:ﬂTmTi (4 G).
Comme U7_,T1 NT; est un diviseur a croisements normaux stricts de 7} et puisque i} (G) —
sp, (i1 (G))[—1], 'hypothése de récurrence sur r implique que D o (T UI_, T) N T;) (i4(G))
est n-surholonome. 11 résulte alors du cas i) (via un triangle de localisation de i (G) en
Ul_,T1NT;)que Do REL;,szTi (44 (G)) est n-surholonome. Grace au théoréme de dualité
relative (voir 1.11.1) et a la préservation de la n-surholonomie par image directe par un mor-
phisme propre (voir 3.9), il s’ensuit que Do REEJ:,ZTlﬂTi (G) — i110Do REE:,ZTlmTi 619
est n-surholonome. On obtient en outre (via aussi un triangle de localisation) par hypothése
de récurrence sur r que D o RETTI (G) ®DoRLY e (9) est n-surholonome. En appliquant

le foncteur D au triangle distingué 7.3.2, il en découle que le complexe D o RETT(Q) est
n-surholonome. Puis, en appliquant I au triangle distingué de localisation en T de G, via le
cas i), il en résulte que D o (FT)(G) est n-surholonome.

iv) Enfin, passons au cas ou 7" est un diviseur quelconque mais différent de ’ensemble
vide. Grace au théoréme de de Jong sur les altérations de variétés algébriques [24], il existe
un k-schéma lisse X’ et un morphisme fy : X’ — X projectif, surjectif et génériquement
fini et étale, tels que f, ' (T) soit un diviseur & croisements normaux stricts de X’. Dési-
gnons par jTG Pisocristal sur Y surconvergent le long de Ty canoniquement déduit de G.
Comme Dspy..p 7 (j1G) — D('T)(G), il suffit de prouver que Dspx.,p 1 (iTG) est
n-surholonome.

D’aprés 7.1.1, il existe un morphisme propre et lisse g : P’ — P et une immersion fermée
up : X' — P’ telle que go o uy = ug o fo. Or, en notant T := go_l(T), f57TG est un iso-
cristal sur X’ \ T” surconvergent le long du diviseur a croisements normaux stricts 7/ N X’
de X' et spx.pr 1o (f537G) = ("T")spx:pr 14 (f§G). Le cas iii) implique alors que
spxrpr 14 (f53TG) et Dspx.pr 1, (f557G) sont n-surholonomes. Il découle alors de
7.1.2 que Dspx.,p 14 (jTG) est n-surholonome. O

THEOREME 7.4. — Soit E un F-isocristal unité sur' Y surconvergent le long de Tx. Le fais-
ceauspx,p r 4 (E) est surholonome.

Démonstration. — On peut supposer X intégre. D’apres le théoréme de monodromie gé-
nériquement finie de Tsuzuki [34, 1.3.1], il existe un k-schéma lisse X’ et un morphisme f :
X' — X propre, surjectif et génériquement fini et étale, tels que, si on pose Y’ = f=1(Y),
T’ = X'\ 'Y’ et j 'immersion ouverte Y’ — X', alors il existe G’, un (unique) F'-isocristal
convergent sur X’ vérifiant 'isomorphisme f*(E) — (5')'G’ de F-isocristaux sur Y’ sur-
convergents le long de 7". En utilisant le théoréme de désingularisation de de Jong [24], on
peut en outre supposer que le morphisme f est projectif et que 7" est un diviseur de X".

D’aprés 7.1, il existe alors un morphisme propre et lisse g : P’ — P et une immersion
fermée ufy : X' — P’ telle que go o u)) = wug o f. En notant 7" := g;'(T), comme

~

SpX';)'P’,T’/,—I—(j/)T(G/) i (TTN)SPX/(_)p/7T//7+(G/), il résulte de 7.3 et de 3.3.5 que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



184 D. CARO

spxpr. .4 (3')T(G) est surholonome. Puisque f*(E) — (j/)TG, il découle de 7.1 que
SPx—p,T,+(£) est surholonome. O

THEOREME 7.5. — Soient U un k-schéma séparé et lisse, E un F-isocristal unité sur U et
& = spy 4 (E) l'objet de F-Isoc(U/K) associé (voir 1.20). Alors € € F-Mf, ie. € estun
F-Dy-module arithmétique surholonome.

Démonstration. — Par construction de spy, ., de F-Isoc'(U/K) et de F-9My; (construc-
tions qui s’établissent par recollement via un recouvrement de U par des ouverts affines), on
peut supposer U affine et intégre. Il existe donc un plongement de U dans un V-schéma for-
mel X propre et lisse, un diviseur 7" de X tels que U = Z\ T, ou Z est 'adhérence de U dans
P (voir par exemple le début de 5.1). D’aprés le théoréme de désingularisation de de Jong de
[24], il existe un k-schéma lisse Z’ et un morphisme fo : Z' — Z projectif, surjectif et généri-
quement fini et étale, tels que f; 1(T'N Z) soit un diviseur & croisements normaux stricts dans
Z'. De maniére analogue a 7.1.1 , il existe un morphisme propre et lisse g : X’ — X et une
immersion fermée u : Z' < P’ telle que go o u) = ug o fo. Notons U’ := Z'\ fy H(T' N Z),
Yy =%X\T,Y =% \go_l(T), h : Y — Y le morphisme induit par g, E’ le F-isocristal
surconvergent unité sur U’ déduit de E, E (resp. E\’) le F'-isocristal convergent sur U (resp.
U') déduit de F (resp. E’).

D’aprés[13, 6.3.1], RLTZ,g! (€) est dans I'image essentielle de sp /. ., oM (T) + (pour plus
de précisions, voir la remarque 7.6). De plus, on dispose des isomorphismes :

(7.5.1) RLY,¢'(&)[Y" < RLL A (E]Y) < RLY A (spyey 4 (B)) = spyrcyr 4 (B,
le dernier isomorphisme provenant de [10] ou de[17, 4.1.8].

Grace au théoréme de pleine fidélité de Kedlaya du foncteur restriction en dehors du lieu
de surconvergence (voir [25]) et a la pleine fidélité du foncteur sp ., x93 (1) 4> POUT vérifier
que I'on dispose d’un isomorphisme de la forme R, ¢'(£) > spZ,;}x,’gg_l(T),Jr(E’), il
suffit alors de le voir en dehors de gy 1(T), ce qui découle de 7.5.1. Cela implique, d’aprés
[13, 6.3.1], que &£ est un facteur direct de g+spZ,_>x,’g071(T)7+(E’). Via le théoreme 7.4,
SP /g5 (T) 4+ (E’) est surholonome. Les propriétés de stabilité de la surholonomie (voir
3.3.2 et 3.9) nous permettent de conclure. O

REMARQUES 7.6. — Avec les notations de la preuve de 7.5, il résulte de la description de

I'image essentielle du foncteursp ;. 5., 91 (T) + de[17,4.1.9] et de celle de la derniere phrase
96 ;

du théoréme de Berthelot de 1.17, qu’un D;, (95 *(T))g-cohérent et a support dans Z’ est
dans I'image essentielle de sp,,,. 5/ o7 (1) + si et seulement si sa restriction en dehors de

g5 *(T) est dans I'image essentielle de SPyreyr 4 -

Ainsi, (si ce fait peut sembler quelque peu abrupte dans la preuve de [13, 6.3.1]), pour

voir que R}, ¢' (€) est dans 'image essentielle de sp Z1xr,g=1 (1), + 1l suffit alors d’invoquer
95 (T),

Pisomorphisme : RT'L, ¢'(€)[) > spU,,_,y,7+(E\’).
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8. Sur les conjectures de la stabilité de I’holonomie

Soit f : ¥ — Y un morphisme de V-schémas formels lisses. Considérons les conjectures
suivantes :

A) On suppose que X se plonge dans un V-schéma formel propre et lisse. Si £ est un ob-
jet de F-Dﬁol(D; ) @ support propre sur Y, alors I'image directe f (£) appartient a
F-D}y (D3 o).

A’) Si f est propre et £ est un objet de F'DEOI(D;,Q)’ alors f,(€) appartient a
F-Dpo, (D}, o).

B) Si F est un objet de F—Dﬁol(D;’ ) alors 'image inverse extraordinaire f '(F) appar-

tient & F-Dp (DX ).

C) Si Z est un fermé de X et si & appartient F-Dp | (D&Q), alors RL'},(€) appartient a
F-D}y (DY, o).

C’) Si Z est un fermé de X et si £ appartient F—Dﬁol('D;’ ) alors (tZ)(&) appartient a
F-D}y (D}, )-

Rappelons que, dans [7, 5.3.6], Berthelot a énoncé les conjectures A (sans I’hypothése « X
se plonge dans un V-schéma formel propre et lisse »), B et C ci-dessus. D’apreés [7, 5.3.6], les
conjectures B et C sont équivalentes. De plus, via le triangle de localisation en Z, on remarque
que les conjectures C et C’ sont équivalentes.

LeEMME 8.1. — On suppose la conjecture B vérifiée. Alors, pour tout V-schéma formel lisse
X, un F—D;r€ g-module cohérent est holonome si et seulement s'il est a fibres extraordinaires
finies (voir 2.1).

Démonstration. — Comme la conjecture B est supposée vérifiée, il est clair qu’un F—D; o
module holonome est a fibres extraordinaires finies. Réciproquement, soit £ un F-DQQ-
module cohérent a fibres extraordinaires finies. Prouvons par récurrence sur la dimension
de son support, noté Z, que celui-ci est holonome. D’aprés 2.4, £ := HD o H'D(E) est
le plus grand sous-F—D; g-module holonome de £. Dapres [7, 5.3.5(i1)], le terme du milieu
d’une suite exacte courte de F-D;f& g-modules coherents est holonome si et seulement si les
deux autres termes le sont. Pour obtenir ’holonomie de &, il suffit alors de prouver celle de
E/E’. Or, la conjecture B étant supposée vraie, £’ est a fibres extraordinaires finies. Comme
&’ et € sont alors a fibres extraordinaires finies, il en est donc de méme de £/&’. Par hypothése
de récurrence, il suffit alors de vérifier que la dimension du support de £/&’ est strictement
inférieure a celle de Z. Or, on déduit de 2.2 que I'inclusion £’ C & est un isomorphisme au-
dessus d’un ouvert { de ¥ induisant un ouvert dense de Z. Par conséquent, £/&’ est nulle
au-dessus de 4 et son support est de dimension strictement inférieure a celle de Z. D’ou le
résultat. O

PROPOSITION 8.2. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) La conjecture B est exacte.
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2) Pour tout V-schéma formel lisse X, un F-complexe € de F-DP_ (D; q) est holonome si
et seulement s’il est surcohérent.

3) Pour tout V-schéma formel lisse X, un F-complexe € de F-DP_ (D;€ q) est holonome si
et seulement s’il est surholonome.

Démonstration. — Prouvons d’abord 1) = 2). Comme la conjecture B est supposée
vraie, il est clair quun F'-complexe de F-Dﬁol(l);€ @) est surcohérent. Réciproquement, soit

£ e F—D;’urcoh(D;Q). Pour tout entier I, H!(£) sont alors des F—D;,Q-modules surcohé-
rents (voir 1.16). En particulier, ils sont alors a fibres extraordinaires finies. Il résulte alors
du lemme 8.1 que pour tout entier I, H'(£) sont des F-D; g-modules holonomes. Ainsi, £

est holonome.

Vérifions 2) = 3). Comme ’holonomie est stable par foncteur dual (voir [35, I11.4.4]),
’assertion 2) implique que la surcohérence est stable par foncteur dual. Il en résulte que les
notions de surcohérence et de surholonomie sont équivalentes (voir la deuxiéme remarque
3.2).D’ou:2) = 3).

Enfin, I'implication 3) = 1) découle de la stabilité par image inverse extraordinaire de la
surholonomie (3.8). O

REMARQUES 8.3. — Il résulte de 8.2 que si la conjecture B est exacte alors les notions
d’holonomie, de surcohérence et de surholonomie sont équivalentes.

PROPOSITION 8.4. — Soient T le diviseur de X, € et F € F-D?, (DL(TT)g) N F-DEOI(D;,Q).
Si la conjecture B est validée, alors

1. le F-complexe Dr (&) appartient a F-DP_ | (D;(TT)Q) N F—DEOI(D;EQ),

L
2. le F-complexe S®TOX(TT)@f (voir 1.10.4) appartient a

F-Dgoy (D (1)) N F-DPoy(Dk )-

Démonstration. — D’apres 1.9, comme & et (TT)(€) sont des complexes & cohomologie
'D;(TT)Q-cohérente, le morphisme canonique £ — (17)(&) est un isomorphisme car il Iest
en dehors de 7. Cela implique I'isomorphisme : D7(£) <~ Dr(T)(€). Le foncteur dual
commutant a ’extension des scalaires, il en résulte Dy () — (TT)D(&). Le foncteur D sta-
bilisant I'holonomie, D(€) est holonome. Comme la conjecture B équivaut a la conjecture C,
elle implique la stabilité de ’holonomie par le foncteur (fT). Ainsi, ("T)D(&) est holonome.
D’ou 1).

Passons a la deuxiéme propriété. Soient p1, ps : X xs X — X les projections respectives
a gauche et a droite, § : X — X xs X 'immersion diagonale. Comme en particulier £, F €
F-DY, (D} o), il existe €@, F® € LDY ., (DY) tels que £ — HmE®), F = LimF ()
(voir 1.8). Par commutation (a un décalage prés) du foncteur image inverse extraordinaire au
produit tensoriel interne (cela résulte de [0, 3.3.1] ou de [11, 1.2.22]), on obtient :
@41 L .

5 (ECRLFO) = 8 i (EDD,, , pH(FO)[-2d2]) > EOE,, FO-dal.
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Or, daprés 1.4.2, le foncteur (TT) est canoniquement isomorphe au foncteur
Ox(TT)Q(X)IQx ,—- On en déduit I'isomorphisme :
L L
o) ot . ~ . T .
(8.4.2) (T)(EW L, FO) = (T)E)BL, 1, (TIF®).
Comme I’holonomie est stable par produit tensoriel externe (voir [7, 5.3.5.(v)]), par
image inverse extraordinaire et par foncteur de localisation, il résulte de 8.4.1 et de 8.4.2,

que li_n}((TT)(S(‘))égx(TT)Q(TT)(}"(‘))) est holonome. Comme £ — (IT)(&) =

lim (FT)(£®)) et aussi F — lim (FT)(F(*)), on obtient :
: ° L ° ~ . o L . o ~ L
lim ("T)(E@)&L, o7, (THF®)) = tim (IT) ()DL, 1y lim (T)F) = €&L o) F.

— —

L
Ainsi, £ ®IOX(TT)@‘7: est holonome. O

LEMME 8.5. — Soient Z un sous-schéma fermé intégre d'un k-schéma lisse X et Z' un sous-
schéma fermé de Z. On suppose que dim Z' < dim Z < dim X. Il existe alors un diviseur T' de
XtelqueT D> Z' etT P Z.

Démonstration. — Soit (X;); une partie d’ouverts affines de X telle que Z' N X; # @ et
Z' c U;X;. En choisissant un élément non nul de I’idéal de définition de Z’ N X; dans X;
qui n’appartient pas a celui de Z N X; dans X;, on lui associe un diviseur T; de X; tel que
T; > Z'NnX;etT; 2 ZN X;. Ennotant T; 'adhérence schématique de T; dans X, on pose
T :=U;T;.OnaT D Z'. Supposons par I'absurde que T D Z. Comme Z est intégre, il existe
unitelqueT; D Z.DouT; =T; N X; D Z N X;. Contradiction. O

LEMME 8.6. — Soient b : U’ — U un morphisme étale de V-schémas formels lisses

de dimension relative nulle et £ € Dth('DsTn,@)- On dispose de I'isomorphisme canonique

b' Dy (E) = Db (E) compatible a Frobenius.
; : teale BEN _ ot - t
Démonstration. — Comme b est étale, b’ (£) = Dm,’(@@)b_m;}@b 1¢. Notons (Dey.0®0.4

w%}(@)t le D%Q-bimodule a gauche égal a D;LQ ®0y ¢ w;ml@ mais dont on a inversé les struc-
tures droite et gauche. De méme avec des primes. Avec ces notations, on obtient alors 1’iso-
morphisme canonique : b, ((D;L@ R0y w%}(@)t) = (DT%,,Q R0y 4 w{,,l@)t ou I'indice «d »
signifie que nous choisissons la structure droite de D%’Q—module a gauche sur (D;I,Q ®0w.o
w%}Q)t pour calculer le foncteur b*. On bénéficie des isomorphismes :

VRHm oy (€, (D g B wl)t)ldv]
= Rom b,lp;w(bfl(g)v ba(Dly g ®0w o wryig)))[dv]
o RIom, -1y, (671(E), (Dl g D03 ¢ wigh )0l ]
= RAomopy | (H(E), (Dl g @0, wi )0 lav],

ou, pour calculer les foncteurs R4, nous prenons les structures gauches respectives (des
bimodules a gauche) et ou le premier isomorphisme se déduit par exemple de [12, 2.1.12.(1)].
On conclut ensuite via les deux isomorphismes de transposition compatibles & Frobenius
t -1 ~ t -1 i -1 ~ 1 -1
(Day g ®0u,0Wy,0)t — Day,g®0m.owWa,q €t (Payr g®0y1 Wt 0)t — Doy g®0u1 W
(voir [12, 2.1.7]). O
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8.7. — Soient b : ¥’ — Y un morphisme fini, étale et surjectif de V-schémas formels lisses
et £ € Db, (DL o) N DY,y (O q). Le foncteur by : DY, (DY, o) — D,y (DL ) est ad-
(D Q) — DP (Dm/,@)- Or, d’apres 8.6,
bt 5 b'. On obtient donc les morphismes d’ ad_]OIlCUOl‘l E — byb'(E) — E£. Le composé
& — & est la multiplication par le degré de b et est en particulier un isomorphisme.

joint & gauche (resp. a droite) de b (resp. b*) : DP

coh coh

En effet, avec le théoréme de dualité de Grothendieck, le foncteur b, Dth(D o) N
Dg,,(Ogr0) — Dcoh(DT o) N COh(Om @) est adjoint a droite et a gauche de b* :

Db,y (Dly o) N D2y (Ouwg) — Dl (Dly o) N DYy (Oar o). De plus, le composé £ —
b.b*(€) — &, induit par adjonction, est la multlphcatlon par le degré de b. Comme b, = b,
par unicité des foncteurs adjoints, il en découle que £ — by b'(€) — & est la multiplication

par le degré de b.
PROPOSITION 8.8. — Les conjectures A’ et B impliquent la conjecture A.

Démonstration. — Soit £ un objet de F'- Dhol(D;’ Q) tel que son support noté Z soit propre
sur Y. Notons ug : Z — X I'immersion fermée canonique.

Etape 1. Dans un premier temps, supposons que le support Z de & soit lisse. Par hypo-
thése, il existe une immersion p : X — P avec P un V-schéma formel propre et lisse. On pose
§=(p,f): X — P x)Y.Comme la projection P x J) — Y est propre, via la conjecture A’
que nous supposons exacte, pour prouver que f (&) est holonome, il suffit de vérifier que
04 (&) est holonome. Comme cela est local en P x ), on peut supposer P x ) affine. Puisque
Z et P x Y sont propres sur Y, la Y-immersion dg o ug = (pg © ug, fooug) : Z— P xY
est propre, donc fermée. Il en résulte que Z est aussi affine et donc que Z — X se re-
léve en un morphisme u : £ — X de V-schémas formels lisses. D’apres le théoréme de
Berthelot-Kashiwara (V01r [.14), € est de la forme u, (F), avec F € F- Dhol(D;Q). D’ou:
8. (&) = b4uyp(F) — (6 ou),(F). Comme § o u est une immersion fermée, on conclut
via le théoréme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.14) que 04 (€) est holonome.

Etape 2. Prouvons maintenant, par récurrence sur la dimension de Z, que £, (€) appar-
tient & F-Dﬁ’ol(D;j’ o). Lorsque dim Z = 0, Z est lisse et cela résulte alors du premier cas.
Supposons donc dim Z > 0 et le théoréme vrai lorsque dim Z est strictement inférieure.

Etape 3 (Réduction au cas o € est « associé » & un F-isocristal surconvergent). En consi-
dérant la deuxieme suite spectrale d’hypercohomologie du foncteur f, on se raméne au cas
ou & est réduit a un terme. Soient 71, .. ., Z, les composantes irréductible de Z. Quitte a les
réordonner, supposons dim Z; = dim Z. Posons Z' = U;—2 . ,Z;. Comme on suppose la
conjecture B vraie, les complexes du triangle distingué de Mayer-Vietoris (voir 1.15.8) :

(8.8.1) RLY, -, (€) — RLY (€) @ RLY, (€) — RLL(E) — RLY 4. (£)[1]

sont holonomes et a support propre sur Y. De plus, comme £ est a support dans Z, le mor-
phisme canonique RETZ (€) — & est un isomorphisme (voir [11, 2.2.9]). En appliquant f a
8.8.1, quitte a procéder a une seconde récurrence sur le nombre de composantes irréductibles
de dimension dim Z, on se raméne alors au cas ou Z est integre.
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D’apres le théoreme de désingularisation de de Jong ([24]), il existe un morphisme hg :
7' — Z surjectif, projectif, génériquement fini et étale tel que Z’ soit intégre et lisse. Le mor-
phisme hg se décompose en une immersion fermée Z’ — P7, suivie de la projection P}, — Z.
En notant X’ le complété p-adique de P%, g : ¥ — X la projection canonique, uj : 2’ — X’
I'immersion fermée induite, on obtient I’égalité go o uj = ug o hg.

Il existe un ouvert 4l de X tel que V := Z N U soit un ouvert lisse non vide de Z et tel que
V soit inclus dans un ouvert affine et lisse W de Z tel que hy ' (W) — W soit fini et étale.
Notons 4’ := g~ 1(4), a : & — U le morphisme induit par g. Il existe alors des morphismes
b:0 — Y, v:0 — Uetv' : Y — U’ de V-schémas formels lisses relevant de respectivement
ho'(V) = V,V < Uethy* (V) «— U} tels que a o v’ = v o b (en effet, W se reléve, donc V
et V' aussi, puis on choisit un relévement v, puis un autre de la forme U’ — U’ x ¢ V).

Grace a[7, 5.3.5.(1)] (ou a 2.2 et 8.2), quitte a rétrécir 4, on peut en outre supposer qu’il
existe un isocristal convergent G sur V vérifiant £t — v, sp,(G). Grice au lemme 8.5
(appliqué a X D Z D Z \ V), quitte a rétrécir 4, on se raméne au cas ou T := X \ U est le
support d’un diviseur de X. On pose 7" := g5 *(T).

Comme Z' est integre et lisse, que Z’ N T” ne contient pas Z’ (car by est fini et étale et
dim ZNT < dim Z), Z' NT" est un diviseur de Z’. On dispose donc du foncteur pleinement
fidéle spz/c /74

Comme RL}E esta support dans TNZ, son support est donc propre sur Y et de dimension
plus petite que celle de Z. Par hypothése de récurrence, f (RE}&’ ) est donc holonome. En
appliquant f au triangle de localisation de £ en T, on se raméne ainsi a établir ’holonomie
de f4(("T)€).

Etape 4 : avec les notations de I’étape 3, on vérifie que ((f7)€) est un facteur direct de
g7 +RTL, g ((1T)E).

Via le théoreme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.14), on obtient le dernier isomorphisme
de la suite d’isomorphismes compatibles a Frobenius :

(8.8.2)
(RLY gh (T)EDIS > v,0"a!(E]8) = v, 0" a"vy5p,(G) <> v bsp, (G) = vy sp, (5°(C)).

De méme, grace au théoréme de dualité relative compatible a Frobenius appliqué aux immer-
sions fermées v et v’ (voir [18, 2.4.3] ou son résumé), au théoréme de Berthelot-Kashiwara
(voir 1.14), a 8.6 et au théoréme de bidualité ([35, I1.3.5]), on obtient respectivement le
deuxiéme, troisiéme, quatriéme et cinquiéme isomorphisme compatible a Frobenius de la
suite :

(]D)x',T' o] RET ,g;«Dx7T((TT)5))|L{ = Du/ o ’UQ_’UI!CL!DL['U_FSP* (G)
5 v/, Dyyv" a'v; Dysp, (G) ﬁi v, Dy b'Dygsp, (G)

(8.8.3) 5 v, Doy Dayeb'sp, (G) — v/ b'sp, (G) — v/, sp, (b*(G)).

8.6

On déduit de 8.8.2 et 8.8.3 que RLY, g4 (1T)€) et Dys v oRLY, g4 D 7 ((TT)E€) sont dans
I'image essentielle de sp /., 5/ 7+ (voir la remarque 7.6). D’apres [13, 5.3.1], comme d’apres
Kedlaya le foncteur restriction, qui & un F-isocristal sur Z’ \ T” surconvergent le long de
T’ N Z' associe le F-isocristal convergent sur Z’ \ T” correspondant, est pleinement fidéle
(voir par exemple [27, 4.2.1]), on en déduit que pour vérifier que R}, g ((TT)E) et Dgr v 0
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RETZ, grDx 7((TT)E) sont isomorphes, il suffit de le voir en dehors de 7", ce qui est bien le
cas d’apres 8.8.2 et 8.8.3.

Or, d’apres 1.11.2, on dispose des morphismes d’adjonction gT+R£TZ,g1f((TT)€) —
(T)E et (1T)E — gr Dy g o RLL, ghDx 7 ((FT)E) (pour le deuxiéme, on applique le
foncteur dual et on utilise 'isomorphisme de dualité relative). On obtient ainsi la suite de
morphismes :

(8.8.4) (1) — gr RLL gH((1T)E) — (IT)E

Par 1.9, pour prouver que ce composé est un isomorphisme, il suffit de le vérifier au-
dessus de . La fleche de droite de 8.8.4 restreinte a i, est canoniquement isomorphe au
morphisme induit par adjonction a; v/ v"a'(E|4) — E|U (voir 3.13.1 et 8.3). Par transi-
tivité des morphismes d’adjonction (voir [17, 1.2.11] ou 1.12), il est alors canoniquement
isomorphe au morphisme construit par adjonction : v, b, b'v'(E|U) — E|U. Avec le théo-
réme de Berthelot-Kashiwara (voir 1.14), en lui appliquant v', on obtient le morphisme :
byb'v' (E|U) — v'(£|4h). D’un autre coté, la fleche de gauche de 8.8.4 restreinte a 4 est cano-
niquement isomorphe au morphisme induit par adjonction £|Y — aq v v'Tat(E|L). Par
transitivité, il correspond au morphisme d’adjonction |4 — v, by bT v (£|U). En lui appli-
quant v', on obtient donc (modulo v'v— —~ Id) le morphisme v'(E|U) — b, bTvT (E|Y).

Or, comme £ — v,sp,(G), le théoréme de Berthelot-Kashiwara et I'isomorphisme de
dualité relative donnent vt (£]Y) — v'(£|YU) = sp,(G). De plus, d’aprés 8.6, b+
b'. En appliquant v' a la restriction sur ¢ de 8.8.4, on obtient donc la suite de morphismes
construits par adjonction : sp,(G) — byb'(sp,(G)) — sp,(G). D’aprés 8.7, ce composé
est un isomorphisme. On a ainsi établi que le composé de §.8.4 est un isomorphisme, ce qui
implique que ((17)&) est un facteur direct de g7 RLY, g4 (FT)E).

Etape 5 ( Conclusion). On déduit de I'étape 4 que fi((TT)E) est un facteur direct de
F+(gr.+RLY g (1T)E)). Comme frgr . — figr —> fogy etcommeRLY, g4 (("T)E))
est a support dans Z’ qui est propre sur Y et lisse, d’apres le cas lisse (i.e. I’étape 1), le
F-complexe f (g7, + R, g5 (('T)E)) est holonome. Dot le résultat. O

THEOREME 8.9. — La conjecture B implique les conjectures A et A’

Démonstration. — D’apres 8.2, si la conjecture B est exacte alors les notions de surco-
hérence et d’holonomie sont équivalentes. Comme la surcohérence se préserve par I'image
directe d’un morphisme propre ([11, 3.1.9]), il en serait de méme pour I’holonomie, i.e. la
conjecture A’ est une conséquence de la conjecture B. Par 8.8, il en résulte que la conjecture B
implique la conjecture A. O
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