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BdR-REPRÉSENTATIONS DANS LE CAS RELATIF

��ʀ F�ʙʀɪ�ɪ� ANDREATTA �� Oʟɪ�ɪ�ʀ BRINON

R�����. – Dans ce travail nous développons un analogue relatif de la théorie de Sen pour les
BdR-représentations. On donne des applications à la théorie des représentations p-adiques, en la reliant
à la théorie des (ϕ, Γ)-modules relatifs, et à celle des modules de Higgs p-adiques développée par
G. Faltings.

Aʙ��ʀ���. – In this work, we develop a relative analogue of Sen’s theory for BdR-representations.
We give applications to the theory of p-adic representations, linking it to the theory of relative
(ϕ, Γ)-modules and to the theory of p-adic Higgs modules, developed by G. Faltings.

1. Introduction

Soit K un corps de valuation discrète complet, de caractéristique 0, de corps résiduel k

parfait de caractéristique p > 0. On note K une clôture algébrique de K et GK le groupe
de Galois Gal(K/K). Dans [19], S. Sen a classifié les CK-représentations de GK (i.e. les
CK-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action semi-linéaire et continue de GK ,
cf. définition 2.1), où CK est le complété de K pour la valuation. À la suite de Sen, J.-M. Fon-
taine a classifié dans [14] les BdR( OK)-représentations de GK , où BdR( OK) est le corps des
périodes p-adiques associé à K par Fontaine. Soit K∞ ⊆ K l’extension de K obtenue en
adjoignant les racines p

n-ièmes de l’unité pour n ∈ N. Posons HK := Gal(K/K∞) et
ΓK := Gal(K∞/K). Soient B l’un des corps CK ou BdR( OK) et RepB(GK) la catégo-
rie des B-représentations de GK (cf. définition 2.1). Sen et Fontaine montrent tout d’abord
que cette catégorie est équivalente à la catégorie RepBHK (ΓK) des B

HK -représentations de
ΓK . Ensuite ils prouvent un résultat de décomplétion. Plus précisément, ils montrent que
la catégorie RepBHK (ΓK) est équivalente à celle des espaces vectoriels de dimension finie
sur un sous-corps dense de B

HK (qui est K∞ dans le cas de Sen et K∞((t)) dans le cas de
Fontaine, avec t = log([ε]) l’élément habituel). La troisième étape consiste à passer de l’ac-
tion de ΓK , qui est un sous-groupe ouvert de Z×p , à son action infinitésimale. Cela fournit un
opérateur différentiel. La principale application est la suivante : si V est une représentation
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280 F. ANDREATTA ET O. BRINON

p-adique de GK , on obtient, en appliquant les résultats qui précèdent à V ⊗Q
p
BdR( OK), un

K∞((t))-espace vectoriel Ddif(V ) muni d’un opérateur différentiel. Ce dernier contient d’im-
portantes informations arithmétiques (par exemple, il est trivial si et seulement si la représen-
tation V est de de Rham). En utilisant les travaux de Fontaine et de Cherbonnier-Colmez, on
peut relier le (ϕ,ΓK)-module surconvergent associé à V à Ddif(V ). Ce lien est fondamental
pour les lois de réciprocité explicites de Colmez ([10]). C’est aussi un ingrédient crucial dans
les travaux de Berger ([5]) où il montre que la conjecture de Fontaine qui affirme qu’une re-
présentation de de Rham est potentiellement semi-stable résulte de la conjecture de mono-
dromie p-adique.

Dans cet article, on étudie la situation lorsque K est remplacé par une base plus générale
(cf. partie 2). Soient d un entier, T1, . . . , Td des indéterminées et R

0
= OK

�
T
±1
1 , . . . , T

±1
d

�
le

séparé complété de OK

�
T
±1
1 , . . . , T

±1
d

�
pour la topologie p-adique. On se donne un anneau

�R obtenu à partir de R
0 en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p.

On suppose en outre que le théorème de pureté de Faltings s’applique à �R. On fixe
une extension finie et normale �R ⊆ R, qui est étale quand on inverse p et telle que R

est intègre (cf. remarque 2.3). Dans ce cas, l’anneau OK est remplacé par le normalisé R

de R dans l’extension maximale non ramifiée de R[p
−1

]. De même, on remplace K∞ par
l’anneau R∞[p

−1
] obtenu à partir de R[p

−1
] en adjoignant les racines p

n-ièmes de l’unité
et des variables T1, . . . , Td pour tout n ∈ N. On pose GR := Gal

�
R[p

−1
]/R[p

−1
]
�
,

H R = Gal
�
R[p

−1
], R∞[p

−1
]
�

et ΓR = GR/H R = Gal
�
R∞[p

−1
]/R[p

−1
]
�
. Notons �

R le

séparé complété de R pour la topologie p-adique et C =
�
R[p

−1
]. La théorie de Sen des

C-représentations libres de rang fini de GR a été développée dans [2, §2 & 3] (cf. aussi [12,
§3]). Comme dans le cas classique, on dispose des anneaux de périodes B

+
dR ⊆ BdR =

B
+
dR[t

−1
] (cf. partie 2.7). Cet anneau permet de définir la notion de représentation p-adique

de de Rham de GR : si V ∈ RepQ
p

( GR), on pose DdR(V ) =
�
BdR⊗Q

p
V

� G
R , c’est un

R[p
−1

]-module projectif de rang fini muni d’une filtration et d’une connexion intégrable. On
dit que V est de de Rham lorsque l’application naturelle BdR⊗R[p−1] DdR(V ) → BdR⊗Q

p
V

est un isomorphisme (cf. [8]).
Le premier objectif de ce travail est de donner, comme dans le cas classique, un critère

différentiel pour qu’une représentation soit de de Rham. Pour ce faire, on étudie la catégorie
des BdR-représentations « régulières » (cf. définition 3.9). C’est l’objet de la partie 3, où on
développe la théorie de Sen pour les B

+
dR-représentations libres de rang fini de GR. On prouve

que cette catégorie est équivalente à celle des modules « potentiellement libres » de rang
fini sur le sous-anneau R∞[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]] de B

+
dR, munis de l’action résiduelle de ΓR

(cf. théorème 3.23). Les techniques employées sont proches de celles de [14] : une descente
« presque étale » (qui utilise le théorème de pureté de Faltings), suivie d’une décomplétion.
Remarquons toutefois que cette dernière est beaucoup plus subtile dans le cas relatif, parce
que le groupe de Lie p-adique ΓR est de dimension d+1 : on doit utiliser les traces normalisées
de Tate généralisées construites dans [2, §2 & 3] (cf. proposition 3.17 en particulier).
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BdR-REPRÉSENTATIONS DANS LE CAS RELATIF 281

Étant donné un module Y potentiellement libre de rang fini sur R∞[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]]

muni d’une action de ΓR, on étudie dans la partie 4 l’action infinitésimale de ΓR, qui fournit
une connexion (non nécessairement intégrable) ‹∇Y : Y → Y

d t
t ⊕d

i=1 Y
d ui

t (proposition
4.6). Dans le paragraphe 5 on étudie les objets ainsi obtenus (invariants sous ΓR, sections
horizontales), en particulier, on montre que la B

+
dR-représentation de départ est triviale

si et seulement si le module à connexion (Y,‹∇Y ) est trivial (théorème 5.17). Tout ce qui
précède s’étend aux BdR-représentations qui sont déduites d’une B

+
dR-représentation libre

en inversant t.
Finalement, dans la partie 7, on applique ces résultats aux représentations p-adiques. Une

telle représentation V étant donnée, on dispose de la BdR-représentation BdR⊗Q
p
V . Elle est

régulière : ce qui précède permet de lui associer un module différentiel Ddif(V ). On montre
(proposition 7.1) que V est de de Rham si et seulement si Ddif(V ) est trivial, i.e. admet une
base de sections horizontales.

Par ailleurs, la surconvergence des représentations p-adiques, démontrée par Cherbonnier
et Colmez dans le cas classique (cf. [9]), a été étendue au cas relatif dans [2] : une représen-
tation p-adique V ∈ RepQ

p

( GR) est entièrement déterminée par son (ϕ,ΓR)-module sur-

convergent D
†
(V ) (cf. [2, Théorème 4.35] ; mentionnons à ce propos que nous avons inclus

en appendice un erratum à l’article [2]). En général, pour des raisons de convergence, il n’est
pas possible de définir l’action de l’algèbre de Lie du groupe de Lie p-adique ΓR directement
sur D

†
(V ). L’autre objectif de ce travail est de relier le (ϕ,ΓR)-module D

†
(V ) au module dif-

férentiel Ddif(V ) (théorème 7.5) où l’action de l’algèbre de Lie est donnée par la connexion.
Dans le cas relatif, il y a un nouvel aspect : nous développons dans la partie 6 une va-

riante géométrique de la théorie de Sen en utilisant les groupes GR = Gal
�
R[p

−1
]/RK

�
,

HR = Gal
�
R[p

−1
]/R∞K

�
et �ΓR = Gal

�
R∞K/RK

�
. On étudie en particulier les

représentations continues GR → GLn

�
B

+
dR( OK)

�
(où B

+
dR( OK) est l’anneau des en-

tiers de BdR( OK)). Soit RdR l’adhérence (en un sens convenable) de R∞ ·B+
dR( OK)

dans BdR. À toute B
+
dR( OK)-représentation V de GR, on associe un module Y sur le

sous-anneau RdR[[u1, . . . , ud]] de B
+
dR, muni d’une connexion logarithmique intégrable

‹∇Y : Y → ⊕d
i=1Y

d ui

t . Dans ce contexte, Faltings associe (cf. [12]) un module de Higgs à la
CK-représentation résiduelle V/tV de GR. Il s’agit d’un module M projectif de rang fini sur

(une extension finie étale de) la complétion p-adique ‘
RK de RK , muni d’une application

‘
RK -linéaire θ : M → M“⊗RΩ

1
R/OK

(−1) telle que θ ∧ θ = 0, appelée le champ de Higgs
associé. Étant donnée une B

+
dR( OK)-représentation V de GR, on montre que le module de

Higgs associé à V/tV est la réduction modulo t de Y et que le champ de Higgs associé est le
résidu en t de la connexion ‹∇Y (remarque 4.12). En particulier, on montre que ce champ de
Higgs est nul si et seulement si Y est trivial, si et seulement si V est une représentation de de
Rham géométrique (corollaire 6.6).

2. Notations et rappels

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 2.1. – Soient G un groupe profini et B une Qp-algèbre topologique munie
d’une action continue de G. Une B-représentation de G est un B module de type fini W muni
d’une action semi-linéaire continue de G i.e. telle que
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282 F. ANDREATTA ET O. BRINON

(1) g(w1 + w2) = g(w1) + g(w2) pour w1, w2 ∈ W et g ∈ G ;
(2) g(bw) = g(b)g(w) pour w ∈ W , b ∈ B et g ∈ G.

On dit que W est libre (resp. projective) de rang n si elle l’est en tant que B-module.
Soient W1, W2 deux B-représentations de G. On munit le B-module W1 ⊗B W2 de la
structure de B-représentation de G donnée par g(w1 ⊗ w2) = g(w1) ⊗ g(w2). De même,
on munit le B-module HomB(W1, W2) de la structure de B-représentation donnée par
g(f)(w) = g(f(g

−1
w)) pour tout f ∈ HomB(W1, W2) et w ∈ W1. Un morphisme de

W1 dans W2 est une application B-linéaire f : W1 → W2 qui est G-équivariante. On note
HomG(W1, W2) =

�
HomB(W1, W2)

�G le groupe des morphismes de W1 dans W2. On
dispose d’un objet unité : c’est B muni de l’action G.

On définit ainsi une catégorie qu’on note RepB(G). On note Repl
B(G) (resp. Reppr

B (G))
la sous-catégorie pleine constituée des B-représentations qui sont libres (resp. projectives) de
rang fini.

R���ʀ��� 2.2. – Soient W une B-représentation libre de rang n et B = (e1, . . . , en)

une base de W sur B. Pour g ∈ G, notons Ug la matrice dont le j-ième vecteur co-
lonne est donné par les coordonnées de g(ej) dans la base B. Alors Ug ∈ GLn(B) et
U : G → GLn(B) est un cocycle continu. Réciproquement, la donnée d’un cocycle continu
U : G → GLn(B) munit naturellement B

n d’une structure de B représentation de G. Ainsi,
après le choix d’une base, la donnée d’un cocycle continu U : G → GLn(B) est équivalente à
celle d’une structure de B-représentation de G. Par ailleurs, si on change de base, le cocycle
obtenu est cohomologue au premier (le cobord étant donné par la matrice de changement
de base deB àB�).

Nous allons travailler avec les anneaux considérés dans [1], [2], [8]. Soit K un corps de
valuation discrète complet, de caractéristique 0, à corps résiduel k parfait de caractéristique
p > 0. On note v la valuation normalisée par v(p) = 1 et K une clôture algébrique de K. Soit
d un entier, T1, . . . , Td des indéterminées et R

0
= OK

�
T
±1
1 , . . . , T

±1
d

�
le séparé complété de

OK

�
T
±1
1 , . . . , T

±1
d

�
pour la topologie p-adique. On se donne un anneau �R obtenu à partir de

R
0 en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p.

On suppose en outre que OK

�
T
±1
1 , . . . , T

±1
d

�
→ �R est à fibres géométriquement régu-

lières ou que �R est de dimension de Krull inférieure à 2, et que k → �R⊗V k est géométrique-
ment intègre. Il en résulte que T1, . . . , Td est une p-base de �R⊗ OK

k. Dans ces conditions, le
théorème de pureté de Faltings (cf. [11]) s’applique.

Soit E une clôture algébrique de Frac( �R) qui contient K . On note I l’ensemble des sous-
�R-algèbres finies normales S de E telles que �R[p

−1
] ⊆ S[p

−1
] est étale. Soit R ∈ I tel que

K est algébriquement clos dans R[p
−1

] (on peut toujours se ramener à ce cas en remplaçant
K par sa clôture algébrique dans R[p

−1
]).
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R���ʀ��� 2.3. – Un schéma formel p-adique à bonne réduction sur OK peut être re-
couvert par des spectres formels de tels anneaux. De même, l’anneau local complété en un
point d’un tel schéma formel (par exemple W(k)[[T ]]) est un anneau de ce type.

Cette classe d’anneaux permet aussi de considérer des cas de réduction semi-stable :
posons �R = W(k)[[X]] et R = �R[Z]/(Z

p+1−XZ+p). L’anneau R est local, d’idéal maximal
m = (X,Z). Si Y = X−Z

p, on a R � W(k)[[X]][Y,Z]/(Z
p
+Y −X,Y Z−p). La suite (Y, Z)

est régulière : l’anneau R est régulier donc normal. Soit δ l’image de (p + 1)Z
p −X dans R.

On a Zδ = (p+1)Z
p+1−XZ = pZ

p+1− p = p(Z
p+1− 1), de sorte que R[p

−1
]/δR[p

−1
] =

�R[Z]/(Z
p+1 − 1, p + 1 −XZ) = 0 vu que p + 1 −XZ divise X

p+1 − (p + 1)
p+1 (dans R)

et ce dernier est inversible dans �R. Cela implique que R[p
−1

] est étale sur �R[p
−1

]. Enfin,
l’anneau R est complet pour la topologie (X, p)-adique, donc pour la topologie m-adique :
on a R � W(k)[[Y, Z]]/(Y Z − p).

On pose

R =

�

S∈I

S
�
R = lim←−

n

R/p
n
R C =

�
R[p

−1
].

Ces anneaux sont munis d’une action continue (pour la topologie p-adique) de

GR := Gal
�
R[p

−1
]/R[p

−1
]
�

= π1

�
Spec(R[p

−1
]),Spec(E)

�
.

Soient :

• ε = (ε
(n)

)n∈N ∈ R
N telle que ε

(0)
= 1, ε

(1) �= 1 et (ε
(n+1)

)
p

= ε
(n) pour tout n ∈ N.

• �Ti = (T
(n)
i )n∈N ∈ R

N telle que T
(0)
i = Ti et (T

(n+1)
i )

p
= T

(n)
i pour tout n ∈ N.

Si S ∈ I et n ∈ N, on note Sn le normalisé de S

î
ε
(n)

, T
(n)
1 , . . . , T

(n)
d

ó
dans R. On pose

S∞ =
�
n

Sn, H S = Gal
�
R[p

−1
], S∞[p

−1
]
�

et ΓS/R = GR/H S = Gal
�
S∞[p

−1
]/R[p

−1
]
�
.

Lorsque S = R, on note ΓR au lieu de ΓR/R. On a la suite exacte

1 → �ΓR → ΓR → ΓK → 1

où �ΓR s’identifie à un sous-groupe d’indice fini de
d�

i=1
Zp γi où γi ∈ Gal(R∞[p

−1
]/RK∞) est

défini par

γi(T
(n)
j ) =

�
ε
(n)

T
(n)
i si j = i

T
(n)
j si j �= i.

Si g ∈ ΓR et γ ∈ �ΓR, on a gγg
−1

= γ
χ(g), de sorte que ΓR n’est pas commutatif. Dans la suite,

on fixe γ0 ∈ Gal

Ä
R∞[p

−1
]/R

î
T

(∞)
1 , . . . , T

(∞)
d , p

−1
óä

tel que χ(γ0)
Zp soit un sous-groupe

ouvert de Z×p .

On dispose des versions géométriques de ces groupes. Pour S ∈ I , on pose :

• GR = Gal
�
R[p

−1
]/RK

�
;

• HS = Gal
�
R[p

−1
]/S∞K

�
;

• �ΓS/R = Gal
�
S∞K/RK

�
.

Dans ce cadre, la théorie de Sen se généralise de la façon suivante :
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Tʜ��ʀ��� 2.4 (cf. [2, Théorème 3.1 & Corollaire 3.14]). – L’application naturelle

lim−→
S

H
1
(ΓS/R,GLn(S∞[p

−1
])) → H

1
( GR,GLn(C))

(où la limite inductive est prise sur les S ∈ I tels que S∞[p
−1

]/R[p
−1

] est galoisienne) est
bijective.

Le foncteur

Reppl
R∞[p−1](ΓR) → Repl

C( GR)

Y �→ C ⊗R∞[p−1] Y

est une équivalence de catégories (où Reppl
R∞[p−1](ΓR) désigne la sous-catégorie des

R∞[p
−1

]-représentations Y de ΓR qui sont potentiellement libres, c’est-à-dire telles qu’il
existe S ∈ I avec S∞[p

−1
]⊗R∞[p−1] Y libre sur S∞[p

−1
]).

La version géométrique de l’énoncé précédent nous sera aussi utile.

L���� 2.5. – Pour tout S ∈ I , on a H
0
(GS , C) =

’
S OK [p

−1
] (complété pour la

topologie p-adique).

Démonstration. – C’est [3, Proposition 7.7] pour la représentation triviale. On raisonne
alors comme dans [2, Corollaire 3.13] en utilisant [3, Lemma 7.9.3].

Dans la suite, si S ∈ I et n ∈ N, on pose Sn,K = H
0
(GSn

, C) =
÷
Sn OK [p

−1
], et

S∞,K =

∞�
m=0

Sn,K .

Tʜ��ʀ��� 2.6. – L’application naturelle

lim−→
S

H
1
(�ΓS/R,GLn(S∞,K )) → H

1
(GR,GLn(C))

(où la limite inductive est prise sur les S ∈ I tels que S∞[p
−1

]/R[p
−1

] est galoisienne) est
bijective.

Le foncteur

Reppl
R∞,K

(�ΓR) → Repl
C(GR)

Y �→ C ⊗R∞,K

Y

est une équivalence de catégories (où Reppl
R∞,K

(�ΓR) désigne la sous-catégorie des

R∞,K -représentations Y de �ΓR qui sont potentiellement libres, c’est-à-dire telles qu’il existe
S ∈ I avec S∞,K ⊗R∞,K

Y libre sur S∞,K ).

Démonstration. – La preuve est analogue à celle du théorème 2.4, à cela près que [2,
Corollaire 2.3] est appliqué à HR au lieu de H R, et la décomplétion se fait par rapport aux
variables T1, . . . , Td, de sorte qu’on n’utilise que d familles de traces normalisées de Tate (cf.
[3, §7.9]).
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2.7. Rappels sur l’anneau BdR (cf. [8])

Soit R = lim←−
n

R/pR (les morphismes de transition sont donnés par le Frobenius). C’est

un anneau de caractéristique p muni d’une action de GR. Par l’argument habituel, on a

R �
ß

(x
(n)

)n∈N ∈ �
R

N
, (∀n ∈ N) (x

(n+1)
)
p

= x
(n)

™

de sorte que les suites ε et �Ti (pour i ∈ {1, . . . , d}) choisies plus haut définissent des éléments
de R. On dispose de l’homomorphisme de W(k)-algèbres

θ : W(R) → �
R

(a0, a1, . . . ) �→
∞�

n=0

p
n
a
(n)
n .

Il est surjectif, de noyau principal. Il induit un homomorphisme de R-algèbres

θR : R⊗Z W(R) → �
R.

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 2.8. – • B
∇+
dR := lim←−

m

W(R)[p
−1

]/ Ker(θ)
m ;

• Ainf := lim←−
m

(R⊗Z W(R))/θ
−1
R

�
p
�
R

�m
;

• B
+
dR := lim←−

m

Ainf [p
−1

]/ Ker(θR)
m.

Ce sont des anneaux munis d’une action de GR. Dans B
+
dR, on dispose de l’élément

t = log([ε]) =

∞�

m=1

(−1)
m−1

m
([ε]− 1)

m
.

Pour g ∈ GR, on a g(t) = χ(g)t. On pose BdR = B
+
dR[t

−1
]. Pour i ∈ {1, . . . , d}, on note ui

l’image de Ti ⊗ 1− 1⊗ [ �Ti] dans B
+
dR. On filtre B

+
dR en posant Fil

r
(B

+
dR) = (Ker(θR)

r
).

On munit B
+
dR = lim←−

r

B
+
dR / Fil

r
B

+
dR de la topologie de la limite projective, où chaque

B
+
dR / Fil

r
B

+
dR est muni de la topologie de Banach p-adique. On appelle topologie naturelle

de B
+
dR la topologie ainsi définie. Dans ce qui suit, tous ses sous-anneaux sont munis de la

topologie induite, et les ensembles de cohomologie qu’on considère dans la suite sont des
ensembles de cohomologie continue pour cette topologie.

Dans la suite, les propriétés suivantes de B
+
dR et BdR nous seront utiles.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 2.9. – (1) On a B
+
dR � B

∇+
dR [[u1, . . . , ud]] ;

(2) B
+
dR est une R[p

−1
]-algèbre, et B

G
R

dR = R[p
−1

] ;
(3) le gradué de B

+
dR est C[t, u1, . . . , ud].

Pour S ∈ I , posons
l
+
dR(S) = S∞[p

−1
][[t, u1, . . . , ud]].

Il est clair que l
+
dR(S) ⊆ B

+ H S

dR . On pose ldR(S) = l
+
dR(S)[t

−1
].

On dispose aussi de versions géométriques de ces anneaux. Pour n ∈ N, on note Sn

l’adhérence, pour la topologie naturelle, de Sn B
+
dR( OK) dans B

+
dR et S∞ := ∪n Sn. On note

S au lieu de S0. On note alors SdR l’adhérence de S∞ dans B
+
dR pour la topologie t-adique
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(pas pour la topologie naturelle). Lorsque S = R, on note ces anneaux Rn, R et RdR. On
pose

l+dR(S) = SdR[[u1, . . . , ud]].

On a l+dR(S) ⊆ B
+HS

dR . On pose ldR(S) = l+dR(S)[t
−1

].

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 2.10. – Si V ∈ RepQ
p

( GR), on pose DdR(V ) =

Ä
BdR⊗Q

p
V

ä G
R . C’est

un R[p
−1

]-module, dont on peut montrer qu’il est projectif de rang fini ≤ dimQ
p
(V )

(cf. [8, Proposition 8.3.1]), et l’homomorphisme

αdR(V ) : BdR⊗R[p−1] DdR(V ) → BdR⊗Q
p
V

est toujours injectif (cf. [8, Proposition 8.2.4]). On dit que V est de de Rham lorsque c’est un
isomorphisme. Cela définit une sous-catégorie RepdR( GR) de la catégorie RepQ

p

( GR).

On a un concept analogue dans le cas géométrique.

L���� 2.11. – On a H
0
(GS ,B

+
dR) = S.

Démonstration. – Quitte à changer S, on peut supposer que �ΓS = p
m0

d�
i=1

Zp γi. On a

bien sûr une inclusion S → B
+GS

dR . Montrons que c’est un isomorphisme modulo Fil
r
B

+
dR

pour tout r ∈ N>0. On procède par récurrence, le cas r = 1 n’étant autre que le lemme
2.5. Supposons r > 1 et soit y ∈ B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR fixe sous GS . Comme y est fixe sous GS

modulo Fil
r
B

+
dR, il existe y0 ∈ S tel que z = y − y0 ∈ Fil

r
B

+
dR. Notons z l’image de y − y0

dans
Gr

r
B

+
dR =

�

n∈Nd

|n|≤r

Ct
r−|n|

u
n

où u
n

=

d�
i=1

u
ni

i pour tout n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd. Écrivons z =
�

n∈Nd

|n|≤r

znt
r−|n|

u
n. Comme

z est invariant sous HS , on a zn ∈ C
HS pour tout n.

Soient s ∈ {1, . . . , r} tel que |n| > s ⇒ zn = 0 et n ∈ Nd tel que |n| = s. Montrons
que zn = 0. Comme s > 0, il existe i ∈ {1, . . . , d} tel que ni > 0. Posons λ = p

m0 , de
sorte que γ

λ
i ∈ �ΓS . Comme γ

λ
i (ui) = Ti − [ε]

λ
[ �Ti] = ui + (1 − exp(λt))[ �Ti] ≡ ui − λtTi

mod Fil
2
B

+
dR, on a

γ
λ
i (t

r−|n|
u

n
) = t

r−|n|
(ui − λtTi)

ni

�

j �=i

u
nj

j

=

ni�

j=0

Ç
ni

j

å
(−λTj)

j
t
r−|n|+j

u
n−je

i

dans Gr
r
B

+
dR (où ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), le 1 étant à la i-ième coordonnée), d’où

�
γ

λ
i − 1

�
(t

r−|n|
u

n
) =

ni�

j=1

Ç
ni

j

å
(−λTj)

j
t
r−|n|+j

u
n−je

i .
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Si m ∈ Nd, le coefficient de t
r−|m|

u
m de

�
γ

λ
i − 1

�
(z) =

�

n∈Nd

|n|≤r

γ
λ
i (zn)

�
γ

λ
i − 1

�
(t

r−|n|
u

n
) +

�
γ

λ
i − 1

�
(zn)t

r−|n|
u

n

est donc

�
γ

λ
i − 1

�
(zm) +

s−|m|�

j=1

Ç
mi + j

j

å
(−λTi)

j
γ

λ
i (zm+je

i
)

(la somme s’arrête à j = s − |m| car j > s − |m| ⇒ |m + jei| > s ⇒ zm+je
i

= 0). Mais
comme z est invariant sous GS , ce coefficient est nul.

Pour m = n, on tire
�
γ

λ
i − 1

�
(zn) = 0 i.e. zn ∈

�
C

HS

�γλ

i
=1. Pour m = n − ei, on tire�

γ
λ
i − 1

�
(zn−e

i
)− niλTiγ

λ
i (zn) = 0 et donc

zn =
1

niλTi

�
γ

λ
i − 1

�
(zn−e

i
) ∈

�
γ

λ
i − 1

� �
C

HS

�
.

Mais C
HS =

�
C

HS

�γλ

i
=1⊕

�
γ

λ
i − 1

� �
C

HS

�
d’après [2, Proposition 3.11] : on a donc zn = 0,

ce qu’on voulait.

Par récurrence, on a donc zn = 0 dès que n �= 0 : on a z = z0t
r, avec

z0 ∈ C
GS =

’
S OK [p

−1
] (cf. lemme 2.5) et on a fini.

Si V ∈ RepBdR( OK)(GR) on pose DdR(V ) =
�
BdR⊗BdR( OK)V

�GR . C’est un
R[t

−1
]-module. Comme BdR est muni d’une filtration et d’une connexion intégrable

BdR → BdR⊗R[p−1]
�ΩR qui commute à l’action de GR (où �ΩR =

d�
i=1

R[p
−1

] dTi est le

module des différentielles continues de R[p
−1

]), le R[t
−1

]-module DdR(V ) hérite d’une
filtration et d’une connexion intégrable DdR(V ) → DdR(V ) ⊗R[p−1]

�ΩR. On dispose d’un
homomorphisme

αdR(V ) : BdR⊗R[t−1] DdR(V ) → BdR⊗BdR( OK)V.

On dit que V est de de Rham géométrique lorsque c’est un isomorphisme. Cela définit une
sous-catégorie Repgeom

dR (GR) de la catégorie RepBdR( OK)(GR).

Lorsque V ∈ RepB+
dR

( OK)(GR) on pose D+
dR(V ) =

Ä
B

+
dR⊗B+

dR
( OK)V

äGR

. C’est un

R-module muni d’une filtration et d’une connexion intégrable D+
dR(V ) → D+

dR(V ) ⊗R[p−1]

�ΩR. Comme t est invariant sous GR, on a DdR(V [t
−1

]) = D+
dR(V )[t

−1
].

3. Théorie de Sen des B
+
dR-représentations

Dans cette section, on généralise [14, §3], qu’on suit assez fidèlement.
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3.1. Étude des B
+
dR-représentations libres de H R et de HR

Si S ∈ I , on pose

L
+
dR(S) = H

0
�
H S ,B

+
dR

�
et LdR(S) = H

0
�
H S ,BdR

�
,

L+
dR(S) = H

0
�
HS ,B

+
dR

�
et LdR(S) = H

0
�
HS ,BdR

�
.

Remarquons qu’on a alors

l
+
dR(S) := S∞[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]] ⊆ L

+
dR(S),

ldR(S) := S∞[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]][t
−1

] ⊆ LdR(S),

l+dR(S) := SdR[[u1, . . . , ud]] ⊆ L+
dR(S),

ldR(S) := SdR[[u1, . . . , ud]][t
−1

] ⊆ LdR(S).

Pour alléger les notations, on notera parfois L
+
dR, LdR, l

+
dR et ldR au lieu de L

+
dR(R),

LdR(R), l
+
dR(R) et ldR(R). Idem avec les anneaux « géométriques ».

Rappelons (cf. [8, §5.2]) que l’anneau BdR est muni d’une filtration
�
Fil

r
BdR

�
r∈Z

décrois-
sante séparée et exhaustive. Elle induit une filtration décroissante séparée et exhaustive sur
les sous-anneaux l

+
dR(S) ⊆ L

+
dR(S) ⊆ B

+
dR.

L���� 3.2. – Pour tout r ∈ N, on a des isomorphismes naturels

Sym
r
S∞[p−1]

�
S∞[p

−1
]u1 ⊕ · · ·⊕ S∞[p

−1
]ud ⊕ S∞[p

−1
]t
�

� �

��

∼ �� Gr
r
l
+
dR(S)
� �

��
Sym

r
�S∞[p−1]

��S∞[p
−1

]u1 ⊕ · · ·⊕ �S∞[p
−1

]ud ⊕ �S∞[p
−1

]t
�

� �

��

∼ �� Gr
r
L

+
dR(S)

��

� �

��
Sym

r
C

�
Cu1 ⊕ · · ·⊕ C[p

−1
]ud ⊕ Ct

� ∼ �� Gr
r
B

+
dR

et
Sym

r
S∞,K

�
S∞,K u1 ⊕ · · ·⊕ S∞,K ud ⊕ S∞,K t

�
� �

��

∼ �� Gr
r l+dR(S)
� �

��
Sym

r
�S∞,K

��S∞,K u1 ⊕ · · ·⊕ �S∞,K ud ⊕ �S∞,K t
�

� �

��

∼ �� Gr
r L+

dR(S)

��

� �

��
Sym

r
C

�
Cu1 ⊕ · · ·⊕ C[p

−1
]ud ⊕ Ct

� ∼ �� Gr
r
B

+
dR .

En outre, les extensions

l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S) → L

+
dR(S)/ Fil

r
L

+
dR(S) et l+dR(S)/ Fil

r l+dR(S) → L+
dR(S)/ Fil

r L+
dR(S)

sont fidèlement plates.
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Démonstration. – La filtration sur l
+
dR(S) (resp. sur l+dR(S)) n’est autre que la filtration

(u1, . . . , ud, t)-adique : la flèche du haut est un isomorphisme. Par ailleurs, celle du bas en
est un d’après [8, Proposition 5.2.5]. Montrons que c’est aussi le cas de celle du milieu.

De la suite exacte

0 → Fil
r+1

B
+
dR → Fil

r
B

+
dR → Gr

r
B

+
dR → 0

on tire la suite exacte

0 → Fil
r+1

L
+
dR(S) → Fil

r
L

+
dR(S) → H

0
�
H S ,Gr

r
B

+
dR

�
→ H

1
�
H S ,Fil

r
B

+
dR

�
.

Mais H
1
�
H S ,Fil

r
B

+
dR

�
= {0} et H

1
�
HS ,Fil

r
B

+
dR

�
= {0} parce que H

1
�
H S ,Gr

s
B

+
dR

�
= {0}

et H
1
�
HS ,Gr

s
B

+
dR

�
= {0} [3, Prop 7.4 & 7.9.2] pour tout s ≥ r et parce que�

Fil
r
L

+
dR(S)/ Fil

s
L

+
dR(S)

�
s>r

a la propriété de Mittag-Leffler (cf. [20, Proposition 2.2]).
On a donc

Gr
r
L

+
dR(S)

∼→H
0
�
H S ,Gr

r
B

+
dR

�
.

L’action de H S et de HS étant triviale sur u1, . . . , ud et t, on a fini. La dernière assertion
résulte de la fidèle platitude des extensions S∞[p

−1
] → �S∞[p

−1
] et S∞,K [p

−1
] → �S∞,K [p

−1
],

et de [17, Theorem 22.3].

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.3. – Les extensions

l
+
dR(R) ⊆ l

+
dR(S), l+dR(R) ⊆ l+dR(S)

ldR(R) ⊆ ldR(S), ldR(R) ⊆ ldR(S)

L
+
dR(R) ⊆ L

+
dR(S), L+

dR(R) ⊆ L+
dR(S)

LdR(R) ⊆ LdR(S), LdR(R) ⊆ LdR(S)

sont finies étales. Elles sont galoisiennes de groupe Gal(S∞[p
−1

]/R∞[p
−1

]) (resp.
Gal(S∞,K /R∞,K )) si S∞[p

−1
]/R∞[p

−1
] (resp. S∞,K /R∞,K ) est galoisienne.

Démonstration. – Soit r ∈ N. On a
�S∞[p

−1
]⊗�R∞[p−1]

Gr
r
L

+
dR(R)

∼→Gr
r
L

+
dR(S), �S∞,K ⊗�R∞,K

Gr
r L+

dR(R)
∼→Gr

r L+
dR(S)

d’après le lemme 3.2. Mais on a �S∞[p
−1

] � S∞[p
−1

] ⊗R∞
�R∞ et de même

�S∞,K � S∞,K ⊗R∞,K

�R∞,K (cf. [1, Corollary 3.11]). On en déduit les isomorphismes

S∞[p
−1

]⊗R∞[p−1] Gr
r
L

+
dR(R)

∼→Gr
r
L

+
dR(S), S∞,K ⊗R∞,K

Gr
r L+

dR(R)
∼→Gr

r L+
dR(S).

Étant des isomorphismes sur les gradués, les morphismes d’anneaux

S∞[p
−1

]⊗R∞[p−1] L
+
dR(R∞) → L

+
dR(S), S∞,K ⊗R∞,K

L+
dR(R∞) → L+

dR(S)

sont des isomorphismes. Il en est évidemment de même des morphismes

S∞[p
−1

]⊗R∞[p−1] l
+
dR(R) → l

+
dR(S), S∞,K ⊗R∞,K

l+dR(R) → l+dR(S).

Les extensions l
+
dR(R) ⊆ l

+
dR(S), L

+
dR(R) ⊆ L

+
dR(S), l+dR(R) ⊆ l+dR(S) et

L+
dR(R) ⊆ L+

dR(S) sont donc étales par changement de base, galoisiennes si S∞[p
−1

]/R∞[p
−1

]

(resp. S∞,K /R∞,K ) l’est, de même groupe de Galois. Les énoncés analogues pour les ex-
tensions ldR(R) ⊆ ldR(S), LdR(R) ⊆ LdR(S), ldR(R) ⊆ ldR(S) et LdR(R) ⊆ LdR(S) s’en
déduisent par localisation.
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Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.4. – On a

lim−→
S∞

H
1
�
Gal(S∞[p

−1
]/R∞[p

−1
]),GLn(L

+
dR(S))

� ∼→H
1
�
H R,GLn(B

+
dR)

�

et lim−→
S∞,K

H
1
�
Gal(S∞,K /R∞,K ),GLn(L+

dR(S))
� ∼→H

1
�
HR,GLn(B

+
dR)

�
.

Démonstration. – Comme ce sont des limites inductives d’applications d’inflation, elles
sont injectives. Soit g �→ Ug un cocycle continu H R → GLn(B

+
dR). L’application g �→ θ(Ug)

est alors un cocycle continu H R → GLn(C). D’après [2, Proposition 3.6], il existe une sous-
R-algèbre finie S de R telle que S[p

−1
]/R[p

−1
] est étale galoisienne, et telle que le cocycle

(θ ◦ U)| H S
a une classe de cohomologie triviale. Il existe donc B0 ∈ GLn(B

+
dR) tel que si U0

est le cocycle H R → GLn(B
+
dR) défini par U0,g = B

−1
0 Ugg(B0), on a θ(U0,g) = In pour tout

g ∈ H S .
Soit M ∈ N>0. Supposons construites des suites (Bm)0≤m<M et (Um)0≤m<M où
(1) Bm ∈ In +Mn(Ker(θ)

m
) et Um est un cocycle continu à valeurs dans GLn(B

+
dR) pour

0 ≤ m < M ;
(2) Um,g = B

−1
m Um−1,gg(Bm) pour tout g ∈ H S et 1 ≤ m < M ;

(3) Um,g ∈ In +Mn(Ker(θ)
m+1

) pour 0 ≤ m < M pour tout g ∈ H S .
Notons VM,g l’image de UM−1,g−In dans Mn(Ker(θ)

M
)
�

Mn(Ker(θ)
M+1

). Pour g, h ∈ H S ,
on a

UM−1,gh − In = UM−1,gg(UM−1,h)− In

=
�
UM−1,g − In

�
g(UM−1,h) + g

�
UM−1,h − In

�

≡
�
UM−1,g − In

�
+ g

�
UM−1,h − In

�
mod Mn(Ker(θ)

M+1
)

vu que UM−1,g, UM−1,h ≡ In mod Mn(Ker(θ)
M

) et M > 0. On a donc
VM,gh = VM,g + g(VM,h) et g �→ VM,g est un cocycle continu H S → Mn

�
Gr

M
B

+
dR

�
.

Comme Gr
M

B
+
dR = Sym

M
C

�
Gr

1
B

+
dR

�
est un C module libre de rang fini, et comme

H
1
�
H S , C

�
= {0} ([8, Proposition 3.1.1]), le cocycle VM a une classe de cohomologie

triviale : il existe BM ∈ In + Mn(Ker(θ)
M

) telle que si UM est le cocycle H R → GLn(B
+
dR)

défini par UM,g = B
−1
M UM−1,gg(BM ), on a UM,g ∈ In +Mn(Ker(θ)

M+1
) pour tout

g ∈ H S .
Les suites (Bm)m∈N et (Um)m∈N étant construites, on pose B = B0B1B2 · · · . Le produit

infini converge dans GLn(B
+
dR) grâce à la propriété (1). Par ailleurs, on a

B
−1

Ugg(B) = In pour tout g ∈ H S en vertu des propriétés (2) et (3). Ainsi U a une
image triviale dans H

1
�
H S ,GLn(B

+
dR)

�
. Comme on a la suite exacte d’inflation-restriction

{1}→ H
1
�
Gal(S∞[p

−1
]/R∞[p

−1
]),GLn(L

+
dR(S))

�
→ H

1
�
H R,GLn(B

+
dR)

�
→ H

1
�
H S ,GLn(B

+
dR)

�
,

cela implique que U provient d’un élément de H
1
�
Gal(S∞[p

−1
]/R∞[p

−1
]),GLn(L

+
dR(S))

�

par inflation. Ceci prouve la surjectivité de la première application.
Dans le cas géométrique, on procède de la même manière. L’analogue de [2, Proposition

3.6] est déduit de façon formelle de la théorie de Tate-Sen géométrique pour C (cf. [2, Cor.
2.3]). Le fait que les conditions de Tate-Sen sont satisfaites dans ce cas est montré dans [3,
§7]. Le fait que H

1
�
HS , C

�
= {0} est prouvé dans [3, Prop. 7.4].
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C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.5. – Si W est une B
+
dR-représentation libre de rang n de H R (resp. HR),

alors W
H R (resp. W

HR) est un L
+
dR-module (resp. un L+

dR-module) projectif de rang n, et
on a

B
+
dR⊗L+

dR
W

H R
∼→W (resp. B

+
dR⊗L+

dR
W

HR
∼→W )

en tant que B
+
dR-représentations de H R (resp. de HR).

Démonstration. – D’après la proposition 3.4, il existe une sous-R-algèbre finie S de R

telle que S[p
−1

]/R[p
−1

] (resp. SK /RK ) est étale galoisienne, et une baseB de W sur B
+
dR fixe

sous l’action de H S (resp. HS). Le L
+
dR(S)-module (resp. L+

dR(S)-module) W
H S (resp. WHS )

est donc libre et B
+
dR⊗L+

dR
(S)W

H S
∼→W (resp. B

+
dR⊗L+

dR
(S)W

HS
∼→W ) en tant que H S-

modules (resp. HS-modules). On conclut alors par descente galoisienne, vu que l’extension
L

+
dR ⊆ L

+
dR(S) (resp. L+

dR ⊆ L+
dR(S)) est finie étale galoisienne en vertu de la proposition 3.3.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.6. – Soient W1, W2 deux B
+
dR-représentations libres de rang fini de H R

(resp. de HR), alors

HomRep
B+
dR

( H R)(W1, W2) = HomL+
dR

(W
H R

1 , W
H R

2 )

(resp. HomRep
B+
dR

(HR)(W1, W2) = HomL+
dR

(W
HR

1 , W
HR

2 ))

et Ext
1
Rep

B+
dR

( H R)(W1, W2) = {0} (resp. Ext
1
Rep

B+
dR

(HR)(W1, W2) = {0}).

Démonstration. – Traitons le cas des B
+
dR-représentations de H R, celui des

B
+
dR-représentations de HR se traitant de la même manière. D’après le corollaire 3.5,

on a Wj = B
+
dR⊗L+

dR
W

H R

j pour j ∈ {1, 2}. On a donc

HomB+
dR

(W1, W2) = HomB+
dR

(B
+
dR⊗L+

dR
W

H R

1 ,BdR⊗LdRW
H R

2 )

= B
+
dR⊗L+

dR
HomLdR(W

H R

1 , W
H R

2 )

en tant que H R-modules. En prenant les invariants sous H R, on a bien

HomRep
B+
dR

( H R)(W1, W2) = HomB+
dR

(W1, W2)
H R = HomL+

dR
(W

H R

1 , W
H R

2 ).

Par ailleurs, on a

Ext
1
Rep

B+
dR

( H R)(W1, W2) � Ext
1
Rep

B+
dR

( H R)(B
+
dR,HomB+

dR
(W1, W2))

� H
1
�
H R,HomB+

dR
(W1, W2)

�

(cf. [14, §2.1]). On a HomB+
dR

(W1, W2) � B
+
dR⊗L+

dR
HomL+

dR
(W

H R

1 , W
H R

2 ) en tant que

H R-modules, et le L
+
dR-module HomL+

dR
(W

H R

1 , W
H R

2 ) est projectif de type fini. Comme

H
1
�
H R,B

+
dR

�
= {0} (car H

1
�
H R, C

�
= {0}, cf. [8, Proposition 3.1.1]), on a bien

Ext
1
Rep

B+
dR

( H R)(W1, W2) = {0}.
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D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 3.7. – Notons Modpl(LdR) (resp. Modpl(L
+
dR)) la catégorie des

LdR-modules (resp. L
+
dR-modules) potentiellement libres, c’est-à-dire des modules M tels

qu’il existe une sous-R-algèbre finie S de R telle que S[p
−1

]/R[p
−1

] est étale galoisienne et
M ⊗LdR LdR(S) (resp. M ⊗L+

dR
L

+
dR(S)) est libre de rang fini sur LdR(S) (resp. L

+
dR(S)). On

définit de la même façon les notions de ldR-modules, de l
+
dR-modules, de LdR-modules, de

L+
dR-modules, de ldR-modules et de l+dR-modules potentiellement libres, ainsi que les caté-

gories Modpl(ldR), Modpl(l
+
dR), Modpl(LdR) Modpl(L+

dR), Modpl(ldR) et Modpl(l
+
dR)

correspondantes.

On pose Reppl
LdR

(ΓR) = RepLdR
(ΓR) ∩Modpl(LdR) et Reppl

L+
dR

(ΓR) =

RepL+
dR

(ΓR) ∩ Modpl(L
+
dR). On pose Reppl

LdR
(�ΓR) = RepLdR

(�ΓR) ∩ Modpl(LdR) et

Reppl

L+
dR

(�ΓR) = RepL+
dR

(�ΓR) ∩Modpl(L+
dR), et on définit de façon analogue les catégories

Reppl
ldR

(ΓR) et Reppl

l+
dR

(ΓR) (resp. Reppl
ldR

(�ΓR) et Reppl

l+
dR

(�ΓR)).

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.8. – Les foncteurs

Repl
B+

dR
(H R) →Modpl(L

+
dR), resp. Repl

B+
dR

(HR) →Modpl(L+
dR)

Repl
B+

dR
( GR) → Reppl

L+
dR

(ΓR), resp. Repl
B+

dR
(GR) → Reppl

L+
dR

(�ΓR)

W �→ W
H R , resp. W �→ W

HR

sont des équivalences de catégories.

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 3.9. – (1) Si M est un BdR-module (resp. un LdR-module, resp. un
ldR-module) libre de rang fini, un réseau de M est un sous-B+

dR-module (resp. un
sous-L+

dR-module, resp. un sous-l+dR-module) de M engendré par une base de M .
(2) On note Repreg

BdR
(H R) (resp. Repreg

BdR
( GR)) la catégorie Repl

B+
dR

(H R) (resp.

Repl
B+

dR
( GR)) à isogénies près, c’est-à-dire la catégorie dont les objets, appelés re-

présentations régulières, sont les BdR-modules libres de rang fini, munis d’une action
de H R (resp. GR), qui contiennent un réseau stable par H R (resp. GR), de sorte que la
restriction de l’action de H R (resp. GR) à ce réseau définit un objet de RepB+

dR
(H R)

(resp. RepB+
dR

( GR)). De même, on note Repreg,pl
LdR

(ΓR) la catégorie Reppl

L+
dR

(ΓR) à

isogénies près.
(3) On note Modreg,pl(LdR) la sous-catégorie pleine de Modpl(LdR) constituée des

LdR-modules M qui contiennent un sous-L+
dR-module M tel qu’il existe une

sous-R-algèbre finie S de R telle que S[p
−1

]/R[p
−1

] est étale galoisienne et
M ⊗L+

dR
L

+
dR(S) est un réseau de M ⊗LdR LdR(S).

(4) On définit de façon analogue les catégories Modreg,pl(ldR), Repreg,pl
ldR

(ΓR),
Modreg,pl(LdR), Repreg,pl

LdR
(�ΓR), Modreg,pl(ldR) et Repreg,pl

ldR
(�ΓR).
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C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.10. – Les foncteurs

Repreg
BdR

(H R) →Modreg,pl(LdR), resp. Repreg
BdR

(HR) →Modreg,pl(LdR)

Repreg
BdR

( GR) → Repreg,pl
LdR

(ΓR), resp. Repreg
BdR

(GR) → Repreg,pl
LdR

(�ΓR)

W �→ W
H R , resp. W �→ W

HR

sont des équivalences de catégories.

3.11. Étude des L
+
dR-représentations libres de ΓS/R

Dans cette partie, on fixe S une sous-R-algèbre finie de R telle que S[p
−1

]/R[p
−1

] est étale
galoisienne. On veut montrer qu’on peut « décompléter » les L

+
dR-représentations libres de

ΓS/R (cf. proposition 3.19). La stratégie naturelle serait d’appliquer le formalisme de Tate-
Sen (cf. [2, §2]) aux anneaux B

+
dR / Fil

r
B

+
dR pour r ∈ N>0. Cela nécessiterait de construire

une pseudo-valuation sur chacun des anneaux B
+
dR / Fil

r
B

+
dR, qui définit la topologie na-

turelle, ainsi que des familles de projecteurs L
+
dR/ Fil

r
L

+
dR → l

+
dR / Fil

r
l
+
dR et de vérifier les

axiomes (TS1), (TS2) et (TS3) de loc. cit. Ici, on préfère, comme le fait Fontaine (cf. [14, §3.3]),
procéder par dévissage, en utilisant simplement la théorie de Sen pour l’anneau C, dévelop-
pée dans [2, §3].

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 3.12. – Soit X une L
+
dR(S)-représentation de ΓS .

(1) Supposons qu’il existe r ∈ N tel que X est tué par Fil
r+1

L
+
dR(S) ; on note Xf la

réunion des sous-S[p
−1

]-modules de type fini de X qui sont stables par ΓS .
(2) Dans le cas général, posons Xf = lim←−

r∈N>0

�
X/ Fil

r
L

+
dR(S)X

�
f
.

L’ensemble Xf est de façon naturelle un l
+
dR(S)-module muni d’une action de ΓS .

L���� 3.13. – Soit E ⊆ �S∞[p
−1

] un sous-S[p
−1

]-module de type fini qui est stable sous
l’action de ΓS . Alors E ⊆ S∞[p

−1
].

Démonstration. – D’après [1, Cor. 3.10], il existe N ∈ N tel que l’application naturelle
SN ⊗�RN

�R∞ → S∞ est injective, de conoyau tué par p.

Posons B =
��

ε
(n)

�α0
�
T

(n)
1

�α1 · · ·
�
T

(n)
d

�αd
�

n≥N
0≤αi<pn−N

. Quitte à remplacer S par SN ,

on peut donc supposer qu’on a les inclusions
�

b∈B

Sb ⊆ S∞ ⊆ p
−1

�

b∈B

Sb

et donc l’inclusion �S∞[p
−1

] ⊆
�

b∈B
S[p

−1
]b. Pour prouver le lemme, il s’agit de montrer que

E ⊆
�
b∈B

S[p
−1

]b. Soient p ⊆ S un idéal premier au-dessus de p, et O K le complété p-adique

du localisé Sp. C’est un anneau de valuation discrète complet, de caractéristique (0, p), de
corps résiduel admettant la réduction de (T1, . . . , Td) comme p-base. Soit K son corps des
fractions et K∞ =

�
n∈N

K
�
ε
(n)

, T
(n)
1 , · · · , T

(n)
d

�
. Par hypothèse, K ⊗S E est un sous- K -

espace vectoriel de dimension finie du complété “K∞, stable sous l’action de ΓS � ΓK .
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D’après [7, Propositions 1 & 3], on a K ⊗S E ⊆ K∞ =
�
b∈B

K b. Comme l’application

naturelle S[p
−1

] → K est injective (vu que S est intègre), on a bien E ⊆
�
b∈B

S[p
−1

]b.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.14. – Soit X une �S∞[p
−1

]-représentation de ΓS libre de rang n. Alors Xf

est une S∞[p
−1

]-représentation de ΓS libre de rang n et l’application

�S∞[p
−1

]⊗S∞[p−1] Xf → X

est un isomorphisme de �S∞[p
−1

]-représentations de ΓS .

Démonstration. – Après le choix d’une baseB = (x1, . . . , xn) de X sur �S∞[p
−1

], l’action
de ΓS sur X est donnée par un cocycle U : ΓS → GLn(�S∞[p

−1
]). Mais d’après [2, §3],

l’application naturelle

H
1
�
ΓS ,GLn(S∞[p

−1
])

�
→ H

1
�
ΓS ,GLn(�S∞[p

−1
])

�

est bijective : quitte à changer de base, on peut supposer que U est à valeurs dans GLn(S∞[p
−1

]).
Par continuité de U et compacité de ΓS , il existe m ∈ N tel que U est en fait à valeurs

dans GLn(Sm[p
−1

]). Cela implique que
n�

j=1
Sm[p

−1
]xj est stable par ΓS , et donc que

x1, . . . , xn ∈ Xf . Il en résulte que
n�

j=1
S∞[p

−1
]xj ⊆ Xf . Il s’agit de montrer l’inclusion

réciproque.

Soient λ1, . . . ,λn ∈ �S∞[p
−1

] tels que x =

n�
j=1

λjxj ∈ Xf . Soit E le sous-Sm[p
−1

]-module

de �S∞[p
−1

] engendré par les coordonnées dansB des g(x) pour g ∈ ΓS . Par hypothèse (x ∈
Xf ), le S[p

−1
]-module E est de type fini. Soit λ le vecteur colonne dont les composantes sont

λ1, . . . ,λn. Si g ∈ ΓS , les coordonnées de g(x) dansB sont les coefficients du vecteur colonne
Ugg(λ) : ce sont des combinaisons Sm[p

−1
]-linéaires de g(λ1), . . . , g(λn). Si maintenant

h ∈ ΓS , on a Uhg(hg(λ)) = Uhh(Ugg(λ)), de sorte que h(Ugg(λ)) = U
−1
h Uhg(hg(λ)),

et les images par h des coordonnées de g(x) sont des combinaisons Sm[p
−1

]-linéaires de
celles de hg(x) : elles appartiennent à E, qui est donc stable par ΓS . D’après le lemme 3.13,
cela implique que E ⊆ S∞[p

−1
]. En particulier, λ1, . . . ,λn ∈ S∞[p

−1
], ce qui achève la

preuve.

L���� 3.15. – Soient X1, X2 deux �S∞[p
−1

]-représentations libres de rang fini de ΓS ,
alors les applications

HomS∞[p−1](X1,f , X2,f) → Hom�S∞[p−1]
(X1, X2)f

HomRep
S∞[p−1](ΓS)(X1,f , X2,f) → HomRep�S∞[p−1]

(ΓS)(X1, X2)

Ext
1
Rep

S∞[p−1](ΓS)(X1,f , X2,f) → Ext
1
Rep�S∞[p−1]

(ΓS)(X1, X2)

sont bijectives.

Démonstration. – Posons X = Hom�S∞[p−1]
(X1, X2). D’après la proposition 3.14, les

S∞[p
−1

]-modules X1,f et X2,f sont libres et X1 = �S∞[p
−1

]⊗S∞[p−1] X1,f et
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X2 = �S∞[p
−1

] ⊗S∞[p−1] X2,f . Il en résulte qu’en tant que �S∞[p
−1

] représentations de
ΓS , on a

�S∞[p
−1

]⊗S∞[p−1] HomS∞[p−1](X1,f , X2,f)
∼→X.

En choisissant des bases de X1,f et de X2,f sur S∞[p
−1

] et en raisonnant comme dans la
preuve de la proposition 3.14, on en déduit

HomS∞[p−1](X1,f , X2,f)
∼→Xf

en tant que S∞[p
−1

]-représentations de ΓS , i.e. la bijectivité de la première application. En
prenant les invariants sous ΓS , on a bien la bijectivité de

HomRep
S∞[p−1](ΓS)(X1,f , X2,f) → HomRep�S∞[p−1]

(ΓS)(X1, X2).

On a le diagramme

Ext
1
Rep

S∞[p−1](ΓS)(X1,f , X2,f) �� Ext
1
Rep�S∞[p−1]

(ΓS)(X1, X2)

H
1
(ΓS , Xf)

�� H1
(ΓS , X);

il s’agit donc de prouver la bijectivité de la flèche du bas. Soit n le rang du
S∞[p

−1
]-module libre Xf . Après le choix d’une base B, l’action de ΓS sur Xf (et donc

sur X = �S∞[p
−1

] ⊗S∞[p−1] Xf ), est décrite par un cocycle U : ΓS → GLn(Sm[p
−1

]) (pour
m ∈ N convenable).

Soit c : ΓS → Xf un cocycle dont l’image est nulle dans H
1
(ΓS , X). Cela signifie qu’il

existe x ∈ X tel que cg = g(x) − x pour tout g ∈ ΓS . Notons ug (resp. v) le vecteur
colonne dont les coefficients sont les coordonnées de cg (resp. x) dans la baseB : on a alors
ug = Ugg(v) − v et donc g(v) = U

−1
g (ug + v) pour tout g ∈ ΓS . Quitte à augmenter

m, on peut supposer que ug est à coefficients dans Sm[p
−1

] pour tout g ∈ ΓS . Soit E le
sous-Sm[p

−1
]-module de �S∞[p

−1
] engendré par 1 et les coefficients de v. Il est de type fini

sur S[p
−1

] et stable par ΓS : on a E ⊆ S∞[p
−1

] en vertu du lemme 3.13, donc x ∈ Xf et
g �→ cg est d’image nulle dans H

1
(ΓS , Xf), ce qui prouve l’injectivité.

Prouvons la surjectivité. Soit c : ΓS → X un cocycle. Il définit une extension ‹X de �S∞[p
−1

]

par X : en tant que �S∞[p
−1

]-modules, on a ‹X = X ⊕ �S∞[p
−1

], l’action de ΓS étant donnée
par g(x,λ) = (g(x) + g(λ)cg, g(λ)). Mais d’après la proposition 3.14, le S∞[p

−1
]-module

‹Xf est libre de rang n + 1 et ‹X = �S∞[p
−1

]⊗S∞[p−1]
‹Xf . Cela implique qu’il existe x ∈ X tel

que ‹Xf = Xf ⊕S∞[p
−1

](x, 1), ce qui implique que le cocycle g �→ cg + g(x)−x est à valeurs
dans Xf et on a fini.

R���ʀ��� 3.16. – Extensions dans Repl
�S∞[p−1]

(ΓS) : le point de vue cocyclique. Sup-

posons qu’on a une suite exacte de �S∞[p
−1

]-représentations libres de ΓS

0 → X
� → X → X

�� → 0.

SoientB� une base de X
� etB�� une famille de X qui relève une baseB

��
de X

��. La famille
B = B�∪B�� est une base de X. Notons g �→ U

�
g (resp. g �→ U

��
g ) le cocycle qui décrit l’action
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296 F. ANDREATTA ET O. BRINON

de ΓS dans la base B� (resp. B
��

). Le cocycle U qui décrit l’action de ΓS dans la base B est
de la forme

Ug =

�
U
�
g
‹Ug

0 U
��
g

�

avec ‹Ug ∈ Mn�,n��
��S∞[p

−1
]
�

(où n
� (resp. n

��) désigne le rang de X
� (resp. X

��)). Le fait que
U est un cocycle se traduit par l’égalité

‹Ugh = U
�
gg(‹Uh) + ‹Ugg(U

��
h )

pour tout g, h ∈ ΓS .
Le choix d’un autre relèvement de la baseB

��
est équivalent à la donnée d’une matrice de

passage de la forme

B =

�
In� N

0 In��

�

où N ∈ Mn�,n��
��S∞[p

−1
]
�
. Le cocycle dans la nouvelle base est alors

g �→ Vg = B
−1

Ugg(B) =

�
U
�
g
‹Vg

0 U
��
g

�

avec
‹Vg = ‹Ug + U

�
gg(N)−NU

��
g .

Supposons maintenant que U
� et U

�� sont à valeurs dans GLn�(S∞[p
−1

]) et GLn��(S∞[p
−1

])

respectivement. Le lemme 3.15 implique alors qu’il existe N ∈ Mn�,n��
��S∞[p

−1
]
�

tel que ‹Vg

est à valeurs dans Mn�,n��(S∞[p
−1

]).

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.17. – Soient r ∈ N et X une L
+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S)-représentation libre

de rang n de ΓS . Alors Xf est libre de rang n sur l
+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S) et l’application naturelle

L
+
dR(S)⊗l+

dR
(S) Xf → X

est un isomorphisme de L
+
dR(S)-représentations de ΓS .

Démonstration. – On procède par récurrence sur r, le cas r = 0 résultant de la propo-
sition 3.14. Supposons r > 0. Posons X

�
=

�
Fil

r
L

+
dR(S)

�
X, c’est une �S∞[p

−1
]-repré-

sentation libre de rang n
�d+r

r

�
de ΓS (car Gr

r
L

+
dR(S) est naturellement un �S∞[p

−1
]-module

libre de rang
�d+r

r

�
). Posons X

��
= X/X

�, c’est une L
+
dR(S)/ Fil

r
L

+
dR(S)-représentation libre

de rang n de ΓS . Par hypothèse de récurrence, les modules X
�
f et X

��
f sont libres de rang n

�d+r
r

�

sur S∞[p
−1

] et n sur l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S) respectivement, et on a

X
�
= �S∞[p

−1
]⊗S∞[p−1] X

�
f

X
��

=
�
L

+
dR(S)/ Fil

r
L

+
dR(S)

�
⊗l+

dR
(S) X

��
f .

En particulier, il existe une base B�� de X
�� sur L

+
dR(S)/ Fil

r
L

+
dR(S) telle que le cocycle U

��

décrivant l’action de ΓS sur B�� est à valeurs dans GLn

�
l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S)

�
. Soit B une

base de X qui relève B��. Le cocycle U qui décrit l’action de ΓS sur X dans la base B est
alors à valeurs dans GLn

�
pr
−1

(l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S))

�
où

pr: L
+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S) → L

+
dR(S)/ Fil

r
L

+
dR(S)
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est la projection. Mais on a

pr
−1

(l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S)) = l

+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S) + Gr

r
(L

+
dR(S))

= S∞[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t]⊕ Sr

où S∞[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t] est le module des polynômes de degré < r en u1, . . . , ud, t à
coefficients dans S∞[p

−1
] et

Sr = Sym
r
�S∞[p−1]

��S∞[p
−1

]u1 ⊕ · · ·⊕ �S∞[p
−1

]ud ⊕ �S∞[p
−1

]t
�
.

Pour tout g ∈ ΓS , on a Ug = “U ��g + ‹Ug avec “U ��g ∈ GLn

�
S∞[p

−1
]<r[u1, . . . , ud, t]

�
et

‹Ug ∈ Mn

�
Sr

�
.

Rappelons (cf. [2, §3]) qu’il existe mS ∈ N tel que pour tout i ∈ {0, . . . , d} et tout
m ≥ mS , on dispose d’une application τ

(i)
m : �S∞[p

−1
] → Λ

(i)
m (« trace normalisée de

Tate »), où Λ
(i)
m est une sous-Sm[p

−1
]-algèbre de �S∞[p

−1
] (définie dans loc. cit.). Elle jouit

des propriétés suivantes :

(a) τ
(i)
m est un projecteur Sm[p

−1
]-linéaire ;

(b) τ
(i)
m commute à l’action des τ

(j)
m� .

Rappelons en outre que
d�

i=0
Λ

(i)
m = Sm[p

−1
] et que τm := τ

(0)
m ◦τ (1)

m ◦· · ·◦τ (d)
m est un projecteur

Sm[p
−1

]-linéaire �S∞[p
−1

] → Sm[p
−1

] qui commute à l’action de ΓS . On prolonge τm à Sr

en posant τm(t) = t et τm(ui) = ui pour i ∈ {1, . . . , d}.

Comme ΓS est topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments et U
�� est à

coefficients dans

l
+
dR(S)/ Fil

r
l
+
dR(S) � S∞[p

−1
]<r[u1, . . . , ud, t],

il existe m ≥ mS tel que “U �� est à coefficients dans Sm[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t]. Posons alors

U
(m)
g = “U �� + τm(‹Ug).

Cela définit une application ΓS → GLn(Sm[p
−1

]<r+1[u1, . . . , ud, t]). Montrons qu’elle
définit un cocycle U

(m)
: ΓS → GLn

�
l
+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S)

�
.

Comme U est un cocycle, on a Ugh = Ugg(Uh) pour tout g, h ∈ ΓS . On a donc

“U ��gh + ‹Ugh =
�“U ��g + ‹Ug

�
g
�“U ��h + ‹Uh

�

= “U ��g g
�“U ��h

�
+ “U ��g g

�‹Uh

�
+ ‹Ugg

�“U ��h
�

(le produit ‹Ugg
�‹Uh

�
est nul modulo Fil

r+1
L

+
dR(S)). En appliquant τ

(m), il vient

“U ��gh + τm

�‹Ugh

�
= “U ��g g

�“U ��h
�

+ “U ��g τm

�
g
�‹Uh

��
+ τm

�‹Ug

�
g
�“U ��h

�

= “U ��g g
�“U ��h

�
+ “U ��g g

�
τm

�‹Uh

��
+ τm

�‹Ug

�
g
�“U ��h

�

=
�“U ��g + τm

�‹Ug

��
g
�“U ��h + τm

�‹Uh

��

de sorte que U
(m)
gh = U

(m)
g g(U

(m)
h ). Pour g ∈ ΓS , écrivons Ug = U

(m)
g + ‹U (m)

g . Par

construction, on a ‹U (m)
g ∈ Mn(Gr

r
L

+
dR(S)).
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Pour g, h ∈ ΓS , on a :

Ugh = Ugg(Uh) =
�
U

(m)
g + ‹U (m)

g

�
g
�
U

(m)
h + ‹U (m)

h

�

= U
(m)
g g

�
U

(m)
h

�
+ ‹U (m)

g g
�
U

(m)
h

�
+ U

(m)
g g

�‹U (m)
h

�
+ ‹U (m)

g g
�‹U (m)

h

�

= U
(m)
g g

�
U

(m)
h

�
+ ‹U (m)

g g
�
U

(m)
h

�
+ U

(m)
g g

�‹U (m)
h

�

vu que le produit ‹U (m)
g g

�‹U (m)
h

�
est nul modulo Fil

r+1
L

+
dR(S). On a donc

‹Ugh = ‹U (m)
g g

�
U

(m)
h

�
+ U

(m)
g g

�‹U (m)
h

�
.

D’après la remarque 3.16, cela signifie que g �→ ‹U (m)
g définit une extension de X

��
f par X

�
f (de

S∞[p
−1

]-représentations), et cela implique qu’il existe N ∈ Mn

�
Gr

r
L

+
dR(S)

�
telle que

‹Ug + Ugg(N)−NUg

est à valeurs dans Mn

�
l
+
dR(S)

�
. Si B = In +N ∈ GLn(L

+
dR(S)), on a alors

B
−1

Ugg(B) = (In−N)
�
U

(m)
g + ‹U (m)

g

�
(In +g(N))

= U
(m)
g + ‹Ug + U

(m)
g g(N)−NU

(m)
g

= U
(m)
g + ‹Ug + Ugg(N)−NUg ∈ GLn

�
l
+
dR(S)

�
.

Il en résulte que, quitte à changer de base B au moyen de la matrice B, on peut sup-
poser que U est à valeurs dans GLn

�
l
+
dR(S)

�
. On en déduit que Xf est libre de rang n sur

l
+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S) par fidèle platitude de L

+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S) sur l

+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S)

(qui résulte de la fidèle platitude de �S∞[p
−1

] sur S∞[p
−1

]).

R���ʀ��� 3.18. – La méthode employée ici est la même que celle de Fontaine (cf. [14,
Théorème 3.6]), sauf qu’on n’a pas introduit le sous-ensemble Ext

1
f (X

��
, X

�
) de loc. cit. parce

S∞[p
−1

] n’étant pas un corps en général, il n’est pas clair a priori que ce soit un sous-groupe
de Ext

1
(X

��
, X

�
). Remarquons toutefois que la représentation ‹X n’est autre que celle qu’il

appelle X0 et que, dans la preuve qui précède, on a considéré la « différence » des classes de X

et de X0 dans Ext
1
L+

dR
(X

��
, X

�
), que Fontaine utilise pour se ramener au cas d’une extension

scindée.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.19. – Soit X une L
+
dR(S)-représentation libre de rang n de ΓS . Alors Xf

est libre de rang n sur l
+
dR(S) et l’application naturelle

L
+
dR(S)⊗l+

dR
(S) Xf → X

est un isomorphisme de L
+
dR(S)-représentations de ΓS . En outre, Xf est la réunion des

sous-l+dR(S)-modules de type fini de X qui sont stables par ΓS .

Démonstration. – Pour r ∈ N, posons

Xr =
�
L

+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S)

�
⊗L+

dR
(S) X.

C’est une L
+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S)-représentation libre de rang n, et d’après la proposition

3.17, le l
+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S)-module Xr,f est libre de rang n et Xr = L

+
dR(S) ⊗l+

dR
(S)

Xr,f . Comme l’application Xr+1 → Xr est surjective, il en est a fortiori de même de
Xr+1,f → Xr,f par fidèle platitude de L

+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S) sur l

+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S) (cf.
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lemme 3.2) : toute base Br de Xr,f sur l
+
dR(S)/ Fil

r+1
l
+
dR(S) peut se relever en une base

de Xr+1,f sur l
+
dR(S)/ Fil

r+2
l
+
dR(S). En procédant par récurrence, on peut donc construire

une suite cohérente de bases (Br)r∈N. Elle définit alors une base B de Xf = lim←−
r∈N

Xr,f sur

l
+
dR(S), ce qui prouve que Xf est libre de rang n. Par ailleurs,Br est aussi une base de Xr sur
L

+
dR(S)/ Fil

r+1
L

+
dR(S) pour tout r ∈ N, de sorte queB est aussi une base de X sur L

+
dR(S),

et l’application naturelle

L
+
dR(S)⊗l+

dR
(S) Xf → X

est bien un isomorphisme de L
+
dR(S)-représentations de ΓS .

Si X
�
f est la réunion des sous-l+dR(S)-modules de type fini de X stables par ΓS , on a déjà

Xf ⊆ X
�
f vu que Xf est un l

+
dR(S)-module de type fini. Par définition de Xf , l’inclusion

réciproque se vérifie modulo Fil
r+1

L
+
dR(S) pour tout r ∈ N : soit Y un sous-l+dR(S)-

module de type fini de Xr. Choisissons y1, . . . , ys une famille génératrice de Y . Comme ΓS

est topologiquement engendré par un nombre fini d’éléments g0, . . . , gδ, il existe m ∈ N et

(cj,a,k)1≤j,k≤s
0≤a≤δ

des éléments de Sm[p
−1

]≤r[u1, . . . , ud, t] tels que ga(yj) =

s�
k=1

cj,a,kyk pour

0 ≤ a ≤ δ et 1 ≤ j ≤ s. Il en résulte que pour tout m
� ≥ m, le sous-S[p

−1
]-module

Ym� =

s�
j=1

Sm[p
−1

]≤r[u1, . . . , ud, t]yj ⊆ Y est stable par ΓS . Comme Ym� est de type fini sur

S[p
−1

], il est donc inclus dans Xr,f . Comme Y est la réunion des Ym� , on a bien Y ⊆ Xr,f et
on a fini.

Soit X une L
+
dR(S)-représentation de ΓS/R. Comme ΓS ⊆ ΓS/R, on dispose du

l
+
dR(S)-module Xf .

L���� 3.20. – Le l
+
dR(S)-module Xf est stable par ΓS/R.

Démonstration. – Si r ∈ N, on pose Xr = X/(Fil
r+1

L
+
dR(S))X. Soient Y ⊆ Xr

un sous-S[p
−1

]-module de type fini stable par ΓS et g ∈ ΓS/R. Pour tout γ ∈ ΓS , on a
γ(gY ) = g(g

−1
γg)Y . Mais comme ΓS est distingué dans ΓS/R, on a g

−1
γg ∈ ΓS et donc

(g
−1

γg)Y ⊆ Y , soit γ(gY ) ⊆ gY , de sorte que gY est stable par ΓS . Comme il est de type fini
sur S[p

−1
], on a g(Y ) ⊆ Xr,f . Ainsi Xr,f est stable par ΓS/R : en passant à la limite projective,

il en est de même de Xf .

Pour alléger les notations, on pose GS/R = Gal(S∞[p
−1

]/R∞[p
−1

]).

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.21. – Soit X une L
+
dR(S)-représentation libre de rang n de GS/R. Alors

X
GS/R

f est une l
+
dR-représentation projective de rang n de ΓR, et l’application naturelle

L
+
dR(S)⊗l+

dR
X

GS/R

f → X

est un isomorphisme de L
+
dR(S)-représentations de ΓS/R. En outre, X

GS/R

f est la réunion des
sous-l+dR-modules de type fini de X

GS/R qui sont stables par ΓR.
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Démonstration. – D’après la proposition 3.3, l’extension l
+
dR ⊆ l

+
dR(S) est finie étale de

groupe GS/R. Par descente étale, le l
+
dR-module X

GS/R

f est projectif de rang n et l’application
naturelle

l
+
dR(S)⊗l+

dR
X

GS/R

f → Xf

est un isomorphisme de l
+
dR(S)-représentations. On conclut en étendant les scalaires à

L
+
dR(S) et en appliquant la proposition 3.19. La dernière assertion est évidente.

Donnons maintenant la version cohomologique de la proposition 3.19.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.22. – Les applications naturelles

H
1
�
ΓS ,GLn(l

+
dR(S))

�
→ H

1
�
ΓS ,GLn(L

+
dR(S))

�

H
1
�
ΓS/R,GLn(l

+
dR(S))

�
→ H

1
�
ΓS/R,GLn(L

+
dR(S))

�

sont bijectives.

Démonstration. – Montrons l’injectivité de la première application. Soient
U, V : ΓS → GLn(l

+
dR(S)) deux cocycles qui sont cohomologues vus comme cocycles à

valeurs dans GLn(L
+
dR(S)) : il existe B ∈ GLn(L

+
dR(S)) telle que pour tout g ∈ ΓS , on a

Vg = B
−1

Ugg(B) i.e. g(B) = U
−1
g BVg. Soit r ∈ N. Supposons que B = ‹Br + “Br avec

‹Br ∈ Mn(S∞[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t]) (où S∞[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t] désigne l’ensemble des po-
lynômes en u1, . . . , ud, t à coefficients dans S∞[p

−1
] de degré < r) et “Br ∈ Mn(Fil

r
L

+
dR(S)).

On a alors
g(“Br) = U

−1
g

“BrVg +
�
U
−1
g

‹BrVg − g(‹Br)
�
.

Notons “B�
r ∈ Mn(Gr

r
L

+
dR(S)) l’image de “Br dans Mn(Fil

r
L

+
dR(S))

�
Mn(Fil

r+1
L

+
dR(S)).

L’égalité précédente implique

(∗) g(“B�
r) = U

−1
g

“B�
rVg +

�
U
−1
g

‹BrVg − g(‹Br)
�

mod Mn(Fil
r+1

L
+
dR(S)).

C’est une égalité de matrices à coefficients dans

Sr = Sym
r
�S∞[p−1]

��S∞[p
−1

]u1 ⊕ · · ·⊕ �S∞[p
−1

]ud ⊕ �S∞[p
−1

]t
� ∼→Gr

r
L

+
dR(S).

Soit alors Er le sous-S[p
−1

]-module de �S∞[p
−

1] engendré par les coefficients des polynômes
que sont les coefficients de “B�

r et ceux ce ‹Br. Il est de type fini par construction, et stable
sous l’action de ΓS en vertu de l’égalité (∗). Mais d’après le lemme 3.13, cela implique que
Er ⊆ S∞[p

−1
]. Posons alors ‹Br+1 = ‹Br + “B�

r et “Br+1 = B − ‹Br+1 : on a ‹Br+1 ∈
Mn(S∞[p

−1
]<r+1[u1, . . . , ud, t]) et “Br+1 ∈ Mn(Fil

r+1
L

+
dR(S)). Par récurrence, on a donc

B ∈ Mn(S∞[p
−1

]<r[u1, . . . , ud, t]) + Mn(Fil
r
L

+
dR(S)) pour tout r ∈ N. On a donc B ∈

Mn(l
+
dR(S)) et donc B ∈ GLn(l

+
dR(S)) : les cocycles U et V sont cohomologues.

Pour prouver l’injectivité de la deuxième application, on considère le diagramme commu-
tatif

H
1
�
ΓS/R,GLn(l

+
dR(S))

� res ��

��

H
1
�
ΓS ,GLn(l

+
dR(S))

�

��
H

1
�
ΓS/R,GLn(L

+
dR(S))

� res �� H1
�
ΓS ,GLn(L

+
dR(S))

�
.
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La deuxième flèche verticale est injective. On déduit de la suite d’inflation-restriction que les
noyaux des morphismes res de restriction sont H

1
�
Gal(S[p

−1
]/R[p

−1
]),GLn(l

+
dR(S))

ΓS

�

et H
1
�
Gal(S[p

−1
]/R[p

−1
]),GLn(L

+
dR(S))

ΓS

�
respectivement. Ils sont donc isomorphes

puisque S[p
−1

] ⊆ l
+
dR(S)

ΓS ⊆ L
+
dR(S)

ΓS ⊆ B
+ G

S

dR = S[p
−1

] d’après [8, Proposition 5.2.12].
L’injectivité en résulte.

Montrons la surjectivité de la première application. Soit U : ΓS → GLn(L
+
dR(S)) un

cocycle. Il définit une L
+
dR(S)-représentation libre de rang n de ΓS , que l’on note X. D’après

la proposition 3.19, le l
+
dR(S)-module Xm,f est libre de rang n et X = L

+
dR(S) ⊗l+

dR
(S)

Xm,f : si B est une base de Xf sur GLn(l
+
dR(S)), c’est aussi une base de X sur L

+
dR(S) et le

cocycle décrivant l’action de ΓS dansB est à valeurs dans GLn(l
+
dR(S)) : le cocycle U étant

cohomologue à ce dernier, on a fini.

La surjectivité de la deuxième application se prouve exactement de la même façon en
invoquant en outre le lemme 3.20.

Tʜ��ʀ��� 3.23. – Les foncteurs

Repl
B+

dR
( GR) → Reppl

l+
dR

(ΓR)

Repreg
BdR

( GR) → Repreg,pl
ldR

(ΓR)

W �→
�
W

H R

�
f

sont des équivalences de catégories.

Démonstration. – C’est la conjonction de la proposition 3.4 (cf. corollaires 3.8 & 3.10) et
de la proposition 3.22 (cf. corollaire 3.21).

3.24. Étude des L+
dR-représentations libres de �ΓS

K
/R

K

On fixe S une sous-R-algèbre finie de R telle que SK/RK est étale galoisienne. On pose
GS/R = Gal(SK/RK ).

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 3.25. – Soit X une L+
dR(S)-représentation de �ΓS .

(1) Supposons qu’il existe r ∈ N tel que X est tué par Fil
r+1 L+

dR(S), on note Xf la
réunion des sous-SK -modules de type fini de X qui sont stables par �ΓS .

(2) Dans le cas général, posons Xf = lim←−
r∈N>0

�
X/ Fil

r L+
dR(S)X

�
f
.

L’ensemble Xf est de façon naturelle une l+dR(S)-représentation de �ΓS .

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.26. – Soit X une L+
dR(S)/ Fil

r L+
dR(S)-représentation (resp.

L+
dR(S)-représentation) libre de rang n de �ΓS . Alors Xf est libre de rang n sur

l+dR(S)/ Fil
r l+dR(S) (resp. sur l+dR(S)) et l’application naturelle

L+
dR(S)⊗l+

dR
Xf

∼→X

est un isomorphisme de L+
dR(S) modules muni d’une action continue de �ΓS . En outre, Xf est

la réunion des sous-l+dR(S)-modules de type fini de X qui sont stables par �ΓS .
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Si X est une L+
dR(S)-représentation libre de rang n de �ΓS/R, alors X

GS/R

f est une
L+

dR(R)-représentation projective de rang n et l’application naturelle

L+
dR(S)⊗l+

dR
X

�GS/R

f
∼→X

est un isomorphisme de L+
dR(S)-représentations.

Démonstration. – Pour prouver la première partie, on procède de façon analogue à celle
utilisée dans la preuve des propositions 3.17 et 3.19. On utilise la variante géométrique de
la méthode de Tate-Sen pour �

R[p
−1

] (cf. [2, §2]), le fait que les conditions sont satisfaites
étant prouvé dans [3, §7.9]. On déduit la deuxième partie par descente étale (cf. le corollaire
3.21).

On a aussi l’analogue de la proposition 3.22 :

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 3.27. – Les applications naturelles

H
1
��ΓS ,GLn(l+dR(S))

�
→ H

1
��ΓS ,GLn(L+

dR(S))
�

H
1
��ΓS/R,GLn(l+dR(S))

�
→ H

1
��ΓS/R,GLn(L+

dR(S))
�

sont bijectives.

Démonstration. – On procède de façon analogue à la preuve de la proposition 3.22 en
remplaçant [8, Proposition 5.2.12] par le lemme 2.11.

Comme dans le théorème 3.23, on en déduit :

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 3.28. – Les foncteurs

Repl
B+

dR
(GR) → Reppl

l+
dR

(�ΓR)

Repreg
BdR

(GR) → Repreg,pl
ldR

(�ΓR)

W �→
�
W

HR

�
f

sont des équivalences de catégories.

4. Module à connexion associé à une BdR-représentation

Dans cette partie, on linéarise l’action de ΓR (resp. �ΓR) sur une ldR-représentation (ldR-
représentation) régulière en étudiant l’action infinitésimale de l’algèbre de Lie de ΓR (resp.
�ΓR). Dans ce qui suit, on traite seulement le cas arithmétique en détail. Le cas géométrique
(des ldR-représentations de �ΓR), plus simple, en découle formellement (cf. 4.10).
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4.1. Le cas arithmétique

Pour i ∈ {1 . . . , d}, remarquons que [ �Ti] est inversible dans l
+
dR. En effet, on a [ �Ti] = Ti−ui

de sorte que [ �Ti]
−1

= T
−1
i

∞�
r=0

�
ui

Ti

�r ∈ l
+
dR. Par ailleurs, pour tout g ∈ ΓR, il existe ci(g) ∈ Zp

tel que g([ �Ti]) = [ε]
ci(g)

[ �Ti]. On a ci(γi) = 1 et ci(γj) = 0 si j �= i.

Notons Ω
+
l+
dR

/R∞[p−1]
(resp. Ω

+
ldR /R∞[p−1]) le module des R∞[p

−1
]-différentielles conti-

nues de l
+
dR (resp. ldR) ayant un pôle d’ordre ≤ 1 sur (t = 0). C’est un l

+
dR-module (resp.

ldR-module) libre de rang d + 1, de base
�

d t
t ,

d u1
t , . . . ,

d ud

t

�
.

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 4.2. – Un module à connexion sur l
+
dR est un l

+
dR-module projectif de type

fini Y muni d’une application R∞[p
−1

]-linéaire

‹∇Y : Y → Y ⊗l+
dR

Ω
+
l+
dR

/R∞[p−1]

vérifiant la règle de Leibniz : ‹∇Y (λy) = y⊗dλ+λ‹∇Y (y) pout y ∈ Y et λ ∈ l
+
dR. Un module

à connexion Y sur l
+
dR est dit potentiellement libre s’il existe une sous-R-algèbre finie S de R

telle que S[p
−1

]/R[p
−1

] est étale galoisienne et Y ⊗l+
dR

l
+
dR(S) est libre sur l

+
dR(S).

Si Y1 et Y2 sont deux modules à connexion sur l
+
dR, on munit Y1 ⊗l+

dR
Y2 de la structure

de module à connexion sur l
+
dR donnée par ‹∇Y1⊗Y2 = ‹∇Y1 ⊗ IdY2 + IdY1 ⊗‹∇Y2 . De même,

on munit Y = Homl+
dR

(Y1, Y2) de la structure de module à connexion sur l
+
dR donnée par

‹∇Y (f) = ‹∇Y2 ◦ f − (f ⊗ IdY2) ◦ ‹∇Y1 .

Un morphisme entre deux modules à connexion sur l
+
dR est une application

l
+
dR-linéaire horizontale. On définit ainsi une catégorie tensorielle notée Rl+

dR
. On note Rpl

l+
dR

la

sous-catégorie pleine de Rl+
dR

constituée des modules à connexion qui sont potentiellement
libres.

De même, on peut définir la catégorie RldR en considérant des ldR-modules à connexion.
Si (Y,‹∇Y ) ∈ RldR , la connexion ‹∇Y est dite régulière s’il existe un sous-l+dR-module Y de
Y (qu’on appelle réseau régulier) tel que ‹∇Y (Y) ⊆ Y ⊗l+

dR
Ω

+
l+
dR

/R∞[p−1]
, de sorte que

(Y,‹∇Y | Y) ∈ Rl+
dR

. On note Rreg
ldR

la sous-catégorie pleine de RldR constituée des modules à

connexion régulière. Un module à connexion régulière (Y,‹∇Y ) est dit potentiellement libre
s’il existe un réseau régulier Y ⊆ Y qui est potentiellement libre, i.e. tel que (Y,‹∇Y | Y) ∈
Rpl

l+
dR

. On note Rreg,pl
ldR

la sous-catégorie pleine de Rreg
ldR

constituée des modules à connexion

régulière qui sont potentiellement libres.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 4.3. – Soit Y une l
+
dR-représentation potentiellement libre de ΓR. Pour

i ∈ {0, . . . , d}, il existe une unique application R∞[p
−1

]-linéaire ∇i : Y → Y telle que pour
tout y ∈ Y , il existe un sous-groupe ouvert Γr,y de ΓR tel que pour tout m ∈ N tel que
γ

pm

i ∈ Γr,y, on a

γ
pm

i (y) =

�
exp

�
p

m
log(χ(γ0))∇0

�
(y) mod (Fil

r+1
l
+
dR)Y si i = 0

exp
�
− p

m
[ �Ti]∇i

�
(y) mod (Fil

r+1
l
+
dR)Y si i �= 0.
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Démonstration. – Quitte à remplacer R par une extension S convenable, on peut sup-
poser que Y est libre de rang n. Pour r ∈ N, on pose Yr = Y/(Fil

r+1
l
+
dR)Y . On peut

voir Yr comme un R∞[p
−1

]-module, cela fournit une R∞[p
−1

]-représentation libre de rang
nr = n

�d+r
r

�
de ΓR. Choisissons-en une base (e1, . . . , enr

) : dans cette dernière, l’action
de ΓR est décrite par un cocycle Ur : ΓR → GLnr

(R∞[p
−

1]). Comme ΓR est topologique-
ment engendré par un nombre fini d’éléments, il existe mr ∈ N tel que Ur est à valeurs dans

GLnr
(Rmr

[p
−1

])-linéaires sur Yr. Pour m ≥ mr, la série log(γ
pm

i ) =

∞�
k=1

(−1)k−1

k (γ
pm

i − Id)
k

converge vers un endomorphisme Rmr
[p
−1

]-linéaire de
nr�

j=1
Rmr

[p
−1

]ej . La normalisation

∇i =






log(γp
m

0 )
pm log(χ(γ0))

si i = 0

log(γp
m

i
)

−pm[�Ti]
si i ∈ {1, . . . , d}

ne dépend pas de m ≥ mr (et pas du choix de γ0 ∈ ΓV si i = 0). On l’étend à Yr =

nr�
j=1

R∞[p
−1

]ej

par R∞[p
−1

]-linéarité. Remarquons que les endomorphismes ainsi construits sont des en-
domorphismes de Yr, mais ils sont compatibles entre eux lorsque r varie (ce qui explique
qu’on n’a pas indiqué la dépendance en r de ∇i).

Si y ∈ Y , notons yr son image dans Yr. Il existe mr,y ≥ mr tel que yr ∈
nr�

j=1
Rmr,y

[p
−1

]ej .

Posons alors Γr,y = p
mr,yΓR. Pour m ∈ N tel que γ

pm

i ∈ Γr,y, i.e. tel que m ≥ mr,y, on a

γ
pm

i (yr) =

�
exp

�
p

m
log(χ(γ0))∇0

�
(yr) si i = 0

exp
�
− p

m
[ �Ti]∇i

�
(yr) si i �= 0

et donc le résultat annoncé.

L’unicité se vérifie modulo (Fil
r+1

l
+
dR)Y pour tout r ∈ N (car Y est séparé pour la

filtration). Mais si f1 et f2 sont deux endomorphismes R∞[p
−1

]-linéaires de Yr tels que
exp(p

m
f1) = exp(p

m
f2) pour tout m ∈ N assez grand, on a f1 = f2 en prenant le log.

R���ʀ��� 4.4. – Pour y ∈ Y , on a

∇0(y) =
1

log(χ(γ0))
lim

m→∞

γ
pm

0 − Id

pm
(y)

et pour i ∈ {1, . . . , d}, on a

∇i(y) = −[ �Ti]
−1

lim
m→∞

γ
pm

i − Id

pm
(y).

Cela résulte immédiatement de la proposition 4.3.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 4.5. – Pour y ∈ Y on a
�
∇0(ujy) = uj∇0(y) pour j ∈ {1 . . . , d}
∇0(ty) = ty + t∇0(y)
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∇i(ty) = t∇i(y)

∇i(ujy) = uj∇i(y) pour i ∈ {1 . . . , d} et j �= i.

∇i(uiy) = ty + ui∇i(y)

Démonstration. – On a

∇0(ty) =
1

log(χ(γ0))
lim

m→∞

χ(γ0)
pm

tγ
pm

0 (y)− ty

pm

=
t

log(χ(γ0))
lim

m→∞

χ(γ0)
pm�

y + p
m

log(χ(γ0))∇0(y) + o(p
m

)
�
− y

pm

=
t

log(χ(γ0))
lim

m→∞

χ(γ0)
pm − 1

pm
y + t∇0(y) = ty + t∇0(y)

et pour i ∈ {1, . . . , d}

∇i(uiy) = −[ �Ti]
−1

lim
m→∞

�
ui + (1− [ε]

pm

)[ �Ti]
�
γ

pm

i (y)− uiy

pm

= −[ �Ti]
−1

lim
m→∞

�
ui + (1− exp(p

m
t))[ �Ti]

��
y − p

m
[ �Ti]∇i(y) + o(p

m
)
�
− uiy

pm

= lim
m→∞

exp(p
m

t)− 1

pm
y + ui∇i(y) = ty + ui∇i(y).

Les autres égalités sont évidentes.

Pour y ∈ Y , posons

‹∇(y) = ∇0(y)⊗ d t

t
+

d�

i=1

∇i(y)⊗ dui

t
∈ Y ⊗l+

dR
Ω

+
l+
dR

/R∞[p−1]
.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 4.6. – L’application ‹∇ : Y → Y ⊗l+
dR

Ω
+
l+
dR

/R∞[p−1]
est une connexion.

Démonstration. – Il s’agit de vérifier que, pour tout y ∈ Y et tout λ ∈ l
+
dR, on a

‹∇(λy) = y ⊗ dλ + λ‹∇(y). Comme l
+
dR = R∞[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]], il suffit de le véri-

fier pour λ ∈ {t, u1, . . . , ud}, et cela résulte alors des formules de la proposition 4.5.

On dispose donc d’un foncteur

∆ : Reppl

l+
dR

(ΓR) → Rpl

l+
dR

Y �→ (Y,‹∇)

qui induit des foncteurs

∆ : Repreg,pl
ldR

(ΓR) → Rreg,pl
ldR

∆dR : Repreg
BdR

( GR) → Rreg,pl
ldR

.
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L���� 4.7. – Pour i ∈ {0, . . . , d} on a

γi∇0 =

�
∇0γ0 si i = 0,

(∇0 + [ �Ti]∇i)γi si i ∈ {1, . . . , d}.

Si i ∈ {1, . . . , d}, et g ∈ ΓR, on a g∇i = χ(g)[ε]
−ci(g)∇ig.

Démonstration. – La première égalité est évidente pour i = 0. Supposons i ∈ {1, . . . , d}.
On a

γi∇0 =
1

log(χ(γ0))
lim

m→∞

γiγ
pm

0 − γi

pm

=
1

log(χ(γ0))
lim

m→∞

γ
pm

0 γ
χ(γ0)

−p
m

i − γi

pm

=
1

log(χ(γ0))
lim

m→∞

(γ
pm

0 − Id)γi + γ
pm

0

�
γ

χ(γ0)
−p

m

i − γi

�

pm
.

Comme χ(γ0)
−pm

= 1− p
m

log(χ(γ0)) + o(p
m

), on a
�
γ

χ(γ0)
−p

m

i − γi

�
γ

pm

0

pm
=

γ
−pm log(χ(γ0))+o(pm)
i − Id

pm
γiγ

pm

0 = [ �Ti] log(χ(γ0))∇iγiγ
pm

0 +o(1).

En prenant la limite quand m tend vers l’infini, on a bien

∇0γi = (∇0 + [ �Ti]∇i)γi.

Par ailleurs, on a

g∇i = −[ε]
−ci(g)

[ �Ti]
−1

lim
m→∞

gγ
pm

i − g

pm
= −[ε]

−ci(g)
[ �Ti]

−1
lim

m→∞

γ
pmχ(g)
i g − g

pm
= χ(g)[ε]

−ci(g)∇ig.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 4.8. – Si i, j ∈ {1, . . . , d} on a [∇i,∇j ] = 0 et [∇0,∇i] = ∇i.

Démonstration. – La première égalité est évidente. Si i ∈ {1, . . . , d} et m ∈ N, on a
γ

pm

0 ∇i = χ(γ0)
pm∇iγ

pm

0 d’après le lemme 4.7 et donc

γ
pm

0 − Id

pm
∇i =

χ(γ0)
pm∇iγ

pm

0 −∇i

pm
= ∇i

γ
pm

0 − Id

pm
+

χ(γ0)
pm − 1

pm
∇iγ

pm

0 .

En faisant tendre m vers l’infini, on a donc log(χ(γ0))∇0 ◦ ∇i = log(χ(γ0))∇i ◦ ∇0 +

log(χ(γ0))∇i, soit [∇0,∇i] = ∇i.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 4.9. – La connexion ‹∇ commmute à l’action de ΓR.

Démonstration. – Soit g ∈ ΓK . On a g
�

d t
t

�
=

χ(g) d t
χ(g)t =

d t
t et g

�
d ui

t

�
=

d ui

χ(g)t pour
i ∈ {1, . . . , d}. On a donc

g‹∇ = g∇0 ⊗
d t

t
+

d�

i=1

g∇i ⊗
dui

χ(g)t
= ∇0g ⊗

d t

t
+

d�

i=1

∇ig ⊗
dui

t
= ‹∇g

car g∇0 = ∇0g et g∇i = χ(g)∇ig d’après le lemme 4.7.
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Soit i ∈ {1, . . . , d}. On a γi

�
d t
t

�
=

d t
t et γi

�d uj

t

�
=

d uj

t si j �= i. En outre, on a

γi

�
dui

t

�
=

d
�
ui + (1− [ε])[ �Ti]

�

t
=

dui + (1− [ε]) d[�Ti]− [ �Ti] d[ε]

t

=
dui + ([ε]− 1) dui − [ �Ti][ε] d t

t
= [ε]

dui − [ �Ti] d t

t

car d[ �Ti] = −dui (vu que [ �Ti] = Ti − ui) et d[ε] = [ε] d t (vu que [ε] = exp(t)). On a donc

γi
‹∇ = γi∇0 ⊗

d t

t
+ γi∇i ⊗ [ε]

dui − [ �Ti] d t

t
+

�

j �=i

γi∇j ⊗
duj

t

= (∇0 + [ �Ti]∇i)γi ⊗
d t

t
+ [ε]

−1∇iγi ⊗ [ε]
dui − [ �Ti] d t

t
+

�

j �=i

∇jγi ⊗
duj

t

= ∇0γi ⊗
d t

t
+

d�

j=1

∇jγi ⊗
duj

t
= ‹∇γi

car γi∇0 = (∇0 + [ �Ti]∇i)γi et γi∇i = [ε]
−1∇iγi d’après le lemme 4.7.

La proposition résulte alors du fait que ΓR est un sous-groupe de Γ�R qui est topologique-
ment engendré par ΓK et par {γ1, . . . , γd}.

4.10. Le cas géométrique, fibrés de Higgs

Si r ∈ N>0 ∪{∞} et Y est une l+dR / Fil
r l+dR-représentation de �ΓR, les constructions faites

ci-dessus fournissent d opérateurs (∇i : Y → Y )1≤i≤d.

Lorsque r = ∞, ils permettent de définir une connexion

‹∇Y : Y → Y ⊗l+
dR

Ω
+
l+
dR

/ RdR

qui est intégrable et commute à l’action de �ΓR. En particulier, on dispose de foncteurs

∆ : Reppl

l+
dR

(�ΓR) → Rpl

l+
dR

∆ : Repreg,pl
ldR

(�ΓR) → Rreg,pl
ldR

∆dR : Repreg
BdR

(GR) → Rreg,pl
ldR

définis par Y �→ (Y,‹∇Y ).

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 4.11. – (1) Suivant Faltings (cf. [12, Section 3]), une C-représentation de
GR s’appelle une Qp-représentation généralisée de GR.

(2) Un module de Higgs est un RdR /t RdR-module potentiellement libre (i.e. libre
après tensorisation par SdR /t SdR pour S ∈ I convenable) muni de d opérateurs
RdR /t RdR-linéaires (∇i)1≤i≤d qui commutent.

Dans le cas où r = 1, i.e. où Y est une RdR /t RdR-représentation de �ΓR, on munit donc
Y d’une structure de module de Higgs.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



308 F. ANDREATTA ET O. BRINON

R���ʀ��� 4.12. – Le module de Higgs ainsi construit n’est autre que le module de
Higgs associé à Y par Faltings. Pour le voir, on se ramène, en remplaçant R par Rm assez
grand, au cas où Y admet un �

R-réseau stable par �ΓR, sur lequel l’action de GR est triviale
modulo p

α avec α >
2

p−1 . Dans ce cas, [12, Lemma 1] et les remarques qui suivent ne sont

autres que la théorie de Sen géométrique pour les �
R-représentations « petites ». Remarquons

que c’est l’hypothèse de petitesse qui permet de descendre à ’
R OK [p

−1
] au lieu de RdR /t RdR.

5. Étude des l
+
dR-représentations (cas arithmétique)

5.1. Cohomologie des R∞[p
−1

]-représentations potentiellement libres de ΓR

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 5.2. – Soit Z une R∞[p
−1

]-représentation potentiellement libre de rang
fini de ΓR (i.e. telle qu’il existe une extension finie S de R telle que R[p

−1
] → S[p

−1
] est

étale et S∞[p
−1

] ⊗R∞[p−1] Z est libre de rang fini sur S∞[p
−1

]). Alors pour tout r ∈ Z, le
R[p

−1
]-module

�
Z(r)

�ΓR est de type fini, et nul pour presque tout r (où Z(r) est le r-ième
tordu à la Tate de Z).

Démonstration. – Soit S une extension finie normale de R telle que R[p
−1

] ⊆ S[p
−1

] est
étale galoisienne et telle que S∞ ⊗R∞ Z est un S∞[p

−1
]-module libre. Alors

Z(r)
ΓR = (S∞ ⊗R∞ Z(r))

ΓS/R ⊆ (S∞ ⊗R∞ Z(r))
ΓS .

Si (S∞ ⊗R∞ Z(r))
ΓR est un S[p

−1
]-module de type fini, nul pour presque tout r ∈ Z, alors

Z(r)
ΓR est un R[p

−1
]-module de type fini, nul pour presque tout r ∈ Z.

Ainsi, quitte à remplacer R par S, on peut supposer que Z est libre de rang n sur R∞[p
−1

].
SoitB = {e1, . . . , en} une base de Z sur R∞[p

−1
]. L’action de ΓR sur Z est décrite dansB

par un cocycle continu U : ΓR → GLn(R∞[p
−1

]). Comme ΓR est topologiquement engendré
par un nombre fini d’éléments, il existe m ∈ N tel que Ug ∈ GLn(Rm[p

−1
]) pour tout g ∈ ΓR.

Pour i ∈ {0, . . . , d} posons Mi = Uγpm

i

et

R
(i)
m = le normalisé de






�
m�∈N

R
�
T

(m�)
j

�
1≤j≤d

[ε
(m)

] si i = 0

�
m�∈N

R
�
ε
(m�)

, T
(m�)
j

�
j �=i

�
T

(m)
i

�
si i �= 0.

Quitte à remplacer m par m
� ≥ m (ce qui revient à remplacer Mi par M

pm
�−m

i vu que Mi est à
coefficients dans Rm[p

−1
]), on peut supposer que les racines p

s-ièmes de l’unité (avec s ∈ N)
autres que 1 ne sont pas valeurs propres de Mi (vu comme élément de Mn(Frac(Rm))).

Supposons i = 0. Si m
� ≥ m, le R

(0)
m [p

−1
]-module R

(0)
m

�
ε
(m�)

, p
−1

�
est libre de base��

ε
(m�)

�α�
0≤α<pm�−m

. Soit

x = t
r

pm
�−m−1�

α=0

n�

j=1

�
ε
(m�)

�α
λα,jej ∈ Z(r)

avec λα,j ∈ R
(0)
m [p

−1
]. Pour 0 ≤ α < p

m�−m, notons λα le vecteur colonne dont les
composantes sont λα,1, . . . ,λα,n.
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Soit m
�� ∈ N tel que, si c = p

m��
, on a χ(γ0)

cpm − 1 = p
m�−m

am� avec am� ∈ Z×p . On a

γ
pmc
0 (x) = χ(γ0)

pmcr
t
r

pm
�−m−1�

α=0

n�

j=1

�
ε
(m�)

�χ(γ0)
cp

m

α
λα,jγ

pmc
0 (ej)

= χ(γ0)
pmcr

t
r

pm
�−m−1�

α=0

n�

j=1

�
ε
(m)

�a
m�α�

ε
(m�)

�α
λα,jγ

pmc
0 (ej).

La projection de γ
pmc
0 (x) sur

�
ε
(m�)

�α est donc donnée par le vecteur colonne

χ(γ0)
pmcr

�
ε
(m)

�a
m�α

M
c
0λα

dans la baseB. Si γ
pm

0 (x) = x, on a donc

(∗) M
c
0λα = χ(γ0)

−pmcr
�
ε
(m)

�−a
m�α

λα,

soit encore
c−1�

k=0

�
M0 −

�
ε
(m��)

�k
χ(γ0)

−pmr
�
ε
(m+m��)

�−a
m�α

In

�
λα = 0

pour tout α ∈ {0 . . . , p
m�−m − 1}. Si λα �= 0, cela implique qu’il existe k ∈ {0, . . . , c − 1}

tel que χ(γ0)
−pmr

�
ε
(m+m��)

�−a
m�α+kpm

est valeur propre de M0.

Mais si r1, r2 ∈ Z, m
�
1, m

�
2, k1, k2 ∈ N, et si

χ(γ0)
−pmr1

�
ε
(m+m��

1 )
�−a

m
�
1
α+k1pm

= χ(γ0)
−pmr2

�
ε
(m+m��

2 )
�−a

m
�
2
α+k2pm

,

on a χ(γ0)
−p2m+m

��
1

+m
��
2 r1 = χ(γ0)

−p2m+m
��
1

+m
��
2 r2 en prenant la puissance p

m+m��
1 +m��

2 -ième,
et donc r1 = r2 par injectivité du caractère cyclotomique. Comme M0 a un nombre fini de va-
leurs propres, il existe donc rZ ∈ N tel que |r| > rZ implique que
χ(γ0)

−pmr
�
ε
(m+m��)

�−a
m,m�α+kpm

n’est pas valeur propre de M0 pour tout m
� ≥ m et

tout k ∈ {0, . . . , c − 1}. Si |r| > rZ , on a donc λα = 0 pour tout α ∈ {0, . . . , p
m�−m − 1},

soit x = 0, ce qui prouve que
�
Z(r)

�ΓR est nul pour presque tout r ∈ Z.

Pour prouver la finitude de
�
Z(r)

�ΓR , on peut supposer que r = 0. Rappelons que les
racines p

s-ièmes de l’unité (avec s ∈ N) autres que 1 ne sont pas valeurs propres de M0 :
c’est aussi le cas pour M

c
0 . Si λα �= 0, l’égalité (∗) implique donc que

�
ε
(m)

�−a
m�α

= 1 i.e.
v(α) ≥ m. On a donc





x ∈

n�
j=1

R
(0)
m� [p

−1
]ej

m
� ≥ 2m

=⇒ x ∈
n�

j=1

R
(0)
m�−m[p

−1
]ej .

Finalement on a

γ0(x) = x =⇒ x ∈
n�

j=1

R
(0)
m [p

−1
]ej

et donc Z
ΓR ⊆

n�
j=1

R
(0)
m [p

−1
]ej .
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Supposons i ∈ {1, . . . , d}. Si m
� ≥ m, le R

(i)
m [p

−1
]-module R

(i)
m

�
T

(m�)
i , p

−1
�

est libre de

base
��

T
(m�)
i

�α�
0≤α<pm�−m

. Soit

x =

pm
�−m−1�

α=0

n�

j=1

�
T

(m�)
i

�α
λα,jej ∈ Z

avec λα,j ∈ R
(i)
m

�
T

(m�)
i

�
. Pour 0 ≤ α < p

m�−m, notons λα le vecteur colonne dont les
composantes sont λα,1, . . . ,λα,n. On a

γ
pm

i (x) =

pm
�−m−1�

α=0

n�

j=1

�
ε
(m�)

�pmα�
T

(m�)
i

�α
λα,jγ

pm

i (ej).

La projection de γ
pm

i (x) sur
�
T

(m�)
i

�α est donc donnée par le vecteur colonne
�
ε
(m�−m)

�α
Miλα

dans la baseB. Si γ
pm

i (x) = x, on a donc

Miλα =
�
ε
(m�−m)

�−α
λα

pour tout α ∈ {0 . . . , p
m�−m − 1}. Mais comme les racines p

m�−m-ièmes de l’unité autres
que 1 ne sont pas valeurs propres de Mi, on a λα �= 0 ⇒ α = 0. Ainsi

γi(x) = x =⇒ x ∈
n�

j=1

R
(i)
m [p

−1
]ej .

Comme c’est vrai pour i ∈ {0, . . . , d}, et comme
d�

i=0
R

(i)
m = Rm, le R[p

−1
]-module Z

ΓR

est inclus dans
n�

j=1
Rm[p

−1
]ej . Comme ce dernier est de type fini donc noethérien, Z

ΓR est

aussi de type fini.

R���ʀ��� 5.3. – Dans la preuve qui précède, on a en fait démontré que
�
Z(r)

�γ0 est
nul pour presque tout r ∈ Z.

L���� 5.4. – Soient K un corps et M un K -espace vectoriel de dimension finie, muni
d’une action linéaire continue de γ

pm Zp

0 (l’adhérence dans ΓR du sous-groupe engendré par
γ

pm

0 ) ; alors H
0
�
γ

pm Zp

0 , M(r)
�

et H
1
�
γ

pm Zp

0 , M(r)
�

sont nuls pour presque tout r ∈ Z.

Démonstration. – Soit u l’automorphisme de M associé à γ
pm

0 . La cohomologie de M(r)

est calculée par le complexe M(r)
γp

m

0 −1
−−−−→ M(r), c’est-à-dire par le complexe

M
χ(γ0)

rp
m

u−IdM−−−−−−−−−−−→ M.

Mais comme u a un nombre fini de valeurs propres, l’endomorphisme χ(γ0)
rpm

u− IdM est
bijectif sauf pour un nombre fini de valeurs de r.
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5.5. Invariants des l
+
dR-représentations potentiellement libres de ΓR

L���� 5.6. – Soit Y une l
+
dR-représentation potentiellement libre de rang fini de ΓR. Alors

il existe rY ∈ N tel que
�
Fil

rY +1
Y

�ΓR

= 0.

Démonstration. – Posons Z = Y/(Fil
1
l
+
dR)Y , c’est une R∞[p

−1
]-représentation poten-

tiellement libre de rang fini de ΓR. D’après la proposition 5.2, il existe rY ∈ N tel que, pour
tout r > rY , on a

�
Z(r)

�ΓR

= 0. Soit r ≥ rY et y ∈
�
Fil

r+1
Y

�ΓR . Notons y l’image de y

dans Gr
r+1

Y , on a g(y) = y pour tout g ∈ ΓR. On a

Gr
r+1

Y =

�

n∈Nd+1

|n|=r+1

Z(n0)u
n

où pour n = (n0, . . . , nd) ∈ Nd+1 on a |n| = n0 + · · · + nd et u
n

=

d�
i=1

u
ni

i . Écrivons

y =

�

n∈Nd+1

|n|=r+1

ynt
n0u

n

avec yn ∈ Z. Comme Z(r + 1)
ΓR = 0 (car r ≥ rY ), on a y(r+1,0,...,0) = 0.

Soit s ∈ N>0 tel que pour tout n ∈ Nd+1 avec |n| = r +1 et n1, . . . , nd < s, on a yn = 0.
Si i ∈ {1, . . . , d} et λ ∈ Zp, on a γ

λ
i (ui) = Ti − [ε]

λ
[ �Ti] ≡ ui − λtTi mod Fil

2
l
+
dR, et donc

γ
λ
i

�
t
n0u

n
�

= t
n0(ui − λtTi)

ni

�

j �=i

u
nj

j mod Fil
r+2

l
+
dR

d’où
γ

λ
i (y) =

�

n∈Nd+1

|n|=r+1

γ
λ
i (yn)t

n0(ui − λtTi)
ni

�

j �=i

u
nj

j .

Fixons i ∈ {1, . . . , d} et n ∈ Nd+1 tel que |n| = r + 1 et ni = s. Le coefficient de

t
n0+ni

�
j �=i

u
nj

j dans γ
λ
i (y) vaut donc

n0+ni�
k=0

γ
λ
i (yn(k))(−λTi)

k (où n(k) =

(n0 + ni − k, n1, . . . , ni−1, k, ni+1, . . . , nd)). Comme γ
λ
i (y) = y, cela implique que

n0+ni�
k=0

γ
λ
i (yn(k))(−λTi)

k
= yn(0). Mais par hypothèse, on a yn(k) = 0 si k < s = ni,

de sorte qu’en fait
n0+ni�
k=ni

γ
λ
i (yn(k))(−λTi)

k
= 0 pour tout λ ∈ Zp. Supposons λ �= 0 : en

divisant par λ
s, on a

(−Ti)
s
γ

λ
i (yn) = −

n0+s�

k=s+1

γ
λ
i (yn(k))λ

k−s
(−Ti)

k
.

En faisant tendre λ vers 0, il vient (−Ti)
s
yn = 0 i.e. yn = 0. Comme c’est vrai pour tout

i ∈ {1, . . . , d} et tout n ∈ Nd+1 tel que ni = s, on en déduit que pour tout n ∈ Nd+1 avec
|n| = r + 1 et n1, . . . , nd ≤ s, on a yn = 0. Une récurrence finie montre donc que y = 0, et

donc que y ∈
�
Fil

r+2
Y

�ΓR . Ainsi y ∈
�

r≥rY

Fil
r+1

Y = 0 (car Y est projectif et l
+
dR séparé

pour la filtration). On a bien
�
Fil

rY +1
Y

�ΓR

= 0.
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Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 5.7. – Soit Y une l
+
dR-représentation potentiellement libre de rang fini de

ΓR. Alors Y
ΓR est un R[p

−1
]-module de type fini. En outre, la suite

Ä
(t
−n

Y )
ΓR

ä
n∈N

est
constante à partir d’un certain rang. En particulier, si Y est une ldR-représentation régulière de
ΓR, alors Y

ΓR est un R[p
−1

]-module de type fini.

Démonstration. – D’après le lemme 5.6, il existe rY ∈ N tel que
�
Fil

rY +1
Y

�ΓR

= 0.
Posons Z = Y/ Fil

rY +1
Y . C’est une R∞[p

−1
]-représentation potentiellement libre de ΓR :

d’après la proposition 5.2, le R[p
−1

]-module Z
ΓR est de type fini (donc noethérien). On

dispose de la projection f : Y
ΓR → Z

ΓR . Comme Ker(f) =
�
Fil

rY +1
Y

�ΓR

= 0, elle est
injective et Y

ΓR est de type fini (car R[p
−1

] est noethérien).

Si maintenant n ∈ N, on a la suite exacte 0 → t
−n

Y → t
−n−1

Y → (Y/tY )(−n) → 0,
d’où la suite exacte

0 →
�
t
−n

Y
�ΓR →

�
t
−n−1

Y
�ΓR → H

0
(ΓR, (Y/tY )(−n)).

Mais d’après le lemme 5.4 appliqué à m = 0, K = Frac
�
l
+
dR /t l

+
dR

�
= Frac(R∞[p

−1
][[u1, . . . , ud]])

et M = K ⊗l+
dR

/t l+
dR

(Y/tY ), on a H
0
(Zp γ0,K ⊗l+

dR
/t l+

dR
(Y/tY )(−n)) = 0 et a fortiori

H
0
(ΓR, (Y/tY )(−n)) = 0

pour presque tout n ∈ N. Il en résulte que la suite
Ä
(t
−n

Y )
ΓR

ä
n∈N

est stationnaire.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 5.8. – Soit Y une l
+
dR-représentation (resp. une ldR-représentation) de ΓR

sans torsion. Alors l’application naturelle

l
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR → Y

(resp. ldR⊗R[p−1]Y
ΓR → Y )

est injective.

Démonstration. – Soit B = l
+
dR (resp. B = ldR). On a

R[p
−1

] ⊆ B
ΓR ⊆ B

G
R

dR = R[p
−1

]

(cf. [8, Proposition 5.2.12]) et donc B
ΓR = R[p

−1
]. En outre, comme R∞[p

−1
] est libre

donc fidèlement plat sur R[p
−1

], l’anneau B est fidèlement plat sur R[p
−1

] (cf. [17, Exer-
cice 7.4]). Un raisonnement identique à celui de [8, Proposition 2.18] (utilisant le fait
que Frac(R∞)[[u1, . . . , ud, t]] est un anneau local régulier donc factoriel) montre que
Frac(B)

ΓR = Frac(R) (si on veut, on peut aussi plonger l
+
dR dans ÷R∞,(p)[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]]

et invoquer [8, Proposition 2.18] pour montrer que Frac(B)
ΓR ⊆ Frac(R∞) et donc

Frac(B)
ΓR = Frac(R)). On peut donc appliquer [8, Proposition 3.3] : l’application

B ⊗R[p−1] Y
ΓR → Y est injective (en fait, dans loc. cit., on suppose que Y = B

h,
mais seul le fait que Y est sans torsion est utilisé, pour avoir l’injectivité de l’application
Y → Frac(B)⊗B Y ).

L���� 5.9. – L’anneau C est fidèlement plat sur R∞[p
−1

].
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Démonstration. – Soit I ⊆ R∞[p
−1

] un idéal de type fini. Il existe m ∈ N et J ⊆ Rm[p
−1

]

un idéal tels que I = Im
�
R∞[p

−1
]⊗Rm[p−1] J → R∞[p

−1
]
�
. Notons s : R∞[p

−1
] ⊗Rm[p−1]

J → I la surjection obtenue. Comme C est plat sur Rm[p
−1

] (cf. [8, Théorème 3.2.3]),
l’application naturelle C ⊗Rm[p−1] J → C est injective. On a la factorisation

C ⊗Rm[p−1] J
� � ��

C⊗s ��

C

C ⊗R∞[p−1] I.

��

Il en résulte que l’application C ⊗ s est injective, donc bijective, ce qui prouve l’injectivité de
C ⊗R∞[p−1] I → C et la platitude de C sur R∞[p

−1
].

Montrons que C est fidèle sur R∞[p
−1

]. Il s’agit de voir que l’application
f : Spec(C) → Spec(R∞[p

−1
]) est surjective. Supposons que ce n’est pas le cas : il existe

P ∈ Spec(R∞[p
−1

]) qui n’est pas dans l’image de f . Si p = P ∩ R[p
−1

] ∈ Spec(R[p
−1

]),
alors aucun des idéaux premiers de R∞[p

−1
] qui sont au-dessus de p n’appartient à l’image

de f , parce que ceux-ci sont conjugués sous l’action de ΓR (cf. [17, Theorem 9.3]). Il en
résulte que p n’appartient pas à l’image de l’application Spec(C) → Spec(R[p

−1
]). Mais

cette dernière est surjective d’après [8, Théorème 3.2.3] : contradiction.

L���� 5.10. – Pour tout r ∈ N, l’anneau B
+
dR / Fil

r+1
B

+
dR est fidèlement plat sur

l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR.

Démonstration. – Comme B
+
dR = B

∇+
dR [[u1, . . . , ud]] (cf. [8, Proposition 5.2.2]), l’anneau

B
+
dR /t B

+
dR = C[[u1, . . . , ud]] est plat sur l

+
dR /t l

+
dR = R∞[p

−1
][[u1, . . . , ud]] d’après le lemme

5.9. Pour r ∈ N>0, posons Br = B
+
dR /t

r+1
B

+
dR. Comme l

+
dR n’a pas de t-torsion, on a la

suite exacte
0 → l

+
dR /t

r
l
+
dR

t−→ l
+
dR /t

r+1
l
+
dR → l

+
dR /t l

+
dR → 0

qui donne lieu à la suite exacte

0 → Tor
l+
dR

/tr+1 l+
dR

1 (l
+
dR /t l

+
dR, Br) → Br−1

t−→ Br → B0 → 0.

Comme B
+
dR n’a pas de t-torsion ([8, Proposition 5.1.5]), on a donc

Tor
l+
dR

/tr+1 l+
dR

1 (l
+
dR /t l

+
dR, Br) = 0.

On peut donc appliquer le critère local de platitude (cf. [17, Theorem 22.3]) : l’anneau Br est
plat sur l

+
dR /t

r+1
l
+
dR pour tout r ∈ N. Via le changement de base

l
+
dR /t

r+1
l
+
dR → l

+
dR / Fil

r+1
l
+
dR, on en déduit la platitude de B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR sur

l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR. Reste à vérifier la fidélité.

Soit M un l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR-module tel que B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR⊗l+

dR
M = 0. En réduisant

modulo Fil
1
l
+
dR, on en déduit que C ⊗R∞[p−1]

�
l
+
dR / Fil

1
l
+
dR

�
⊗l+

dR
M = 0. Par fidélité de

C sur R∞[p
−1

] (cf. lemme 5.9), on a
�
l
+
dR / Fil

1
l
+
dR

�
⊗l+

dR
M = 0 i.e. M =

�
Fil

1
l
+
dR

�
M . On

a donc
M =

�
Fil

1
l
+
dR

�
M =

�
Fil

2
l
+
dR

�
M = · · · =

�
Fil

r+1
l
+
dR

�
M = 0,

et on a fini.
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R���ʀ��� 5.11. – Il serait intéressant de savoir si B+
dR est plat sur l

+
dR. Cela simplifierait

la preuve du corollaire 5.12 (on n’aurait pas à travailler modulo Fil
r+1

l
+
dR pour tout r ∈ N).

Le problème est qu’on ne peut pas appliquer le critère local de platitude parce que l
+
dR n’est

pas noethérien.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 5.12. – Soit W une B
+
dR-représentation (resp. une BdR-représentation

régulière) libre de GR. Alors l’application naturelle

B
+
dR⊗R[p−1]W

G
R → W

(resp. BdR⊗R[p−1]W
G

R → W )

est injective.

Démonstration. – Posons Y =
�
W

H R

�
f

et Yr = Y/ Fil
r+1

Y pour r ∈ N. D’après les
corollaires 3.5 et 3.21, on a un isomorphisme B

+
dR⊗l+

dR
Y → W . Par ailleurs, on a W

G
R ⊆ Y

(cf. proposition 3.19), de sorte que W
G

R = Y
ΓR . Il s’agit donc de prouver que l’application

B
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR → B
+
dR⊗l+

dR
Y est injective.

Commençons par montrer que pour tout r ∈ N, l’application naturelle

fr :
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r → Yr

est injective. On procède par récurrence sur r, le cas r = 0 résultant de la descente étale.
Supposons r ∈ N>0. On a la suite exacte de l

+
dR-modules 0 → Gr

r
Y → Yr → Yr−1 → 0

d’où une suite exacte de R[p
−1

]-modules 0 →
�
Gr

r
Y

�ΓR → Y
ΓR

r → Y
ΓR

r−1 et donc une suite
exacte de l

+
dR / Fil

r+1
l
+
dR-modules

0 →
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1]

�
Gr

r
Y

�ΓR

→
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r →
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r−1

par platitude de l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR sur R[p

−1
].

Comme
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1]

�
Gr

r
Y

�ΓR � R∞[p
−1

] ⊗R[p−1]

�
Gr

r
Y

�ΓR et�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r−1 �
�
l
+
dR / Fil

r
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r−1, on en déduit le diagramme
commutatif à lignes exactes

R∞[p
−1

]⊗R[p−1]

�
Gr

r
Y

�ΓR �
�
��

f(r)

��

�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r
��

fr

��

�
l
+
dR / Fil

r
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r−1

fr−1

��
Gr

r
Y
� � �� Yr

�� Yr−1.

L’application fr−1 est injective par hypothèse de récurrence et f(r) l’est par descente étale (on
voit Gr

r
Y comme une R∞[p

−1
]-représentation), l’injectivité de fr en résulte.

Par ailleurs, d’après la proposition 5.7 et sa preuve, l’application Y
ΓR → Y

ΓR

r est injective
pour r ≥ rY . Il en est de même de

�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR →
�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR

r

(car l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR est libre sur R[p

−1
]), et donc de

�
l
+
dR / Fil

r+1
l
+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR → Yr.
Comme B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR est plat sur l

+
dR / Fil

r+1
l
+
dR d’après le lemme 5.10, l’application

�
B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR →
�
B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR

�
⊗l+

dR
Y
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est injective pour tout r ≥ rY . Comme Y
ΓR est de type fini sur R[p

−1
] d’après la propo-

sition 5.7, on a lim←−
r

�
B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR

�
⊗R[p−1] Y

ΓR = B
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR (cf. la preuve

de [8, Théorème 5.4.1]). De même, comme Y est projectif de rang fini sur l
+
dR, on a

lim←−
r

�
B

+
dR / Fil

r+1
B

+
dR

�
⊗l+

dR
Y = B

+
dR⊗l+

dR
Y . En passant à la limite projective, on a

l’injectivité de B
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR → B
+
dR⊗l+

dR
Y .

R���ʀ��� 5.13. – L’énoncé qui précède généralise [8, proposition 8.2.4], qui traite le
cas des BdR-représentations de la forme BdR⊗Q

p
V avec V ∈ RepQ

p

( GR). La méthode de
loc. cit., qui utilise des techniques de localisation, est totalement différente.

Soit Y une l
+
dR-représentation (resp. une ldR-représentation) potentiellement libre de ΓR.

Si y ∈ Y
ΓR , alors ∇i(y) = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , d} d’après les formules donnant ∇i. On

a donc l’inclusion Y
ΓR ⊆ Y

�∇=0. Par R∞[p
−1

]-linéarité, on en déduit une application

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR → Y

�∇=0
.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 5.14. – Si Y est une l
+
dR-représentation potentiellement libre (resp. une

ldR-représentation régulière) de ΓR, l’application

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR → Y

�∇=0

est un isomorphisme.

Démonstration. – Soit Y une l
+
dR-représentation potentiellement libre de ΓR. Soit R ⊆ S

une extension finie normale telle que R[p
−1

] ⊆ S[p
−1

] est étale galoisienne et l
+
dR(S)⊗l+

dR
Y

est libre. Ce dernier est muni de l’action de ΓS/R.

Pour r ∈ N, posons Yr = Y/ Fil
r+1

Y et Y
�∇

r = {y ∈ Yr (∀i ∈ {0, . . . , d}) ∇i(y) = 0}
(remarquons que la connexion ‹∇ n’a pas de sens sur Yr). SoitB = (e1, . . . , eδ) une base de

YS,r := S∞[p
−1

] ⊗R∞[p−1] Yr sur S∞[p
−1

]. Pour m ∈ N, posons YS,r,m =

δ�
j=1

Sm[p
−1

]ej .

L’action de ΓS/R sur YS,r est décrite dans la base B par un cocycle continu
ΓS/R → GLδ(S∞[p

−1
]) : il existe m0 ∈ N tel que ce cocycle est en fait à valeurs dans

GLδ(Sm0 [p
−1

]) (car ΓS/R est topologiquement de type fini). Il en résulte que les opérateurs
∇i sont déjà définis sur YS,r,m0 .

Soit m ≥ m0. Comme l’action de ΓS sur Y
�∇

S,r,m est discrète, elle se factorise à travers un
quotient de la forme ΓS/ΓS

m� avec m
� ≥ m. Il en est alors de même de l’action de ΓS sur

Y
�∇

S,r,m� = Sm� [p
−1

]⊗Sm[p−1] Y
�∇

S,r,m.

Par descente étale, on a donc Sm� [p
−1

] ⊗S[p−1] Y
ΓS

S,r,m�
∼→Y

�∇
S,r,m� . En passant à la limite

inductive, on a donc
S∞[p

−1
]⊗S[p−1] Y

ΓS

S,r
∼→Y

�∇
S,r.

Mais Y
ΓS

S,r
∼→S[p

−1
] ⊗R[p−1] Y

ΓS/R

S,r = S[p
−1

] ⊗R[p−1] Y
ΓR

r (par descente étale encore) et

Y
�∇

S,r = S∞[p
−1

] ⊗R∞[p−1] Y
�∇

r . On a donc S∞[p
−1

] ⊗R[p−1] Y
ΓR

r
∼→S∞[p

−1
] ⊗R∞[p−1] Y

�∇
r .

Comme S∞[p
−1

] est fidèlement plat sur R∞[p
−1

], on a

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r
∼→Y

�∇
r .
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On a Y = lim←−
r

Yr, de sorte que Y
ΓR = lim←−

r

Y
ΓR

r et Y
�∇=0

= lim←−
r

Y
�∇

r . En particulier, on a

un isomorphisme

lim←−
r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r
∼→Y

�∇=0
.

Soit (fn)n∈N une base de R∞[p
−1

] sur R[p
−1

], et (f
∨
n )n∈N la base duale. Pour tout

r, n ∈ N, on dispose de f
∨
n ⊗ 1: R∞[p

−1
] ⊗R[p−1] Y

ΓR

r → Y
ΓR

r . En passant à la limite
projective, on en déduit une application

f
∨
n : lim←−

r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r → Y
ΓR

et donc un homomorphisme R[p
−1

]-linéaire

f
∨

=

�

n∈N

f
∨
n fn : lim←−

r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r →
�

n∈N

Y
ΓRfn.

Mais d’après le lemme 5.6 et sa preuve, pour r ≥ rY , les applications de transition
Y

ΓR

r+1 → Y
ΓR

r sont injectives. Il en résulte que l’application f
∨ se factorise en une appli-

cation

f
∨

: lim←−
r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r →
�

n∈N

Y
ΓRfn = R∞[p

−1
]⊗R[p−1] Y

ΓR

inverse de l’application naturelle

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR → lim←−

r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR

r ;

cette dernière est donc un isomorphisme, et donc l’application

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR → Y

�∇=0

est un isomorphisme.

Soient Y une ldR-représentation régulière de ΓR et Y une l
+
dR-représentation potentielle-

ment libre de ΓR telle que Y = Y[t
−1

]. D’après ce qui précède, pour tout n ∈ N, l’application
naturelle R∞[p

−1
]⊗R[p−1] (t

−n Y)
ΓR → (t

−n Y)
�∇=0 est bijective.

D’après la proposition 5.7, on a Y
ΓR = (t

−n Y)
ΓR pour n ∈ N assez grand : on a alors

un isomorphisme R∞[p
−1

] ⊗R[p−1] Y
ΓR

∼→(t
−n Y)

�∇=0. Comme Y
�∇

= lim−→
n

(t
−n Y)

�∇=0, on

en déduit que l’application

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR → Y

�∇=0

est un isomorphisme.

R���ʀ��� 5.15. – Pour l’injectivité, on peut aussi invoquer la proposition 5.8 et la
commutativité du diagramme

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] Y
ΓR ��

��

Y
�∇=0

��
l
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR �� Y.
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Par contre, la surjectivité de l’application R∞[p
−1

]⊗R[p−1]Y
ΓR → lim←−

r

R∞[p
−1

]⊗R[p−1]Y
ΓR

r

nécessite la proposition 5.7.

D��ɪɴɪ�ɪ�ɴ 5.16. – Soit Y un module à connexion potentiellement libre sur l
+
dR (resp.

ldR). On dit que Y est trivial (ou que la connexion sur Y est triviale) si l’application naturelle

l
+
dR⊗R∞[p−1]Y

�∇Y =0 → Y (resp. ldR⊗R∞[p−1]Y
�∇Y =0 → Y )

est un isomorphisme.

Tʜ��ʀ��� 5.17. – (1) Soient Y1 et Y2 deux l
+
dR-représentations potentiellement libres

de l
+
dR. Alors on a un isomorphisme

R∞[p
−1

]⊗R[p−1] HomΓR
(Y1, Y2)

∼→HomRpl

l+
dR

(∆(Y1),∆(Y2)).

(2) Soit Y une l
+
dR-représentation potentiellement libre de ΓR. Alors Y est triviale (i.e.

l’application naturelle l
+
dR⊗R[p−1]Y

ΓR → Y est un isomorphisme) si et seulement si
∆(Y ) est triviale.

Démonstration. – (1) Posons Y = Homl+
dR

(Y1, Y2). C’est une l
+
dR-représentation

potentiellement libre de ΓR, et on a Y
ΓR = HomΓR

(Y1, Y2) et Y
�∇Y =

HomRpl

l+
dR

(∆(Y1),∆(Y2)) : il suffit d’appliquer la proposition 5.14.

(2) D’après la proposition 5.14, l’application R∞[p
−1

] ⊗R[p−1] Y
ΓR → Y

�∇=0 est un
isomorphisme. On a donc le diagramme

l
+
dR⊗R∞[p−1]Y

ΓR
∼ ��

(2)
��

l
+
dR⊗R∞[p−1]Y

�∇Y =0

(1)
��

Y

de sorte que (1) est bijective si et seulement si (2) l’est.

6. Le cas géométrique, lien avec les modules de Higgs

Soient A une Q-algèbre, t ∈ A et A := A[[u1, . . . , ud]]. On note �ΩA /A =

d�
i=1

A dui le mo-

dule des A-différentielles continues de A et, si t n’est pas diviseur de zéro,

�Ω+
A /A =

d�
i=1

A d ui

t le module des A-différentielles continues à pôles logarithmiques le

long de t de A .

L���� 6.1 (cf. [16, Proposition 8.9]). – Soit M un A -module potentiellement libre (i.e.
tel qu’il existe une A-algèbre finie étale A

� telle que A
�⊗A M est libre sur A

�⊗A A ). Supposons
M muni d’une connexion intégrable ∇ : M → M ⊗A

�ΩA /A.
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(1) Le A-module M
∇=0 des sections horizontales est potentiellement libre, de rang égal au

rang de M sur A , et on a un isomorphisme

A ⊗A M
∇=0 ∼→M

de modules à connexion.
(2) Munissons M de la filtration donnée par Fil

r
M = (t, u1, . . . , ud)

r
M pour tout r ∈ N.

Alors pour tout r ∈ N, on a

M
∇=0 ∩ Fil

r
M = t

r
M
∇=0

.

Démonstration. – (1) On suit l’argument de loc. cit. Quitte à remplacer A par une
A-algèbre finie étale A

�, on peut supposer que M est libre sur A . On pose alors
Di = ∇(d / dui) pour i ∈ {1, . . . , d}, et pour tout n = (n1, . . . , nd) ∈ Nd :

n! =

d�

i=1

ni! (−u)
n

=

d�

i=1

(−ui)
n
i et D

[n]
=

1

n!

d�

i=1

D
ni

i

(on a D
[0]

= IdM ). Soit alors P =
�

n∈Nd

(−u)
n
D

[n]
: M → M (la somme converge bien

pour la topologie (u1, . . . , ud)-adique).
Pour f ∈ A et m ∈ M , on a P (fm) = f(0)P (m) donc (u1, . . . , ud)M ⊆ Ker(P ),

et comme P (m) ≡ m mod (u1, . . . , ud)M , on a en fait Ker(P ) = (u1, . . . , ud)M . Par
ailleurs, on a P|M∇=0 = IdM∇=0 et Im(P ) ⊆ M

∇=0, de sorte que P est un projecteur
A-linéaire de M sur M

∇=0. En particulier, P induit un isomorphisme

M/(u1, . . . , ud)M
∼→M

∇=0
.

Cela implique que M
∇ est un A-module (potentiellement) libre de rang égal au rang de

M sur A . Par ailleurs, on dispose d’un homomorphisme A -linéaire

ρ : A ⊗A M
∇=0 → M

qui est horizontal. C’est un isomorphisme, parce que les deux A -modules sont libres
de même rang et que ρ induit l’identité modulo (u1, . . . , ud)A .

(2) Si n = (n0, . . . , nd) ∈ Nd+1, on pose u
n

=

d�
i=1

u
ni

i . Comme Ker(P ) = (u1, . . . , ud)M ,
on a

P (Fil
r
M) = P

Å �

n∈Nd+1

|n|=r

P (t
n0u

n
M)

ã
= t

r
P (M) = t

r
M
∇=0

vu que P est un projecteur sur M
∇=0. On a donc

t
r
M
∇=0 ⊆ M

∇=0 ∩ Fil
r
M = P (M

∇=0 ∩ Fil
r
M) ⊆ P (Fil

r
M) = t

r
M
∇=0

et donc M
∇=0 ∩ Fil

r
M = t

r
M
∇=0.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 6.2. – Supposons t non diviseur de zéro. Soit M un A -module
potentiellement libre muni d’une connexion intégrable ∇ : M → M ⊗A

�Ω+
A /A. Écrivons

∇ =

d�
i=1
∇i ⊗ d ui

t . Alors M est trivial (comme module à connexion) si et seulement si

∇i(M) ⊆ tM pour tout i ∈ {1, . . . , d}.
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Démonstration. – Si ∇i(M) ⊆ tM pour tout i ∈ {1, . . . , d}, alors ∇ est en fait une
connexion intégrable M → M ⊗A

�ΩA /A : il suffit d’appliquer le lemme qui précède.
Réciproquement, supposons que∇ est triviale : on a M

∼→M
∇=0⊗AA muni de la connexion

triviale. Mais dui = t ⊗ d ui

t , donc dA ⊆ t�Ω+
A /A, de sorte que ∇i(M) ⊆ tM pour tout

i ∈ {1, . . . , d}.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 6.3. – Soient Y une l+dR-représentation potentiellement libre de �ΓR et
‹∇Y : Y → Y ⊗l+

dR
Ω

+
l+
dR

/ RdR
la connexion associée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Y est triviale comme représentation de �ΓR ;
(2) le module à connexion (Y,‹∇Y ) est trivial ;
(3) pour tout i ∈ {1, . . . , d}, on a ∇i(Y ) ⊆ tY .

Lorsque ces conditions sont remplies, l’application naturelle

RdR⊗RY
�ΓR → Y

�∇=0

est un isomorphisme de RdR-représentations de �ΓR, le R-module Y
�ΓR est projectif, et

Y
�ΓR ∩ Fil

r
Y = t

r
Y

�ΓR

pour tout r ∈ N.

Démonstration. – L’implication (1) ⇒ (2) est triviale. L’équivalence de (2) et (3) résulte
du corollaire 6.2.

Supposons le module à connexion (Y,‹∇Y ) trivial : Y
∼→Y

�∇=0 ⊗RdR l+dR. En particulier,
le RdR-module Y

�∇=0 est potentiellement libre de même rang que Y sur l+dR.

Pour r ∈ N>0, posons Y
�∇

r = Y
�∇=0

/t
r
Y

�∇=0. D’après le lemme 6.1 (2), on a Y
�∇=0 ∩

Fil
r
Y = t

r
Y

�∇=0, de sorte que Y
�∇

r ⊆ (Y/ Fil
r
Y )

�∇ (où l’exposant ‹∇ désigne le sous-RdR-
module des éléments tués par ∇i pour i ∈ {1, . . . , d}). L’action de �ΓR sur (Y/ Fil

r
Y )

�∇

est discrète : il en est de même sur Y
�∇

r . Comme ce dernier est potentiellement libre sur
RdR /t

r RdR et que RdR /t
r RdR = R∞ /t

r R∞, un raisonnement identique à celui de la pro-

position 5.14 montre que
�
Y

�∇
r

��ΓR est un R /t
r R-module projectif et que l’homomorphisme

naturel

RdR⊗R
�
Y

�∇
r

��ΓR → Y
�∇

r

est un isomorphisme.

Par compatibilité de la descente, on a (R /t
r R)⊗R /tr+1 R

�
Y

�∇
r+1

��ΓR ∼→
�
Y

�∇
r

��ΓR pour tout
r ∈ N>0.

D’après le lemme 6.4 appliqué au système projectif défini par Zr =
�
Y

�∇
r

��ΓR , le R-module

Z = lim←−
r

�
Y

�∇
r

��ΓR est projectif et l’application

RdR⊗RZ
∼→ lim←−

r

Å
RdR⊗R

�
Y

�∇
r

��ΓR

ã
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est un isomorphisme de RdR-modules. Comme lim←−
r

Y
�∇

r = Y
�∇=0 (car Y

�∇=0 est un

RdR-module projectif de rang fini) et donc Z =
�
Y

�∇=0
��ΓR

= Y
�ΓR , le R-module Y

�ΓR

est projectif et l’application naturelle

RdR⊗RY
�ΓR → Y

�∇=0

est un isomorphisme. En étendant les scalaires de RdR à l+dR, on en déduit que Y est
triviale comme l+dR-représentation de �ΓR. Enfin, le dernier énoncé résulte de l’égalité
Y

�∇=0 ∩ Fil
r
Y = t

r
Y

�∇=0 en prenant les invariants sous �ΓR.

L���� 6.4. – Soient A un anneau, B une A-algèbre et t ∈ A tels que A et B sont séparés
et complets pour la topologie t-adique. Pour tout r ∈ N, soit Zr un A/t

r
A-module projectif

de rang fini. On suppose que Zr+1/t
r
Zr+1

∼→Zr pour tout r ∈ N. Soit Z = lim←−
r

Zr (les

morphismes de transition Zr+1 → Zr étant donnés par la réduction modulo t
r). Alors Z est

un A-module projectif de rang fini et l’application naturelle

B ⊗A Z → lim←−
r

B ⊗A Zr

est un isomorphisme.

Démonstration. – Comme Z1 est projectif de rang fini, il existe n ∈ N et des appli-
cations A/tA-linéaires ϕ1 : (A/tA)

n → Z1 et ψ1 : Z1 → (A/tA)
n tels que le composé

ϕ1 ◦ ψ1 = IdZ1 . Soit r ∈ N>1. Supposons construites des suites (ϕj)1≤j<r et (ψj)1≤j<r où
ϕj : (A/t

j
A)

n → Zj et ψj : Zj → (A/t
j
A)

n sont A/t
j
A-linéaires et telles que ϕj ◦ψj = IdZj

pour tout j ∈ {1, . . . , r − 1}.

(A/t
r
A)

n ��

ϕr

��

(A/t
r−1

A)
n

ϕr−1

��
Zr

��

ψr

��

Zr−1

ψr−1.

��

Comme Zr est un A/t
r
A-module projectif, le composé Zr → Zr−1

ψr−1−−−→ (A/t
r−1

A)
n se re-

lève en une application A/t
r
A-linéaire ψr : Zr → (A/t

r
A)

n. De même, comme (A/t
r
A)

n est
libre sur A/t

r
A, il existe ϕ

�
r : (A/t

r
A)

n → Zr relevant le composé
(A/t

r
A)

n → (A/t
r−1

A)
n ϕr−1−−−→ Zr−1. Le composé ϕ

�
r ◦ ψr n’est pas égal à IdZr

en
général, mais induit IdZr−1 modulo t

r−1. Mais on a le diagramme commutatif :

HomA/trA((A/t
r
A)

n
, t

r−1
Zr)

ϕ∗
r �� HomA/trA(Zr, t

r−1
Zr)

HomA/tA((A/tA)
n
, Z1)

ϕ∗1 �� HomA/tA(Z1, Z1).

Comme ϕ
∗
1 : HomA/tA((A/tA)

n
, Z1) → HomA/tA(Z1, Z1) est surjectif (une section est

donnée par ψ
∗
1), il existe δr ∈ HomA/trA((A/t

r
A)

n
, t

r−1
Zr) tel que ϕ

�
r ◦ψr− IdZr

= δr ◦ψr.
Si ϕr = ϕ

�
r − δr, on a bien ϕr ◦ ψr = IdZr

et ϕ relève ϕr−1.

4 e SÉRIE – TOME 43 – 2010 – No 2



BdR-REPRÉSENTATIONS DANS LE CAS RELATIF 321

En passant à la limite projective, les systèmes (ϕr)r∈N>0 et (ψr)r∈N>0 fournissent des
applications A-linéaires ϕ : A

n → Z et ψ : Z → A
n telles que ϕ ◦ ψ = IdZ . Le A-module Z

est donc projectif.

Pour tout r ∈ N>0, on a une décomposition de A/t
r
A-modules

(A/t
r
A)

n
= Zr ⊕ Ker(ϕr) et donc A

n
= Z ⊕ Ker(ϕ) en passant à la limite projective. De

même, on a (B/t
r
B)

n
= B⊗AZr⊕B⊗AKer(ϕr) pour tout r ∈ N>0, et ces décompositions

sont compatibles lorsque r varie, de sorte qu’on a B
n

= lim←−
r

(B⊗A Zr)⊕ lim←−
r

(B⊗A Ker(ϕr)).

On a donc

(B ⊗A Z)⊕ (B ⊗A Ker(ϕ)) = B
n

= lim←−
r

(B ⊗A Zr)⊕ lim←−
r

(B ⊗A Ker(ϕr))

qui implique que B ⊗A Z → lim←−
r

B ⊗A Zr est un isomorphisme.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 6.5. – Soient Y1, Y2 deux l+dR-représentations triviales de �ΓR. Alors on a un
isomorphisme

RdR⊗R Hom�ΓR

(Y1, Y2)
∼→HomRpl

l+
dR

(∆(Y1),∆(Y2)).

Démonstration. – Il suffit d’appliquer la proposition 6.3 à Y = Homl+
dR

(Y1, Y2) qui est

une l+dR-représentation triviale de �ΓR puisque Y1 et Y2 le sont.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 6.6. – Soit V une B
+
dR( OK)-représentation de GR. Alors V est de de Rham

géométrique (c’est-à-dire la B
+
dR représentation B

+
dR⊗B+

dR
( OK)V est triviale) si et seulement

si les opérateurs ∇i associés à la “
K -représentation déduite de V (en réduisant modulo t) sont

nuls.

Démonstration. – Soit Y la l+dR-représentation de �ΓR associée à la B
+
dR représentation

B
+
dR⊗B+

dR
( OK)V . On a l’inclusion

Y/tY ⊆
Ä
(B

+
dR /t B

+
dR)⊗B+

dR
( OK) V

äHR

.

Comme B
+
dR /t B

+
dR � C[[u1, . . . , ud]] (avec action triviale de GR sur les ui), on a

Ä
(B

+
dR /t B

+
dR)⊗B+

dR
( OK) V

äHR

= X[[u1, . . . , ud]]

où X = (C ⊗B+
dR

( OK) V )
HR . Mais les éléments de Y/tY ont des orbites qui engendrent des

RdR /t RdR-modules de type fini : l’inclusion se factorise à travers (Y/ Fil
1
Y )[[u1, . . . , ud]] :

Y/tY ⊆ (Y/ Fil
1
Y )[[u1, . . . , ud]].

L’action de �ΓR sur les ui étant triviale modulo t, les opérateurs ∇i sont nuls sur
(Y/ Fil

1
Y )[[u1, . . . , ud]] (car ils le sont sur Y/ Fil

1
Y par hypothèse). C’est a fortiori le

cas sur Y/tY : on a ∇i(Y ) ⊆ tY pour tout i ∈ {1, . . . , d}, et Y est triviale (comme repré-
sentation de �ΓR) en vertu de la proposition 6.3. La représentation V est donc de de Rham
géométrique.
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Exemple : Soit V ∈ RepdR( GR). On a un isomorphisme de R[t
−1

][GK ]-modules filtrés

DdR(V )
∼→R[t

−1
]⊗R[p−1] DdR(V ).

En effet, on a un isomorphisme de BdR-modules BdR⊗R[p−1] DdR(V )
∼→BdR⊗Q

p
V compa-

tible aux filtrations. En prenant les invariants sous GR, on en déduit l’isomorphisme recher-
ché (cf. lemme 2.11). En particulier, en prenant le Gr

0, on obtient l’isomorphisme de modules
de Higgs, sans champs de Higgs, déjà considéré dans [12, Section 5, Example] entre le module
de Higgs associé à V dans la remarque 4.12 et le module :

Gr
0
(DdR(V ))

∼→
�

n∈Z

C(−n)⊗R[p−1] Gr
n
(DdR(V )).

6.7. Liens entre représentations BdR-admissibles et représentations B
+
dR-admissibles

Soit V ∈ Repl
B+

dR
( OK)

(GR) (resp. V ∈ Repreg
BdR( OK)(GR)). On dispose des homomor-

phismes GR-équivariants

α
+

= α
+
dR(V ) : B

+
dR⊗R D+

dR(V ) → B
+
dR⊗B+

dR
( OK)V

(resp. α = αdR(V ) : BdR⊗R[t−1] DdR(V ) → BdR⊗BdR( OK)V ).

Rappelons que V est B
+
dR-admissible (resp. BdR-admissible) lorsque α

+ (resp. α) est un
isomorphisme. Cela signifie que la B

+
dR-représentation B

+
dR⊗B+

dR
( OK)V (resp. ...) est triviale.

Cela définit des sous-catégories pleines Repl
B+

dR
( OK),dR

(GR) et Repreg
BdR( OK),dR(GR) de

Repl
B+

dR
( OK)

(GR) et Repreg
BdR( OK)(GR) respectivement.

Soit V ∈ Repl
B+

dR
( OK)

(GR). On a bien sûr DdR(V [t
−1

]) = D+
dR(V )[t

−1
] et α = α

+
[t
−1

].

En particulier, si α
+ est bijective, il en est de même de α : on a un foncteur

F : Repl
B+

dR
( OK),dR

(GR) → Repreg
BdR( OK),dR(GR)

V �→ V [t
−1

].

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 6.8. – La représentation V ∈ Repl
B+

dR
( OK)

(GR) est B
+
dR-admissible si et

seulement si V [t
−1

] ∈ Repreg
BdR( OK)(GR) est BdR-admissible et l’application

B
+
dR⊗R

�
D+

dR(V )/t D+
dR(V )

�
→ B

+
dR⊗B+

dR
( OK)

�
C ⊗�K (V/tV )

�GR

est injective.

Au cours de la preuve, nous aurons besoin des résultats suivants. On pose RK :=
’
R OK .

L���� 6.9. – Soit M un RK -module de type fini, plat comme �OK -module. Alors M est
de présentation finie.

Démonstration. – Soitm l’idéal maximal de OK . Choisissons une surjection RK -linéaire
u : L → M avec L libre de rang fini sur RK et soit N le noyau de u. Il suffit de voir que N

est de type fini. Soit Jn := p
δn

RK pour n ∈ N (où p
δ ∈ m est un élément de valuation

0 < δ ≤ 1). On considère l’anneau GrJ

�
RK

�
=

�
n∈N

Jn/Jn+1 ; c’est une RK /p
δ
RK -algèbre

engendrée par la classe de p
δ ∈ J1/J2. Le GrJ

�
RK

�
-module GrJ(N) est engendré par

N/p
δ
N . Supposons N/p

δ
N de type fini. Comme RK est séparé et complet pour la topologie
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p-adique, N est aussi séparé pour la topologie p-adique : on en déduit (cf. [4, Proposition
10.24]) que N est de type fini. Il suffit donc de prouver que N/p

δ
N est de type fini ou, ce qui

est équivalent, que M/p
δ
M est de présentation finie. Cela résulte du lemme suivant.

L���� 6.10. – Soit M un module de type fini sur RK /pRK , plat comme
OK /p OK -module. Alors, il existe δ tel que M/p

δ
M est de présentation finie.

Démonstration. – Si δ ∈ Q∩]0, 1], l’inclusion W(k) → OK induit une application
k → OK /p

δ OK .
Commençons par supposer M plat sur OK /p OK (mais pas forcément de type fini sur

RK /pRK ). Soit 0 → N → L → M → 0 une suite exacte avec L libre sur RK /pRK .
Comme M est plat sur OK /p OK , il en est de même de N et les suites

0 → N/p
δ
N → L/p

δ
L → M/p

δ
M → 0 et 0 → N/mN → L/mL → M/mM → 0

sont exactes. On a donc un diagramme à lignes exactes :

0 �� N ⊗k

�
OK /p

δ OK

�
��

λN

��

L⊗k

�
OK /p

δ OK

�
��

λL

��

M ⊗k

�
OK /p

δ OK

�
��

λM

��

0

0 �� N/p
δ
N �� L/p

δ
L �� M/p

δ
M �� 0

(où on a posé N = N/mN , L = L/mL et M = M/mM ). L’application λL est un
isomorphisme parce que L est libre : l’application λM est donc surjective. Comme c’est
vrai pour tout RK /pRK -module, plat comme OK /p OK -module, l’application λN est
elle aussi surjective, de sorte que λM est en fait un isomorphisme. En particulier, on a
RK /p

δ
RK =

�
RK /mRK

�
⊗k

�
OK /p

δ OK

�
.

Supposons désormais que M est de type fini sur RK /pRK . Comme RK /mRK = R⊗ OK
k

est noethérien, M = M/mM admet une présentation finie L
� → L → M → 0 avec L

�
et L

libres de rang fini sur RK /mRK . Soit Lδ := L⊗R
K

/mR
K

�
RK /p

δ
RK

�
et L

�
δ := L

�⊗R
K

/mR
K�

RK /p
δ
RK

�
. Soient v : L

�
1 → L1 le changement de base du morphisme L

� → L donné et
u : L

�
1 → M un morphisme RK -linéaire qui relève le morphisme L → M . Puisque L

�
1 est de

type fini et u
�
(v(L

�
1)

�
⊆ mM , il existe δ tel que u

�
(v(L

�
1)

�
⊆ p

δ
M . On pose vδ := v mod p

δ

et uδ := u mod p
δ. Alors uδ ◦ vδ = 0 et on obtient un morphisme wδ : Lδ/L

�
δ → M/p

δ
M .

Il est surjectif par Nakayama puisqu’il est surjectif modulo m. Remarquons que Lδ/L
�
δ est

un OK /p
δ OK -module libre puisqu’il est obtenu par le changement de base k → OK /p

δ OK

et que M/p
δ
M est un OK /p

δ OK -module plat par hypothèse. On déduit de [18, §3.1.6] que
wδ est injectif et donc que c’est un isomorphisme.

Rappelons que si A est une OK∞ -algèbre et M un A-module, on dit que M est presque
nul s’il est tué par l’idéal maximal de OK∞ . Un morphisme de A-modules N1 → N2 est dit
presque injectif si son noyau est presque nul. On dit que M est presque plat sur A si pour
tout morphisme injectif de A-modules N1 → N2, le morphisme M ⊗A N1 → M ⊗A N2 est
presque injectif. Ces notions (et bien d’autres) ont été introduites par Faltings dans [12] et
[11], et développées dans [15].

L���� 6.11. – L’anneau C est plat sur ’
R OK [p

−1
] = R/tR et sur R∞,K .
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Démonstration. – Il suffit de montrer que �
R est presque plat sur RK :=

’
R OK . Soit I un

idéal de type fini de RK . Par presque platitude de R sur R OK (cf. [11, Theorem 2.16]), on
sait déjà que R est presque plat sur R OK : on a donc la suite exacte

0 → N → R ⊗R O
K

I
f−→ R ⊗R O

K

’
R OK

où N est un R-module presque nul. En complétant pour la topologie p-adique, on en déduit
une suite exacte :

0 → “N → R“⊗R O
K

I
�f−→ R“⊗R O

K

RK

de sorte que �f est presque injective. On a la situation suivante :

�
R ⊗R

K

I
��

c

��

�
R

�
��

R“⊗R O
K

I
�f �� R“⊗R O

K

’
R OK .

Il suffit donc de voir que l’application c est presque injective. D’après le lemme 6.9 on
peut choisir une surjection RK -linéaire u : L → I avec L libre de rang fini sur RK et
M := Ker(u) de type fini. Puisque I est sans p-torsion on a, pour tout n ∈ N, une suite
exacte 0 → M/p

n
M → L/p

n
L → I/p

n
I → 0 et par presque platitude de R sur R OK , une

suite exacte

0 → Xn → (M/p
n
M)⊗R O

K

R → (L/p
n
L)⊗R O

K

R → (I/p
n
I)⊗R O

K

R → 0

où Xn est presque nul. On a le diagramme commutatif suivant, où la première ligne est
exacte :

M ⊗R
K

�
R

��

a

��

L⊗R
K

�
R

��

b

��

I ⊗R
K

�
R

��

c

��

0

lim←−
n

Xn �
�

�� M“⊗R O
K

R �� L“⊗R O
K

R �� I“⊗R O
K

R

où b est un isomorphisme puisque L est un module libre et a et c sont surjectives puisque
M et I sont de type fini (cf. [8, Proposition 9.2.4]). On conclut comme dans la preuve de
[8, Proposition 9.2.6] que c est presque injective, ce qui achève la preuve.

Démonstration de la proposition 6.8. – Il s’agit de prouver la réciproque : supposons que
V [t

−1
] est BdR-admissible et montrons que V est B

+
dR-admissible. Conservons les notations

du début de ce paragraphe.

Posons M = Ker(α
+
) et M

�
= Coker(α

+
) : on a M [t

−1
] = M

�
[t
−1

] = 0, de sorte que M

et M
� sont de t-torsion.
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On a la suite exacte 0 → B
+
dR

t−→ B
+
dR → C[[u]] → 0 (avec C[[u]] = C[[u1, . . . , ud]] pour

alléger), et donc le diagramme à lignes et colonnes exactes

M
t ��

� �

��

M ��
� �

��

M0� �

��

B
+
dR⊗RD+

dR(V )
t ��

α+

��

B
+
dR⊗RD+

dR(V ) ��

α+

��

C[[u]]⊗R D+
dR(V )

α0

��

�� 0

0 �� B+
dR⊗B+

dR
( OK)V

t ��

����

B
+
dR⊗B+

dR
( OK)V

��

����

C[[u]]⊗B+
dR

( OK) V ��

����

0

M
� t ��

M
� �� M �

0
�� 0

où α0 est l’application induite par α
+, M0 = Ker(α0) et M

�
0 = Coker(α0). Le diagramme

du serpent fournit alors la suite exacte :

(∗) M0 → M
� t−→ M

� → M
�
0 → 0.

Montrons que α0 est un isomorphisme. Posons DC(V ) =

�
C ⊗�K (V/tV )

�GR

. C’est un

’
R OK [p

−1
] = R/tR-module, et on dispose d’une application C-linéaire naturelle

�α : C ⊗R/tR DC(V ) → C ⊗�K (V/tV ).

Soit W = C ⊗�
K

�
V/tV

�
: c’est une C-représentation de GR. D’après le theorème 2.6 il

existe S ∈ I et une S∞,K -représentation libre Y de �ΓS/R tels que W = C ⊗S∞,K
[p−1] Y

en tant que GR-modules. Considérons Y
�∇ ⊆ Y . L’action de �ΓS/R étant discrète sur Y

�∇, par

descente étale S∞,K [p
−1

] ⊗R
K

�
Y

�∇��ΓS/R ∼→Y
�∇ (cf. preuve de la proposition 5.14). Mais

�
Y

�∇��ΓS/R

= DC(V ) : on a donc S∞,K [p
−1

]⊗R
K

DC(V ) ⊆ Y . Comme C est plat sur S∞,K

d’après le lemme 6.11, l’application �α est injective.

Par ailleurs, en tensorisant la suite exacte 0 → B
+
dR

t−→ B
+
dR → C[[u]] → 0 par V au-dessus

de B
+
dR( OK) et en prenant les invariants sous GR, on a la suite exacte

0 → D+
dR(V )

t−→ D+
dR(V ) → (C[[u]]⊗B+

dR
( OK) V )

GR .

Mais l’action de GR est triviale modulo t sur les ui, de sorte que (C[[u]] ⊗B+
dR

( OK) V )
GR =

DC(V )[[u]], et on a une injection

ι : D+
dR(V )/t D+

dR(V ) → DC(V )[[u]].
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L’application α0 se décompose alors de la façon suivante :

C[[u]]⊗R D+
dR(V )

α0 �� C[[u]]⊗B+
dR

( OK) V

C[[u]]⊗R/tR (D+
dR(V )/t D+

dR(V ))

C[[u]]⊗ι ��

C[[u]]⊗�K (V/tV ).

C[[u]]⊗R/tR DC(V )
�α[[u]]

��

Par hypothèse, l’application C[[u]] ⊗ ι est injective. Par ailleurs, comme �α est injective, il en
est de même de �α[[u]]. On en déduit que α0 est injective, et donc que M0 = 0. D’après la suite
exacte (∗), on a donc la suite exacte 0 → M

� t−→ M
� → M

�
0. Mais comme M

� est de t-torsion,
cela implique que M

�
= 0, et donc aussi M

�
0 = 0. Ainsi, α0 est un isomorphisme.

Il en résulte �α[[u]] est un isomorphisme : la C[[u]]-représentation C[[u]] ⊗B+
dR

( OK) V

de GR est un produit de copies de C[[u]]-représentations triviales. En particulier, les opé-
rateurs ∇i associés à la B

+
dR-représentation B

+
dR⊗B+

dR
( OK)V de GR sont nuls modulo t

pour i ∈ {1, . . . , d}. D’après la proposition 6.3, cela implique que la B
+
dR-représentation

B
+
dR⊗B+

dR
( OK)V est triviale, i.e. que V est B

+
dR-admissible.

C�ʀ�ʟʟ�ɪʀ� 6.12. – Le foncteur F : Repl
B+

dR
( OK),dR

(GR) → Repreg
BdR( OK),dR(GR) est

pleinement fidèle.

Démonstration. – Soient V ∈ Repreg
BdR( OK)(GR) et V ⊆ V un B

+
dR( OK)-réseau stable

sous l’action de GR. Il est clair que si V est B
+
dR-admissible, alors V est BdR-admissible, de

sorte que le foncteur F est bien défini.
Par ailleurs, si V1, V2 ∈ Repl

B+
dR

( OK),dR
(GR), alors

HomBdR( OK)(V1[t
−1

], V2[t
−1

]) = HomB+
dR

( OK)(V1, V2)[t
−1

]

et en prenant les invariants sous GR, il vient

HomRepreg
BdR( OK )

(GR)(V1[t
−1

], V2[t
−1

]) = HomRepl

B+
dR

( OK )
(GR)(V1, V2)[t

−1
],

ce qu’on voulait.

6.13. Applications globales aux fibrés de Higgs

Soit X → Spec( OK) un schéma propre, lisse sur K et géométriquement connexe. On
suppose en outre qu’il est lisse sur OK de dimension relative d, ou bien que c’est une courbe à
réduction semi-stable. On dénote par “X le schéma formel défini par la complétion p-adique
de X. Soient η1, . . . , ηs les points de X qui sont de codimension 1 au-dessus du point fermé
de Spec( OK) (on a s = 1 lorsque X est lisse sur OK , et s est le nombre de composantes
irréductibles de la fibre spéciale dans le cas où X est une courbe à réduction semi-stable).
Pour j ∈ {1, . . . , s}, on note �OX,ηj

la complétion p-adique de la localisation de OX en ηj .
C’est un anneau de valuation discrète. Soit Kηj

une clôture algébrique du corps des fractions

de �OX,ηj
. Il définit un point géométrique ηj de XK .
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Soit U := Spf(R U) ⊆ “X un ouvert affine. On dit que U est « petit » si R U satisfait
les hypothèses du §2. Les hypothèses sur le morphisme X → Spec( OK) impliquent que “X
admet une base pour la topologie de Zariski composée d’ouverts petits (cf. remarque 2.3).
Supposons U petit. Pour j ∈ {1, . . . , s} tel que ηj ∈ U, on a un morphisme naturel R U ⊆
Kηj

. On définit R U,j comme l’union des sous-R U-algèbres de Kηj
qui sont finies normales

sur R U et étales en inversant p. On note G U,j le groupe de Galois de R U,j [p
−1

] sur R UK .

Notons η le point géométrique de XK défini par une clôture algébrique Kη du corps des
fonctions de XK (rappelons que ce dernier est supposé lisse et connexe). Soit
V ∈ RepB+

dR
( OK)

�
π1

�
XK , η

��
. Alors pour chaque U ⊆ “X petit et j ∈ {1, . . . , s} tel que

ηj ∈ U, si on choisit une immersion Kη → Kηj
, on peut definir V U,j ∈ RepB+

dR
( OK)

�
G U,j

�

comme la représentation induite par le morphisme G U,j → π1

�
XK , η

�
. On pose

D+
dR(V U,j) =

Ä
B

+
dR

�
R U,j , R U

�
⊗B+

dR
( OK) V

äG U,j

comme dans le paragraphe 2.7. Si

ηj ∈ U� ⊆ U est un ouvert, on a un morphisme naturel R U,j ⊆ R U�,j qui induit des
morphismes B

∇+
dR (R U,j , R U) → B

∇+
dR (R U�,j , R U�) et B

+
dR(R U,j , R U) → B

+
dR(R U�,j , R U�).

On obtient donc un morphisme des modules à connexion D+
dR(V U,j) → D+

dR(V U�,j).

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 6.14. – Soit V ∈ RepB+
dR

( OK)

�
π1

�
XK , η

��
. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) il existe un recouvrement {Ui}i par des ouverts petits de “X tel que pour tout i et tout
j ∈ {1, . . . , s} tel que ηj ∈ Ui, la représentation V Ui,j est B

+
dR(R Ui,j , R Ui

)-admissible ;
(2) pour chaque ouvert petit U et tout j ∈ {1, . . . , s} tel que ηj ∈ U, la représentation V U,j

est B
+
dR(R U,j , R U)-admissible ;

(3) (Pureté) V est B
+
dR( OKηi

,
�OX,ηi

)-admissible comme représentation de

Gal
�
Kηj

/
�OX,ηj

[p
−1

]
�

pour tout j ∈ {1, . . . , s} ;

(4) le fibré de Higgs associé à la “
K -représentation V ⊗BdR( OK)

“
K par Faltings dans [12,

Theorem 6] a un champ de Higgs trivial.

Supposons ces conditions satisfaites. Alors :

(a) les modules D+
dR(V U,j), pour U petit, définissent un faisceau cohérent de

O�X“⊗ OK
B

+
dR( OK)-modules D+

dR(V ) muni d’une connexion intégrable ∇V ;

(b) le O�X“⊗ OK

“
K -module D+

dR(V U,j)⊗B+
dR

( OK)
“
K est le fibré de Higgs construit par Faltings

(avec champ de Higgs trivial).

Démonstration. – L’équivalence de (1)-(4) est une conséquence de la remarque 4.12
et du corollaire 6.6. L’assertion (a) est claire et (b) est une reformulation globale de la
remarque 4.12.

7. Application aux représentations p-adiques : lien avec les (ϕ,Γ)-modules

Si V est une représentation p-adique de GR, alors V définit une B
+
dR-représentation (resp.

une BdR-représentation) de GR en posant W
+

= B
+
dR⊗Q

p
V (resp. W = BdR⊗Q

p
V ),
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l’action de GR étant donnée par g(b⊗v) = g(b)⊗g(v). Remarquons que W ∈ Repreg,l
BdR

( GR).
On pose alors

D
+
dif(V ) = ∆

��
W

+ H R

�
f

�
et Ddif(V ) = ∆

��
W

H R

�
f

�
.

On définit ainsi des foncteurs

D
+
dif : RepQ

p

( GR) → Rpl

l+
dR

Ddif : RepQ
p

( GR) → Rreg,pl
ldR

.

Bien sûr, on a

Ddif(V ) = D
+
dif(V )[t

−1
], D

+
dif(V )

ΓR = (B
+
dR⊗Q

p
V )

G
R et Ddif(V )

ΓR = DdR(V ).

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 7.1. – Soit V une représentation p-adique de GR. Alors V est de de Rham
si et seulement si Ddif(V ) est trivial.

Démonstration. – Supposons V de de Rham. Il existe n ∈ Z tel que V (n) est à poids de
Hodge-Tate négatifs. L’application

B
+
dR⊗R[p−1] D

+
dR(V (n)) → B

+
dR⊗Q

p
V (n)

est injective, et son conoyau est de t-torsion. En prenant les invariants sous H R, on en déduit
une injection

L
+
dR ⊗R[p−1] D

+
dR(V (n))

g−→
�
B

+
dR⊗Q

p
V (n)

� H R

dont le conoyau est de t-torsion. On a alors le diagramme commutatif :

l
+
dR ⊗R[p−1] D

+
dR(V (n))
� �

��

� � f �� D+
dif(V (n))
� �
��

L
+
dR ⊗R[p−1] D

+
dR(V (n))

� � g �� �
B

+
dR⊗Q

p
V (n)

� H R

L’application f est injective car g l’est. Si y ∈ D
+
dif(V (n)), il existe N ∈ N tel que

t
N

y ∈ Im(g) ∩D
+
dif(V (n)). Mais par définition du foncteur X �→ Xf , on a alors

t
N

y ∈ l
+
dR ⊗R[p−1] D

+
dR(V (n)). Le conoyau de f est donc de t-torsion, si bien que f in-

duit un isomorphisme

ldR ⊗R[p−1] D
+
dR(V (n))

∼→Ddif(V (n)) = Ddif(V )

ce qui implique que Ddif(V ) est trivial.

Réciproquement, supposons que Y = Ddif(V ) est trivial comme module à connexion
sur ldR. Comme Y

�∇ est de type fini (c’est le cas de Y = ldR⊗R∞[p−1]Y
�∇), il existe

n ∈ N tel que Y
�∇ ⊆ t

−n
Y

+ où Y
+

:= D
+
dif(V ). Quitte à remplacer V par V (n) et

donc Y
+ par t

−n
Y

+, on peut supposer que n = 0. On a alors Y
�∇

= (Y
+
)
�∇, et donc

ldR⊗R[p−1]Y
+ΓR

∼→Y en vertu de la proposition 5.14. En étendant les scalaires à BdR, il
vient BdR⊗R[p−1] DdR(V )

∼→BdR⊗Q
p
V et V est de de Rham.

4 e SÉRIE – TOME 43 – 2010 – No 2



BdR-REPRÉSENTATIONS DANS LE CAS RELATIF 329

Rappelons quelques notations de [2]. Soient �E
+

= R = lim←−
x�→xp

R/pR et π = ε− 1 ∈ �E
+

.

On pose �E = �E
+�

π
−1

�
,

vE : �E→ R∪{∞}

x �→ p

p− 1
max

�
n ∈ Q, x ∈ π

−n �E
+
�

la pseudo-valuation « �p-adique », et ‹A := W
��E

�
. Ce dernier contient un anneau A,

construit dans [1], qui permet de classifier les représentations p-adiques de GR en termes de
(ϕ,Γ)-modules sur AR = A H R , généralisant l’équivalence de Fontaine (cf. [13]). Si r ∈ Q>0,

on note ‹A(0,r] le sous-anneau de ‹A constitué des éléments z =

∞�
k=0

p
k
[zk] ∈ ‹A tels que

lim
k→∞

rvE(zk) + k = +∞.

Enfin, on pose A(0,r]
= A∩‹A(0,r] et A(0,r]

R =
�
A(0,r]

� H R . On montre (cf. [2, Théorème 4.35])
que les représentations p-adiques sont « surconvergentes » : étant donnée V ∈ RepQ

p

( GR)

une représentation p-adique, pour r ∈ Q>0 assez petit, le A(0,r]
R -module D

(0,r]
(V ) =

�
A(0,r] ⊗Zp

V
� H R est projectif de rang fini, et l’application naturelle

A(0,r] ⊗
A(0,r]

R

D
(0,r]

(V ) → A(0,r] ⊗Zp
V

est un isomorphisme. L’intérêt de ce résultat est que les éléments de ‹A ne convergent pas dans
BdR en général, contrairement aux éléments de ϕ

−n
�‹A(0,r]

�
(pour n ∈ N assez grand), ce

qui permet de relier D
(0,r]

(V ) à DdR(V ), comme nous allons le voir dans ce qui suit.

Soient n ∈ N>0 et r ∈ Q>0. Si r ≥ rn :=
1

(p−1)pn−1 , on dispose de l’application injective

ιn : ‹A(0,r] → B
∇
dR

z =

∞�

k=0

p
k
[zk] �→

∞�

k=0

p
k
�
z

p−n

k

�
.

L���� 7.2. – L’application ιn est bien définie.

Démonstration. – Si z ∈ ‹A(0,r], on a lim
k→∞

rvE(zk) + k = ∞ et, par conséquent,

lim
k→∞

p
p−1vE

�
z

p−n

k

�
+ k = ∞. Comme vE(�p) = 1, on a

p
k
�
z

p−n

k

�
=

�
z

p−n

k �p
p−1

p
k�

b
k

avec b =
p

[�p]
p−1

p

et lim
k→∞

vE

�
z

p−n

k �p
p−1

p
k
�

= ∞. Il suffit de voir que (b
k
)k∈N tend vers 0 dans

B
∇+
dR (pour la topologie naturelle).
Soit r ∈ N>0. Rappelons que ξ = [�p]− p est un générateur de Ker(θ) dans B

∇+
dR . On a

b
2rp

=
p
2rp

(p + ξ)2rp
= p

2r
�
1 +

ξ

p

�−2r(p−1)

≡
r�

s=0

cs

s!
p
2r−s

ξ
s

mod ξ
r+1

B
∇+
dR
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avec cs ∈ Z pour s ∈ {0, . . . , r}. On a donc b
2rp ∈ p W(R) + ξ

r+1
B
∇+
dR . Si k ∈ N, on a

k = 2rpq +a avec 0 ≤ a < 2rp, de sorte que l’image de b
k

= b
a
(b

2rp
)
q dans B

∇+
dR /ξ

r+1
B
∇+
dR

appartient à celle de b
a
p

q
W(R) et tend donc vers 0 (pour la topologie p-adique) lorsque k

tend vers l’infini.

On note encore ιn le composé de ιn et de l’inclusion B
∇
dR ⊆ BdR.

Pour r ∈ Q>0, on pose D
(0,r]

(V ) =
�
B(0,r]⊗Q

p
V

� H R . D’après [2, Théorème 4.40],
il existe rR ∈ R>0 (qui dépend de V ) tel que pour tout r ∈ Q>0 tel que r < rR, on a
B(0,r]⊗

B(0,r]
R

D
(0,r]

(V )
∼→B(0,r]⊗Q

p
V .

En outre, d’après la proposition 8.6, il existe NR ∈ N tel que pour n ≥ NR, on a

ιn

�
A(0,rn]

R

�
⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]][t

−1
] ⊆ ldR ⊆ BdR .

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 7.3. – Si n ∈ N>0 est assez grand, l’application

ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V ) → Ddif(V )

est un isomorphisme de ldR-modules munis d’une action de ΓR.

Démonstration. – Quitte à remplacer R par une extension convenable et à effectuer une
descente étale (cf. proposition 3.3), on peut supposer que D

(0,rn]
(V ) est libre sur B(0,rn]

R (cf.
[2, Théorème 4.35])). Soit n ∈ N>0 tel que rn =

1
(p−1)pn−1 < rR, de sorte que

B(0,rn]⊗
B(0,rn]

R

D
(0,rn]

(V )
∼→B(0,rn]⊗Q

p
V.

En étendant les scalaires BdR via ιn, on en déduit un isomorphisme

BdR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V )
∼→BdR⊗Q

p
V.

Comme BdR⊗Q
p
V = BdR⊗ldR Ddif(V ), l’application

ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V )
f−→ Ddif(V ) = D

+
dif(V )[t

−1
]

est un isomorphisme après tensorisation par BdR au-dessus de ldR.
On a le diagramme commutatif

ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V )
f ��

��

Ddif(V )

��
BdR⊗B(0,rn]

R

D
(0,rn]

(V )
∼ �� BdR⊗ldR Ddif(V ).

Comme D
(0,rn]

(V ) est libre sur B(0,rn]
R , l’application

ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V ) → BdR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V )

(déduite de l’inclusion ldR ⊆ BdR) est injective. Il en résulte que f est injective. Reste à voir
qu’elle est surjective.

Soit δ1, . . . , δn une base de D
(0,rn]

(V ) sur B(0,rn]
R . Il existe N ∈ N tel que

(Id⊗f)(δj) ∈ t
−N

l
+
dR⊗l+

dR
D

+
dif(V ) pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Notons D le sous-l+dR-module
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de ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V ) engendré par 1 ⊗ δ1, . . . , 1 ⊗ δn. L’application f est obtenue à
partir de

f
+

: D → t
−N

l
+
dR⊗l+

dR
D

+
dif(V )

en inversant t. D’après ce qui précède, elle est injective, de sorte qu’on a une suite exacte

0 → D f+

−−→ t
−N

l
+
dR⊗l+

dR
D

+
dif(V ) → C → 0.

Comme BdR⊗f
+ est un isomorphisme, on a BdR⊗l+

dR
C = 0, de sorte que B

+
dR⊗l+

dR
C est

de t-torsion. Comme C est de type fini, il existe m0 ∈ N tel que B
+
dR⊗l+

dR
C est tué par t

m0 .

En réduisant modulo Fil
m+1

B
+
dR, et en utilisant la fidèle platitude de B

+
dR / Fil

m+1
B

+
dR

sur l
+
dR / Fil

m+1
l
+
dR (lemme 5.10), on en déduit que le module

�
l
+
dR / Fil

m+1
l
+
dR

�
⊗l+

dR
C est

tué par t
m0 pour tout m ∈ N. Mais Im(f

+
) est un sous-ldR-module libre de

t
−N

l
+
dR⊗l+

dR
D

+
dif(V ), donc fermé pour la topologie définie par la filtration : la filtra-

tion induite sur le l
+
dR-module C est séparée. Il en résulte que t

m0 C = 0 et que f = f
+
[t
−1

]

est un isomorphisme.

R���ʀ��� 7.4. – A priori, dans la preuve qui précède, l’entier N est non nul, de sorte
qu’il est nécessaire d’inverser t dans la proposition 7.3.

Tʜ��ʀ��� 7.5. – On a ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V ) ∈ Repreg,pl
ldR

(ΓR) : on peut le munir d’une
connexion (cf. section 4.1), et l’isomorphisme

ldR⊗B(0,rn]
R

D
(0,rn]

(V ) → Ddif(V )

est compatible aux connexions.

8. Appendice I

Le but de cette section est de prouver la proposition 8.6.

L���� 8.1. – La restriction ιn : ‹A+ → B
+
dR est continue (l’anneau ‹A+ étant muni de la

topologie faible et B
+
dR de la topologie naturelle).

Démonstration. – Cela se vérifie modulo Fil
m+1

B
+
dR pour m ∈ N. La topologie sur

Bm = B
+
dR / Fil

m+1
B

+
dR est alors la topologie de Banach p-adique définie par l’image B

0
m

de W(R) = ‹A+ dans Bm. Il suffit donc de voir que ιn : ‹A+ → B
0
m est continue, où B

0
m

est muni de la topologie p-adique. Par définition de la topologie faible sur ‹A+
= W(�E

+
),

cela se vérifie sur les composantes fantômes : il s’agit de voir que l’application ϕ
−n

: �E
+
→

�E
+
/π

m+1�E
+

est continue, ce qui est clair.

Rappelons que R
0

= OK{T±1
1 , . . . , T

±1
d } et A+

R0 est l’adhérence de A+
OK

�
[ �T1]

±1
, . . . , [ �Td]

±1
�

pour la topologie faible (cf. [2, Proposition 4.49]). En outre, �R s’obtient à partir de R
0 en

itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale ;
(loc) complétion p-adique d’une localisation ;
(comp) complétion par rapport à un idéal contenant p,
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et R[p
−1

]/ �R[p
−1

] est une extension finie étale.

Enfin, on peut choisir α,β ∈ N>0 tels que A+
R ⊆ ‹A+

R

�
pα

πβ

�
(cf. [2, Proposition 4.49

(e)-(ii)]). Si p
−n

βvE(π) < α, on a ‹A+
R

�
pα

πβ

�
⊆ ‹A(0,rn]

R : posons n0(R) =

°
log

�
pβ

(p−1)α

�

log(p)

§
.

Pour n ≥ n0(R), on a A+
R ⊆ ‹A(0,rn]

R .

Pour n ∈ N, notons θn le composé ‹A(0,rn] ιn−→ B
∇+
dR

θ−→ C.

L���� 8.2. – Il existe n(R) ≥ n0(R) tel que pour n ≥ n(R), on a θn(A+
R) ⊆ Rn.

Démonstration. – Supposons n ≥ n0(R). On a A+
R ⊆ ‹A(0,rn]

R . Si x ∈ �E
+

R, on a

θn([x]) = θ
�
[x]

p−n�
= x

(n) ∈ �R∞.

On a donc θn(‹A+
R) ⊆ �R∞ en vertu du lemme 8.1. Par ailleurs, on a

θn

�
p

α

πβ

�
=

p
α

(ε(n) − 1)β
∈ mKn

: on a encore θn

�
‹A+

R

�
pα

πβ

��
⊆ �R∞ par continuité. En parti-

culier, on a θn(A+
R) ⊆ �R∞. Reste à montrer qu’en fait, on a θn(A+

R) ⊆ Rn.

Commençons par rappeler qu’il existe 0 < δR < 1 et un entier n
�
(R) tel que p

δR ∈ OK
n�(R)

et Rn + p
δRRn+1 = R

p
n+1 + p

δRRn+1 pour tout n ≥ n
�
(R). L’anneau E+

R est l’ensemble

des ((a0, a1, . . . , an, . . . ) ∈ �E
+

R∞ tels que an ∈ Rn/p
δRRn pour tout n ≥ n

�
(R). Quitte

à augmenter n0(R), on peut supposer que n0(R) ≥ n
�
(R). Pour n ≥ n0(R), l’application

θn : A+
R → �R∞ induit donc l’application surjective

θn : E+
R → Rn/p

δRRn ⊆ R∞/p
δRR∞

(a0, a1, . . . , an, . . . ) �→ an.

Réduction. Si le lemme est vrai pour �R, alors il l’est pour R. Dans ce cas, l’extension
E�R → ER est finie étale. On peut écrire E+

R = C/I où C = E�R +[t1, . . . , th] et I ⊆ C

est un idéal contenant f1, . . . , fh vérifiant




I[π

−1
] = (f1, . . . , fh)C

(∃s ∈ N) π
s ∈

�
Jac

�
∂f

i

∂tj

�

1≤i,j≤h

�
.

Soient alors f1, . . . , fh ∈ C := A+

�R[t1, . . . , th] des relèvements de f1, . . . , fh et I l’idéal de

C qu’ils engendrent. Posons A = C/I. Alors la A+

�R-algèbre A+
R est un quotient de A. Pour

n ≥ max(n( �R), n0(R)), on a le diagramme

A ��

θ�
n

��

A+
R

�� E+
R

θn �� Rn/p
δRRn

A+

�R

��

θn �� �Rn
�� Rn.

��

Comme θn(π
s
) = (ε

(n) − 1)
s, on peut appliquer le lemme de Hensel pour relever θn

en une (unique) application θ
�
n (en pointillé) dès que vp((ε

(n) − 1)
s
) <

δR

2 , i.e. dès que
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n ≥
log

�
2s

(p−1)δR

�

log(p) + 1. Posons n(R) = max

�
n( �R), n0(R),

¢
log

�
2s

(p−1)δR

�

log(p)

•
+ 1

�
. Pour

n ≥ n(R), on a le diagramme (commutatif par unicité de θ
�
n)

A+
R

θn ��
θn

��

�R∞

A

����

θ�
n �� Rn

��

��

A+

�R

��

θn �� �Rn.

��

��

Mais comme A → A+
R est surjective, on a θn(A+

R) = θ
�
n(A) ⊆ Rn.

Cas R = �R. On a A+
W = W [[π]] et θn(π) = ε

(n) − 1 ∈ Wn d’où θn(A+
W ) ⊆ Wn

par continuité (cf. lemme 8.1) : on peut prendre n(W ) = 0. D’après l’étape précédente
(réduction) appliquée à l’extension finie W ⊆ OK , il existe n( OK) ≥ n0( OK) tel que, pour
tout n ≥ n( OK), on a θn(A+

OK

) ⊆ OKn
.

Pour i ∈ {1, . . . , d}, on a θn([ �Ti]) = T
(n)
i et θn([ε]) = ε

(n). Si n ≥ n(R
0
) :=

max(n0(R
0
), n( OK)), on a ιn

�
A+

OK

�
[ �T1]

±1
, . . . , [ �Td]

±1
��
⊆ R

0
n. Par continuité (cf. lemme

8.1), on a alors ιn(A+
R0) ⊆ R

0
n.

Il suffit désormais de montrer que si
�

θn(A+
R) ⊆ Rn,

S est une R-algèbre de type (ét), (loc) ou (comp),

alors θn(A+
S ) ⊆ Sn.

• Supposons S/R de type (ét). L’extension A+
R → A+

S relève l’extension formellement
étale (pour la topologie π-adique) E+

R → E+
S . Il en résulte que l’extension A+

R → A+
S

est formellement étale pour la topologie faible. Posons n(S) = max(n(R), n0(S)). Pour
n ≥ n(S), on a le diagramme commutatif

A+
S

��

θ�
n

��

E+
S

θn �� S∞/p
δS S∞

A+
R

��

θn �� Rn
�� Sn.

��

Comme Sn est séparé et complet pour la topologie p-adique et A+
R → A+

S est formellement
étale pour la topologie faible, il existe une unique application θ

�
n (en pointillé) faisant commu-

ter le diagramme. Pour la même raison, il existe une unique application A+
S → �S∞ qui pro-

longe θn : A+
R → �R∞, et c’est θn. On a donc nécessairement θ

�
n = θn sur A+

S et θn(A+
S ) ⊆ Sn

pour n ≥ n(S).
• Supposons S/R de type (loc). Il existe une partie multiplicative U ⊆ E+

R telle que E+
S est

le complété de U
−1

E+
R pour la topologie π-adique. Si U est l’image inverse de U dans A+

R,
l’anneau A+

S est le complété, pour la topologie faible, de U
−1A+

R. Comme U est constitué
d’éléments inversibles dans E+

S , son image par θn est inversible dans Sn/p
δS Sn. Comme

Sn est complet pour la topologie p-adique, cela implique que θn(U) ⊆ Rn est constitué
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d’éléments inversibles dans Sn. On a donc θn(U
−1A+

R) ⊆ Sn, et donc θn(A+
S ) ⊆ Sn par

continuité (cf. lemme 8.1).

• Supposons S/R de type (comp). Il existe un idéal I ⊆ R contenant p et tel que S est le
complété de R pour la topologie I-adique. Soit alors J l’idéal de E+

R constitué des éléments
(a0, a1, . . . , an, . . . ) tels que an ∈ IRn/p

δRRn pour n ≥ n
�
(R). L’idéal J contient π et E+

S est
le complété de E+

R pour la topologie J-adique. Si J est l’image inverse de J dans A+
R, l’anneau

A+
S est le complété de A+

R pour la topologie J-adique. On a θn(J) = IRn/p
δRRn et donc

θn(J) = I. Comme Sn est complet pour la topologie I-adique, on a donc θn(A+
S ) ⊆ Sn.

R���ʀ��� 8.3. – Dans le cas non ramifié, on peut prendre n(R) = 0.

L���� 8.4. – Il existe NR ≥ n0(R) tel que pour n ≥ NR, on a

ιn

�
A+

R

�
⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]] ⊆ l

+
dR ⊆ B

+
dR .

Démonstration. – On procède de façon analogue à celle utilisée lors de la preuve du
lemme 8.2, dont on conserve les notations.

Réduction : Si c’est vrai pour �R, ça l’est encore pour R. La A+

�R-algèbre A+
R est un

quotient de A = C/I où C = A+

�R[t1, . . . , th] et I = (f1, . . . , fh) ⊆ C est tel que

(p, π
s
) ⊆

�
Jac

�
∂fi

∂tj

�

1≤i,j≤h

�
. Pour n ≥ NR = max(n(R), N�R), on a le diagramme

A ��

ι�
n

��

A+
R

θn �� Rn[p
−1

]

A+

�R

��

ιn �� �Rn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]]
�� Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]].

��

Comme θn(π
s
) = (ε

(n) − 1)
s est inversible dans Rn[p

−1
] donc dans Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]],

on peut appliquer le lemme de Hensel pour relever θn en une (unique) application ι
�
n (en

pointillé). On a le diagramme (commutatif par unicité de ι
�
n)

A+
R

ιn ��
ιn

��

B
+ H R

dR

A

����

ι�
n �� Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]]
��

��

A+

�R

��

ιn �� �Rn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]].

��

��

Mais comme A → A+
R est surjective, on a ιn(A+

R) = ι
�
n(A) ⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]].

Cas R = �R. On a A+
W = W [[π]] et ιn(π) = [ε]

p−n − 1 = ε
(n)

exp(p
−n

t) − 1 ∈
Wn[p

−1
][[t]] : d’après le lemme 8.1, on peut poser NW = 0. D’après l’étape précédente

(réduction) appliquée à l’extension finie W ⊆ OK , il existe N OK
∈ N tel que pour tout

n ≥ N OK
, on a ιn(A+

OK

) ⊆ Kn[[t]]. Pour i ∈ {1, . . . , d}, on a

ιn([ �Ti]) = [ �Ti]
p−n

= (Ti − ui)
p−n

= T
(n)
i (1− T

−1
i ui)

p−n

∈ R
0
n[[ui]]

4 e SÉRIE – TOME 43 – 2010 – No 2



BdR-REPRÉSENTATIONS DANS LE CAS RELATIF 335

de sorte que ιn

�
A+

OK

�
[T1]

±1
, . . . , [Td]

±1
��

⊆ R
0
n[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]]. Comme A+

R0 est le
complété de A+

OK

�
[T1]

±1
, . . . , [Td]

±1
�

pour la topologie faible, on a bien
ιn(A+

R0) ⊆ R
0
n[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]] pour n ≥ NR0 = N OK

.

Comme lors de la preuve du lemme 8.2, il suffit désormais de montrer que si
�

ιn(A+
R) ⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]],

S est une R-algèbre de type (ét), (loc) ou (comp),

alors ιn(A+
S ) ⊆ Sn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t].

• Supposons S/R de type (ét). Posons NS = max(NR, n(S)). Pour n ≥ n(S), on a le
diagramme commutatif

A+
S

ι�
n

��

θn �� Sn[p
−1

]

A+
R

��

ιn �� Rn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]]
� � �� Sn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]].

��

Comme Sn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]] est séparé et complet pour la topologie naturelle et
A+

R → A+
S est formellement étale pour la topologie faible, il existe une unique applica-

tion ι
�
n (en pointillé) faisant commuter le diagramme (cf. lemme 8.1). Pour la même raison, il

existe une unique application A+
S → B

+ H S

dR qui prolonge ιn : A+
R → Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]],

et c’est ιn. On a donc nécessairement ι
�
n = ιn sur A+

S et ιn(A+
S ) ⊆ Sn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]]

pour n ≥ NS .

• Supposons S/R de type (loc). Soit n ≥ NS := max(NR, n(S)). L’ensemble
θn(U) ⊆ Rn[p

−1
] est constitué d’éléments inversibles dans Sn. Il en résulte que ιn(U) est

constitué d’éléments inversibles dans Sn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]]. On a donc
ιn(U

−1A+
R) ⊆ Sn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]], et donc ιn(A+

S ) ⊆ Sn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]] par
continuité (cf. lemme 8.1).

• Supposons S/R de type (comp). Soit n ≥ NS := max(NR, n(S)). On a
θn(J) = I, donc ιn(J) ⊆ I + (u1, . . .u d, t)Sn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]]. Comme Sn est complet

pour la topologie I-adique et Sn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]] pour la topologie (u1, . . . , ud, t)-adique,
on a ιn(A+

S ) ⊆ Sn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]].

Pour r ∈ Q>0, on pose
�
‹A(0,r]

R

�

≥0
=

�
z ∈ ‹A(0,r]

R , wr(z) ≥ 0

�
. Si r =

a
b avec

a, b ∈ N>0, notons ‹AR,(a,b) l’adhérence dans
�
‹A(0,r]

R

�

≥0
de ‹A+

R

ñ
pa

[π]
p−1

p
b

ô
pour la topologie

définie par wr (ou la topologie p-adique, cela revient au même). D’après [2, Lemme 4.20], on

a ‹A(0,r]
R = ‹AR,(a,b)

�
[π]

−1
�
. Notons AR,(a,b) l’adhérence dans

�
‹A(0,r]

R

�

≥0
de A+

R

ñ
pa

[π]
p−1

p
b

ô

pour la topologie définie par wr (ou la topologie p-adique).

L���� 8.5. – On a A(0,r]
R = AR,(a,b)

�
[π]

−1
�
.
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Démonstration. – On pose
�
A(0,r]

R

�

≥0
=

�
‹A(0,r]

R

�

≥0
∩ AR. On a déjà AR,(a,b) ⊆

A(0,r]
R . Par ailleurs, on sait que

�
‹A(0,r]

R

�

≥0
⊆ 1

[π]�
a−1

r
�
‹AR,(a,b) (cf. [2, Lemme 4.20]). Plus

précisément, tout élément de
�
‹A(0,r]

R

�

≥0
s’écrit de façon unique

z =

∞�

k=0

[zk]

�
p

a

[π]
p−1

p
b

�qk

p
sk

avec lim
k→∞

vE(zk) = ∞ et rvE(zk) + sk ≥ 0 pour tout k ∈ N (où k = aqk + sk, qk, sk ∈ N et

0 ≤ sk < a est la division euclidienne de k par a). Supposons que z ∈
�
A(0,r]

R

�

≥0
. Montrons

par récurrence sur n ∈ N que

z ∈ 1

[π]
� a−1

r
�
AR,(a,b) ∩A(0,r]

R + p
nA(0,r]

R .

Écrivons donc z = xn+p
n
yn avec xn ∈ 1

[π]�
a−1

r
�
AR,(a,b)∩A(0,r]

R et yn ∈ A(0,r]
R . On peut donc

écrire p
n
yn = z−xn =

∞�
k=n

[yk,n]

Ç
pa

[π]
p−1

p
b

åqk

p
sk ∈ p

nA(0,r]
R . Mais on a rvE(yn,n)+sn ≥ 0

donc vE(yn,n) +
a−1

r ≥ 0 i.e. π
� a−1

r
�
yn,n ∈ E+

R. Comme A+
R → E+

R est surjective, il existe

an ∈ A+
R relevant π

� a−1
r
�
yn,n, de sorte que p

n
yn −

1

[π]
� a−1

r
�
an

�
p

a

[π]
p−1

p
b

�qn

p
sn ∈ p

n+1A(0,r]
R .

Il suffit maintenant de poser xn+1 = xn +
1

[π]
� a−1

r
�
an

�
p

a

[π]
p−1

p
b

�qn

p
sn ∈ 1

[π]
� a−1

r
�
AR,(a,b) ∩A(0,r]

R

et yn+1 =
z−xn+1

pn+1 ∈ A(0,r]
R .

Cela implique que
�
A(0,r]

R

�

≥0
⊆ 1

[π]�
a−1

r
�
AR,(a,b) et donc que A(0,r]

R = AR,(a,b)

�
[π]

−1
�
.

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 8.6. – Pour n ≥ NR, on a

ιn

�
A(0,rn]

R

�
⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]][t

−1
] ⊆ ldR ⊆ BdR .

Démonstration. – D’après le lemme 8.5, il suffit de voir que ιn

�
AR,(1,(p−1)pn−1)

�
⊆

Rn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]] (car ιn([π]) ∈ Rn[p
−1

][[t]] d’après le lemme 8.4). Mais d’après le
lemme 8.4, on sait déjà que ιn

�
A+

R

�
⊆ Rn[p

−1
][[u1, . . . , ud, t]] (et que ιn

�
p

[π](p−1)2pn−2

�
∈

Rn[p
−1

][[u1, . . . , ud, t]]). Par définition de AR,(1,(p−1)pn−1), il suffit donc de montrer que ιn

est continue pour la topologie définie par wrn
. Il suffit de le vérifier sur

�
‹A(0,rn]

R

�

≥0
. Mais si

n ∈ N>0, la topologie définie par wrn
sur

�
‹A(0,rn]

R

�

≥0

�
p

n
�
‹A(0,rn]

R

�

≥0
=

�
(z0, . . . , zn−1) ∈ Wn

��ER

�
, 0 ≤ k < n ⇒ vE(zk) ≥ −k/rn

�

n’est autre que la topologie faible : on peut alors raisonner comme dans la preuve du
lemme 8.1.
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Les relations entre les principaux anneaux considérés dans cet article sont résumées par
les diagrammes suivants :

R[p
−1

]

S∞K

HS

��

S∞[p
−1

]

H S

��

SK

�ΓS

��

S[p
−1

]

ΓS

��

RK

��

GR

��

R[p
−1

]

��
ΓS/R

��

G
R

��

��

B
+
dR

l+dR(S)

��

l
+
dR(S)

��

S

��

S[p
−1

]

��

R

��

��

R[p
−1

]

��

��

��

��

9. Appendice II : Erratum à l’article

« Surconvergence des représentations p-adiques : le cas relatif »
(Astérisque 319 (2008), p. 39–116)

Comme X. Caruso et T. Tsuji nous l’ont signalé, la démonstration de [2, proposition 2.6]
est erronée (notons toutefois que dans le cas où �Λ = C, sa conclusion est juste d’après
le lemme 3.13). Dans l’article, elle est toujours appliquée au sous-Λ(i)

m,G� -module de �ΛH�

engendré par les coefficients d’une matrice. La proposition peut donc être remplacée par
l’énoncé suivant (cf. [6, Lemme 3.2.5]) :

Pʀ����ɪ�ɪ�ɴ 9.1. – Soient i ∈ {0, . . . , d}, m ≥ m(G
�
), U, U

�
: γ

pm Zp

i → GLn

�
Λ

(i)
m,G�

�

deux cocycles continus et B ∈ GLn

��ΛH��
tels que

�
∀γ ∈ γ

pm Zp

i

�
U
�
γ = B

−1
Uγγ(B).

Alors B ∈ GLn

�
Λ

(i)
∞,G�

�
.

Démonstration. – Par continuité de U et U
�, on peut supposer, quitte à augmenter m, que

v(Uγ − 1) > c3(G
�
) et v(U

�
γ − 1) > c3(G

�
) pour tout γ ∈ γ

pm Zp

i . Posons B
�
= (1− τ

(i)
m )(B),

c’est une matrice à coefficients dans X
(i)
m,G� , et par Λ

(i)
m,G� -linéarité et commutation à γ

pm Zp

i ,
on a B

�
U
�
γ = Uγγ(B

�
) de sorte que

(γ − 1)(B
�
) = U

−1
γ B

�
U
�
γ −B

�
= (U

−1
γ − 1)BU

�
γ + B

�
(Uγ − 1)

pour tout γ ∈ γ
pm Zp

i . On a donc

v
�
(γ − 1)(B

�
)
�
≥ inf

�
v(B

�
) + v(U

−1
γ − 1), v(B

�
) + v(Uγ − 1)

�
> v(B

�
) + c3(G

�
).

Mais d’après (TS3) (a), on a v(B
�
) ≥ v

�
(γ − 1)(B

�
)
�
− c3(G

�
). Cela implique donc

v(B
�
) = +∞, i.e. B

�
= 0.
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Profitons-en pour corriger quelques erreurs typographiques.

p. 41, l. −15 & −14, lire : « On choisit γ0 ∈ Gal
�
R∞[p

−1
]/R

�
∞[p

−1
]
�

tel que χ(γ0)
Zp soit

un sous-groupe ouvert de Z×p . »

p. 43, l. 8 : supprimer « intègre ».

p. 43, l. 10 : ajouter « v(±1) = 0 ».

Preuve de [2, proposition 4.38] (p. 103 & 104). – À plusieurs reprises, il faut remplacer
d�

j=1
par

n�
j=1

. Comme observé par S. Zerbes, la définition de l’application wr donnée (p. 104,

l. 16) dépend du choix de la base (e1, . . . , en), mais pas la topologie qu’elle définit sur
n�

j=1

�
A(0,r]

S

�
i
ej , qui est celle induite par l’inclusion dans A(0,r] ⊗Zp

V .
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