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FEUILLETAGES HOLOMORPHES
DE CODIMENSION 1: UNE ÉTUDE LOCALE

DANS LE CAS DICRITIQUE

 D CERVEAU, A LINS NETO
 M RAVARA-VAGO

R. – Nous décrivons les singularités de feuilletages holomorphes dicritiques de petite multi-
plicité en dimension 3. En particulier nous relions l’existence de déformations et de déploiements non
triviaux à des problèmes d’intégrabilité liouvillienne.

A. – We describe the singularities of dicritical holomorphic foliations of small multiplicity
in dimension 3. In particular we connect the existence of non trivial deformations and deployments to
problems of Liouvillian integrability.

1. Introduction

On se propose dans cet article de donner la description de certains germes de feuilletages
holomorphes de codimension un à l’origine de Cn. Un tel feuilletage F est associé à la
donnée d’une 1-forme holomorphe ω ∈ Ω1(Cn, 0), définie à unité multiplicative près,
satisfaisant la condition d’intégrabilité de Frobenius ω ∧ dω = 0 et dont le lieu singulier
Sing ω = Zéros(ω) est de codimension supérieure ou égale à deux. On note F = F ω et
Sing F = Sing ω. La condition d’intégrabilité est non linéaire en les coefficients de ω, ce qui
rend difficile la construction d’exemples par des procédés calculatoires. Il y a essentiellement
deux manières simples pour construire de tels exemples. La première consiste à se donner un
germe ω0 ∈ Ω1(C2, 0) en dimension 2 (dans ce cas la condition d’intégrabilité est triviale),
une application holomorphe F : Cn, 0→ C2, 0 dominante et à considérer ω = F ∗ω0 qui
est automatiquement intégrable ; les feuilles du feuilletage F ω sont alors fibrées par les
niveaux de F . Un tel feuilletage sera dit de type pull-back ; on peut d’ailleurs généraliser cette
procédure en considérant un feuilletage F 0 d’une surface S0, éventuellement singulière, et
une application méromorpheF : Cn 99K S0 (typiquement la projection naturelleC3 99K P2

C)
et en « rappelant » F 0 par F . L’autre manière est de considérer les feuilletages F θ associés
aux 1-formes méromorphes θ fermées : dθ = 0. Comme nous le rappellerons une telle forme
s’écrit :

θ =
∑

λi
dfi
fi

+ dh
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214 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

où les fi sont holomorphes, h méromorphe et les résidus λi des nombres complexes. Essen-
tiellement les feuilles de F θ sont les niveaux de la fonction multivaluée

∑
λilogfi + h. Ceci

n’est pas sans rappeler la conjecture, concernant cette fois les feuilletages globaux, suivante :

C (Brunella, Lins Neto et al. [10]). – Soit F un feuilletage holomorphe de
codimension un sur une variété projectiveX. Alors ou bien F est transversalement projectif
(sur un ouvert de Zariski) ou bien il existe F : X 99K S une application rationnelle vers une
surface S et un feuilletage G de S tels que F = F ∗ G.

Pour éclairer cette conjecture disons que parmi les feuilletages transversalement projec-
tifs il y a les feuilletages donnés par une 1-forme fermée méromorphe ou les feuilletages
transverses à une fibration rationnelle (sur un ouvert de Zariski fibré). Ils sont donnés par
une 1-forme rationnelle ω0 pour laquelle existent deux autres 1-formes rationnelles ω1, ω2

formant un SL(2,C) triplet [10, 20] :

dω0 = ω0 ∧ ω1, dω1 = ω0 ∧ ω2, dω2 = ω1 ∧ ω2.

Soit ω ∈ Ω1(Cn, 0) un germe de 1-forme intégrable, ω =
∑
aidzi ; si l’ensemble singulier

Sing ω := {a1 = · · · = an = 0} est suffisamment petit, Cod Sing ω ≥ 3, le théorème
de Frobenius de B. Malgrange assure l’existence d’une intégrale première non constante
f ∈ O(Cn, 0) : ω = gdf , g ∈ O∗(Cn, 0) ; ici les feuilles sont les niveaux de f . On pourrait
penser que cela décrit la situation générique (pour la topologie de Krull), mais il n’en est rien :
on sait en effet depuis Kupka et Reeb [17] que la condition dω(0) 6= 0 implique que le lieu
singulier est lisse de codimension deux et cette propriété est stable. Nous précisons dans le
texte ce phénomène bien connu et nous présentons la classification des 1-formes intégrables
dont le 1-jet est non trivial suivant les travaux de [12, 17, 19]. Une grande partie du travail
que nous proposons repose sur l’idée naïve suivante ; si l’on procède au développement de
Taylor de ω :

ω = ων + ων+1 + · · ·+ ωk + · · ·
où chaque ωk est une 1-forme homogène de degré k, i.e. à coefficients polynômes homogènes
de degré k, et ων est la partie homogène de plus bas degré non nulle, alors la partie initiale
In(ω) = ων de ω est intégrable. Mieux, il y a une homotopie de 1-formes intégrables

ωt = ων + tων+1 + · · ·+ tkων+k + · · · , t ∈ C

reliant ω = ωt=1 à sa partie initiale ωt=0 = In(ω). On peut donc espérer, modulo des
conditions raisonnables sur ων , que la 1-forme ω, que l’on voit donc comme une déforma-
tion de ων , va conserver certaines propriétés de sa partie initiale In(ω). Pour présenter nos
résultats nous avons besoin de quelques notations et rappels. On désigne par R le champ
radial, R =

∑
zi

∂
∂zi

. Une 1-forme homogène intégrable ων est dite dicritique si le polynôme
Pν+1 = iRων est identiquement nul ; elle est non dicritique sinon. Une forme dicritique induit
un feuilletage sur l’espace projectif Pn−1

C , tandis que le feuilletage homogène associé à une
forme non dicritique est défini par une 1-forme fermée rationnelle : en effet ων

Pν+1
est fermée.

Modulo des conditions génériques portant sur ων , ces propriétés sont gardées en mémoire
par les ω telles que In(ω) = ων . Ainsi, dans le cas non dicritique, si [Pν+1 = 0] ⊂ Pn−1

C est
réduit et à croisement normaux, alors F ω est encore défini par une 1-forme fermée méro-
morphe dès que les résidus λi de ων = In(ω) satisfont une condition générique (satisfaite
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FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ÉTUDE LOCALE 215

sur un ouvert dense) ; de même si [Pν+1 = 0] est irréductible de degré ps, avec p premier et
n ≥ 3 [11] : en fait dans ce cas ω possède une intégrale première holomorphe non constante.

Dans le cas dicritique et en dimension 3, on démontre dans [1] que si dων = d(In(ω))

est à singularité isolée et ν ≥ 3, alors les feuilletages F ων et F ω sont holomorphiquement
conjugués, ce que l’on peut interpréter comme un résultat de détermination finie ou de
stabilité (pour la topologie de Krull).

Nous nous intéressons dans cet article à des feuilletages F ω dont la partie homogène
ων = In(ω) ne satisfait plus les conditions précédentes. Si ων est une 1-forme homogène
intégrable dicritique, on note [ F ων ] le feuilletage de Pn−1

C associé ; si Cod Sing ων ≥ 2, c’est
un feuilletage de degré ν−1. Rappelons qu’un point central (ou une singularité de type centre)
pour un feuilletage G du plan est un point singulier m en lequel G possède une intégrale
première de Morse ; toujours en dimension 2, un point singulierm est dit nilpotent si G ,m est
défini par un germe de 1-forme dont la partie initiale est de type xdx. Le point singulier m
est dit d’ordre ≥ 2 si G ,m est défini par une 1-forme à 1-jet nul.

Les résultats qui suivent sont propres à la dimension 3, première dimension où la condi-
tion d’intégrabilité est non triviale.

T P. – Soit ω ∈ Ω1(C3, 0) holomorphe intégrable. On suppose que la
partie initiale In(ω) = ων est dicritique et satisfait Cod Sing ων ≥ 2. Alors :

1. Si ν = 1, F ω est holomorphiquement conjugué à F ω1
,ω1 = z2dz1−z1dz2 ; en particulier

F ω possède une intégrale première méromorphe
Z1

Z2
(Zi coordonnées).

2. Si ν = 2, F ω est donné par une 1-forme fermée méromorphe.
3. Si ν ≥ 3 et [ F ων ] n’a ni singularité nilpotente, ni centre, ni singularité d’ordre ≥ 2, alors

F ω est conjugué à F ων .
4. Si ν = 3 et [ F ω3 ] a une singularité de type centre, alors F ω est défini par une 1-forme

fermée méromorphe.
5. Si ν = 3 et [ F ω3 ] a une singularité nilpotente alors, modulo une condition de non-

résonnance portant sur ω3, F ω est défini par une 1-forme fermée méromorphe ou bien
F ω est conjugué à F ω3 .

6. Si ν = 3 et F ω3 a une singularité d’ordre ≥ 2, alors F ω est transversalement affine, i.e.
dω = ω ∧ ω1, avec ω1 méromorphe fermée.

Dans le théorème principal, nous avons rassemblé divers énoncés qui apparaissent dans le
texte. Par souci de cohérence nous avons inséré dans le théorème des résultats bien connus :
c’est le cas des points 1 et 2. Le point 3 contient le résultat de Camacho-Lins Neto [1]. Le
point 4 fait intervenir un résultat d’intégration liouvillienne remarquable démontré en 1908
par Henri Dulac [14]. Le point 5 nécessite une étude fine des déploiements des feuilletages du
plan à singularité nilpotente. Cette étude est rendue possible par l’utilisation du Théorème
de Préparation de F. Loray [19]. À titre d’exemple, on démontre que si ω0 ∈ Ω1(C2, 0) est
à singularité nilpotente et à nombre de Milnor µ(ω0; 0) de type p − 1 avec p premier, alors
tout déploiement F ω de F ω0

à singularité nilpotente (In(ω) = In(ω0)) est trivial ou bien

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



216 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

F ω0
(et F ω) possède une intégrale première holomorphe non constante. Rappelons que si

ω0 = adx+ bdy alors µ(ω0; 0) est la multiplicité d’intersection de l’idéal (a, b) :

µ(ω0; 0) = dim
O(C2, 0)

(a, b)
.

Nous donnons des exemples de déploiements non triviaux pour les feuilletages F ω3 asso-
ciés à des 1-formes fermées méromorphes. En particulier on rencontre dans cette description
des feuilletages F ω, ω ∈ Ω1(C3, 0), qui après réduction des singularités sont complétement
réguliers.

Le plan du travail est le suivant : le chapitre 1 introduit le sujet et rassemble en un seul
énoncé (théorème principal) les résultats du présent article, ainsi que tous les résultats
précédents. Dans le chapitre 2 les notations et vocabulaire sont introduits. Aux chapitres 3

et 4 nous revisitons les résultats déjà connus et reformulons leur preuves. Au chapitre 5

nous prouvons une propriété de stabilité locale (au sens des déploiements) des singularités
nilpotentes en utilisant le théorème de préparation de F. Loray. Dans le chapitre 6 nous
présentons le célèbre Théorème de H. Dulac et en donnons des applications directes. Au
chapitre 7 le théorème de Dulac est généralisé aux singularités nilpotentes génériques (théo-
rème 11). Les chapitres 8, 9, 10 et 11 sont le cœur de l’article. On y étudie en particulier les
singularités nilpotentes non génériques et décrivons la dichotomie « trivialité des déploie-
ments » / intégrabilité liouvillienne. Au chapitre 12 est prouvée une propriété de stabilité
générique des feuilletages transversalement affines de degré deux alors que des exemples de
non-stabilité de feuilletages définis par une 1-forme fermée sont construits au chapitre 13.
Nous donnons aussi dans ce chapitre une liste de problèmes ouverts.

Remerciements. – Nous remercions F. Loray, C. Rousseau et F. Touzet pour des échanges
fructueux. Le deuxième auteur a bénéficié d’un financement IUF et CNPq pour un séjour
à Rennes, le troisième est financé par un projet PDE/CsF du CNPq pour un séjour de deux
ans à Rennes. Nous remercions les rapporteurs pour leurs suggestions.

2. Notations, définitions et rappels

On note O(Cn, 0) l’anneau des germes de fonctions holomorphes à l’origine de Cn ;
on désigne par Ωk(Cn, 0) le O(Cn, 0)−module des germes de k−formes holomorphes à
l’origine deCn. Bien sûr Ω0(Cn, 0) = O(Cn, 0) ; le O(Cn, 0)−module des champs de vecteurs
holomorphes se note Θ(Cn, 0). Plus généralement si M est une variété complexe on note
O(M), Ωk(M) et Θ(M) les faiseaux de fonctions, k−formes et champs. Si α ∈ Ωk et X ∈ Θ

on note iXα le produit intérieur de α par X et LXα = iXdα + d(iXα) la dérivée de Lie de
α suivant X.

Un germe de feuilletage holomorphe F = F ω de codimension 1 à l’origine de Cn est
défini par la donnée d’un germe de 1-forme ω ∈ Ω1(Cn, 0) satisfaisant les deux conditions :

(i) ω ∧ dω = 0 (intégrabilité)

4 e SÉRIE – TOME 49 – 2016 – No 1



FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ÉTUDE LOCALE 217

(ii) Cod Sing ω ≥ 2

où Sing ω désigne l’ensemble singulier de ω ; en coordonnées si :

ω =

n∑
i=1

aidxi, ai ∈ O(Cn, 0),

alors Sing ω = {a1 = · · · = an = 0}.

Ajoutons que par définition deux 1-formes ω, ω′ satisfaisant (i), (ii) et ω ∧ ω′ = 0

définissent le même feuilletage. Avec la notation ci-dessus le lieu singulier Sing F de F = F ω
est Sing ω. Deux germes de feuilletages F ω = F et F ω′ = F ′ sont conjugués s’il existe
φ ∈ Diff(Cn, 0), le groupe des germes de difféomorphismes de Cn, 0, tel que φ∗ω ∧ ω′ = 0.
On note F ′ = φ−1 F .

On a le théorème de structure suivant :

T 1 (Malgrange [21]). – Soit ω comme ci-dessus ; si Cod Sing ω ≥ 3 il existe une
unité g ∈ O∗(Cn, 0) et f ∈ O(Cn, 0) tels que ω = gdf .

Lorsque ω est non singulière, i.e. Sing ω = ∅, on retrouve le théorème de Frobenius
classique. Dans ce cas, f est une submersion.

Dans la théorie des singularités de feuilletage il y a un énoncé classique connu sous le nom
de phénomène de Kupka-Reeb et qui est une application directe du Théorème de Darboux
classifiant localement les 2-formes fermées. En voici l’énoncé :

T 2 ([17, 3]). – Soit F = F ω un germe de feuilletage à l’origine de Cn défini par
la 1-forme intégrableω. On suppose que la différentielle dω est non nulle à l’origine : dω(0) 6= 0.
Il existe des coordonnées (x1, x2, . . . , xn) telles que ω = A1(x1, x2)dx1 + A2(x1, x2)dx2,
Ai ∈ O(C2, 0).

Sous les hypothèses du théorème, il existe une submersion ϕ : Cn, 0 → C2, 0 telle que
F = ϕ−1( F 0) où F 0 est un feuilletage sur C2, 0.

Si l’on souhaite décrire tous les feuilletages donnés par une 1-forme ω dont la partie
linéaire est non triviale les deux énoncés précédents s’avèrent insuffisants. Ils doivent être
complétés par deux autres ; le premier se trouve dans [12], nous en donnons sa preuve dont
l’esprit est important pour la compréhension de la suite :

P 1. – Soit F un germe de feuilletage holomorphe de codimension 1 à l’origine
de Cn donné par ω ∈ Ω1(Cn, 0), n ≥ 3. Soient i : C2, 0 ↪→ Cn, 0 une immersion et ω0 = i∗ω.
On suppose que le 1-jet de ω0 est non nilpotent (i.e. non nul et non conjugué à x1dx1). On a
l’alternative :

(1) F ne dépend que de deux variables, i.e. il existe une submersion j : Cn, 0 → C2, 0,
j ◦ i = idC2 , telle que F = j−1(i−1 F ).

(2) F possède une intégrale première holomorphe f ∈ O(Cn, 0) non constante, i.e. ω∧df = 0.
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218 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

Démonstration. – Soit (x, y) = (x1, x2, y3, . . . , yn) un système de coordonnées tel que i
s’identifie à l’inclusion i(x) = (x, 0). Si dω0(0) 6= 0 on a bien sûr dω(0) 6= 0 et on se trouve
en présence d’un phénomène de Kupka-Reeb ; on est alors dans le cas (1). Sinon, puisque le
1-jet de ω0 est non nilpotent, on a à conjugaison linéaire près :

j1ω0 = x2dx1 + x1dx2.

On écrit alors :

ω = A1dx1 +A2dx2 +B3dy3 + · · ·+Bndyn

où Ai, Bi ∈ O(Cn, 0) avec A1 = x2 + · · · , A2 = x1 + · · · . Si le lieu singulier de ω est de
codimension au moins trois, le théorème de Malgrange dit que nous sommes dans l’éven-
tualité (2). Comme l’ensemble lisse {A1 = A2 = 0} est de codimension 2 et contient Sing ω,
on constate, lorsque Cod Sing ω = 2, l’égalité Sing ω = {A1 = A2 = 0}. En particulier
chaque Bi est dans l’idéal < A1, A2 > :

Bi = αiA1 + βiA2, αi, βi ∈ O(Cn, 0).

Par suite les champs de vecteursXj = ∂
∂yj
−αj ∂

∂x1
−βj ∂

∂x2
annulent ω par produit intérieur

et produisent une trivialisation de F : nous sommes dans le cas (1).

La description des feuilletages donnés par une 1-forme dont le 1-jet est x1dx1 est présentée
par F. Loray dans [19] comme conséquence de son Théorème de Préparation. En voici
l’énoncé :

T 3. – Soit F = F ω un germe de feuilletage de codimension 1 à l’origine de Cn.
On suppose que la partie linéaire de ω est de type x1dx1. Alors à conjugaison et multiplication
par unité près, ω est de la forme :

(1) ω = x1dx1 + (l1(f) + x1l2(f))df

où f = f(x2, . . . , xn) ∈ O(Cn−1, 0), l1 et l2 sont dans O(C, 0).

Une 1-forme de type (1) sera appelée forme normale de Loray. Comme dans le phénomène
de Kupka-Reeb, le feuilletage F apparaît comme image réciproque (par l’application (x1, f))
d’un feuilletage de C2, 0 (le feuilletage défini par x1dx1 + (l1(y1) + x1l2(y1))dy1).

Soit ω un germe de 1-forme intégrable à l’origine de Cn ; on note ν = ν(ω) la multiplicité
algébrique de ω. Si on effectue le développement de Taylor de ω :

ω = ων + ων+1 + · · ·+ ωk + · · ·

où chaque ωk est une 1-forme homogène de degré k, alors ων est une 1-forme homogène qui
se trouve intégrable (condition (i)) ; par contre la condition (ii) pour ω, i.e. Cod Sing ω ≥ 2

n’implique pas qu’elle soit vérifiée par ων .

D 1. – Soit ων une 1-forme homogène intégrable sur Cn, ων =
n∑
i=1

Aidxi, Ai

homogène de degré ν. On dit que ων est dicritique si
n∑
i=1

xiAi ≡ 0 et non dicritique sinon.
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Considérons le champ radial R =
n∑
i=1

xi
∂
∂xi

; ων est dicritique si et seulement si le poly-

nôme Pν+1 = iRων est identiquement nul. Dans le cas non dicritique, Pν+1 6≡ 0, la 1-forme
ων
Pν+1

est fermée ; si la décomposition en facteurs irréductibles de Pν+1 est :

Pν+1 = Pn1+1
1 · · ·Pns+1

s , ni ∈ N, Pi irréductible,

alors il existe des nombres λi ∈ C et un polynôme H de degré d0H =
∑
nid

0Pi tel que
([12]) :

ων
Pν+1

=
∑

λi
dPi
Pi

+ d

(
H

Pn1
1 · · ·P

ns
s

)
.

Cette 1-forme possède l’intégrale première multivaluée
∑

λilogPi +
H

Pn1
1 · · ·P

ns
s

.

Lorsque Pν+1 est réduit, i.e. ni = 0, on peut supposer H = 0 et :

ων
Pν+1

=
∑

λi
dPi
Pi

avec
∑

λid
0Pi = 1.

Dans ce cas on dit que ων (ou
ων
Pν+1

) est logarithmique et que les λi sont les résidus de
ων
Pν+1

.

On dit que les résidus satisfont la condition P si λi 6∈ Q pour tout i et l’un des λi est ou
bien non réel ou bien un irrationnel mal approché par les rationnels.

Voici deux résultats dus à D. Cerveau et F. Loray [11] et D. Cerveau et J.-F. Mattei [12] que
nous concentrons dans un seul et qui donnent un aperçu raisonnable des feuilletages F = F ω
lorsque ων est non dicritique logarithmique.

T 4. – Soit ω = ων + · · · un germe de 1-forme intégrable à l’origine de Cn,
n ≥ 3. On suppose que la partie homogène de plus bas degré ων est non dicritique et satisfait
Cod Sing ων ≥ 2.

(1) Si Pν+1 = iRων est irréductible de degré ν + 1 = ps avec s ∈ N et p premier, alors ω
possède une intégrale première holomorphe non constante f = Pν+1 + · · · , ω ∧ df = 0.

(2) Si Pν+1 = P1 · · ·Ps est réduit, s ≥ 2, l’hypersurface [Pν+1 = 0] ⊂ Pn−1
C est à croisements

ordinaires et les résidus λi satisfont la condition P, alors ω possède une intégrale première∑
λilogfi, où les fi = Pi + · · · sont holomorphes.

(3) Si Pν+1 est irréductible et [Pν+1 = 0] ⊂ Pn−1
C est à croisements ordinaires, alors ω possède

une intégrale première holomorphe.

R 1. – Dans les cas (1), (2) et (3) le feuilletage F ω est défini par une 1-forme
fermée tout comme sa partie homogène F ων .

R 2. – Dans [11] on construit des feuilletages F ω de C3, 0 tels que la partie
homogène ων soit de type dPν+1 avec Pν+1 irréductible et qui ne possèdent pas d’intégrale
première holomorphe non constante. Ils ont la propriété d’être image réciproque par une
application holomorphe d’un feuilletage de C2, 0.

R 3. – Dans [13] on s’intéresse au cas où Pν+1 = 0 est un croisement normal,
i.e. un produit de coordonnées, et les λi des entiers positifs. On obtient dans ce cas l’alterna-
tive (non exclusive) : ou bien F ω est défini par une 1-forme fermée (qui n’est pas en général
à pôles simples) ou bien F ω est image récriproque d’un feuilletage de C2, 0.
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Intéressons-nous maintenant dans le cas dicritique aux propriétés de ων susceptibles
d’être transmises à tout ω = ων + · · · . Le premier résultat en ce sens est dû à C. Camacho et
A. Lins Neto [1] :

T 5. – (1) Soit ω = ων + · · · un germe de 1-forme intégrable à l’origine de C3

dont le ν−jet est la 1-forme homogène dicritique ων avec ν ≥ 3. Si la 2-forme dων ne
s’annule qu’en 0, il existe un germe de difféomorphisme φ de C3, 0 tel que ω = φ∗ων , i.e.
ω et ων sont conjuguées.

(2) Soit ω ∈ Ω1(Cn, 0), n ≥ 4, un germe de 1-forme intégrable pour lequel il existe une section
3-plane i : C3, 0→ Cn, 0 telle que i∗ω satisfait le point (1). Alors il existe une submersion
j : Cn, 0 → C3, 0 telle que ω = j∗(i∗ω). En particulier ω est conjugué à la 1-forme
j∗(i∗ω)ν ∈ Ω1(C3, 0) (vue dans Ω1(Cn, 0)).

Le théorème 5 classifie les feuilletages en dimension 3 à partie homogène générique
pour ν ≥ 3. Qu’en est-il pour ν ≤ 2 ? Il se trouve que si ων ∈ Ω1(Cn, 0) est intégrable homo-
gène dicritique de degré ν ≤ 2, il existe un polynôme homogène Qν+1 de degré ν + 1 tel que
ων
Qν+1

soit fermée [3]. Par exemple si ν = 1, ω1 est linéairement conjugué à x1dx2 − x2dx1

et Q2 = x1x2 convient.
On déduit la classification (générique lorsque) ν ≤ 2 en utilisant le résultat suivant énoncé

dans [7] :

T 6. – Soit ω = ων + · · · ∈ Ω1(Cn, 0) intégrable avec ων homogène dicritique de
degré ν et satisfaisant Cod Sing ων ≥ 2. On suppose qu’il existe un polynôme homogène Q tel
que

ων
Q

soit fermée. Il existe alors f ∈ O(Cn, 0) tel que
ω

f
soit fermée.

R 4. – De la même façon que dans le cas homogène, une 1-forme fermée méro-
morphe η s’écrit :

η =

s∑
i=1

λi
dfi
fi

+ d

(
H

fn1
1 · · · f

ns
s

)
où les fi et H sont holomorphes, λi ∈ C et ni ∈ N. La fonction multivaluée∑

λilogfi +
H

fn1
1 · · · f

ns
s

est une intégrale première du feuilletage correspondant.

C 1. – Soit ω = ων + · · · ∈ Ω1(Cn, 0) intégrable avec ων homogène dicritique,
Cod Sing ων ≥ 2 et ν ≤ 2. Il existe f ∈ O(Cn, 0) tel que

ω

f
soit fermée.

R 5. – Le théorème 6 s’étend stricto sensu de la façon suivante : s’il existe Q
rationnelle homogène telle que

ων
Q

soit fermée alors il existe f méromorphe telle que
ω

f
soit

fermée.

R 6. – En dimension supérieure à 4 l’espace des formes intégrables homogènes
dicritiques de degré ν est une variété algébrique non irréductible. « Beaucoup » de ses compo-
santes sont associées à des feuilletages définis par des 1-formes fermées rationnelles. C’est un
cas typique où le théorème 6 s’applique.
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Ceci étant dit, il semble intéressant d’étudier les dégénérescences des cas génériques – ce
que nous abordons dans les chapitres suivants.

3. Cas dicritique dégénéré avec ν ≤ 2

Dans le chapitre qui précède l’hypothèse Cod Sing ων ≥ 2 a été essentielle. En fait si
ων est homogène dicritique avec ν ≤ 2 et ων s’annule sur une hypersurface alors ν = 2 et à
conjugaison linéaire près ω2 est de l’un des deux types suivants :

x1(x1dx2 − x2dx1) ou x3(x1dx2 − x2dx1).

Il existe des 1-formes holomorphes ω ∈ Ω1(C2, 0) dont le 2-jet est x1(x1dx2 − x2dx1) pour

lesquels il n’existe pas de f ∈ O(C2, 0) tels que
ω

f
soit fermée : c’est d’ailleurs générique par

la topologie de Krull. C’est le cas par exemple pour x1(x1dx2 − x2dx1) + ω3 où ω3 est une
1-forme homogène générique. Pour ce qui concerne les dimensions supérieures à 2 on peut
poser la

Q. – Soit ω ∈ Ω1(Cn, 0) intégrable dont le 2-jet est x1(x1dx2 − x2dx1). Existe-
t-il F : Cn, 0→ C2, 0 et ω0 ∈ Ω1(C2, 0) tels que ω ∧ F ∗ω0 = 0, i.e. le feuilletage F ω est-il le
tiré en arrière d’un feuilletage du plan ?

Pour ce qui concerne l’autre modèle nous avons la :

P 2. – Il n’existe pas de 1-forme ω ∈ Ω1(Cn, 0), n ≥ 3, ω intégrable,
Cod Sing ω ≥ 2, ayant pour 2-jet ω2 = x3(x1dx2 − x2dx1).

Démonstration. – Quitte à couper par un 3-plan général, il suffit d’établir la proposition
pour n = 3. Supposons qu’il existe ω ∈ Ω1(C3, 0) telle que j2ω = ω2 et Cod Sing ω ≥ 2.

Considérons l’éclatement E : C̃3 → C3, 0 de l’origine de C3. Le diviseur exceptionnel
E−1(0) ' P2

C est génériquement transverse au feuilletage F̃ relevé de F = F ω par E. En se
plaçant dans la carte (x1, x2, x3) où E s’exprime sous la forme :

E(x1, x2, x3) = (x1, x1x2, x1x3)

on constate que F̃ est défini par :

E∗ω

x3
1

= ω̃ = x3dx2 + Ãdx1 + x1B̃dx2 + x1C̃dx3.

En écrivant explicitement l’intégrabilité de ω̃ on constate que ω̃ s’annule sur la droite
x1 = x3 = 0 contenue dans E−1(0). Un calcul immédiat montre que :

dω̃|x1=x3=0
= dx3 ∧ dx2 + dx1 ∧ (·).

Ainsi ω̃ annule un champ Z̃ dont la composante suivant ∂
∂x1

est non nulle le long de
x1 = x3 = 0. Ceci oblige ω̃ à s’annuler sur une surface, contredisant l’hypothèse

Cod Sing ω ≥ 2.
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Si l’on considère l’espace J ν ⊂ Ω1(Cn, 0) des germes de 1-formes intégrables ω tels que
jν−1ω = 0, ων = jνω est homogène de degré ν dicritique, on hérite d’une projection (jet
d’ordre ν)

jν : J ν → [ J ν ]

à valeur dans [ J ν ] = {ων homogène intégrable dicritique de degré ν}. La proposition 2
indique que cette projection n’est en général pas surjective.

R 7. – Le groupe des difféomorphismes tangents à l’identité Diff1(Cn, 0) agit
sur J ν en préservant les fibres de jν . Le théorème 5 de Camacho-Lins Neto s’interprète
comme suit : si ων satisfait les hypothèses du théorème 5 alors l’action de Diff1(Cn, 0) sur
la fibre (jν)−1(ων) est transitive.

4. Un lemme utile et le théorème de Camacho–Lins Neto revisité

Dans ce chapitre ω = ων + · · · ∈ Ω1(C3, 0) est un germe de 1-forme intégrable,
Cod Sing ω ≥ 2. Ils nous sera utile de réprésenter les germes considérés sur une boule centrée
à l’origine. Nous la noterons B et son rayon sera supposé suffisamment petit pour que le
discours qui suit ait un sens. On pose B∗ = B − {0}.

L 1. – Supposons qu’il existe un recouvrement ouvert {Uk} de B∗ et des champs de
vecteurs holomorphes Xk ∈ Θ(Uk) tels que ω|Uk = iXkdω|Uk . Il existe alors X ∈ Θ(C3, 0) tel
que ω = iXdω.

Démonstration. – Soit Z un champ de vecteurs tel que dω = iZvol, où la forme
vol = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 est une 3-forme non nulle de C3. L’hypothèse du lemme implique
que l’ensemble des zéros Sing Z de Z est contenu dans Sing ω et donc de codimension au
moins deux. Lorsque Ui ∩ Uj 6= ∅, on a iXi−Xjdω|Ui∩Uj = 0 ; puisque Cod Sing Z ≥ 2

il existe hij ∈ O(Ui ∩ Uj) tels que Xi − Xj = hijZ. Comme le groupe de cohomologie
H1(B∗, O) est trivial, c’est un résultat de H. Cartan [5] (voir [3]), on a, quitte à choisir un
bon recouvrement, hij = hi − hj , hk ∈ O(Uk). Ainsi les champs Xi − hiZ se recollent et
définissent un champ global X∗ ∈ Θ(B∗). Le Théorème de Hartogs permet de prolonger ce
champ en un champ X ∈ Θ(B) qui vérifie ω = iXdω.

À titre d’application nous présentons une preuve de l’énoncé de Camacho–Lins Neto,
partie (1).

Démonstration du théorème 5, partie (1). – Puisque dων ne s’annule qu’en 0 il en est de
même pour dω. Par suite en chaque point m d’une boule épointée B∗ on peut trouver un
champX,m ∈ Θ(B∗,m) tel que ω,m = iX,mdω,m. D’après le lemme 1 il existeX ∈ Θ(C3, 0)

tel que ω = iXdω. Il est clair que X s’annule en 0 sinon dων s’annulerait sur une droite.
Soit X1 la partie linéaire de X en 0 ; on a :

ων = iX1
dων = i R

ν+1
dων

qui conduit à iX1− R
ν+1

dων = 0. Comme ν ≥ 3 et dων est à singularité isolée on a X1 = R
ν+1 .

Le théorème de linéarisation des champs de vecteurs de Poincaré permet alors de supposer
que X = X1 = R

ν+1 . Un calcul direct (utilisant L R
ν+1

ω = ω) montre que ω = ων .
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R 8. – Dans l’article [1] les auteurs substituent au lemme 1 le Lemme de Divi-
sion de de Rham-Saito [25]. Il se trouve que le Lemme de Division peut se démontrer (sur C
et en dimension 3) en utilisant l’argument de H. Cartan.

R 9. – Dans [18] l’un de nous montre que la seule hypothèse Sing dω = {0}
conduit, à conjugaison près, à l’existence d’un champ de vecteurs radial à poids
X =

∑
pixi

∂
∂xi

, pi ∈ N∗, tel queLXω = pω, p ∈ N, ce qui permet de montrer queω est quasi
homogénéisable. Le feuilletage F ω peut être vu comme image réciproque d’un feuilletage
sur un espace projectif à poids de dimension 2.

Le lemme qui suit va nous permettre de donner une généralisation des résultats qui
précèdent. Comme toujours on désigne par E : C̃3 → C3, 0 l’éclatement de l’origine de C3 ;
le diviseur exceptionnel E−1(0) est isomorphe à P2

C.

L 2. – Soit ω ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable à l’origine de C3 dont la
partie homogène ων est dicritique et satisfait Cod Sing ων ≥ 2. On suppose qu’en chaque point
m ∈ E−1(0) il existe un germe de champ de vecteurs X̃,m ∈ Θ(C̃3,m) tel que :

(1) X̃,m est tangent au feuilletage E−1( F ω), i.e. iX̃,mE
∗ω = 0.

(2) X̃,m est transverse à E−1(0) en tout point m ∈ E−1(0).

Alors il existe X ∈ Θ(C3, 0) tel que iXdω = ω = LXω.

Démonstration. – Nous allons montrer que les hypothèses du lemme 1 sont satisfaites.
On écrit

ω = ων + ων+1 + · · · = (Aν + · · · )dx1 + (Bν + · · · )dx2 + (Cν + · · · )dx3

où les Aν , Bν , Cν sont homogènes de degré ν et satisfont :

x1Aν + x2Bν + x3Cν = 0.

Plaçons-nous dans la carte (x1, x2, x3) de C̃3 où l’expression de E est donnée par
E(x1, x2, x3) = (x3x1, x3x2, x3). Dans cette carte E−1(0) est donné par (x3 = 0) et

E∗ω = xν+1
3

[
(Aν(x1, x2, 1) + x3A

′)dx1 + (Bν(x1, x2, 1) + x3B
′)dx2 + C ′dx3

]
où les A′, B′, C ′ sont holomorphes le long de x3 = 0.

En chaque point m ∈ E−1(0), l’hypothèse implique l’existence d’un champ de vecteurs Y,m :

Y,m =
∂

∂x3
+ Y1

∂

∂x1
+ Y2

∂

∂x2
, Yi holomorphes,

tel que iY,mE
∗ω,m = 0. En conjugant localement Y,m à

∂

∂x3
par un difféomorphisme local

fibré φ,m = (ϕ, x3), ϕ(x1, x2, 0) = (x1, x2), on conjugue E∗ω,m à

Wxν+1
3 (Aν(x1, x2, 0)dx1 +Bν(x1, x2, 0)dx2)

où W est une unité, W (x1, x2, 0) = 1. Quitte à changer x3 en W
1
ν+1x3, on conjugue E∗ω,m

à :
Ω = xν+1

3 (Aν(x1, x2, 0)dx1 +Bν(x1, x2, 0)dx2).
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Un calcul élémentaire montre que i ∂
∂x3

dΩ = (ν + 1)Ω. De sorte que l’on peut modifier le

champ X̃,m pour qu’il satisfasse iX̃,mdE
∗ω,m = E∗ω,m. La collection des X̃,m nous permet

de construire des champs Xk satisfaisant le lemme 1.

Nous allons maintenant décrire une première conséquence du lemme 2. Une 1-forme
dicritique ων ∈ Ω1(C3), Cod Sing ων ≥ 2, induit un feuilletage [ F ων ] de degré ν − 1 sur P2

C.
Ce feuilletage possède exactement ν2 − ν + 1 points singuliers comptés avec multiplicité.
Nous dirons que [ F ων ] est sans nilpotence si en tout point m ∈ Sing [ F ων ] le feuilletage est
défini par une 1-forme locale α,m dont la partie linéaire est non nilpotente (en particulier
non nulle). Dit autrement ou bien dα(m) 6= 0, ou bien le 1-jet de α en m est à conjugaison
près d(x1x2). Dans ce dernier cas nous dirons que m ∈ Sing [ F ων ] est de type centre ou
central si [ F ων ],m possède une intégrale première non constante : α,m = gdf , f ∈ O(P2

C,m),
g ∈ O∗(P2

C,m). Notons qu’un tel f est nécessairement de Morse en m.

P 3. – Soit ω = ων + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable à
l’origine de C3 dont la partie homogène ων est dicritique, ν ≥ 3 et Cod Sing ων ≥ 2. Si [ F ων ]

est sans nilpotence, n’a pas de point central et pas de point singulier d’ordre ≥ 2, alors ω et ων
sont conjugués ; en particulier F ω et F ων sont conjugués.

Démonstration. – D’après la proposition 1 les hypothèses du lemme 2 sont satisfaites.
Il existe donc un champ X ∈ Θ(C3, 0) tel que iX(dω) = ω. On conclut comme dans la
preuve du théorème 5 : comme ων = i R

ν+1
dων et Cod Sing ων ≥ 2 on a Cod Sing dων ≥ 2.

Par suite si X1 = j1X, l’égalité iX1− R
ν+1

dων = 0 implique que X1 = R
ν+1 . On conclut en

linéarisant X.

R 10. – La condition sans nilpotence, sans point central est générique dans
l’espace des 1-formes dicritiques de degré ν.

On peut interpréter la proposition 3 comme un énoncé de rigidité ou de détermination
finie. En remarquant que l’alternative de la proposition 1 se caractérise par la nature du lieu
singulier on peut démontrer la

P 4. – Soit ω = ων + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable à
l’origine de C3 dont la partie homogène ων est dicritique, ν ≥ 3 et Cod Sing ων ≥ 2. On
suppose qu’en chaque point singulier m de [ F ων ] celui ci est donné par une 1 − forme à 1-jet
non nul. Si Sing ω est homéomorphe à Sing ων , alors ω et ων sont conjugués.

Démonstration. – Laissée au lecteur.
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5. Feuilletages avec singularités nilpotentes ; problèmes de déploiements

Dans ce chapitre on identifie C3 à C2 × C et l’on considère un feuilletage F 0 sur C2, 0

ayant une singularité nilpotente non triviale en 0, i.e. avec 1-jet nilpotent non nul. Soit F un
déploiement de F 0 sur C3, c’est-à-dire un germe de feuilletage en 0 ∈ C3 dont la restriction
à C2 × {0} est F 0. Si ω ∈ Ω1(C3, 0) est une 1-forme définissant F , le feuilletage F 0 est
défini par ω0 ∈ Ω1(C2, 0) restriction de ω à C2 × {0}. On fixe des coordonnées (x1, x2, x3)

de C3 = C2 × C ; comme F 0 est à singularité nilpotente non triviale on peut supposer que
le 1-jet de ω0 est x1dx1. Il se pourrait que ω soit non singulière en 0, c’est le cas par exemple
pour le feuilletage par les niveaux de x2

1 +x3
2 +x3 ; mais dans ce cas F et donc F 0 possèdent

une intégrale première holomorphe non constante (Frobenius classique).

Supposons maintenant ω singulière en 0. Le 1-jet de ω est du type :

ω1 = x1dx1 + x3dl + Ldx3

où l = l(x1, x2) et L = L(x1, x2, x3) sont des formes linéaires. L’intégrabilité de ω
impliquant celle de ω1 on a :

(x1dx1 + x3dl) ∧ d(l − L) ∧ dx3 ≡ 0

qui implique dω(0) = dω1(0) = λdx1 ∧ dx3, λ ∈ C.

Il y a deux cas suivant que λ est nul ou non. Si dω1(0) 6= 0 alors l = l(x1), L = L(x1, x3)

et nous avons un phénomène de Kupka-Reeb : il existe une submersion

F : (x1, x2, x3)→ (X1(x1, x2, x3), X3(x1, x2, x3)), F (x1, 0, x3) = (x1, x3),

telle que ω = F ∗α où α est la restriction de ω au plan x2 = 0. Si

ω = Adx1 +Bdx2 + Cdx3 = x1dx1 + · · ·

on a F ∗α = A(X1, 0, X3)dX1 +C(X1, 0, X3)dX3. Ainsi ω0 est la restriction de F ∗α au plan
x3 = 0. Un calcul direct élémentaire montre que le nombre de Milnor µ( F 0; 0) de F 0 en 0 est
plus grand ou égal à 3. Dans ce cas il y a un facteur intégrant pour F , et donc pour F 0 (tout
du moins formel) : c’est une conséquence de la description des singularités de feuilletages du
plan à 1-jet non nilpotent [12].

Supposons maintenant ω1 fermée :

ω1 = d

(
x2

1

2
+ x3l + εx2

3

)
= dq, ε ∈ C, l = l(x1, x2) linéaire.

De nouveau nous distinguons trois cas suivant le rang de la forme quadratique q.

Si q est de rang 3, la forme ω est à singularité isolée et les feuilletages F et donc F 0

possèdent une intégrale première holomorphe non constante (Théorème de Malgrange).

Si q est de rang 2, q =
x2

1

2
+ x3(ax1 + εx3), alors d’après la proposition 1 ou bien F et

donc F 0 possèdent une intégrale première holomorphe ou bien il existe une submersion

F : C3, 0→ C2, 0 = (x2 = 0)

(x1, x2, x3) 7→ (X1(x1, x2, x3), X3(x1, x2, x3)),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



226 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

F (x1, 0, x3) = (x1, x3), dont les fibres sont tangents à F . Avec les mêmes notations que
précédemment le feuilletage F est donné par

A(X1, 0, X3)dX1 + C(X1, 0, X3)dX3

et F 0 par A(X1, 0, X3)dX1 +C(X1, 0, X3)dX3|x3=0
. Comme F 0 possède facteur intégrant

formel, il en est de même pour F [12, 13]. Un calcul élémentaire montre que le nombre de
Milnor de cette dernière forme est plus grand que trois.

Avant d’attaquer le cas restant où q est de rang 1, nous résumons la situation dans la

P 5. – Soit F = F ω un déploiement de F 0 sur C3, 0 = C2, 0 × C, 0,
F 0 = F |C2,0×{0}

. On suppose que F 0 a une singularité nilpotente non triviale en 0. On est

dans l’un des cas suivants :

(1) F et F 0 ont une intégrale première holomorphe non constante.
(2) Le nombre de Milnor µ( F 0; 0) est plus grand que 3 et F et F 0 ont un facteur intégrant

(formel).
(3) Le 1-jet de ω en 0 est (x1 + δx3)d(x1 + δx3), δ ∈ C. À conjugaison linéaire près on peut

supposer que δ = 0.

Le cas restant correspondant au cas (3) où rang q = 1 se traite de la façon suivante, tout
de moins lorsque µ( F 0; 0) = 2.

P 6. – Soit F = F ω un déploiement de F 0 = F ω0 = F |C2,0×{0}
; on suppose

que le 1-jet de ω est j1ω = x1dx1. Si µ( F 0; 0) = 2, alors on est dans l’une des situations
suivantes :

(1) F 0 (et F ) ont une intégrale première holomorphe.
(2) Le déploiement F de F 0 est trivial, plus précisément il existe un champ de vecteurs

ξ ∈ Θ(C3, 0) tangent à F et transverse à C2, 0× {0}.

Démonstration. – Elle repose sur la forme normale de Loray. En fait l’énoncé 3 dit que
l’on peut supposer à unité multiplicative près que

ω = X1dX1 + (l1(f) +X1l2(f))df

avec f = f(x2, x3) ∈ O(C2, 0), l1 et l2 ∈ O(C, 0) et X1 = x1 + · · · ∈ O(C3, 0).
Le feuilletage F 0 est alors donné par

ω0 = X1(x1, x2, 0)dX1(x1, x2, 0) + (l1(f(x2, 0)) +X1l2(f(x2, 0)))df(x2, 0)

qui est conjugué à

ω′0 = x1dx1 + (l1(f0(x2)) + x1l2(f0(x2)))df0(x2)

avec f0(x2) = f(x2, 0). Si f0 est une submersion alors (X, f) aussi et l’on est dans le cas (2).
On peut donc supposer que f0(x2) = xk2 avec k ≥ 2.

Remarquons que si l1 est une unité alorsω′0 possède une intégrale première holomorphe et
nous sommes dans le cas (1). En effet ω′0 apparaît comme image réciproque par l’application
(x1, x

k
2) de

ω′′0 = x1dx1 + (l1(u) + x1l2(u))du
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qui se trouve non singulière, donc avec intégrale première. On peut donc supposer que
l1 = εul + · · · , l ≥ 1, ε 6= 0 ; l’idéal des composantes de ω′0 est donc<x1, x

lk+k−1
2 >. Comme

k ≥ 2 et l ≥ 1, on a k(l + 1)− 1 ≥ 3 et donc µ( F 0; 0) ≥ 3, cas exclu par hypothèse.

Dans [8] on classifie les feuilletages de degré 2 du plan P2
C n’ayant qu’une seule singularité.

Il découle de cette classification que si m est un point singulier de type nilpotent non trivial
d’un feuilletage F 0 de degré 2 alors µ( F 0;m) ≤ 6.

En fait la proposition 6 s’étend comme suit :

T 7. – Soit F = F ω un feuilletage de C3, 0 déploiement de F ω0 = F 0 =

F |C2,0×{0}
; on suppose que le 1-jet de ω est x1dx1.

(1) Si µ( F 0; 0) = 3 alors ou bien le déploiement F est trivial ou bien F 0 (et donc F )

possède un facteur intégrant formel g0 ∈ ̂O(C2, 0) (respectivement g ∈ O(C3, 0)) tel
que d(ω0

g0
) = 0 (respectivement d(ωg ) = 0).

(2) Si µ( F 0; 0) + 1 est un nombre premier alors ou bien le déploiement F est trivial ou bien
F 0 (et donc F ) possède une intégrale première holomorphe non constante.

Démonstration. – Elle procède comme la précédente ; lorsque le déploiement est non
trivial on a, avec les mêmes notations :

ω′0 = x1dx1 + (l1(xk2) + xl2(xk2))kxk−1
2 dx2, k ≥ 2.

Visiblement ω′0 est image réciproque par (x1, x
k
2) de :

ω′′0 = x1dx1 + (l1(u) + x1l2(u))du.

Comme dans la preuve précédente si l1 est unité ω′′0 possède une intégrale première holo-
morphe et par suite F 0 et F aussi. Sinon le 1-jet deω′′0 est x1dx1+(εu+λx1)du avec ε = l′1(0)

et λ = l2(0).

Ce 1-jet est nilpotent si et seulement si ε = λ = 0 ; s’il est non nilpotent, la théorie
élémentaire des formes normales [12] assure que ω′′0 (et donc ω′0 et puis ω) possède un facteur
intégrant formel. On pose l1(u) = εpu

p + · · · , εp 6= 0, de sorte que

l1(xk2) = εpx
kp
2 + · · · , k ≥ 2.

L’idéal des composantes de ω′0 est donc<x1, x
k(p+1)−1
2 > et par suite µ( F 0; 0)+1 = k(p+1).

Comme k ≥ 2, si µ( F 0; 0) + 1 est premier alors p = 0 et l1 est une unité ; de sorte que F 0

a une intégrale première holomorphe non constante. Lorsque µ( F 0; 0) = 3, alors ou bien
(k, p) = (4, 0) et F 0 a une intégrale première holomorphe, ou bien (k, p) = (2, 1), cas où F 0

a un facteur intégrant formel.

R 11. – Comme on l’a dit, pour une singularité nilpotente d’un feuilletage
de degré 2 on a que µ ∈ {2, 3, 4, 5, 6} ; seul le nombre 5 n’apparaît pas dans la liste du
théorème 7. Dans ce cas avec les notations précédentes on a, lorsque k ≥ 2, les possibilités
(k, p) = (6, 0) (présence d’intégrale première holomorphe), (k, p) = (3, 1) (présence de
facteur intégrant formel) mais aussi a priori (k, p) = (2, 2) ; dans ce cas, si λ 6= 0, il y a
encore un facteur intégrant formel.
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R 12. – Le cas µ = 2, traité dans la proposition 6, l’est aussi dans le théo-
rème 7. Nous avons souhaité séparer ces deux cas pour des raisons de lisibilité. Remarquons
aussi que le théorème 7 se généralise en dimension n quelconque avec une preuve identique.

Exemple : Soit F 0 le feuilletage de degré 2 défini par

ω0 = (x1 − x3
2)dx1 + x1x

2
2dx2 = (x1 − x3

2)dx1 +
1

3
x1dx

3
2.

On a µ( F 0; 0) = 5, k = 3, p = 1 et F 0 possède l’intégrale première
3x1 − 2x3

2

x3
1

.

6. Théorème de Dulac : présentation et applications

Rappelons un résultat célèbre d’Henri Dulac [14] sous sa forme généralisée dans [9] :

T 8. – Soit F un feuilletage de degré deux sur le plan projectif P2
C. Supposons

qu’il existe un point singulier m ∈ Sing F de type centre. Alors F est défini par une 1-forme
fermée rationnelle η.

En fait Dulac donne en carte affine une liste de formes normales pour les feuilletages
de degré 2 ayant une singularité de type centre sous l’hypothèse que la droite à l’infini est
invariante (il considère en effet des 1-formes de typeAdx+Bdy oùA etB sont des polynômes
de degré inférieur ou égal à 2). Dans [9] on montre que la présence d’une singularité de type
centre implique celle d’une droite invariante, ce qui permet d’invoquer Dulac. Les preuves
reposent sur des calculs formels longs typiques du début du 20e siècle et l’intuition d’un tel
résultat reste mystérieuse ; il serait intéressant d’ailleurs d’en produire une démonstration
géométrique.

Ce théorème doit être interprété comme suit : une certaine condition d’intégrabilité locale
(condition de centre) conduit à un résultat d’intégrabilité globale (primitive d’une forme
fermée rationnelle).

Voici la liste des modèles obtenus pas H. Dulac. Les feuilletages génériques ont une
singularité de type centre. Toutefois il y a des feuilletages qui n’ont pas de singularités
centrales ; ces deux situations sont contenues dans la liste ci-dessous.

T 9 (Dulac [14]). – La 1-forme fermée rationnelle η est d’un des types suivants :

(a) η = dq, où q est un polynôme de degré 3.
(b) η =

∑3
i=1 λj

dpj
pj

, où λj ∈ C∗ et pj est un polynôme de degré 1, 1 ≤ j ≤ 3.

(c) η =
∑2
i=1 λj

dpj
pj

, où λj ∈ C∗, j = 1, 2, deg(p1) = 2 et deg(p2) = 1.

(d) η =
∑2
i=1 λj

dpj
pj

+ dq, où λj ∈ C∗, deg(pj) = 1, j = 1, 2, et deg(q) = 1.

(e) η =
∑2
i=1 λj

dpj
pj

+ d
(
q
p1

)
, où λ1, λ2, p1, p2, q sont comme en (d).

(f) η = dp
p + d

(
q
p2

)
, où deg(p) = 1 et deg(q) = 2.

(g) η = dp
p + d

(
q
p

)
, où p et q sont comme en (f).

(h) η = dp
p + dq, où p et q sont comme en (f).

(i) η = dp
p + dq, où deg(p) = 2 et deg(q) = 1.
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(j) η = 3dff − 2dgg , où deg(f) = 2, deg(g) = 3 et 3gdf − 2fdg est divisible par une fonction
affine.

Voici une conséquence du Théorème de Dulac :

T 10. – Soit ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable à l’origine
de C3 dont la partie homogène ω3 est dicritique et Cod Sing ω3 ≥ 2. Soit [ F ω3

] le feuilletage
de degré deux de P2

C induit par ω3.

(1) Si [ F ω3
] possède un point central alors F ω est défini par une 1-forme fermée méro-

morphe η.
(2) Si [ F ω3

] ne possède pas de point singulier de type centre ou nilpotent, alors F ω est
conjugué au feuilletage homogène F ω3

.

Démonstration. – Si [ F ω3
] satisfait le point (2) on applique la proposition 3. Si [ F ω3

] a
un point central on invoque le théorème de Dulac : [ F ω3

] est défini par une 1-forme fermée
rationnelle η. Soit E : C̃3, 0 → C3, 0 l’éclatement de l’origine. La restriction E∗η|E−1(0)

définit le feuilletage [ F ω3
] sur E−1(0) ' P2

C. Le Théorème d’extension de Levi [15] permet
de construire une 1-forme méromorphe η̃ au voisinage de E−1(0) et définissant E−1( F ).
Toujours par Levi, il existe η méromorphe à l’origine de C3 telle que E∗η = η̃. Cet η
convient.

Avant de s’intéresser à des centres dégénérés mentionnons que le théorème 8 ne se géné-
ralise pas en degré plus grand que deux. En voici la raison ; considérons un feuilletage F ′

de degré ≥ 2 en P2
C. Si F ′ est générique il ne possède pas de courbe algébrique invariante

([16, 9]) et par suite il ne peut être défini par une 1-forme fermée. Choisissons une carte affine
C2 = {(x1, x2)} ⊂ P2

C telle que l’origine (0, 0) soit un point non singulier de F ′ et telle que
la feuille passant par (0, 0) soit tangente à l’axe x2 = 0 en (0, 0) ; en d’autres termes F ′ est
défini à l’origine par une 1-forme du type dx2 + · · · . Considérons l’application birationnelle
définie par σ(x1, x2) = (x2, x1x2) ; le feuilletage σ−1( F ′) = F a une intégrale première de
Morse en (0, 0), c’est donc un centre, mais n’est pas défini par une 1-forme fermée rationnelle
puisque F ′ ne l’est pas.

7. Points nilpotents génériques

Nous nous proposons de préciser le résultat du théorème 10 en établissant d’abord un
théorème de type Dulac dans le cas nilpotent générique. Une démonstration de ce même
résultat a été proposée par C. Rousseau et C. Christopher suite à une discussion avec l’un
des auteurs (communication personnelle).

T 11. – Soit F un feuilletage de degré deux sur le plan projectif P2
C. On suppose

que F possède un point singulierm nilpotent tel queµ( F ,m) = 2. Si F ,m possède une intégrale
première holomorphe non constante, alors F est défini par une 1-forme fermée rationnelle.
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Démonstration. – Nous choisissons une carte affine C2 = {(x1, x2)} ⊂ P2
C dont l’origine

est le point m. Le feuilletage F est donc défini par une 1-forme du type :

ω = 2x1dx1 +A2dx1 +B2dx2 + q(x1dx2 − x2dx1)

où les A2, B2 et q sont des polynômes de degré 2.
Comme le germe F ,0 a une intégrale première holomorphe non triviale, c’est une courbe

généralisée au sens de [2]. En particulier si f ∈ O(C2, 0) est une intégrale première minimale
de F ,0 ([24]), alors la multiplicité algébrique de f est 2 et son nombre de Milnor µ(f ; 0) = 2

aussi. En résulte que f est holomorphiquement conjugué à x2
1 − x3

2. Ceci nous permet de
supposer, à automorphisme de P2

C fixant 0 près, que

f = x2
1 − x3

2 +
∑
i≥4

fi =
∑
i≥2

fi

où les fi sont des polynômes homogènes de degré i ; on note

fk =
∑
i+j=k

aijx
i
1x
j
2.

Remarquons que l’on peut, quitte à changer f en l(f), l ∈ Diff(C, 0), supposer que a2i,0 = 0

pour tout i ≥ 2.
Le but est maintenant d’obtenir des renseignements sur les polynômes A2, B2 en exploi-

tant formellement l’égalité

(2) 0 = ω∧df = (2x1+A2−qx2)

(
−3x2

2 +
∂f4

∂x2
+ · · ·

)
−(B2+qx1)

(
2x1 +

∂f4

∂x1
+ · · ·

)
.

Visiblement on aB2 = −3x2
2 ; en considérant les termes de degré 4 dans (2) on constate que :

2x1
∂f4

∂x2
− 3x2

2A2 − 2x2
1q = 0

et A2 est divisible par x1 :

A2 = x1(ax1 + bx2), a, b ∈ C.

Si l’on pose q = Px2
1 +Qx1x2 +Rx2

2 on obtient (en utilisant la remarque a2i,0 = 0) :

f4 =
3

8
bx4

2 +

(
a

2
+
R

3

)
x1x

3
2 +

Q

2
x2

1x
2
2 + Px3

1x2.

L’étude des termes d’ordre 5 dans (2) donne R = −3a

8
et

f5 =

(
−3b2

20
− 3Q

5

)
x5

2 −
(

21

64
ab+

3P

2

)
x4

2x1

−
(

3a2

16
+
Qb

6

)
x3

2x
2
1 −

(Qa+ Pb)

4
x2

2x
3
1 −

Pa

2
x4

1x2 + a50x
5
1.

On fait ensuite x2 = 0 dans les termes d’ordre 6 de (2) et l’on obtient P = − 3

32
ab. Finale-

ment on a

A2 = x1(ax1 + bx2); B2 = −3x2
2; q = − 3

32
abx2

1 +Qx1x2 −
3a

8
x2

2

et nous allons distinguer deux cas suivant que a est nul ou non.
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Cas a = 0. La 1-forme ω s’écrit donc :

ω = x1(2+bx2−Qx2
2)dx1 +(Qx2

1x2−3x2
2)dx2 =

(
1+

b

2
x2−

Q

2
x2

2

)
dx2

1 +(Qx2
1x2−3x2

2)dx2

et apparaît comme image réciproque de

ω′ =
(

1 +
b

2
y − Q

2
y2
)
dx+ (Qxy − 3y2)dy

par l’application σ : (x1, x2) → (x2
1, x2). Remarquons que toute forme de type ω′ précé-

dente, puisque non singulière, possède une intégrale première holomorphe et donc ω aussi.
Ainsi l’existence d’une intégrale première ne donne pas plus d’information sur les coefficients
b et Q.

Un calcul direct montre que la conique d’équation C = bQx−3Qy2+6 = 0 est invariante

parω′. Par suite C ◦σ = 0 est invariante parω. On vérifie queω′/
(

1+ b
2y−

Q
2 y

2
)

C est fermée

et par suite que ω/
(

1 + b
2x2 − Q

2 x
2
2

)
(bQx2

1 − 3Qx2
2 + 6) aussi ; ceci démontre le théorème

lorsque a = 0.

Cas a 6= 0. On peut supposer a = 1, à isomorphisme près. Donc

ω =

[
2x1 + x1(x1 + bx2)− x2

(
− 3

32
bx2

1 +Qx1x2 −
3

8
x2

2

)]
dx1

+

[
−3x2

2 + x1

(
− 3

32
bx2

1 +Qx1x2 −
3

8
x2

2

)]
dx2.

Il faut ici calculer explicitement les coefficients a05 et a15, ce qui se fait sans difficulté à partir
de (2) :

a15 =
147

1280
b2 +

3Q

5
, a15 +

5

8
a05 = 0

pour en déduire que Q =
3

32
b2.

On constate alors que la droite l = x1 + bx2 + 8 = 0 est invariante par ω. Un calcul direct

montre que 8ω = ldG− 3Gdl où G = x2
1 − x3

2 +
3

8
bx2

1x2 +
3

8
x3

1 ; ainsi
ω

lG
est fermée, ce qui

prouve le théorème dans ce second cas.

Le théorème 11, combiné à la proposition 6, nous permet d’améliorer le théorème 10
comme il suit. Soit [ F ω3

] un feuilletage de degré 2 sur P2
C ; nous dirons que [ F ω3

] satisfait
la propriété P lorsque :

P1: Pour tout point singulier m ∈ [ F ω3 ], si θ est une 1-forme définissant [ F ω3 ],m alors
le 1-jet de θ en m est non nul.

P2: Si j1θ,m est nilpotent, i.e. conjugué à x1dx1, alors µ([ F ω3 ];m) = 2.

R 13. – La condition P est satisfaite pour un ouvert de Zariski de feuilletages
de degré deux.

R 14. – Si P n’est pas satisfaite, alors ou bien il existe un point m tel que,
avec les notations précédentes, j1θ,m = 0, ou bien il y a un point nilpotent m en lequel
µ([ F ω3

];m) ≥ 3. Nous étudions ces deux situations plus loin.
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T 12. – Soit ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable dont la
partie homogène ω3 est dicritique et Cod Sing ω3 ≥ 2. Si [ F ω3

] satisfait la propriété P on est
dans l’une des deux situations suivantes (non exclusives) :

• F ω est défini par une 1-forme fermée méromorphe.
• F ω est holomorphiquement conjugué à F ω3

.

Démonstration. – Si [ F ω3
] est sans nilpotence on invoque le théorème 10. Sinon [ F ω3

]

a un point singulier m nilpotent non trivial en lequel µ([ F ω3
];m) = 2. Si F ω n’est pas

conjugué à F ω3
c’est qu’on ne peut appliquer le lemme 2 en un certain point singulier

(pour conclure comme dans la proposition 3) ; si c’est en m, d’après les propositions 5 et 6
le germe [ F ω3

],m possède une intégrale première holomorphe non constante. D’après le
théorème 11, [ F ω3

] est défini par une 1-forme fermée rationnelle η. Si c’est en un point m′

où le 1-jet est non nilpotent, alors m′ est central et [ F ω3
] est encore défini par une 1-forme

fermée.

T 13. – Soit ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable dont la
partie homogène ω3 est dicritique et Cod Sing ω3 ≥ 2. S’il existe un point m ∈ Sing [ F ω3 ] tel
que j1θ,m ≡ 0 (θ définissant [ F ω3 ] enm) alors F ω est transversalement affine, i.e. il existe une
1-forme méromorphe fermée ω1 telle que dω = ω ∧ ω1.

R 15. – Il y a une généralisation du théorème 13 en tout ordre, i.e. en rempla-
çant ω3 par ων et la condition j1θ,m ≡ 0 par jν−2θ,m ≡ 0. La conclusion et la preuve sont
les mêmes.

R 16. – D’un point de vue formel, la fonction multivaluée F = exp(−
∫
ω1)

est un facteur intégrant de ω : d
(
ω
f

)
= 0.

Démonstration du théorème 13. On se place dans la carte affine x3 = 1 et l’on supose que le
1-jet de ζ = ω3|x3=1

est nul au point (0 : 0 : 1), i.e. :

ζ = ζ2 + q(x1dx2 − x2dx1)

où ζ2 est une 1-forme à coefficients homogènes de degré 2 non colinéaire à x1dx2−x2dx1. Un
calcul élémentaire (par éclatement par exemple) montre qu’il existe une 1-forme méromorphe
fermée η telle que dζ = ζ∧η. Comme dans la preuve du théorème 10, en utilisant le théorème
de Frobenius et le théorème d’extension de Levi, on construit une 1-forme méromorphe
fermée η̃ définie au voisinage de E−1(0) telle que dE∗ω = E∗ω ∧ η̃. Toujours d’après Levi il
existe une 1-forme méromorphe fermée ω telle que E∗ω1 = η̃. Cet ω1 convient.

C. – Soit [ F ω3 ] un feuilletage de degré deux sur P2
C.

Alors si ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) est intégrable, on a l’alternative :

(1) F ω et F ω3
sont conjugués holomorphiquement.

(2) F est défini par une 1-forme fermée ou bien est transversalement affine.

Dans les chapitres qui suivent on traite plusieurs nouveaux cas allant dans le sens de la
conjecture. Plus précisément on introduit dans le chapitre 8 une condition de non résonance
impliquant la conjecture.
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8. Vers la conjecture : le cas µ = 3

Nous gardons la notation du chapitre précédent et nous proposons quelques résultats en
présence d’un point nilpotent m tel que µ([ F ω3

];m) ≥ 3. Comme on l’a dit précédemment
un feuilletage de degré deux a au plus 7 points singuliers comptés avec multiplicité, i.e.
µ([ F ω3

];m) ≤ 7 et lorsque l’on classifie, parmi ces feuilletages, ceux qui ne présentent qu’un
point singulier (i.e.µ([ F ω3

];m) = 7) on constate que le 1-jet de [ F ω3
],m est non nilpotent [8] ;

de sorte que si m est une singularité nilpotente de [ F ω3
] on a µ([ F ω3

];m) ∈ {2, . . . , 6}.
En vertu du théorème 7 nous allons nous intéresser aux feuilletages de degré deux [ F ω3

]

possédant un point singulier nilpotent m en lequel [ F ω3
],m possède un facteur intégrant

formel. Pour cela nous avons besoin de résultats préparatoires élémentaires.
Soit F un feuilletage de degré 2 donné dans la carte affine {(x1, x2)} = C2 ⊂ P2

C par la
1-forme polynomiale :

θ = (x1 +A2 − qx2)dx1 + (B2 + qx1)dx2

où les A2, B2 et q sont des polynômes homogènes de degré 2.

L 3. – Si µ( F ; 0) ≥ 3 alors la droite x1 = 0 est invariante.

Démonstration. – Si ce n’est pas le cas alors B2(0, x2) est non nul et µ( F ; 0) = 2.

Nous allons adopter les notations suivantes :

A2 = αx2
1 + βx1x2 + γx2

2, B2 = x1(ax1 + bx2), q = Px2
1 +Qx1x2 +Rx2

2.

En restriction à x1 = 0 on a θ = (γx2
2 − Rx3

2)dx1 ; notons que γ et R ne peuvent être
simultanément nuls. Si γ est non nul, F a deux singularités distinctes sur la droite x1 = 0

(et peut-être d’autres ailleurs) ; dans ce cas on peut supposer, à automorphisme de P2
C près,

que γ = 1 etR = 0. Après cette normalisation les singularités de F sur x1 = 0 sont en 0 et à
l’infini. À l’inverse si γ est nul, F a une seule singularité sur x1 = 0 qui est bien sûr le point 0.
Dans ce cas on peut supposer que R = 1.

Nous résumons ces faits dans le

L 4. – Si µ( F ; 0) ≥ 3 alors à automorphisme de P2
C près θ appartient à l’une des deux

familles :

Ω1 := {θ1 = x1[(1+αx1+βx2)dx1+(ax1+bx2)dx2]+(Px2
1+Qx1x2+x2

2)(x1dx2−x2dx1)}

Ω2 := {θ2 = x1[(1 + αx1 + βx2)dx1 + (ax1 + bx2)dx2] + x2
2dx1 + (Px2

1 +Qx1x2)(x1dx2 − x2dx1)}.

R 17. – On note que pour la première famille Ω1 on a µ( F θ1 ; 0) ≥ 4. Dans
la seconde famille Ω2 on a µ( F θ2 ; 0) = 3 si et seulement si le coefficient b est non nul. Si
b = 0 et a 6= 0 on a µ( F θ2 ; 0) = 4 ; si a = b = 0 et Q 6= 0 alors µ( F θ2 ; 0) = 5 et enfin si
a = b = Q = 0 alors µ( F θ2 ; 0) = 6.

E. – La 1-forme θ1 = (x1 − x3
2)dx1 + x1x

2
2dx2 fait partie de la première

famille Ω1 ; on a µ( F θ1 ; 0) = 5 et F θ1 possède l’intégrale première rationnelle 1
2x2

1
− 1

3
x3
2

x3
1

.
Dans la seconde famille Ω2 on trouve par exemple (à homothétie près)

θ2 = (x1 + x2
2)dx1 + x1d(x1 + x2

2) = (2x1 + x2
2)dx1 + 2x1x2dx2

qui est fermée avec intégrale première x1(x1 + x2
2). Ici on a µ( F θ2 ; 0) = 3 et b = 2.
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Génériquement sur les paramètres (α, β, a, b, P,Q) un feuilletage F θ2 induit par un
élément θ2 ∈ Ω2 possède à l’origine deux germes de courbes invariantes distinctes : l’une est
l’axe x1 = 0 et l’autre est lisse et tangente à x1 = 0. Pour des valeurs spéciales des paramètres
ceci n’est pas toujours le cas. Pour voir ceci voici comment l’on procède ; le germe linéaire
(x1 + x2)dx1 − x1dx2 possède un seul germe de courbe invariante à l’origine, l’axe x1 = 0.
Son image réciproque θ3 par le revêtement ramifié (x1, x

2
2) :

θ3 = (x1 + x2
2)dx1 − 2x1x2dx2

possède la même propriété. La 1-forme θ3 est un élément de Ω2, avec b = −2 et tous les autres
paramètres nuls. Le feuilletage F θ3 est défini par la 1-forme fermée θ3

x3
1

, ce qui fait apparaître

le facteur intégrant x3
1 qui possède donc de la multiplicité. Ce facteur intégrant est unique à

constante multiplicative près.
Soit χ ⊂ Q l’ensemble :

χ :=

{
l − 2

k − 1
, l ∈ N, k ∈ N− {1}

}
= Q>0 ∪ {−N} ∪

{
−1

N

}
∪
{
−2

N

}
avec des notations évidentes. À l’inverse de cet exemple on a sous une hypothèse de non-
résonance le lemme technique suivant :

L 5. – Soit θ2 un élément de Ω2. On suppose que θ2 possède un facteur intégrant
formel f ∈ ̂O(C2, 0) : d( θ2f ) = 0. Si b /∈ χ, alors à constante multiplicative non nulle près

f = x1g où g ∈ ̂O(C2, 0) est une submersion formelle satisfaisant ∂g
∂x1

(0) 6= 0 et g(0, x2) = x2
2.

Démonstration. – La condition d( θ2f ) = 0 s’exprime comme suit :

(3) fdθ2 + θ2 ∧ df = 0.

Remarquons que si f est constant alors θ2 est fermée ; ceci implique que b = 2, ce qui est

interdit par hypothèse. On écrit alors f = xk1g(x1, x2) avec k ∈ N et g ∈ ̂O(C2, 0) une série
formelle telle que g(0, x2) 6≡ 0.

En développant (3) et en faisant x1 = 0 après simplification par xk1 on obtient :

(4) g(0, x2)(b(1− k)− 2) + x2
∂g

∂x2
(0, x2) ≡ 0.

Quitte à multiplier f par une constante, on peut supposer que

g(0, x2) = xl2 + · · · avec l ∈ N.

On obtient alors d’après (4)
b(1− k)− 2 + l = 0

qui conduit, puisque b /∈ χ, à k = 1 et l = 2.
Puisque maintenant k = 1 la solution générale de (4) est {λx2

2, λ ∈ C}, si bien que
g(0, x2) ≡ x2

2. On écrit le développement en série de g sous la forme suivante :

g = x2
2 + x1ϕ1(x2) + x2

1ϕ2(x2) + · · ·+ xi1ϕi(x2) + · · ·

où les ϕi sont des séries formelles en x2. Un calcul élémentaire montre que (3) implique :

(5) x2
2((a− β) + 5Qx2) + 2x2(1 + βx2 −Qx2

2) + x2
2ϕ
′
1(x2)− (b+ 2)x2ϕ1(x2) = 0.
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En particulier le calcul du coefficient de x2 dans (5) conduit à

2− (b+ 2)ϕ1(0) = 0

et par suite ϕ1(0) = ∂g
∂x1

(0) est non nul.

R 18. – Il y a une possibilité de preuve directe en utilisant que pour b /∈ Q la
réduction des singularités en 0 est celle de (x1 + x2

2)dx1 + bx1x2dx2.

Comme on l’a vu si F a une singularité nilpotente telle que µ( F ; 0) = 3, alors F est décrit,
à isomorphisme près, par une 1-forme θ2 ∈ Ω2 ; de plus le nombre b = b( F ) est bien défini.
En effet si deux éléments de Ω2 sont conjugués, un calcul élémentaire montre qu’ils ont le
même coefficient b. On a le :

T 14. – Soit F un feuilletage de degré deux possédant une singularité nilpotente
en 0 telle que µ( F ; 0) = 3. On suppose que F ,0 possède un facteur intégrant formel. Si
b = b( F ) /∈ Q alors F est défini par une 1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. – Au point 0 le feuilletage F est défini par une 1-forme de type θ2 ∈ Ω2 ;
d’après le lemme 5 le facteur intégrant formel est de type f = x1g, g(0, x2) = x2

2, ∂g
∂x1

(0) 6= 0.

Comme θ2
f est fermée, il existe des nombres complexes λ et µ et V ∈ ̂O(C2, 0) tels que

(voir [12] par exemple) :
θ2

f
=

θ2

x1g
= λ

dx1

x1
+ µ

dg

g
+ dV.

Un calcul élémentaire (direct ou en utilisant la réduction des singularités de F ,0) montre
que µ

λ = b
2 . En résulte que si b est non réel positif ou un irrationnel mal approché par les

rationnels (conditions de Siegel-Brujno), alors f est holomorphe en 0 (voir [12] par exemple) :
c’est une conséquence des théorèmes de Poincaré-Siegel appliqués en un point convenable de
la réduction des singularités de F ,0.

Au point singulier à l’infini de x1 = 0, le feuilletage est défini par une 1-forme θ′ dont le
1-jet est :

j1θ′ = (x3 −Qx1)dx1 − (b+ 1)x1dx3.

Sous les mêmes conditions diophantiennes sur b, θ′ est holomorphiquement linéarisable et
possède donc un facteur intégrant holomorphe.

Maintenant, on observe que le problème est invariant sous l’action d’automorphismes
du corps C (existence d’un facteur intégrant formel, feuilletage défini par une forme fermée
rationnelle) ; si le nombre b, qui est non rationnel, est algébrique il satisfait aux conditions
diophantiennes exigées (c’est un résultat de Liouville). Si b est transcendant on peut via
l’action d’un automorphisme σ se ramener au cas où encore ces conditions sont satisfaites.

Remarquons que l’holonomie de la variété invariante x1 = 0 du feuilletage défini par
x3dx1−(b+1)x1dx3 n’est pas d’ordre fini si b /∈ Q ; il en est donc de même pour l’holonomie
de la variété invariante

(
(x1 = 0) − {0}

)
pour F . Considérons maintenant θ2 vue comme

1-forme rationnelle globale sur P2
C. On dispose en 0 d’un facteur intégrant holomorphe

f : d( θ2f ) = 0. Comme F n’a pas de singularités sur Σ = C2 ∩
(
(x1 = 0) − {0}

)
qui

est invariante on peut prolonger f holomorphiquement le long de Σ. Au point à l’infini
∞ ∈ Σ − Σ, on dispose cette fois d’un facteur intégrant méromorphe f∞ hérité de la
linéarisation de θ′. Si ∆ est un petit disque transverse à Σ au point m0 ∈ Σ, m0 proche
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de∞, les 1-formes méromorphes fermées θ2
f |∆ et θ2

f∞ |∆ sont invariantes par l’holonomie h
de la variété invariante Σ réprésentée sur la transversale ∆. Comme h n’est pas d’ordre fini
θ2
f |∆ et θ2

f∞ |∆ sont C−colinéaires. On peut donc, quitte à multiplier f∞ par une constante,
supposer que :

θ2

f |∆
=

θ2

f∞
|∆.

Par suite au voisinage de x1 = 0 dans P2
C le feuilletage F est défini par une 1-forme

méromorphe fermée. Cette 1-forme s’étend en une 1-forme méromorphe globale sur P2
C, qui

est donc rationnelle.

Avec les notations précédentes on a le :

C 2. – Soit ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) un germe de 1-forme intégrable à
l’origine de C3 dont la partie homogène ω3 est dicritique et Cod Sing ω3 ≥ 2. On suppose que
le feuilletage de degré deux [ F ω3

] possède un point singulier m ∈ P2
C tel que µ([ F ω3

];m) = 3 ;
si b = b([ F ω3

]) est non rationnel on a l’alternative :

(1) F ω est défini par une 1-forme fermée méromorphe.
(2) F ω est holomorphiquement conjugué à F ω3 .

Démonstration. – Commençons par quelques précisions. On peut supposer que [ F ω3 ] est
donné en carte affine par :

θ2 = [x1(1 +αx1 +βx2) +x2
2−x2(Px2

1 +Qx1x2)]dx1 +x1(ax1 + bx2 +Px2
1 +Qx1x2)dx2.

Au point singulier m′ à l’infini de x1 = 0, le feuilletage est donné par θ′ ∈ Ω1(P2
C,m

′),
avec pour 1-jet j1θ′ = (x3 − Qx1)dx1 − (b + 1)x1dx3. En particulier µ([ F ω′ ];m′) est plus
grand que ou égal à 1 (et même vaut 1 si b est différent de −1). Par suite si m′′ est un point
singulier distinct de m et m′ alors µ([ F ω3 ];m′′) ≤ 3. En résulte que si θ′′ ∈ Ω1(P2

C,m
′′) est

une 1-forme définissant [ F ω3 ],m′′ alors le 1-jet j1θ′′,m′′ est non identiquement nul. Supposons
que j1θ′′,m′′ soit nilpotent avec µ([ F ω3

];m′′) = 3.

Commem′′ ne peut être situé sur x1 = 0 et [ F ω3 ],m ne possède qu’une droite invariante, le
feuilletage [ F ω3 ] possède une seconde droite invariante L passant par m′′ et coupant x1 = 0

nécessairement en m′ ; c’est une conséquence du lemme 3. Par suite L est ou bien une droite
x1 = ε ou bien la droite à l’infini x3 = 0. Un calcul élémentaire montre que, quitte à

conjuguer par une transformation de type
(

x1

x1−ε , iε
1/2 x2

x1−ε

)
, on peut supposer que L est la

droite à l’infini x3 = 0, cette transformation laissant invariants l’espace Ω2 et le coefficient b.
Ainsi θ2 est du type :

θ2 = (x1(1 + αx1 + βx2) + x2
2)dx1 + x1(ax1 + bx2)dx2.

Sous nos hypothèses F θ2 a pour singularités les trois pointsm,m′,m′′. Un second calcul
élémentaire montre que F θ2,m′′ a une singularité nilpotente à nombre de Milnor 3 si et
seulement si α = β = a = 0. Mais dans ce cas F θ2 est donné par une forme fermée
méromorphe ; en résulte que le feuilletage F ω aussi.

Dans la suite on peut donc supposer que le point m est le seul point nilpotent à nombre
de Milnor 3 ; les autres points singuliers ont donc leur nombre de Milnor ≤ 2. Si F ω n’est
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pas conjugué à F ω3
c’est que l’on ne peut appliquer le lemme 2. En utilisant les théo-

rèmes 7, 8, 11, 14 et la proposition 5 suivant la nature des points singuliers, on constate que
[ F ω3

] est donné par une 1-forme fermée méromorphe, et donc F ω aussi.

9. Le cas µ = 4

Soit F un feuilletage de degré 2 ayant une singularité nilpotente en 0 ; on suppose que
µ( F ; 0) = 4. Alors F appartient, à conjugaison près, à la famille Ω1, i.e. est donné par une
1-forme de type θ1 avec b 6= 0, ou bien à la famille Ω2 avec b = 0 et a 6= 0. Nous dirons
suivant le cas que F est de type Ω1 ou Ω2. Si F est de type Ω2, nous dirons que F est non
radial à l’infini si Q = Q(θ2) = Q( F ) est non nul.

P 7. – Soit F un feuilletage de degré deux sur P2
C de type Ω2 ; on suppose que

b( F ) = Q( F ) = 0, i.e. µ( F ; 0) ≥ 4 et F est radial à l’infini. Alors F est transversalement
projectif.

Démonstration. – F est défini au point (0 : 1 : 0) par une 1-forme dont le 1-jet est
x1dx3 − x3dx1 ; tout feuilletage de degré 2 ayant une singularité de type radial est transver-
salement projectif (équation de Ricatti).

Nous allons démontrer le résultat qui suit.

T 15. – Soitω = ω3+· · · ∈ Ω1(C3, 0) intégrable, ω3 dicritique, Cod Sing ω3 ≥ 2.
On suppose que [ F ω3 ] possède une singularité nilpotente m avec µ([ F ω3 ];m) = 4 de type Ωi,
i = 1, 2. Alors F ω est conjugué à F ω3 .

Démonstration. – Elle repose non seulement sur l’étude de la singularité en m mais
aussi sur le contrôle des autres points singuliers. Dans la suite on suppose m = (0 : 0 : 1)

et que [ F ω3
] est donné par une forme de type θi. Dans les deux cas la réduction des

singularités du point nilpotent se fait en deux éclatements. On note Ex(1) le premier
diviseur apparaissant au premier éclatement, Ex(2) le second ; sur Ex(1) il y a un seul
point singulier p3 = Ex(1) ∩ Ex(2). Pour les deux configurations Ω1, Ω2, le point p3 est
une singularité résonnante [22, 23] avec 1-jet de type xdy + 2ydx, (y = 0) = Ex(1),p3 ,
(x = 0) = Ex(2),p3 . Comme sur Ex(1) il n’y a qu’une singularité, l’holonomie de la variété
invariante locale (y = 0) est triviale et d’après Mattei-Moussu [24] il y a une intégrale
première de type x2y en p3. Par suite l’holonomie de la variété invariante locale Ex(2),p3
est une involution x→ −x. On note p1 ∈ Ex(2) le point singulier où aboutit le transformé
strict de la droite invariante x1 = 0 pour θi. Enfin il y a un troisième point singulier, noté p2.

Dans la situation où F est de type Ω2, le point singulier p1 est résonnant, tandis que
le point p2 est de type nœud-col. En p2 arrive une courbe invariante formelle transverse
à Ex(2). À l’inverse dans le cas où F est de type Ω1, le point p2 est résonnant tandis que
le point p1 est un nœud-col mal orienté au sens où la variété faible invariante en p1 est
précisément la droite x1 = 0.

Concernant la configuration dans P2
C des autres points singuliers, nous affirmons qu’il

n’existe pas d’autre point singulier nilpotent à nombre de Milnor 3. En effet s’il existait un
tel pointm′, il serait de type Ω2 (avec b 6= 0) ;m′ n’étant pas sur x1 = 0, il y aurait une droite
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invariante passant parm′ et il y aurait donc sur cette droite un autre point singulierm′′ avec
1-jet non nilpotent ; doncm′′ est distinct dem, ce qui nous donne au moins 8 points singuliers
comptés avec multiplicité et est donc absurde.

Par suite les autres points singuliers ont leur nombre de Milnor inférieur ou égal à 2,
en particulier en chacun des points singuliers le 1-jet est non nul. En chaque point singu-
lier m′ autre que m, on a µ([ F ω3 ];m′) ≤ 2 ; s’il n’existe pas de champ tangent à E−1( F ω)

en m′ et transverse au diviseur E−1(0),m alors [ F ω3 ] et donc F ω sont définis par une
forme fermée méromorphe. Reste à étudier E−1( F ω) au point m = (0 : 0 : 1). S’il n’y a pas
de champ X,m comme ci-dessus on sait que [ F ω3 ],m = F θi possède un facteur intégrant
formel f : d

(
θ2
f

)
= 0.

Pour terminer la démonstration du théorème il nous suffit d’établir le

L 6. – Si µ( F θi ; 0) = 4, avec θi ∈ Ωi, i = 1, 2, alors θi n’a pas de facteur intégrant
formel.

Démonstration. – Si tel était le cas, l’holonomie du diviseur exceptionnel Ex(2) serait
abélienne [12]. Mais pour chaque θi il y a un point pi en lequel la singularité est de type
nœud-col avec nombre de Milnor 2. En résulte que l’holonomie de la variété invariante locale
Ex(2),p1 est du type ϕ : x → x + cx2 + · · · , c 6= 0. Mais un tel ϕ ne peut commuter à une
involution x→ −x.

10. Le cas µ = 5

Soit F un feuilletage de degré deux à singularité nilpotente à l’origine de C2 avec
µ( F ; 0) = 5. On peut supposer F donné par une 1-forme θ appartenant à l’une des
familles Ω1, Ω2. Si θ = θ1 ∈ Ω1 on vérifie que b = 0, i.e. que

θ1 = [x1(1 +αx1 + βx2)− x2(Px2
1 +Qx1x2 + x2

2)]dx1 + x1(ax1 +Px2
1 +Qx1x2 + x2

2)dx2.

Remarquons que l’on peut faire P ou Q nuls.
Si θ = θ2 ∈ Ω2 on a a = b = 0 et Q 6= 0, i.e. après normalisation

θ2 = [x1(1 + αx1 + βx2) + x2
2 − x2(Px2

1 + x1x2)]dx1 + x2
1(Px1 + x2)dx2.

Sous les hypothèses précédentes on a la

P 8. – Si θ2 possède un facteur intégrant formel, alors F θ2 est défini par une
1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. – La singularité (0 : 1 : 0) est de type (x + y)dx − xdy. En résulte que
l’holonomie de la variété invariante x1 = 0 est de la forme y → y

1−y . Dans la résolution
des singularités de F θ2,0, la singularité résonnante p1 est donc holomorphiquement norma-
lisable [22, 23], sans intégrale première holomorphe. En particulier en p1 il y a un unique
facteur intégrant formel, à constante multiplicative près, et celui-ci est en fait convergent.
Par suite si f est un facteur intégrant formel de θ2 en 0, son relevé en p1 est convergent ; en
résulte que f converge. On prolonge alors la forme méromorphe fermée θ2

f le long de x1 = 0,
comme on l’a fait en théorème 14. Ceci est possible car l’holonomie de x1 = 0 est non pério-
dique.
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De la même façon on a la :

P 9. – Si θ1 possède un facteur intégrant formel f alors F θ1 est défini par une
1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. – Si l’on procède à trois éclatements successifs (grosso modo, on pose
x1 = sx3

2) on trouve un point singulier dont le 1-jet est 6udv−vdu. Les théorèmes de linéari-
sation et normalisation de Poincaré assurent qu’en un tel point tout facteur intégrant formel
est en fait convergent. Ceci implique que f est convergent ; la 1-forme fermée méromorphe
θ1
f locale se prolonge le long de x1 = 0 ⊂ P2

C puis à tout P2
C.

Nous procédons maintenant à l’étude des déploiements des germes F θi en vue de démon-
trer l’alternative énoncée dans le théorème 16.

Considérons un déploiement du germe de feuilletage F θ2 ; il suit des proposition 6 et
remarque 11 que si ce déploiement est non trivial et si θ2 n’a pas de facteur intégrant formel
alors la forme normale de Loray de θ2 est de type :

θL = xdx+ (y4 + xl(y2))dy2 avec λ = l(0);

plus précisément il existe des coordonnées x, y et une unitéU = 1+u1x+u2y+· · · telles que
θ2 = UθL ; on constate que dθ2 = (−βx1 − 2x2 + · · · )dx1 ∧ dx2. En particulier la tangente
aux zéros de dθ2 (2x2 + βx1 = 0) est différente du cône tangent x1 = 0 de θ2. Maintenant le
cône tangent de θL est x = 0 et celui de dθL est 2λy − u2x = 0. Pour qu’ils soient distincts
il est nécessaire que λ soit non nul. La remarque 11 dit que, sous cette hypothèse, θ2 possède
un facteur intégrant formel.

R 19. – La 1-forme θ2 = (x1 + x2
2 − x1x

2
2)dx1 + x2

1x2dx2 satisfait la proposi-
tion 8, i.e. F θ2 est défini par une 1-forme fermée rationnelle.

Examinons maintenant le cas où θ = θ1 ∈ Ω1 ; toujours sous l’hypothèse d’un déploie-
ment non trivial la forme normale de Loray de θ1 est, si θ1 n’a pas de facteur intégrant, encore
de la forme :

θL = xdx+ (y4 + xl(y2))dy2.

On exploite ici le fait que l’involution (x, y)→ (x,−y) laisse invariante θL. Le feuilletage F θ1
est donc lui aussi laissé invariant par une involution I de type (x,−y). On considère alors
le schéma de réduction des singularités de θ1 ; le premier éclatement produit un premier
diviseur Ex(1) contenant un seul point singulier p1 correspondant à x1 = 0. On éclate
alors p1, ce qui produit un nouveau diviseur Ex(2) et deux points singuliers ; le croisement
Ex(1) ∩ Ex(2) noté encore p1 et un point p2 6= p1 où aboutit x1 = 0. En p1 le feuilletage est
réduit, mais il faut encore éclater p2, ce qui produit un diviseur Ex(3) et trois points singu-
liers distincts : p2 = Ex(2) ∩ Ex(3), p3 où aboutit x1 = 0 et un troisième point singulier p4

distinct de p2 et p3. On relève l’involution I à cette configuration pour obtenir une involu-
tion Ĩ. La restriction de Ĩ à Ex(3) fixe les points p2 et p3. Un calcul élémentaire montre que
Ĩ|Ex(3)

est de type s→ −s. Remarquons que puisque I laisse invariant le feuilletage F θ2 , le

point p4 doit être laissé fixe par Ĩ ; ce qui est absurde. Ce cas n’arrive donc pas.

On en déduit en utilisant les mêmes idées que précédemment le :
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T 16. – Soit ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) intégrable, ω3 dicritique, Cod Sing ω3 ≥ 2.
On suppose que [ F ω3

] possède un point nilpotentm tel que µ([ F ω3
];m) = 5. Alors ou bien F ω

et F ω3
sont conjugués ou bien F ω est défini par une 1-forme fermée méromorphe.

11. Le cas µ = 6

Soit F un feuilletage de degré deux sur P2
C ayant une singularité nilpotentem = (0 : 0 : 1)

avec µ( F ;m) = 6. On peut supposer que F est défini par une 1-forme θ appartenant à l’une
des familles Ωi, i = 1, 2. Le lemme qui suit est élémentaire :

L 7. – Si µ( F ;m) = 6 alors θ appartient à la famille Ω2 ; avec les notations
habituelles on a de plus a = b = Q = 0.

Ainsi F est défini par une 1-forme de type

θ2 = [x1(1 + αx1 + βx2) + x2
2 − Px2

1x2]dx1 + Px3
1dx2

avecP 6= 0. Quitte à faire un automorphisme deP2
C ad hoc, on se ramène àP = 1,α = β = 0.

On note θ0
2 la 1-forme correspondant. Il y a donc un seul feuilletage de ce type à conjugaison

près noté F 0.

P 10. – Le feuilletage F 0 est transversalement projectif.

Démonstration. – Après éclatement du point à l’infini (0 : 1 : 0), F 0 est transverse à la
fibration x1 = cte en dehors de la droite x1 = 0, ce qui implique la proposition.

Le feuilletage F 0 est défini dans la carte x1 = 1 par

dx2 − (x3 + x2
2)dx3.

Il s’agit de la fameuse équation d’Airy utilisée pour les problèmes de diffraction. Liouville
a démontré que les solutions de cette équation différentielle ne sont pas liouvilliennes. Ceci
signifie, en utilisant les travaux de Singer [26] et Casale [6] que F 0 n’est pas transversalement
affine : il n’existe pas de 1-forme fermée rationnelle η telle que dθ0

2 = θ0
2 ∧ η. En particulier

F 0 n’est pas défini par une 1-forme fermée rationnelle.
En fait il y a une version locale de ce qui précède.

L 8. – La 1-forme θ0
2 ne possède pas de facteur intégrant formel.

Démonstration. – Comme Q = 0, la singularité (0 : 1 : 0) de F 0 est de type radial, i.e.

possède une intégrale première de la forme
y

x
= cte. En résulte que l’holonomie de la variété

invariante x1 = 0 est triviale. Dans la résolution des singularités ceci implique, d’après [24],
qu’en p1 le feuilletage transformé de F 0 possède au point p1 une intégrale première de type
uv2 = cte avec (v = 0) = Ex(2),p1 . Ceci implique aussi que, pour un bon choix de
coordonnées, l’holonomie de la variété invarianteEx(2) au point p1 est la symétrie v → −v.
On se place maintenant au point p2 où le point singulier est de type nœud-col avec nombre
de Milnor 4 : au point p2 le feuilletage est à conjugaison près du type

(x+ · · · )dy + y4dx
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où cette fois (y = 0) = Ex(2),p2 . Le difféomorphisme d’holonomie de la variété inva-
riante Ex(2),p2 en p2 est donc de la forme y + cy4 + · · · , c ∈ C∗. Notons qu’un tel
difféomorphisme ne peut commuter avec une involution de type y → −y. Or si θ0

2 possédait
un facteur intégrant formel, le groupe d’holonomie du diviseur Ex(2) serait abélien. D’où
le lemme.

On en déduit le

T 17. – Soitω = ω3+· · · ∈ Ω1(C3, 0) intégrable, ω3 dicritique, Cod Sing ω3 ≥ 2.
On suppose que [ F ω3

] possède une singularité nilpotente m avec µ([ F ω3
];m) = 6. Alors F ω

est conjugué à F ω3
.

Démonstration. – C’est une conséquence du lemme 8 et du théorème 7 (point (2)).

12. Krull-déformations pour certains feuilletages transversalement affines

On s’intéresse ici aux feuilletages F ω où ω = ω3 + · · · ∈ Ω1(C3, 0) et [ F ω3
] est

transversalement affine comme dans le théorème 13. On suppose que [ F ω3
] est donné en carte

affine par

θ0 = ω2 + q(x1dx2 − x2dx1)

où ω2 est une 1-forme à coefficients homogènes de degré deux et q une forme quadratique.
Pour un choix générique de ω2 et q, le feuilletage F θ0 n’est pas défini par une 1-forme fermée.
En fait le feuilletage local F θ0 ne possède pas en général de facteur intégrant formel. Nous
allons faire les hypothèses supplémentaires suivantes :

(i) À conjugaison linéaire près ω2 = x1x2(x1 − x2)
(
λ1
dx1

x1
+ λ2

dx2

x2
+ λ3

d(x2 − x1)

x2 − x1

)
,

λ1 + λ2 + λ3 = 1, condition qui est réalisée dès que le cône tangent est réduit.
(ii) µ( F θ0 ; 0) = 4, i.e. λ1λ2λ3 6= 0.

(iii) Aux autres points singuliersmi, que l’on peut supposer à distance finie, la condition de
Kupka-Reeb dθ(mi) 6= 0 est satisfaite.

(iv) Les λi sont deux à deux distincts.
(v) F θ0 n’est pas défini par une 1-forme fermée.

Un calcul élémentaire montre que

dθ0 + θ0 ∧
(

(1 + λ1)
dx1

x1
+ (1 + λ2)

dx2

x2
+ (1 + λ3)

d(x2 − x1)

x2 − x1

)
= 0

ce qui produit d’ailleurs une 1-forme ω1 comme dans le théorème 13. Notons que puisque
F θ0 n’est pas défini par une forme fermée, les λi ne sont pas dans Z.

Soit [ F ω3
] défini par θ0 comme ci-dessus. Nous dirons que [ F ω3

] est transversalement
affine générique (TAG) si les conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v) sont satisfaites.

T 18. – Soit F ω un germe de feuilletage à l’origine deC3 donné parω = ω3+· · · ,
ω3 dicritique. Si [ F ω3

] est TAG alors F ω et F ω3
sont conjugués.
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Démonstration. – Après un éclatement dans la carte où E = (x1x3, x2x3, x3) on a avec
les notations précédentes :

θ =
E∗ω

x4
3

= ω2 + q(x1dx2 − x2dx1) + x3(Adx1 +Bdx2) + hdx3.

Comme θ|x3=0
= θ0, il existe une 1-forme fermée méromorphe θ1 telle que dθ + θ ∧ θ1 = 0,

avec

θ1|x3=0
= (1 + λ1)

dx1

x1
+ (1 + λ2)

dx2

x2
+ (1 + λ3)

d(x2 − x1)

x2 − x1
.

Puisque θ1 est construite par prolongement de θ1|x3=0
, θ1 n’a pas de pôle le long de x3 = 0.

La condition (iv) implique que θ1 a ses pôles le long de trois surfaces lisses deux à deux
transverses dont les intersections avec x3 = 0 sont x1x2(x2 − x1) = 0. À conjugaison
holomorphe locale près on peut supposer que θ1 a ses pôles le long de :

x1 = 0, x2 = 0, x2 − x1 + zk = 0

pour un certain k ∈ N. En résulte que la forme fermée θ1 est du type suivant en (0, 0, 0) :

θ1 = (1 + λ1)
dx1

x1
+ (1 + λ2)

dx2

x2
+ (1 + λ3)

d(x2 − x1 + zk)

x2 − x1 + zk
+ df

avec f holomorphe en (0, 0, 0), f(x1, x2, 0) ≡ 0.

Soit U une unité, U(0) = 1, et φ le difféomorphisme :

φ = (x1U
k, x2U

k, x3U).

On pose θ′1 = θ1 − df ; un calcul direct montre que

φ∗θ′1 = θ′1 + 4k
dU

U
.

Nous allons montrer par l’absurde que k = 0. Si k est non nul, on peut supposer que θ′1 = θ′

(choisir U = exp−f4k ). Après cette transformation on a :

dθ + θ ∧
(

(1 + λ1)
dx1

x1
+ (1 + λ2)

dx2

x2
+ (1 + λ3)

d(x2 − x1 + xk3)

x2 − x1 + xk3

)
= dθ + θ ∧ θ1.

On considère alors l’application σ :

σ = (x1, x2, e
2πi
k x3).

On a σ∗θ1 = θ1 ; on introduit la moyenne θ de θ sous l’action de σ :

θ = θ + σ∗θ + · · ·+ σk−1∗θ

qui est bien sûr invariante sous l’action de σ ; on a θ|x3=0
= kθ0, ce qui indique que θ est non

triviale. L’invariance de θ sous l’action de σ dit que θ est image réciproque par l’application
ϕ = (x1, x2, x

k
3) d’une certaine 1-forme α vérifiant α|x3=0

= kθ0 et :

dα+ α ∧
(

(1 + λ1)
dx1

x1
+ (1 + λ2)

dx2

x2
+ (1 + λ3)

d(x2 − x1 + x3)

x2 − x1 + x3

)
= dα+ α ∧ β1.

On a donc un nouveau déploiement de θ0 mais avec x1x2(x2 − x1 − x3) = 0 comme
hypersurface invariante.

4 e SÉRIE – TOME 49 – 2016 – No 1



FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ÉTUDE LOCALE 243

Comme cette hypersurface est un croisement normal, lorsque l’on éclate l’origine par E,
l’holonomie du diviseur exceptionnel E−1(0) pour F E∗α est abélienne. En résulte que l’ho-
lonomie du diviseur exceptionnel après un éclatement du feuilletage F θ0 est aussi abélienne.
Ce qui est exclu par la condition (v). Par suite k = 0 et θ possède la surface invariante
x1x2(x2 − x1) = 0. Il est facile de voir que θ = F ∗θ0 où F est une submersion ad hoc.
En effet un calcul direct montre qu’il existe un champ de vecteurs non singulier tangent
à la surface x1x2(x2 − x1) = 0 et tangent au feuilletage F θ. On conclut en invoquant le
lemme 2.

13. Perturbations de 1-formes fermées : exemples

On considère dans ce chapitre quelques feuilletages explicites F ω, ω = ω3 + · · · dont
la partie de degré deux [ F ω3

] est définie par une 1-forme fermée rationnelle. On détaille
quelques propriétés en liaison avec la réduction des singularités ainsi que des perspectives
dans la direction de calculs d’espaces de modules. Comme on l’a dit au chapitre 6, F ω est
aussi défini par une 1-forme fermée. Le cas le plus simple est celui où [ F ω3

] est un pinceau
générique de coniques. Un tel pinceau est à conjugaison linéaire près donné par les niveaux
de Q1

Q2
= (x0−x1)(x0+x1)

(x0−x2)(x0+x2) . Le feuilletage associé est donné en coordonnées homogènes par

ω3 = Q1dQ2 −Q2dQ1.

Vu dans P2
C le feuilletage [ F ω3

] a sept singularités, dont quatre sont de type radial ((1 : 1 : 1),
(1 : 1 : −1), (1 : −1 : 1), (−1 : 1 : 1)) et trois sont des centres ((1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0),
(0 : 0 : 1)). Vu dans C3 le feuilletage F ω3

a donc sept lignes de singularités dont quatre
sont de type Kupka-Reeb (Q1 = Q2 = 0), et donc persistantes par perturbation. Soit
L = a0x0 + a1x1 + a2x2, ai ∈ C, une forme linéaire ; introduisons la 1-forme intégrable
ωL ∈ Ω1(C3, 0)

ωL := Q1dQ2 −Q2dQ1 +Q1Q2dL.

On remarque de ωL s’annule sur les quatre droites Q1 = Q2 = 0 et que F ωL a l’intégrale
première méromorphe e−LQ1

Q2
. Considérons l’éclatement E : C̃3 → C de l’origine ; dans la

première carte (x0, t1, t2) où E = (x0, t1x0, t2x0), on a :

E∗
ω

Q1Q2
=
−2t1dt1
1− t21

+
2dt2

1− t22
+ (a0 + a1t1 + a2t2)dx0 + x0(a1dt1 + a2dt2).

En particulier si a0 6= 0, la singularité initiale de [ F ω3 ] en (1 : 0 : 0) a disparu et devient
une tangence entre le feuilletage éclaté E−1( F ωL) et le diviseur exceptionnel E−1(0). Si
a0a1a2 6= 0, les singularités de E−1( F ωL) sont précisément sur les transformées strictes de
Q1 = Q2 = 0. Le long de ces quatre droites D1, D2, D3, D4 le feuilletage E−1( F ωL) est
de type Kupka-Reeb-radial. De sorte que si l’on éclate l’origine puis ces quatre droites par
l’application σ : M = C̃3

D1,D2,D3,D4
→ C3, le feuilletage transformé σ−1( F ) est maintenant

sans singularités. On obtient ainsi en dimension trois un exemple de feuilletage absolument
dicritique au sens de Cano-Corral [4]. On peut d’ailleurs généraliser cet exemple en prenant
pour les Qi des polynômes de degré k ≥ 2 génériques.

Remarquons qu’en annulant certains ai on peut obtenir pour F ωL quatre, cinq, six ou sept
droites singulières. Ainsi sur cet exemple on peut éliminer de façon indépendante les droites
singulières venant d’une configuration centrale.
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En choisissant des entiers non nuls k0, k1, k2 on peut aussi considérer les feuilletages
donnés par ω = Q1dQ2 −Q2dQ1 +Q1Q2df avec f = a0x

k0
0 + a1x

k1
1 + a2x

k2
2 . Par exemple

dans E−1(C3) = C̃3 le feuilletage relevé a au point (1 : 0 : 0) une singularité avec intégrale
première du type xy + a0z

k1 . On en déduit une infinité non dénombrable de déformations
de F ω3

non conjuguées.

On peut procéder de même dans le cas de formes logarithmiques de type (1, 1, 1, 1) suivant
la notation de [9]. Un feuilletage générique de ce type est à conjugaison près de la forme :

ω3 = x0x1x2(x0 + x1 + x2)

(
λ0
dx0

x0
+ λ1

dx1

x1
+ λ2

dx2

x2
− d(x0 + x1 + x2)

x0 + x2 + x2

)
avec λ0 + λ1 + λ2 = 1. Les points singuliers dans P2

C sont au nombre de sept ; parmi eux six
correspondent aux intersections des quatre droites invariantes. Ce sont des singularités loga-
rithmiques génériques pour des valeurs génériques des paramètres λk. La septième singula-
rité est de type centre et se trouve au point (λ0 : λ1 : λ2). Vu dans C3 le feuilletage F ω3 a
donc sept droites singulières. On peut comme précédemment introduire

ωL = ω3 + x0x1x2(x0 + x1 + x2)dx0.

Le feuilletage F ωL a seulement six droites singulières. On peut aussi considérer les 1-formes
ω3 + x0x1x2(x0 + x1 + x2)dfk avec fk = xk0 produisant une famille dénombrable de feuille-
tages avec même partie homogène de degré 3 qui ne sont pas équivalents.

Terminons ce chapitre par le cas exceptionnel. On considère sur P3
C le feuilletage F Γ dont

les feuilles sont les niveaux de la fonction rationnelle F 2

G3 où F et G sont donnés en coordon-

nées homogènes par : F = x3x
2
4 − x1x2x4 +

x3
1

3 ,G = x2x4 − x2
1

2 . Il s’agit d’un feuilletage de
degré 2, donné par Ω3 = 1

x4
(2GdF − 3FdG), appelé feuilletage exceptionnel ; il est excep-

tionnel à plusieurs titres. L’orbite de F Γ sous l’action du groupe d’automorphismes Aut(P3
C),

ou plutôt sa fermeture, est une composante irréductible de l’espace des feuilletages de degré 2

sur P3
C [9]. D’autre part ses feuilles sont des surfaces de degré 6, ce qui en un certain sens

est un degré anormal pour un feuilletage de degré 2. Son lieu singulier Γ est constitué d’une
droite, d’une conique et d’une cubique gauche tangentes en un point q [9]. Soit H ' P2

C
un hyperplan générique, i.e. transverse à Γ. La restriction de F Γ à H est un feuilletage de
degré 2, qui a donc sept points singuliers comptés avec multiplicité. Comme Γ − {q} est
constitué des lignes de Kupka-Reeb et H est transverse à Γ, les six points de H ∩ Γ sont
des points singuliers de F Γ|H qui ont pour nombre de Milnor 1. Il y a donc un autre point
p ∈ H singulier pour F Γ|H avec nombre de Milnor égal à 1. Comme p n’appartient pas
à Γ, le feuilletage F Γ a une intégrale première locale ϕ submersive en p, et la restriction ϕ|H
est nécessairement de Morse en p. Ainsi p est un centre de F Γ|H . Supposons H donné par
x4 = ax1 + bx2 + cx3 = L, avec abc 6= 0, et notons f et g les restrictions de F et G à H :
f = F (x1, x2, x3, L), g = G(x1, x2, x3, L). Le feuilletage F Γ|H est défini par la forme :

ωH3 = ω3 =
1

L
(2gdf − 3fdg) ∈ Ω1(C3, 0).

Le feuilletage F ω3 a, pour L générique, sept droites singulières dont six sont de type Kupka-
Reeb et la septième de type centre, en dehors de 0.
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On considère maintenant la perturbation ω = ω3 + · · · de 3-jet ω3, défini par :

ω = ω3 + 2fgdL =
1

L
(2gdf − 3fdg + fgdL2).

Cette 1-forme est intégrable puisque :

ω =
fg

L

(
2
df

f
− 3

dg

g
+ dL2

)
.

Notons que pour H générique, le point p ∈ H est en dehors des zéros de F et G et donc de
[f−1(0)] et [g−1(0)]. Si l’on procède à l’éclatement de ω parE = (y1, y1y2, y1y3) on obtient :

E∗ω =
y5

1 f̃ g̃

y1(a+ by2 + cy3)

(
2
df̃

f̃
− 3

dg̃

g̃
+ dy2

1(a+ by2 + cy3)2

)
avec f ◦ E = y3

1 f̃ , g ◦ E = y2
1 g̃. On note que f̃ et g̃ sont des unités en p et comme F Γ|H a

un centre en p, le 1-jet de 2df̃
f̃
− 3dg̃g̃ en p est de type udv + vdu pour un bon choix de

coordonnées u, v. Par suite le feuilletageE−1 F ω a en p une singularité isolée ; en résulte que
l’ensemble singulier de F ω est constitué de six courbes lisses et non sept comme F ω3 . Par
suite F ω et F ω3 ne sont pas conjugués.

On peut aussi considérer les feuilletages F ωk associés aux 1-formes :

ωk = ω3 + fgkLk−1dL, k ∈ N.

En étudiant la singularité E−1 F ωk,p on constate que les feuilletages F ωk ne sont pas holo-
morphiquement conjugués. Ceci indique en particulier que le feuilletage F ω3 n’est pas de
détermination finie ; il est probable par contre que les F ωk pour k ≥ 1 le soient.

14. Conclusion

Rappelons que la classification des feuilletages de degré deux de P2
C n’ayant qu’une singu-

larité (donc à nombre de Milnor 7) est faite dans [8] ; tous sont définis par une 1-forme fermée
méromorphe sauf un modèle ayant une singularité nœud-col, donc satisfaisant la condition
de Kupka-Reeb. Tous les résultats qui précèdent sont résumés dans le théorème principal,
présenté dans l’introduction. On obtient en particulier la classification des feuilletages F ω
sur C3, 0 à partie initiale In(ω) dicritique de degré 3, Cod Sing In(ω) ≥ 2 (modulo la condi-
tion de non-résonnance locale b /∈ Q).

Voici maintenant une liste de problèmes ouverts.

1. Traiter le cas résonnant d’une singularité de la famille Ω2 (lemme 4) avec b ∈ Q.
2. Soit ων une 1-forme intégrable homogène de degré ν, Cod Sing ων ≥ 2 ; on considère

l’ensemble

F IN(ων) := {feuilletages F = F ω avec In(ω) = ων}.

Sur F IN(ων), il y a la relation d’équivalence de conjugaison holomorphe : F ω ∼ F ω′
si et seulement si il existe un difféomorphisme φ tangent à l’identité tel que φ∗ F ω = F ω′ .
Décrire l’espace de module M(ων) = F IN(ων)/ ∼ ; par exemple si ων satisfait le
point 3 du théorème principal, alors M(ων) se réduit à un point. Par contre nous
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venons de voir des exemples où M(ων) est infini (ων = Q1dQ2 − Q2dQ1 comme
ci-dessus).

3. Généraliser les énoncés du théorème principal aux dimensions supérieures à 3. La
classification de [9] permet de se ramener au cas où la partie initiale ne dépend que
de 3 variables.

4. Donner une démonstration géométrique, i.e. non calculatoire, du théorème de Dulac.
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