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FEUILLETAGES HOLOMORPHES
DE CODIMENSION 1: UNE ETUDE LOCALE
DANS LE CAS DICRITIQUE

PAR DoMINIQUE CERVEAU, ALcIDES LINS NETO
ET MARIANNA RAVARA-VAGO

RESUME. — Nous décrivons les singularités de feuilletages holomorphes dicritiques de petite multi-
plicité en dimension 3. En particulier nous relions I’existence de déformations et de déploiements non
triviaux a des problemes d’intégrabilité liouvillienne.

ABSTRACT. — We describe the singularities of dicritical holomorphic foliations of small multiplicity
in dimension 3. In particular we connect the existence of non trivial deformations and deployments to
problems of Liouvillian integrability.

1. Introduction

On se propose dans cet article de donner la description de certains germes de feuilletages
holomorphes de codimension un a l'origine de C™. Un tel feuilletage & est associé a la
donnée d’une 1-forme holomorphe w € Q(C",0), définie & unité multiplicative preés,
satisfaisant la condition d’intégrabilité de Frobenius w A dw = 0 et dont le lieu singulier
Sing w = Zéros(w) est de codimension supérieure ou égale a deux. On note ¥ = &, et
Sing & = Sing w. La condition d’intégrabilité est non linéaire en les coefficients de w, ce qui
rend difficile la construction d’exemples par des procédés calculatoires. Il y a essentiellement
deux maniéres simples pour construire de tels exemples. La premiére consiste a se donner un
germe wo € Q1(C2,0) en dimension 2 (dans ce cas la condition d’intégrabilité est triviale),
une application holomorphe F : C*,0 — C2,0 dominante et a considérer w = F*wy qui
est automatiquement intégrable; les feuilles du feuilletage &, sont alors fibrées par les
niveaux de F'. Un tel feuilletage sera dit de type pull-back ; on peut d’ailleurs généraliser cette
procédure en considérant un feuilletage &y d’une surface Sy, éventuellement singuliére, et
une application méromorphe F : C" --» S, (typiquement la projection naturelle C? --» P2)
et en « rappelant » &y par F. L’autre manicre est de considérer les feuilletages &g associés
aux 1-formes méromorphes 6 fermées : df = 0. Comme nous le rappellerons une telle forme
s’écrit : of

3
0=> X 7, Tdh
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214 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

ou les f; sont holomorphes, h méromorphe et les résidus A\; des nombres complexes. Essen-
tiellement les feuilles de ¥y sont les niveaux de la fonction multivaluée > A\;log f; + h. Ceci
n’est pas sans rappeler la conjecture, concernant cette fois les feuilletages globaux, suivante :

CoNJECTURE (Brunella, Lins Neto et al. [10]). — Soit & un feuilletage holomorphe de
codimension un sur une variété projective X . Alors ou bien & est transversalement projectif
(sur un ouvert de Zariski) ou bien il existe F' : X --» S une application rationnelle vers une
surface S et un feuilletage & de S tels que & = F* .

Pour éclairer cette conjecture disons que parmi les feuilletages transversalement projec-
tifs il y a les feuilletages donnés par une 1-forme fermée méromorphe ou les feuilletages
transverses a une fibration rationnelle (sur un ouvert de Zariski fibré). Ils sont donnés par
une 1-forme rationnelle wy pour laquelle existent deux autres 1-formes rationnelles wq, wo
formant un SL(2, C) triplet [10, 20] :

dwozwg/\wl, dwlsz/\wg, dw2=w1 /\WQ.

Soitw € Q1(C",0) un germe de 1-forme intégrable, w = >~ a;dz; ; si 'ensemble singulier
Sing w := {a1 = --- = a, = 0} est suffisamment petit, Cod Sing w > 3, le théoréme
de Frobenius de B. Malgrange assure I’existence d’une intégrale premiére non constante
f € O(C"0):w = gdf,g € O°(C",0); ici les feuilles sont les niveaux de f. On pourrait
penser que cela décrit la situation générique (pour la topologie de Krull), mais il n’en est rien :
on sait en effet depuis Kupka et Reeb [17] que la condition dw(0) # 0 implique que le lieu
singulier est lisse de codimension deux et cette propriété est stable. Nous précisons dans le
texte ce phénoméne bien connu et nous présentons la classification des 1-formes intégrables
dont le 1-jet est non trivial suivant les travaux de [12, 17, 19]. Une grande partie du travail
que nous proposons repose sur 1'idée naive suivante ; si I’'on procéde au développement de
Taylor de w :

W=wy, +wWyp1+- - twp+---

ot chaque wy, est une 1-forme homogene de degré &, i.e. a coefficients polyndmes homogénes
de degré k, et w, est la partie homogene de plus bas degré non nulle, alors la partie initiale
In(w) = w, de w est intégrable. Mieux, il y a une homotopie de 1-formes intégrables

wt:wu+twy+1+"'+tkwy+k+"'7 teC

reliant w = w;—1 & sa partie initiale w;—9 = In(w). On peut donc espérer, modulo des
conditions raisonnables sur w,,, que la 1-forme w, que I’on voit donc comme une déforma-
tion de w,,, va conserver certaines propriétés de sa partie initiale In(w). Pour présenter nos
résultats nous avons besoin de quelques notations et rappels. On désigne par R le champ
radial, R =) z; 6%1" Une 1-forme homogene intégrable w,, est dite dicritique si le polyndome
P, 1 = igw, estidentiquement nul ; elle est non dicritique sinon. Une forme dicritique induit
un feuilletage sur I’espace projectif Pg~", tandis que le feuilletage homogéne associé a une
forme non dicritique est défini par une 1-forme fermée rationnelle : en effet P‘:’:l est fermée.
Modulo des conditions génériques portant sur w,, ces propriétés sont gardées en mémoire
par les w telles que In(w) = w,. Ainsi, dans le cas non dicritique, si [P,1 = 0] C Pg ! est
réduit et a croisement normaux, alors &, est encore défini par une 1-forme fermée méro-
morphe dés que les résidus \; de w, = In(w) satisfont une condition générique (satisfaite
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FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ETUDE LOCALE 215

sur un ouvert dense) ; de méme si [P,41 = 0] est irréductible de degré p®, avec p premier et
n > 3[11]: en fait dans ce cas w posséde une intégrale premiére holomorphe non constante.

Dans le cas dicritique et en dimension 3, on démontre dans [1] que si dw, = d(In(w))
est a singularité isolée et v > 3, alors les feuilletages &, et &, sont holomorphiquement
conjugués, ce que 1’on peut interpréter comme un résultat de détermination finie ou de
stabilité (pour la topologie de Krull).

Nous nous intéressons dans cet article a des feuilletages &, dont la partie homogene
w, = In(w) ne satisfait plus les conditions précédentes. Si w, est une 1-forme homogene
intégrable dicritique, on note [7,, ] le feuilletage de Pgil associé¢; si Cod Sing w, > 2, c’est
un feuilletage de degré v— 1. Rappelons qu'un point central (ou une singularité de type centre)
pour un feuilletage & du plan est un point singulier m en lequel & posséde une intégrale
premiere de Morse ; toujours en dimension 2, un point singulier m est dit nilpotent si 7, est
défini par un germe de 1-forme dont la partie initiale est de type zdx. Le point singul7ier m
est dit d'ordre > 251 7, est défini par une 1-forme a 1-jet nul.

Les résultats qui suivent sont propres a la dimension 3, premicre dimension ou la condi-
tion d’intégrabilité est non triviale.

THEOREME PRINCIPAL. — Soit w € QY(C3,0) holomorphe intégrable. On suppose que la
partie initiale In(w) = w, est dicritique et satisfait Cod Sing w, > 2. Alors :

1. Siv =1, 4, est holomorphiquement conjugué a & ,,, w1 = zadz1 —z1dza ; en particulier
. iy .\ , A ,
T » posséde une intégrale premiére méromorphe 7 (Z; coordonnées ).
2

2. Siv=2,Y, est donné par une 1-forme fermée méromorphe.

3. Siv > 3et[Y,,] na ni singularité nilpotente, ni centre, ni singularité d’ordre > 2, alors
I, est conjugué a 7 ,,.

4. Siv = 3 et |9 w,] a une singularité de type centre, alors &, est défini par une 1-forme
fermée méromorphe.

5. 8iv = 3 et [Yw,| a une singularité nilpotente alors, modulo une condition de non-
résonnance portant sur ws, &, est défini par une 1-forme fermée méromorphe ou bien
I, est conjugué a F .

6. Siv = 3 et I, aune singularité d’ordre > 2, alors F , est transversalement affine, i.e.
dw = w A w1, avec wy méromorphe fermée.

Dans le théoréme principal, nous avons rassemblé divers énoncés qui apparaissent dans le
texte. Par souci de cohérence nous avons inséré dans le théoréeme des résultats bien connus :
c’est le cas des points 1 et 2. Le point 3 contient le résultat de Camacho-Lins Neto [1]. Le
point 4 fait intervenir un résultat d’intégration liouvillienne remarquable démontré en 1908
par Henri Dulac [14]. Le point 5 nécessite une étude fine des déploiements des feuilletages du
plan a singularité nilpotente. Cette é¢tude est rendue possible par I'utilisation du Théoréme
de Préparation de F. Loray [19]. A titre d’exemple, on démontre que si wy € Q'(C2,0) est
a singularité nilpotente et a nombre de Milnor u(wp;0) de type p — 1 avec p premier, alors
tout déploiement &, de ¥, a singularité nilpotente (In(w) = In(wp)) est trivial ou bien

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



216 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

T wo (et F,) possede une intégrale premiére holomorphe non constante. Rappelons que si
wo = adx + bdy alors p(wp;0) est la multiplicité d’intersection de I'idéal (a, b) :

0(C?,0)
(a,b)

w(we; 0) = dim

Nous donnons des exemples de déploiements non triviaux pour les feuilletages & ,,, asso-
ciés a des 1-formes fermées méromorphes. En particulier on rencontre dans cette description
des feuilletages &, w € Q(C3,0), qui aprés réduction des singularités sont complétement
réguliers.

Le plan du travail est le suivant : le chapitre 1 introduit le sujet et rassemble en un seul
énoncé (théoréme principal) les résultats du présent article, ainsi que tous les résultats
précédents. Dans le chapitre 2 les notations et vocabulaire sont introduits. Aux chapitres 3
et 4 nous revisitons les résultats déja connus et reformulons leur preuves. Au chapitre 5
nous prouvons une propriété de stabilité locale (au sens des déploiements) des singularités
nilpotentes en utilisant le théoréme de préparation de F. Loray. Dans le chapitre 6 nous
présentons le célebre Théoréme de H. Dulac et en donnons des applications directes. Au
chapitre 7 le théoréme de Dulac est généralisé aux singularités nilpotentes génériques (théo-
réme 11). Les chapitres 8, 9, 10 et 11 sont le cceur de I'article. On y étudie en particulier les
singularités nilpotentes non génériques et décrivons la dichotomie « trivialité des déploie-
ments » / intégrabilité liouvillienne. Au chapitre 12 est prouvée une propriété de stabilité
générique des feuilletages transversalement affines de degré deux alors que des exemples de
non-stabilité de feuilletages définis par une 1-forme fermée sont construits au chapitre 13.
Nous donnons aussi dans ce chapitre une liste de problémes ouverts.

Remerciements. — Nous remercions F. Loray, C. Rousseau et F. Touzet pour des échanges
fructueux. Le deuxiéme auteur a bénéficié d’un financement IUF et CNPq pour un séjour
a Rennes, le troisiéme est financé par un projet PDE/CsF du CNPq pour un s¢jour de deux
ans a Rennes. Nous remercions les rapporteurs pour leurs suggestions.

2. Notations, définitions et rappels

On note H(C™,0) anneau des germes de fonctions holomorphes a I'origine de C";
on désigne par QF(C",0) le H(C",0)—module des germes de k—formes holomorphes a
Iorigine de C™. Bien sir Q°(C™,0) = O(C",0); le &(C™, 0)—module des champs de vecteurs
holomorphes se note O(C™,0). Plus généralement si M est une variété complexe on note
O(M), QF (M) et ©(M) les faiseaux de fonctions, k—formes et champs. Sia € Q* et X € ©
on note i x « le produit intérieur de o par X et Lxa = ixda + d(ixa) la dérivée de Lie de
« suivant X.

Un germe de feuilletage holomorphe & = &, de codimension 1 a I'origine de C™ est
défini par la donnée d’un germe de 1-forme w € Q(C™, 0) satisfaisant les deux conditions :

(1) w A dw = 0 (intégrabilité)

4¢ SERIE - TOME 49 — 2016 — N° 1



FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ETUDE LOCALE 217

(i1)) Cod Sing w > 2

ou Sing w désigne ’ensemble singulier de w ; en coordonnées si :

w= Za,—dmi, a; € O(C",0),

i=1

alors Singw = {a; = --- = a, = 0}.

Ajoutons que par définition deux 1-formes w, w’ satisfaisant (i), (ii) et w A ' = 0
définissent le méme feuilletage. Avec la notation ci-dessus le lieu singulier Sing & de ¥ = &,
est Sing w. Deux germes de feuilletages 7, = J et 7, = I’ sont conjugués s’il existe

¢ € Diff(C",0), le groupe des germes de difféomorphismes de C™, 0, tel que ¢*w A w’ = 0.
Onnote ' = ¢~ 1.

On a le théoréme de structure suivant :

THEOREME 1 (Malgrange [21]). — Soit w comme ci-dessus ; si Cod Sing w > 3 il existe une
unité g € O°(C™,0) et f € O(C",0) tels que w = gdf.

Lorsque w est non singuliére, i.e. Sing w = &, on retrouve le théoréme de Frobenius
classique. Dans ce cas, f est une submersion.

Dans la théorie des singularités de feuilletage il y a un énoncé classique connu sous le nom
de phénoméne de Kupka-Reeb et qui est une application directe du Théoréme de Darboux
classifiant localement les 2-formes fermées. En voici I’énoncé :

THEOREME 2 ([17, 3]). — Soit & = F, un germe de feuilletage a l'origine de C™ défini par
la 1-forme intégrable w. On suppose que la différentielle dw est non nulle a 'origine : dw(0) # 0.
1l existe des coordonnées (x1,%3,...,%,) telles que w = Ai(x1,x2)dr1 + As(x1,22)d2o,
A; € O(C2,0).

Sous les hypothéses du théoréme, il existe une submersion ¢ : C*, 0 — C2,0 telle que
I = p~1(T) ou F est un feuilletage sur C2,0.

Si 'on souhaite décrire tous les feuilletages donnés par une 1-forme w dont la partie
linéaire est non triviale les deux énoncés précédents s’avérent insuffisants. Ils doivent étre
complétés par deux autres ; le premier se trouve dans [12], nous en donnons sa preuve dont
I’esprit est important pour la compréhension de la suite :

ProOPOSITION 1. — Soit & un germe de feuilletage holomorphe de codimension 1 a l'origine
de C™ donné par w € Q*(C",0), n > 3. Soient i : C2,0 — C™, 0 une immersion et wy = i*w.
On suppose que le 1-jet de wq est non nilpotent (i.e. non nul et non conjugué a x1dx;). On a
lalternative :

(1) T ne dépend que de deux variables, i.e. il existe une submersion j : C*,0 — C20,
joi=ides, telle que ¥ = j71(i719F).
(2) T posséde une intégrale premiére holomorphe f € ©(C™,0) non constante, i.e. w Adf = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



218 D. CERVEAU, A. LINS NETO ET M. RAVARA-VAGO

Démonstration. — Soit (z,y) = (z1,22,¥s,.-.,Yn) Un systéeme de coordonnées tel que i
s’identifie a 'inclusion i(z) = (z,0). Si dwg(0) # 0 on a bien sir dw(0) # 0 et on se trouve
en présence d’un phénomeéne de Kupka-Reeb ; on est alors dans le cas (1). Sinon, puisque le
1-jet de wq est non nilpotent, on a a conjugaison linéaire pres :

j1w0 = xodx1 + x1dXo.

On écrit alors :

w = Ajdzri + Asdxs + Bsdys + - - - + B,hdy,
ou A;, B; € O(C*,0) avec A} = 3 + ---, Ay = x1 + ---. Si le lieu singulier de w est de
codimension au moins trois, le théoréme de Malgrange dit que nous sommes dans 1’éven-
tualité (2). Comme I’ensemble lisse { A1 = Ay = 0} est de codimension 2 et contient Sing w,
on constate, lorsque Cod Sing w = 2, I’égalité Sing w = {A; = A = 0}. En particulier
chaque B; est dans I'idéal < A;, Ay > :

B, = a; A1 + B A, oy, B € O(C™,0).

i =9 _ 50 _p. 0 it intéri
Par suite les champs de vecteurs X; = 5~ —; 5;- — 0 5,; annulent w par produit intérieur
et produisent une trivialisation de & : nous sommes dans le cas (1). O

La description des feuilletages donnés par une 1-forme dont le 1-jet est 21 dz; est présentée
par F. Loray dans [19] comme conséquence de son Théoréme de Préparation. En voici
I’énoncé :

THEOREME 3. — Soit F = &, un germe de feuilletage de codimension 1 a I'origine de C".
On suppose que la partie linéaire de w est de type x1dxy. Alors a conjugaison et multiplication
par unité pres, w est de la forme :

(M w = zydzy + (L(f) + z1l2(f))df
ou f = f(za,...,z,) € O(C"10), 1 et Iy sont dans O(C,0).

Une 1-forme de type (1) sera appelée forme normale de Loray. Comme dans le phénoméne
de Kupka-Reeb, le feuilletage & apparait comme image réciproque (par I’application (z1, f))
d’un feuilletage de C?, 0 (le feuilletage défini par z1dz; + (11 (y1) + w1l2(y1))dy1).

Soit w un germe de 1-forme intégrable a ’origine de C™ ; on note v = v(w) la multiplicité
algébrique de w. Si on effectue le développement de Taylor de w :

w:wv+wy+1+...+wk+...

ou chaque wy, est une 1-forme homogeéne de degré k, alors w,, est une 1-forme homogéne qui
se trouve intégrable (condition (i)) ; par contre la condition (ii) pour w, i.e. Cod Sing w > 2
n’implique pas qu’elle soit vérifiée par w,,.

n
DErFINITION 1. — Soit w, une 1-forme homogene intégrable sur C", w, = Aidzx;, A;
=

K3

n
homogéne de degré v. On dit que w, est dicritique si Y, x; A; = 0 et non dicritique sinon.
i=1
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FEUILLETAGES HOLOMORPHES DE CODIMENSION 1: UNE ETUDE LOCALE 219

n
Considérons le champ radial R = ) xi% ; w,, est dicritique si et seulement si le poly-

=1
ndéme P, ; = ipw, est identiquement nul. Dans le cas non dicritique, P,,; # 0, la 1-forme
Y est fermée ; si la décomposition en facteurs irréductibles de P, | ; est :

PI/+1
P, =Pt pretl ns € N, Py irréductible,
alors il existe des nombres \; € C et un polyndme H de degré d°H = > n;d°P; tel que

(2p - .
Wy Pz H
o _ZAszLd(P{LI.__P:s).

Cette 1-forme possede lintégrale premiere multivaluée Z AilogP; + B pne
Ry

Lorsque P, 4, est réduit, i.e. n; = 0, on peut supposer H =0 et :

wy dPl
B Z)\i?i avec Z)\idoﬂ- =1.

Wy Wy

Dans ce cas on dit que w,, (ou ) est logarithmique et que les \; sont les résidus de

PV+1 v+1
On dit que les résidus satisfont la condition & si A\; € Q pour tout 4 et 'un des \; est ou

bien non réel ou bien un irrationnel mal approché par les rationnels.

Voici deux résultats dus a D. Cerveau et F. Loray [11] et D. Cerveau et J.-F. Mattei [12] que
nous concentrons dans un seul et qui donnent un apergu raisonnable des feuilletages ¥ = &,
lorsque w,, est non dicritique logarithmique.

THEOREME 4. — Soit w = w, + --- un germe de 1-forme intégrable a l'origine de C",
n > 3. On suppose que la partie homogéne de plus bas degré w, est non dicritique et satisfait
Cod Sing w, > 2.

(1) Si P,y1 = igw, est irréductible de degré v + 1 = p® avec s € N et p premier, alors w
posséde une intégrale premiere holomorphe non constante f = P,y1 + -+, w Adf = 0.

(2) SiP,i1 = Py Psestréduit, s > 2, 'hypersurface [P,11 = 0] C Pg_l est a croisements
ordinaires et les résidus \; satisfont la condition P, alors w posséde une intégrale premiére
> Nilogf;, oules f; = P; + - -+ sont holomorphes.

(3) Si P, estirréductible et [P, 41 = 0] C PE™" est a croisements ordinaires, alors w posséde
une intégrale premiere holomorphe.

REMARQUE 1. — Dans les cas (1), (2) et (3) le feuilletage &, est défini par une 1-forme
fermée tout comme sa partie homogene &, .

REMARQUE 2. — Dans [11] on construit des feuilletages &,, de C3,0 tels que la partie
homogene w, soit de type dP, 1 avec P, irréductible et qui ne possédent pas d’intégrale
premiére holomorphe non constante. Ils ont la propriété d’étre image réciproque par une
application holomorphe d’un feuilletage de C2, 0.

REMARQUE 3. — Dans [13] on s’intéresse au cas ou P, = 0 est un croisement normal,
i.e. un produit de coordonnées, et les \; des entiers positifs. On obtient dans ce cas I’alterna-
tive (non exclusive) : ou bien &, est défini par une 1-forme fermée (qui n’est pas en général
a poles simples) ou bien &, est image récriproque d’un feuilletage de C2, 0.
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Intéressons-nous maintenant dans le cas dicritique aux propriétés de w, susceptibles
d’étre transmises a tout w = w,, + - - - . Le premier résultat en ce sens est di a C. Camacho et
A. Lins Neto [1] :

THEOREME 5. — (1) Soit w = w, + - - un germe de 1-forme intégrable a l'origine de C3
dont le v—jet est la 1-forme homogene dicritique w,, avec v > 3. Si la 2-forme dw, ne
s’annule qu’en 0, il existe un germe de difféomorphisme ¢ de C3,0 tel que w = ¢*w,, i.e.
w et w, sont conjuguées.

(2) Soitw € QY(C™,0), n > 4, un germe de 1-forme intégrable pour lequel il existe une section
3-planei : C3,0 — C", 0 telle que i*w satisfait le point (1). Alors il existe une submersion
j: C*0 — C3,0 telle que w = j*(i*w). En particulier w est conjugué a la 1-forme
§*(i*w), € Q(C3,0) (vue dans Q' (C",0)).

Le théoréme 5 classifie les feuilletages en dimension 3 a partie homogene générique
pour v > 3. Qu’en est-il pour v < 2?1l se trouve que si w, € 21(C", 0) est intégrable homo-

géne dicritique de degré v < 2, il existe un polynome homogene @), 1 de degré v + 1 tel que

v+1 .
et Q2 = x1x2 convient.

On déduit la classification (générique lorsque) v < 2 en utilisant le résultat suivant énoncé
dans [7] :

soit fermée [3]. Par exemple si v = 1, w; est linéairement conjugué a x1dxs — Todry

THEOREME 6. — Soitw = w, +--- € QY (C",0) intégrable avec w, homogeéne dicritique de
degré v et satisfaisant Cod Sing w, > 2. On suppose qu’il existe un polynéme homogeéne Q) tel
que Y soit Sfermée. Il existe alors f € O(C™,0) tel que Y soit Sfermée.

Q f

REMARQUE 4. — De la méme fagon que dans le cas homogeéne, une 1-forme fermée meéro-

morphe n s’écrit :
. df; H
i=1 3 1 S
ou les f; et H sont holomorphes, A; € C et n; € N. La fonction multivaluée
H
Ailogfi + s
Z it fse
est une intégrale premiére du feuilletage correspondant.

COROLLAIRE 1. — Soitw = w, +--- € QY(C",0) intégrable avec w, homogéne dicritique,
Cod Sing w, > 2 et v < 2. Il existe f € O(C™,0) tel que ? soit fermée.

REMARQUE 5. — Le théoréme 6 s’étend stricto sensu de la fagon suivante : s’il existe ()
Wy

Q

. , o , w .
soit fermée alors il existe f méromorphe telle que — soit

f

rationnelle homogeéne telle que
fermée.

REMARQUE 6. — En dimension supérieure a 4 ’espace des formes intégrables homogénes
dicritiques de degré v est une variété algébrique non irréductible. « Beaucoup » de ses compo-

santes sont associées a des feuilletages définis par des 1-formes fermées rationnelles. C’est un
cas typique ou le théoréme 6 s’applique.
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Ceci étant dit, il semble intéressant d’étudier les dégénérescences des cas génériques — ce
que nous abordons dans les chapitres suivants.

3. Cas dicritique dégénéré avec v < 2

Dans le chapitre qui précede ’hypothése Cod Sing w, > 2 a été essentielle. En fait si
w, est homogene dicritique avec v < 2 et w,, s’annule sur une hypersurface alors v = 2 et a
conjugaison linéaire prés wo est de I'un des deux types suivants :

.'Iil(l'ldl'g — :L‘le'l) ou .’E3(.’1§1d.’132 — .’132d.’131).

11 existe des 1-formes holomorphes w € Q!(C2,0) dont le 2-jet est x1 (z1dxrs — z2dz1) pour
lesquels il n’existe pas de f € O(C2,0) tels que ¥ soit fermée : c’est d’ailleurs générique par
la topologie de Krull. C’est le cas par exemple pour z1(z1dzs — z2dr1) + w3 ol w3 est une
1-forme homogéne générique. Pour ce qui concerne les dimensions supérieures a 2 on peut
poser la

QUESTION. — Soit w € QY(C™,0) intégrable dont le 2-jet est x1(x1dxy — xodT1). EXiste-
t-il F: C*,0 — C2,0 et wg € QY(C2,0) tels que w A F*wy = 0, i.e. le feuilletage I ,, est-il le
tiré en arriere d’un feuilletage du plan ?

Pour ce qui concerne I’autre modéle nous avons la :

PROPOSITION 2. — Il n'existe pas de 1-forme w € QY(C",0), n > 3, w intégrable,
Cod Sing w > 2, ayant pour 2-jet wy = x3(z1dxs — T2dz1).

Démonstration. — Quitte a couper par un 3-plan général, il suffit d’établir la proposition
pour n = 3. Supposons qu’il existe w € Q1(C3,0) telle que j?w = w; et Cod Sing w > 2.

Considérons Iéclatement E : C® — C3,0 de lorigine de C3. Le diviseur exceptionnel
E~1(0) ~ PZ est génériquement transverse au feuilletage & relevé de & = &, par E. En se
plagant dans la carte (z1, 2, x3) ou E s’exprime sous la forme :

E(»’Uh x2, 373) = (1?1, T1x2, 1/'1%3)

on constate que T est défini par:

FE*w
3
Ty

=@ = x3drs + fldml + $1Bd$2 + xlédxg.

En écrivant explicitement I'intégrabilité de & on constate que @ s’annule sur la droite
z1 = z3 = 0 contenue dans E~1(0). Un calcul immédiat montre que :

d(:)| = dl’g A dl‘g + dﬂjl AN ()

zr1=x3=0

Ainsi @ annule un champ Z dont la composante suivant 8%1 est non nulle le long de
z1 = x3 = 0. Ceci oblige @ a s’annuler sur une surface, contredisant ’hypothése

Cod Sing w > 2. O
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Si I’on considére I'espace ./, C Q'(C™,0) des germes de 1-formes intégrables w tels que
§7lw = 0, w, = jYw est homogene de degré v dicritique, on hérite d’une projection (jet
d’ordre v)

7, — 14,
a valeur dans [/)] = {w, homogene intégrable dicritique de degré v}. La proposition 2
indique que cette projection n’est en général pas surjective.

REMARQUE 7. — Le groupe des difféomorphismes tangents a I'identité Diff; (C™, 0) agit
sur /,, en préservant les fibres de j”. Le théoreme 5 de Camacho-Lins Neto s’interpréte
comme suit : si w,, satisfait les hypotheses du théoréme 5 alors ’action de Diff; (C™, 0) sur
la fibre (5)~(w, ) est transitive.

4. Un lemme utile et le théoréeme de Camacho—Lins Neto revisité

Dans ce chapitre w = w, + --- € QYC3,0) est un germe de 1-forme intégrable,
Cod Sing w > 2. Ils nous sera utile de réprésenter les germes considérés sur une boule centrée
a l'origine. Nous la noterons B et son rayon sera supposé suffisamment petit pour que le
discours qui suit ait un sens. On pose B* = B — {0}.

LEMME 1. — Supposons qu'il existe un recouvrement ouvert {Uy} de B* et des champs de
vecteurs holomorphes Xy, € ©(Uy) tels que W, =ix, dw|U . 1l existe alors X € ©(C3,0) tel
k k

que w = 1 xdw.

Démonstration. — Soit Z un champ de vecteurs tel que dw = izvol, ou la forme
vol = dxy A dzo A drs est une 3-forme non nulle de C3. L’hypothése du lemme implique
que ’ensemble des zéros Sing Z de Z est contenu dans Sing w et donc de codimension au
moins deux. Lorsque U; N U; # &, on aix, x,dw = 0; puisque Cod Sing Z > 2

Uinu;
il existe h;; € O(U; N U;) tels que X; — X; = h;;Z. Comme le groupe de cohomologie
H(B*, 0) est trivial, c’est un résultat de H. Cartan [5] (voir [3]), on a, quitte & choisir un
bon recouvrement, h;; = h; — hj, by € O(Uy). Ainsi les champs X; — h;Z se recollent et
définissent un champ global X* € ©(B*). Le Théoréme de Hartogs permet de prolonger ce
champ en un champ X € O(B) qui vérifie w = ixdw. O

A titre d’application nous présentons une preuve de ’énoncé de Camacho-Lins Neto,
partie (1).

Démonstration du théoréme 5, partie (1). — Puisque dw, ne s’annule qu’en 0 il en est de
méme pour dw. Par suite en chaque point m d’une boule épointée B* on peut trouver un
champ X ,, € ©(B*,m) tel que w,, = ix ,, dw,,. D’aprés le lemme 1 il existe X € ©(C?,0)
tel que w = ixdw. Il est clair que X s’annule en 0 sinon dw, s’annulerait sur une droite.
Soit X la partie linéaire de X en0; ona:

wy =1ix,dw, =i_r dw,
v+1

qui conduit a in_%dw,, = 0. Comme v > 3 et dw, est a singularité isolée on a X; = V—fl.
Le théoréme de linéarisation des champs de vecteurs de Poincaré permet alors de supposer
que X = X; = V—Ifl. Un calcul direct (utilisant L W= w) montre que w = w,,. O
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REMARQUE 8. — Dans I’article [1] les auteurs substituent au lemme 1 le Lemme de Divi-
sion de de Rham-Saito [25]. Il se trouve que le Lemme de Division peut se démontrer (sur C
et en dimension 3) en utilisant 'argument de H. Cartan.

REMARQUE 9. — Dans [18] I'un de nous montre que la seule hypothése Sing dw = {0}
conduit, a conjugaison pres, a l'existence d'un champ de vecteurs radial a poids
X => pix; a%i’ p; € N* telque Lxw = pw, p € N, ce qui permet de montrer que w est quasi
homogénéisable. Le feuilletage &, peut étre vu comme image réciproque d’un feuilletage
sur un espace projectif a poids de dimension 2.

Le lemme qui suit va nous permettre de donner une généralisation des résultats qui
précedent. Comme toujours on désigne par E : C3 — C3,0 I’éclatement de I’origine de C3;
le diviseur exceptionnel E~1(0) est isomorphe a PZ.

LEMME 2. — Soit w € QY(C3,0) un germe de 1-forme intégrable a l'origine de C? dont la
partie homogéne w,, est dicritique et satisfait Cod Sing w,, > 2. On suppose qu’en chaque point
m € E~1(0) il existe un germe de champ de vecteurs X ,,, € ©(C3,m) tel que :

(1) X,m est tangent au feuilletage E~ (7)), i.e. i3 Erw=0.
(2) X, est transverse @ E=*(0) en tout point m € E~*(0).
Alors il existe X € ©(C3,0) rel que ixdw = w = Lxw.
Démonstration. — Nous allons montrer que les hypothéses du lemme 1 sont satisfaites.
On écrit
w=w,twyp1+--=A,+-)dz1+ (B, + - )dzs + (C, + - -+ )dz3
oules A,, B,, C, sont homogenes de degré v et satisfont :
1A, + 2B, + x3C, = 0.
Plagons-nous dans la carte (z1,x2,x3) de C3 ou I'expression de E est donnée par
E(z1,79,73) = (2371, 2372, 23). Dans cette carte E~1(0) est donné par (z3 = 0) et

E*w = iEngl |:(A,,(.Z'1, o, 1) + $3A/)d$1 + (B,,(xh o, 1) + $3B/)d$2 =+ Cld$3

oules A’, B’, C' sont holomorphes le long de z3 = 0.
En chaque point m € E~!(0), ’hypothése implique I'existence d’un champ de vecteurs Y, :

Y,, = 9 + yli + Y2i, Y; holomorphes,
’ Ox3 0x1 Oz,

tel que iy, E*w ,,, = 0. En conjugant localement Y,,, a 6i par un difféomorphisme local
: 3
fibré ¢, = (@, x3), p(r1,22,0) = (21, z2), on conjugue E*w ,,, &
Wyt (A, (z1, z2,0)dz + B, (1, x2,0)dzs)

ou W est une unité, W(z1, z2,0) = 1. Quitte a changer z5 en Wﬁwg, on conjugue E*w ,,
a:
Q= $§+1(Au($1,5€2, 0)d$1 + Bu($17$2>0)d$2)-
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Un calcul élémentaire montre que % 2 dQ = (v + 1)Q. De sorte que I'on peut modifier le
z3

champ X ,,, pour qu’il satisfasse i 4 _dE*w , = E*w . La collection des X ,,, nous permet
de construire des champs X, satisfaisant le lemme 1. O

Nous allons maintenant décrire une premiére conséquence du lemme 2. Une 1-forme
dicritique w, € Q!(C?), Cod Sing w, > 2, induit un feuilletage [7,,, ] de degré v — 1 sur PZ.
Ce feuilletage posséde exactement v?> — v + 1 points singuliers comptés avec multiplicité.
Nous dirons que [, ] est sans nilpotence si en tout point m € Sing [, ] le feuilletage est
défini par une 1-forme locale « ,,, dont la partie linéaire est non nilpotente (en particulier
non nulle). Dit autrement ou bien da(m) # 0, ou bien le 1-jet de & en m est a conjugaison
pres d(z1x2). Dans ce dernier cas nous dirons que m € Sing [, ] est de type centre ou
central si [7,,,] m posséde une intégrale premiére non constante : o, = gdf, f € O(P%, m),
g€ @*(IP’%, m). Notons qu’un tel f est nécessairement de Morse en m.

PROPOSITION 3. — Soit w = w, + -+ € QY(C3,0) un germe de 1-forme intégrable a
l'origine de C3 dont la partie homogéne w,, est dicritique, v > 3 et Cod Sing w,, > 2. Si [7,,,]
est sans nilpotence, n’a pas de point central et pas de point singulier d’ordre > 2, alors w et w,
sont conjugués ; en particulier 7, et F ,,, sont conjugués.

Démonstration. — D’apres la proposition 1 les hypothéses du lemme 2 sont satisfaites.
11 existe donc un champ X € ©(C3,0) tel que ix(dw) = w. On conclut comme dans la

preuve du théoréme 5 : comme w, = i n dw, et Cod Sing w, > 2 on a Cod Sing dw, > 2.

Par suite si X1 = j1X, I’égalité inV%ldw,, = 0 implique que X; = ﬁRl. On conclut en

linéarisant X. O

REMARQUE 10. — La condition sans nilpotence, sans point central est générique dans
I’espace des 1-formes dicritiques de degré v.

On peut interpréter la proposition 3 comme un énoncé de rigidité ou de détermination
finie. En remarquant que ’alternative de la proposition 1 se caractérise par la nature du lieu
singulier on peut démontrer la

PROPOSITION 4. — Soit w = w, + --- € QYC3,0) un germe de 1-forme intégrable a
lorigine de C3 dont la partie homogéne w, est dicritique, v > 3 et Cod Sing w,, > 2. On
suppose qu’en chaque point singulier m de [ ] celui ci est donné par une 1 — forme a 1-jet
non nul. Si Sing w est homéomorphe a Sing w,,, alors w et w,, sont conjugués.

Démonstration. — Laissée au lecteur. O
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5. Feuilletages avec singularités nilpotentes ; problémes de déploiements

Dans ce chapitre on identifie C* & C? x C et ’'on considére un feuilletage ¥ sur C2,0
ayant une singularité nilpotente non triviale en 0, i.e. avec 1-jet nilpotent non nul. Soit & un
déploiement de g sur C3, c’est-a-dire un germe de feuilletage en 0 € C? dont la restriction
aC? x {0} est Fo. Siw € Q(C3,0) est une 1-forme définissant &, le feuilletage F est
défini par wy € Q(C?,0) restriction de w & C? x {0}. On fixe des coordonnées (1, T2, T3)
de C* = C? x C; comme J est a singularité nilpotente non triviale on peut supposer que
le 1-jet de wy est z1dxy. Il se pourrait que w soit non singuliére en 0, c’est le cas par exemple
pour le feuilletage par les niveaux de 22 + x3 + x5 ; mais dans ce cas & et donc ¥ possédent
une intégrale premiére holomorphe non constante (Frobenius classique).

Supposons maintenant w singuliere en 0. Le 1-jet de w est du type :
w1 = :L‘ldiL'l + :L‘gdl + Ld.’]lg

oul! = l(xzy,xz2) et L = L(x1,z2,x3) sont des formes linéaires. L’intégrabilité de w
impliquant celle de w; on a :

(x1dzy + z3dl) Nd(l — L) ANdzg =0
qui implique dw(0) = dw;(0) = Adz1 A dzs, A € C.
11y a deux cas suivant que A est nul ou non. Si dw;(0) # 0 alors i = I(z1), L = L(x1,x3)
et nous avons un phénomene de Kupka-Reeb : il existe une submersion
F: (z1,29,23) — (X1(21, 22, 23), X3(21, T2, 23)), F(21,0,23) = (21, 23),
telle que w = F*a ou « est la restriction de w au plan x5 = 0. Si

w = Adzy, + Bdxy + Cdzsz = z1dx1 + - - -

ona F*a = A(X1,0,X3)dX; +C(X1,0, X5)dXs5. Ainsi wy est la restriction de F*a au plan
z3 = 0. Un calcul direct élémentaire montre que le nombre de Milnor (¥ ¢;0) de F o en 0 est
plus grand ou égal a 3. Dans ce cas il y a un facteur intégrant pour &, et donc pour & (tout
du moins formel) : ¢’est une conséquence de la description des singularités de feuilletages du
plan a 1-jet non nilpotent [12].

Supposons maintenant w; fermée :
72
wr=d (21 + z3l + sx%) =dq, e€€C, [=I(x1,z2) linéaire.

De nouveau nous distinguons trois cas suivant le rang de la forme quadratique gq.

Si ¢ est de rang 3, la forme w est a singularité isolée et les feuilletages & et donc ¥

possédent une intégrale premic¢re holomorphe non constante (Théoréme de Malgrange).
2
Si g est de rang 2, g = ?1 + z3(ax1 + €x3), alors d’apres la proposition 1 ou bien & et

donc ¥ posseédent une intégrale premiére holomorphe ou bien il existe une submersion
F: C30—C%0=(zy=0)

(1,2, x3) — (X1(21,22,23), X3(21, 22, 23)),
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F(z1,0,23) = (z1,z3), dont les fibres sont tangents a &. Avec les mémes notations que
précédemment le feuilletage & est donné par

A(X4,0,X35)dX1 + C(X1,0, X3)dX3

et Fo par A(X4,0, X3)dX; + C(X4,0, X3)dX3|z3:0. Comme J posséde facteur intégrant
formel, il en est de méme pour & [12, 13]. Un calcul élémentaire montre que le nombre de
Milnor de cette dernic¢re forme est plus grand que trois.

Avant d’attaquer le cas restant ou ¢ est de rang 1, nous résumons la situation dans la

PROPOSITION 5. — Soit F = T, un déploiement de Fo sur C3,0 = C2,0 x C,0,
Fo = 9'|C2 ox{0}" On suppose que F a une singularité nilpotente non triviale en 0. On est
dans l'un des cas suivants :

(1) F et F g ont une intégrale premiére holomorphe non constante.
(2) Le nombre de Milnor u(Fo;0) est plus grand que 3 et F et F o ont un facteur intégrant

(formel).
(3) Le 1-jet de w en 0 est (x1 + dx3)d(x1 + dx3), § € C. A conjugaison linéaire prés on peut
supposer que 6 = 0.

Le cas restant correspondant au cas (3) ou rang g = 1 se traite de la fagon suivante, tout
de moins lorsque pu(Fo;0) = 2.

PROPOSITION 6. — Soit S = S, un déploiement de o = & ,, = ; On suppose

g|c2,0x{o}
que le 1-jet de w est jlw = x1dxy. Si u(Fo;0) = 2, alors on est dans I'une des situations
suivantes :

(1) Fo (et F) ont une intégrale premiére holomorphe.
(2) Le déploiement & de g est trivial, plus précisément il existe un champ de vecteurs
¢ € ©(C3,0) tangent a F et transverse a C2,0 x {0}.

Démonstration. — Elle repose sur la forme normale de Loray. En fait I'’énoncé 3 dit que

I’on peut supposer a unité multiplicative prés que
w = X1dX1 + (IL(f) + Xal2(f))df

avec f = f(z2,23) € O(C?,0),1; etly € O(C,0) et X1 =z1 +--- € O(C3,0).

Le feuilletage & est alors donné par

wo = X1(1,22,0)d X1 (21, 32,0) + (I1(f(22,0)) + Xil2(f(22,0)))df (x2,0)
qui est conjugué a
wo = z1dzy + (lLi(fo(z2)) + 21l2(fo(22)))dfo(22)

avec fo(z2) = f(z2,0). Si fo est une submersion alors (X, f) aussi et I’on est dans le cas (2).
On peut donc supposer que fo(z2) = =& avec k > 2.

Remarquons que si /; est une unité alors wj, posséde une intégrale premiere holomorphe et
nous sommes dans le cas (1). En effet w(, apparait comme image réciproque par I'application
(x1,25) de

wy = z1dz1 + (I1(u) + z1l2(u))du
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qui se trouve non singuliere, donc avec intégrale premiére. On peut donc supposer que

Iy = eul 4+ ---,1>1,¢ # 0; 'idéal des composantes de w}, est donc <z, z5¥+¥~1>_ Comme
k>2etl>1,onak(l+1)—12>3etdonc u(Fo;0) > 3, cas exclu par hypotheése. O

Dans [8] on classifie les feuilletages de degré 2 du plan PZ n’ayant qu’une seule singularité.
I1 découle de cette classification que si m est un point singulier de type nilpotent non trivial
d’un feuilletage ¥ de degré 2 alors u(Fo;m) < 6.

En fait la proposition 6 s’étend comme suit :

THEOREME 7. — Soit F = T, un feuilletage de C3,0 déploiement de 7, = Fo =

g|cc2,o><{o} ; on suppose que le 1-jet de w est x1dx;.
(1) Si u(F9;0) = 3 alors ou bien le déploiement T est trivial ou bien F (et donc F)

posséde un facteur intégrant formel go € O(C2,0) (respectivement g € O(C3,0)) tel
que d(£2) = 0 (respectivement d(%) = 0).

(2) Si u(Fo;0) + 1 est un nombre premier alors ou bien le déploiement F est trivial ou bien
Fo (et donc F ) posséde une intégrale premiere holomorphe non constante.

Démonstration. — Elle procéde comme la précédente; lorsque le déploiement est non
trivial on a, avec les mémes notations :

why = xrdry + (I (2h) + zlo(x§)) kb das, k> 2.
Visiblement w}, est image réciproque par (z1, %) de :
wy = z1dx1 + (11 (u) + z1l2(w))du.

Comme dans la preuve précédente si I; est unité wj posséde une intégrale premiere holo-
morphe et par suite 7 et & aussi. Sinon le 1-jet de w( est z1dz1+ (eu+Az1)du avece = 11 (0)
et = l2 (0)

Ce 1-jet est nilpotent si et seulement sie = A = 0; s’il est non nilpotent, la théorie
élémentaire des formes normales [12] assure que wy] (et donc wy et puis w) posséde un facteur
intégrant formel. On pose l1(u) = pu? + - -, g, # 0, de sorte que

L(zk)=epal? +-- ) E>2

L’idéal des composantes de wy, est donc <z1, x’;(”+1>‘1> et par suite (S o;0)+1 = k(p+1).

Comme k > 2, si u(Fo;0) + 1 est premier alors p = 0 et I3 est une unité; de sorte que ¥
a une intégrale premiére holomorphe non constante. Lorsque u(Fo;0) = 3, alors ou bien
(k,p) = (4,0) et Fo a une intégrale premiere holomorphe, ou bien (k,p) = (2,1), cas ou ¥
a un facteur intégrant formel. O

REMARQUE 11. — Comme on I’a dit, pour une singularité nilpotente d’un feuilletage
de degré 2 on a que 1 € {2,3,4,5,6}; seul le nombre 5 n’apparait pas dans la liste du
théoréme 7. Dans ce cas avec les notations précédentes on a, lorsque k > 2, les possibilités
(k,p) = (6,0) (présence d’intégrale premiere holomorphe), (k,p) = (3,1) (présence de
facteur intégrant formel) mais aussi a priori (k,p) = (2,2); danscecas, si A # 0,ilya
encore un facteur intégrant formel.
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REMARQUE 12. — Le cas p = 2, traité dans la proposition 6, I’est aussi dans le théo-
réme 7. Nous avons souhaité séparer ces deux cas pour des raisons de lisibilité. Remarquons
aussi que le théoréme 7 se généralise en dimension n quelconque avec une preuve identique.

Exemple : Soit ¥ le feuilletage de degré 2 défini par

1
wo = (21 — 23)dxy + z123dry = (21 — 23)d2y + gccldmg.

. .. 3my — 2z
Onau(Fo;0) =5,k =3,p=1et Fy posséde I'intégrale premiecre M
Ty

6. Théoréme de Dulac : présentation et applications

Rappelons un résultat célebre d’Henri Dulac [14] sous sa forme généralisée dans [9] :

THEOREME 8. — Soit F un feuilletage de degré deux sur le plan projectif P%. Supposons
qu'il existe un point singulier m € Sing & de type centre. Alors F est défini par une 1-forme
fermée rationnelle 7.

En fait Dulac donne en carte affine une liste de formes normales pour les feuilletages
de degré 2 ayant une singularité de type centre sous I’hypothése que la droite a 'infini est
invariante (il considere en effet des 1-formes de type Adz+ Bdy ou A et B sont des polynomes
de degré inférieur ou égal a 2). Dans [9] on montre que la présence d’une singularité de type
centre implique celle d’une droite invariante, ce qui permet d’invoquer Dulac. Les preuves
reposent sur des calculs formels longs typiques du début du 20e siécle et I'intuition d’un tel
résultat reste mystérieuse; il serait intéressant d’ailleurs d’en produire une démonstration
géométrique.

Ce théoréme doit étre interprété comme suit : une certaine condition d’intégrabilité locale
(condition de centre) conduit a un résultat d’intégrabilité globale (primitive d’une forme
fermée rationnelle).

Voici la liste des modéles obtenus pas H. Dulac. Les feuilletages générigues ont une
singularité de type centre. Toutefois il y a des feuilletages qui n’ont pas de singularités
centrales ; ces deux situations sont contenues dans la liste ci-dessous.

THEOREME 9 (Dulac [14]). — La 1-forme fermée rationnelle 1 est d’'un des types suivants :
(a) n = dq, ou q est un polynéome de degré 3.
(b) n= Z?:l Aj %_j, ou \j € C* et p; est un polynome de degré 1,1 < j < 3.
(© =1 N, oud; €C, j=1,2 deg(pr) = 2 et deg(ps) = 1.
D=7, Aj‘ip%é +dg, i \; € C*, deg(p;) =1, j = 1,2, et deg(q) = 1.

(e) n= E?zl )\jdp%j + d(pil), ot A\, Aa, p1, p2, q sont comme en (d).
(N n="2+4d(%), ondeg(p) = 1 et deg(q) = 2.

(g) n= %p + d(%), ou p et q sont comme en ().

(h) n= %” + dgq, ou p et q sont comme en (f).

1) n= %p + dg, ou deg(p) = 2 et deg(q) = 1.
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G) n= 3% — 2%, oudeg(f) =2, deg(g) = 3 et 3gdf — 2fdg est divisible par une fonction
affine.

Voici une conséquence du Théoréme de Dulac :

THEOREME 10. — Soitw = w3 +--- € QY(C3,0) un germe de 1-forme intégrable a 'origine
de C? dont la partie homogeéne ws est dicritique et Cod Sing ws > 2. Soit [F ] le feuilletage
de degré deux de P2 induit par ws.

(1) Si [Yw,] posséde un point central alors &, est défini par une 1-forme fermée méro-
morphe n.

(2) Si [Yw,] ne possede pas de point singulier de type centre ou nilpotent, alors &, est
conjugué au feuilletage homogene & .

Démonstration. — Si [¥ ] satisfait le point (2) on applique la proposition 3. Si [Z,,,] a
un point central on invoque le théoréme de Dulac : [7,,,] est défini par une 1-forme fermée

rationnelle 7. Soit E : C3,0 — C3,0 I’éclatement de I'origine. La restriction E*mEfl(O)
définit le feuilletage [7,,,] sur E~1(0) ~ PZ. Le Théoréme d’extension de Levi [15] permet

de construire une 1-forme méromorphe 7 au voisinage de E~1(0) et définissant E~(&).
Toujours par Levi, il existe n méromorphe a l'origine de C? telle que E*n = 4. Cet n
convient. O

Avant de s’intéresser a des centres dégénérés mentionnons que le théoréme 8§ ne se géné-
ralise pas en degré plus grand que deux. En voici la raison ; considérons un feuilletage &’
de degré > 2en P2.Si 7 " est générique il ne posséde pas de courbe algébrique invariante
([16, 9]) et par suite il ne peut étre défini par une 1-forme fermée. Choisissons une carte affine
C? = {(z1,z2)} C P2 telle que origine (0,0) soit un point non singulier de 7" et telle que
la feuille passant par (0,0) soit tangente a I'axe o = 0 en (0,0) ; en d’autres termes & est
défini a ’origine par une 1-forme du type dxs + - - - . Considérons I’application birationnelle
définie par o(z1, z2) = (22, z122); le feuilletage 0_1(97’) = & a une intégrale premiére de
Morse en (0, 0), c’est donc un centre, mais n’est pas défini par une 1-forme fermée rationnelle
puisque &' ne est pas.

7. Points nilpotents génériques

Nous nous proposons de préciser le résultat du théoréme 10 en établissant d’abord un
théoréme de type Dulac dans le cas nilpotent générique. Une démonstration de ce méme
résultat a été proposée par C. Rousseau et C. Christopher suite a une discussion avec 'un
des auteurs (communication personnelle).

THEOREME 11. — Soit F un feuilletage de degré deux sur le plan projectif P%. On suppose

que T posséde un point singulier m nilpotent tel que (7, m) = 2. Si F ,,, posséde une intégrale
premiere holomorphe non constante, alors F est défini par une 1-forme fermée rationnelle.
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Démonstration. — Nous choisissons une carte affine C*> = {(x1,22)} C P2 dont I'origine
est le point m. Le feuilletage & est donc défini par une 1-forme du type :

w = 2x1dzy + Asdzry + Badxs + q(z1dzy — 22dT1)

ou les As, By et g sont des polyndmes de degré 2.

Comme le germe ¥  a une intégrale premicre holomorphe non triviale, c¢’est une courbe
généralisée au sens de [2]. En particulier si f € O(C?,0) est une intégrale premiére minimale
de & o ([24]), alors la multiplicité algébrique de f est 2 et son nombre de Milnor u(f;0) = 2
aussi. En résulte que f est holomorphiquement conjugué a x2 — x3. Ceci nous permet de
supposer, a automorphisme de PZ fixant 0 prés, que

f=al-a3+) fi=D
i>4 i>2
ou les f; sont des polyndmes homogenes de degré ¢ ; on note
fi = Z ai;riT).
itj=k
Remarquons que I’on peut, quitte a changer f enl(f), ! € Diff(C, 0), supposer que ag; o = 0
pour tout ¢ > 2.

Le but est maintenant d’obtenir des renseignements sur les polyndmes Ao, Bs en exploi-

tant formellement I’égalité

0 0
(2) 0 = wAdf = (221 +A2—qx2) —358% + ﬁ + -+ )= (Ba+qzy) | 221 + £ 4+ .
Oxq 01
Visiblement on a By = —3x3 ; en considérant les termes de degré 4 dans (2) on constate que :
Ofa
23:18—:02 — 3a7§A2 — Zx%q =0

et A, est divisible par x; :
As = z1(axy + bxs), a,beC.

Sil’on pose ¢ = Pz? + Q122 + Rx3 on obtient (en utilisant la remarque ag; o = 0) :

3 a R
fa= §bx§ + (2 + 3> 175 + %w?m% + Paixs.

3
L’étude des termes d’ordre 5 dans (2) donne R = — §a et

3 3 21 3P
fs= (— - Q> T3 — (ab—I— ) T3T

20 5 64 2
3a? b a+ Pb Pa
- (m %) et - L agat - Taton + asuot

. . . 3 .
On fait ensuite xo = 0 dans les termes d’ordre 6 de (2) et ’'on obtient P = —3—2ab. Finale-
ment on a

3 3a
Ay = z1(azy + bxy); By = —322; q= —3—2abx% + Qri19 — §x§

et nous allons distinguer deux cas suivant que a est nul ou non.
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Cas a = 0. La 1-forme w s’écrit donc :

b
w = x1(2+bry — Qr3)dr, +(Qrizy — 323 )dry = (1 + g%2~ %x%) dz? + (Quizy —3x2)dxy
et apparait comme image réciproque de
b
W = <1 + A %yQ)dx + (Qzy — 3y*)dy

par Iapplication ¢ : (z1,72) — (22, z2). Remarquons que toute forme de type w’ précé-
dente, puisque non singuliére, posséde une intégrale premiére holomorphe et donc w aussi.
Ainsi ’existence d une intégrale premiére ne donne pas plus d’information sur les coefficients
bet Q.

Un calcul direct montre que la conique d’équation & = bQz —3Qy%+6 = 0 est invariante
par w’. Par suite oo = 0 est invariante par w. On vérifie que w’/ (1 + %y— %y2) G est fermée

et par suite que w/ (1 + 2ay — %mg) (bQx? — 3Qx% + 6) aussi; ceci démontre le théoréme

lorsque a = 0.
Cas a # 0. On peut supposer a = 1, a isomorphisme prés. Donc
3

W= [2&71 + z1(x1 + bxo) —:vg(— 9

3
b:r% + Qrix0 — 8x§)} dxy
32

Il faut ici calculer explicitement les coeflicients ags et a15, ce qui se fait sans difficulté a partir
de (2):

3 3
+ [—323% + xl( — —b:vf + Qxixo — 8$§>:| dzs.

147 30 5
= p4+== Zags =
1280 T 5 @5 T gas =0

ais

pour en déduire que QQ = %bQ.

On constate alors que la droite [ = 1 + bz + 8 = 0 est invariante par w. Un calcul direct

3 . , .
montre que 8w = IdG — 3Gdl ou G = z? — 23 + gbmf:ng + gsci’ ; ainsi % est fermée, ce qui
prouve le théoréme dans ce second cas. O

Le théoréme 11, combiné a la proposition 6, nous permet d’améliorer le théoréme 10
comme il suit. Soit [Z,,] un feuilletage de degré 2 sur P2 ; nous dirons que [7,,,] satisfait
la propriété & lorsque :

%1z Pour tout point singulier m € [7,], si 0 est une 1-forme définissant [ ] ,,, alors
le 1-jet de 8 en m est non nul.
P Sij10 ,, est nilpotent, i.e. conjugué a z1dxq, alors u([F,,];m) = 2.

REMARQUE 13. — La condition & est satisfaite pour un ouvert de Zariski de feuilletages
de degré deux.

REMARQUE 14. — Si @ n’est pas satisfaite, alors ou bien il existe un point m tel que,
avec les notations précédentes, j'6 ., = 0, ou bien il y a un point nilpotent m en lequel
w([Fws];m) > 3. Nous étudions ces deux situations plus loin.
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THEOREME 12. — Soit w = w3 + -+ € Q(C3,0) un germe de 1-forme intégrable dont la
partie homogeéne ws est dicritique et Cod Sing ws > 2. Si [F ] satisfait la propriété P on est
dans l'une des deux situations suivantes (non exclusives) :

o I, est défini par une 1-forme fermée méromorphe.
o ., est holomorphiquement conjugué a & ,,.

Démonstration. — Si [/ ,,,] est sans nilpotence on invoque le théoreme 10. Sinon [ ,]
a un point singulier m nilpotent non trivial en lequel u([¥,,];m) = 2. Si &, n’est pas
conjugué a ¥, c’est qu'on ne peut appliquer le lemme 2 en un certain point singulier
(pour conclure comme dans la proposition 3); si c’est en m, d’apres les propositions 5 et 6
le germe [F,,,] » posséde une intégrale premiére holomorphe non constante. D’aprés le
théoréme 11, [7,,,] est défini par une 1-forme fermée rationnelle 7. Si c’est en un point m’
ou le 1-jet est non nilpotent, alors m’ est central et [7,,] est encore défini par une 1-forme
fermée. O

THEOREME 13. — Soit w = w3 + --- € QY(C3,0) un germe de 1-forme intégrable dont la
partie homogeéne ws est dicritique et Cod Sing ws > 2. S'il existe un point m € Sing [ ,,,] tel
que 510 ., = 0 (0 définissant [F ] enm) alors F, est transversalement affine, i.e. il existe une
1-forme méromorphe fermée wi telle que dw = w A wy.

REMARQUE 15. — Ily a une généralisation du théoréme 13 en tout ordre, i.e. en rempla-
¢ant w3 par w, et la condition j'6 ,, = 0 par j*~26,, = 0. La conclusion et la preuve sont
les mémes.

REMARQUE 16. — D’un point de vue formel, la fonction multivaluée F = exp(— [ w1)
est un facteur intégrant de w : d(%) = 0.

Démonstration du théoréme 13. On se place dans la carte affine z3 = 1 et 'on supose que le
1-jetde ¢ = wy| _ est nul au point (0: 0: 1), 1i.e.:
r3=

¢ =+ g(zidzy — zodzq)

ou (, est une 1-forme a coefficients homogenes de degré 2 non colinéaire a z1dxs —xodx;. Un
calcul élémentaire (par éclatement par exemple) montre qu’il existe une 1-forme méromorphe
fermée 7 telle que d¢ = (An. Comme dans la preuve du théoréme 10, en utilisant le théoreme
de Frobenius et le théoréme d’extension de Levi, on construit une 1-forme méromorphe
fermée 7j définie au voisinage de E~1(0) telle que dE*w = E*w A 7j. Toujours d’aprés Levi il
existe une 1-forme méromorphe fermée w telle que E*w; = 7. Cet wy convient. O

CONJECTURE. — Soit [F ] un feuilletage de degré deux sur PZ.
Alors siw = w3 + - -- € QY(C3,0) est intégrable, on a I'alternative :
(1) 4, et S, sont conjugués holomorphiquement.

(2) & est défini par une 1-forme fermée ou bien est transversalement affine.

Dans les chapitres qui suivent on traite plusieurs nouveaux cas allant dans le sens de la
conjecture. Plus précisément on introduit dans le chapitre 8 une condition de non résonance
impliquant la conjecture.
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8. Vers la conjecture : le cas ;1 = 3

Nous gardons la notation du chapitre précédent et nous proposons quelques résultats en
présence d’un point nilpotent m tel que u([,,]; m) > 3. Comme on I’a dit précédemment
un feuilletage de degré deux a au plus 7 points singuliers comptés avec multiplicité, i.e.
w([F ws];m) < 7etlorsque I'on classifie, parmi ces feuilletages, ceux qui ne présentent qu’un
point singulier (i.e. u([F ., ];m) = 7) on constate que le 1-jet de [F,,] m est non nilpotent [8];
de sorte que si m est une singularité nilpotente de [ ,,,] on a u([Y,];m) € {2,...,6}.

En vertu du théoréme 7 nous allons nous intéresser aux feuilletages de degré deux [ ,]
possédant un point singulier nilpotent m en lequel [¥,,,] » posséde un facteur intégrant
formel. Pour cela nous avons besoin de résultats préparatoires élémentaires.

Soit & un feuilletage de degré 2 donné dans la carte affine {(z1,z2)} = C? C P2 par la
1-forme polynomiale :

0 = (z1 + Az — qz2)dz1 + (B2 + qz1)dzs
ou les Ao, By et g sont des polyndomes homogenes de degré 2.
LEMME 3. — Si u(¥;0) > 3 alors la droite x1 = 0 est invariante.
Démonstration. — Si ce n’est pas le cas alors By (0, z2) est non nul et u(¥;0) = 2. O

Nous allons adopter les notations suivantes :
Ay = axt + Brizy + 33, By = mi(axy +bxa), q= Pzl + Quizy + Raj.

En restriction 4 z; = Oona 6 = (yz2 — Rz3)dz;; notons que v et R ne peuvent étre
simultanément nuls. Si v est non nul, & a deux singularités distinctes sur la droite z; = 0
(et peut-étre d’autres ailleurs) ; dans ce cas on peut supposer, a automorphisme de P2 prés,
quey = 1 et R = 0. Aprés cette normalisation les singularités de & sur z; = OsontenQOet a
Uinfini. A inverse si v est nul, & a une seule singularité sur z; = 0 qui est bien siir le point 0.
Dans ce cas on peut supposer que R = 1.

Nous résumons ces faits dans le

LEMME 4. — Si u(;0) > 3 alors a automorphisme de P% prés 6 appartient a l'une des deux
Sfamilles :
Q= {01 = z1[(1+az1+Pz2)dz1 + (azy +bx2)dx2]—|—(Px%+Q:U1x2+x§)(a:1da:2—a:zd:vl)}
Qg := {0 = 21[(1 + azy + Bry)dzy + (azy + bxy)das) + widay + (P22 + Qyz)(21dzy — 20d1y)}.

REMARQUE 17. — On note que pour la premiére famille Q; on a u(F,;0) > 4. Dans
la seconde famille Q5 on a p(Fy,;0) = 3 si et seulement si le coefficient b est non nul. Si
b=0eta # 0onau(Fy,;0) =4;sia=>b=0etQ # 0alors u(Fp,;0) = 5 et enfin si
a=>b=Q =0alors u(¥y,;0) = 6.

EXEMPLES. — La 1-forme 0; = (z; — 23)dz; + x173dx, fait partie de la premiére
3
famille Q; ; on a u(Fy,;0) = 5 et Sy, possede I'intégrale premicre rationnelle ﬁ - %%

Dans la seconde famille €25 on trouve par exemple (2 homothétie prés)
02 = (z1 + 23)dxy + 1d(21 + 23) = (221 + 23)d21 + 221 20d20

qui est fermée avec intégrale premiére z1(z1 + 22). Ici on a u(Fp,;0) = 3et b = 2.
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Génériquement sur les parameétres (o, 3,a,b, P,Q) un feuilletage &y, induit par un
¢lément 6, € Q4 posséde a I’origine deux germes de courbes invariantes distinctes : I'une est
laxe z; = 0 et autre est lisse et tangente a 1 = 0. Pour des valeurs spéciales des parametres
cecl n’est pas toujours le cas. Pour voir ceci voici comment 1’on procéde ; le germe linéaire
(z1 4+ z2)dx1 — x1dwo posséde un seul germe de courbe invariante a 1’origine, I’axe z; = 0.
Son image réciproque 03 par le revétement ramifié (x1, z3) :

93 = (.Z'l + .Z'g)d.??l — 2$11’2d1’2
posseéde la méme propriété. La 1-forme 63 est un élément de {25, avec b = —2 et tous les autres
parameétres nuls. Le feuilletage g, est défini par la 1-forme fermée %, ce qui fait apparaitre
1

le facteur intégrant =3 qui posséde donc de la multiplicité. Ce facteur intégrant est unique a
constante multiplicative pres.
Soit x C Q I’ensemble :

-2 -1 -2
=< ——1eNkeN-{l1}? = U{-N}US—rUq—
. {k_l,e,e {}} Qs U }{N} {N}
avec des notations évidentes. A I'inverse de cet exemple on a sous une hypothése de non-
résonance le lemme technique suivant :

LEMME 5. — Soit 0y un élément de Qo. On suppose que 0 posséde un facteur intégrant
formel f € O(C2,0) : d(%?) = 0. Sib ¢ x, alors a constante multiplicative non nulle prés

f =migoug e O(C2,0) est une submersion formelle satisfaisant % (0) # 0 et g(0,73) = z3.

Démonstration. — La condition d(%) = 0 s’exprime comme suit :
(3) fdby + 05 Ndf = 0.
Remarquons que si f est constant alors 65 est fermée ; ceci implique que b = 2, ce qui est
interdit par hypothése. On écrit alors f = 2¥g(x1,z2) avec k € Net g € O(C2,0) une série

formelle telle que g(0, z2) # 0.
En développant (3) et en faisant z; = 0 aprés simplification par z¥ on obtient :

4) 9(0,z2)(b(1 — k) —2) + ng—i(o,xg) =0.

Quitte a multiplier f par une constante, on peut supposer que
g(0,29) = b + -+ avecl € N.

On obtient alors d’aprés (4)
b(l—k)—241=0
qui conduit, puisque b ¢ x,a k=1letl = 2.
Puisque maintenant & = 1 la solution générale de (4) est {\z3,\ € C}, si bien que
g(0,22) = x2. On écrit le développement en série de g sous la forme suivante :

9= a5+ 1¢1(w2) + 2ip2(22) + - + 2y pi(T) + -
ou les ¢; sont des séries formelles en x5. Un calcul élémentaire montre que (3) implique :

(%) 25((a—B) +5Qm2) + 2x2(1 + Bz — Qu3) + z5¢ (z2) — (b+ 2)m2¢1 (22) = 0.
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En particulier le calcul du coefficient de zo dans (5) conduit a
2—(b+2)p1(0)=0
et par suite 1 (0) = %(O) est non nul. O

REMARQUE 18. — Il y a une possibilité de preuve directe en utilisant que pour b ¢ Q la
réduction des singularités en 0 est celle de (z1 + #3)dz; + briz2dws.

Comme on I’a vusi & a une singularité nilpotente telle que p(;0) = 3, alors & est décrit,
a isomorphisme pres, par une 1-forme 62 € Qs ; de plus le nombre b = b() est bien défini.
En effet si deux éléments de 25 sont conjugués, un calcul élémentaire montre qu’ils ont le
méme coefficient b. On a le :

THEOREME 14. — Soit & un feuilletage de degré deux possédant une singularité nilpotente
en 0 telle que u(F;0) = 3. On suppose que & o posséde un facteur intégrant formel. Si
b=b(¥) ¢ Qalors F est défini par une 1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. — Au point 0 le feuilletage & est défini par une 1-forme de type 62 € Q5 ;
d’aprés le lemme 5 le facteur intégrant formel est de type f = z1g, g(0,x2) = 73, 86791(0) # 0.

Comme 972 est fermée, il existe des nombres complexes A et p et V. € O(C2,0) tels que

(voir [12] par exemple) :

G0 _ydn o,

f 19 T g
Un calcul élémentaire (direct ou en utilisant la réduction des singularités de & ) montre
que § = g En résulte que si b est non réel positif ou un irrationnel mal approché par les
rationnels (conditions de Siegel-Brujno), alors f est holomorphe en 0 (voir [12] par exemple) :
c’est une conséquence des théorémes de Poincaré-Siegel appliqués en un point convenable de
la réduction des singularités de & .

Au point singulier a I'infini de z; = 0, le feuilletage est défini par une 1-forme 6’ dont le

1-jet est :

j19’ = (.233 — le)daﬁ — (b + 1)$1d$3.
Sous les mémes conditions diophantiennes sur b, 6’ est holomorphiquement linéarisable et
possede donc un facteur intégrant holomorphe.

Maintenant, on observe que le probléme est invariant sous ’action d’automorphismes
du corps C (existence d’un facteur intégrant formel, feuilletage défini par une forme fermée
rationnelle) ; si le nombre b, qui est non rationnel, est algébrique il satisfait aux conditions
diophantiennes exigées (c’est un résultat de Liouville). Si b est transcendant on peut via
I’action d’un automorphisme o se ramener au cas ou encore ces conditions sont satisfaites.

Remarquons que ’holonomie de la variété invariante z; = 0 du feuilletage défini par
z3dz1 — (b+1)x1dzs n’est pas d’ordre finisib ¢ Q; il en est donc de méme pour ’holonomie
de la variété invariante ((z; = 0) — {0}) pour &. Considérons maintenant 62 vue comme
1-forme rationnelle globale sur PZ. On dispose en 0 d’un facteur intégrant holomorphe
f: d(‘g??) = 0. Comme & n’a pas de singularités sur ¥ = C2 N ((z1 = 0) — {0}) qui
est invariante on peut prolonger f holomorphiquement le long de ¥. Au point a l'infini
oo € X — X, on dispose cette fois d’un facteur intégrant méromorphe fo, hérité de la
linéarisation de #’. Si A est un petit disque transverse a ¥ au point my € X, mg proche
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de oo, les 1-formes méromorphes fermées 972|A et %u sont invariantes par I’holonomie A
de la variété invariante 3 réprésentée sur la transversale A. Comme h n’est pas d’ordre fini
972|A et %20 A sont C—colinéaires. On peut donc, quitte a multiplier f,, par une constante,
supposer que :

O 0

7|A - fTO|A'
Par suite au voisinage de z; = 0 dans PZ le feuilletage & est défini par une 1-forme
méromorphe fermée. Cette 1-forme s’étend en une 1-forme méromorphe globale sur PZ, qui
est donc rationnelle. O

Avec les notations précédentes on a le :

COROLLAIRE 2. — Soit w = w3 + -+ € QY(C3,0) un germe de 1-forme intégrable a
lorigine de C? dont la partie homogéne ws est dicritique et Cod Sing ws > 2. On suppose que
le feuilletage de degré deux [ ;) posséde un point singulier m € P% tel que p([F o, ];m) =3,
5ib = b([ ws]) est non rationnel on a l'alternative :

(1) T, est défini par une 1-forme fermée méromorphe.
(2) &, est holomorphiquement conjugué a & .

Démonstration. — Commengons par quelques précisions. On peut supposer que [, ] est
donné en carte affine par :

02 = [z1(1 + az1 + Bx2) + 25 — 22(Pz] + Qr172)|d21 + 21 (az1 + b2 + P2} + Qu122)d7s.

Au point singulier m’ a I'infini de z; = 0, le feuilletage est donné par §' € Q' (P%,m’),
avec pour 1-jet 16’ = (z3 — Qz1)dz1 — (b + 1)z1dxs. En particulier u([F,];m') est plus
grand que ou égal a 1 (et méme vaut 1 si b est différent de —1). Par suite si m” est un point
singulier distinct de m et m’ alors ([ ,);m”) < 3. En résulte que si 0” € Q' (PZ, m”) est
une 1-forme définissant [, ] v alors le 1-jet j 10{ ' est non identiquement nul. Supposons
que j'67,.,, soit nilpotent avec u([F ., ]; m"”) = 3.

Comme m'’ ne peut étre situé sur z; = 0 et [F,,] m ne posséde qu’une droite invariante, le
feuilletage [, ] posséde une seconde droite invariante L passant par m” et coupant z; = 0
nécessairement en m’ ; ¢’est une conséquence du lemme 3. Par suite L est ou bien une droite

z1 = € ou bien la droite a 'infini x3 = 0. Un calcul élémentaire montre que, quitte a
conjuguer par une transformation de type <ﬁ, iel/? ﬁ) , on peut supposer que L est la
droite a 'infini z3 = 0, cette transformation laissant invariants ’espace Q25 et le coefficient b.

Ainsi 65 est du type :
02 = (z1(1 + axy + Brz) + 23)dzy + 21 (ax) + bro)das.

Sous nos hypothéses ', a pour singularités les trois points m, m’, m”. Un second calcul
¢lémentaire montre que Yy, ,,~ a une singularité nilpotente 4 nombre de Milnor 3 si et
seulement sia = § = a = 0. Mais dans ce cas ¥y, est donné par une forme fermée
méromorphe; en résulte que le feuilletage &, aussi.

Dans la suite on peut donc supposer que le point m est le seul point nilpotent & nombre
de Milnor 3; les autres points singuliers ont donc leur nombre de Milnor < 2. Si &, n’est
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pas conjugué a &, c’est que 'on ne peut appliquer le lemme 2. En utilisant les théo-
rémes 7, 8, 11, 14 et la proposition 5 suivant la nature des points singuliers, on constate que
[ ws] est donné par une 1-forme fermée méromorphe, et donc &, aussi. O

9. Lecaspu =4

Soit & un feuilletage de degré 2 ayant une singularité nilpotente en 0; on suppose que
w(F;0) = 4. Alors & appartient, a conjugaison pres, a la famille §24, i.e. est donné par une
1-forme de type 6; avec b # 0, ou bien a la famille Q5 avec b = 0 et a # 0. Nous dirons
suivant le cas que & est de type 21 ou s. Si F est de type 2o, nous dirons que & est non
radial a l'infini si Q = Q(62) = Q(Y) est non nul.

PROPOSITION 7. — Soit & un feuilletage de degré deux sur IP’%) de type s ; on suppose que
() = Q(F) =0, ie u(F;0) > 4 et S est radial a Uinfini. Alors & est transversalement
projectif.

Démonstration. — & est défini au point (0:1:0) par une 1-forme dont le 1-jet est
r1dxs — x3dxy ; tout feuilletage de degré 2 ayant une singularité de type radial est transver-
salement projectif (équation de Ricatti). O

Nous allons démontrer le résultat qui suit.

THEOREME 15. — Soitw = wz+--- € QL (C3,0) intégrable, ws dicritique, Cod Sing w3 > 2.
On suppose que [ | posséde une singularité nilpotente m avec ([ ,,]; m) = 4 de type §;,
i =1,2. Alors &, est conjugué a & ,,.

Démonstration. — Elle repose non seulement sur ’étude de la singularité en m mais
aussi sur le contréle des autres points singuliers. Dans la suite on suppose m = (0:0: 1)
et que [ ] est donné par une forme de type 6;. Dans les deux cas la réduction des
singularités du point nilpotent se fait en deux éclatements. On note Fxz(1) le premier
diviseur apparaissant au premier éclatement, Ex(2) le second; sur Ez(1) il y a un seul
point singulier p3 = Fxz(1) N Ex(2). Pour les deux configurations Q;, 2, le point ps est
une singularité résonnante [22, 23] avec 1-jet de type zdy + 2ydz, (y = 0) = Exz(1) p,,
(x = 0) = Ez(2) p,. Comme sur Ez(1) il n’y a qu’une singularité, 'holonomie de la variété
invariante locale (y = 0) est triviale et d’aprés Mattei-Moussu [24] il y a une intégrale
premiére de type z?y en p3. Par suite 'holonomie de la variété invariante locale Ex(2) ,,
est une involution z — —z. On note p; € Ex(2) le point singulier ou aboutit le transformé
strict de la droite invariante z; = 0 pour 6;. Enfin il y a un troisi¢éme point singulier, noté ps.

Dans la situation ou & est de type Qo, le point singulier p; est résonnant, tandis que
le point py est de type nceud-col. En p, arrive une courbe invariante formelle transverse
a Ex(2). A Iinverse dans le cas ou & est de type O, le point p, est résonnant tandis que
le point p; est un nceud-col mal orienté au sens ou la variété faible invariante en p; est
précisément la droite z; = 0.

Concernant la configuration dans PZ des autres points singuliers, nous affirmons qu’il
n’existe pas d’autre point singulier nilpotent a nombre de Milnor 3. En effet s’il existait un
tel point m/, il serait de type Q25 (avec b # 0) ; m’ n’étant pas sur z; = 0, il y aurait une droite
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invariante passant par m’ et il y aurait donc sur cette droite un autre point singulier m’’ avec
1-jet non nilpotent ; donc m” est distinct de m, ce qui nous donne au moins 8 points singuliers
comptés avec multiplicité et est donc absurde.

Par suite les autres points singuliers ont leur nombre de Milnor inférieur ou égal a 2,
en particulier en chacun des points singuliers le 1-jet est non nul. En chaque point singu-
lier m’ autre que m, on a u([¥.,];m’) < 2; s’il n’existe pas de champ tangent a E~(¥,)
en m’ et transverse au diviseur E~1(0) ,,, alors [¥,,] et donc ¥, sont définis par une
forme fermée méromorphe. Reste a étudier E~(¥,,) au pointm = (0: 0: 1). S’il n’y a pas
de champ X ,, comme ci-dessus on sait que [¥,,]m = P, possede un facteur intégrant
formel f : d(%"‘) =0.

Pour terminer la démonstration du théoréme il nous suffit d’établir le

LEMME 6. — Si u(Fy,;0) = 4, avec 0; € Q;, i = 1,2, alors 0; n'a pas de facteur intégrant
formel.

Démonstration. — Si tel était le cas, 'holonomie du diviseur exceptionnel Ex(2) serait
abélienne [12]. Mais pour chaque 6; il y a un point p; en lequel la singularité est de type
neeud-col avec nombre de Milnor 2. En résulte que ’holonomie de la variété invariante locale
Ex(2) p, estdutype ¢ : ¢ — x + cx® + - -+, ¢ # 0. Mais un tel ¢ ne peut commuter a une
involution x — —z. O

10. Lecaspy =5

Soit & un feuilletage de degré deux a singularité nilpotente a 'origine de C2 avec
w(F;0) =5. On peut supposer & donné par une l-forme 6 appartenant a I'une des
familles 1, Q5. Si 6 = 0, € Q1 on vérifie que b = 0, i.e. que

01 = [z1(1 + az1 + Bz2) — xQ(P:L’% + Qzix0 + x%)]dml +xz1(azy + P:c? + Qrix2 + x%)d:@.

Remarquons que 1’on peut faire P ou @ nuls.
Sif =6, € Qyonaa=>b=0etQ #0,i.e. aprés normalisation

0 = [z1(1 + azy + Bza) + x% — :cz(Px% + z129)]dz1 + :c%(le + x9)dzo.

Sous les hypothéses précédentes on a la

PROPOSITION 8. — Si 0y posséde un facteur intégrant formel, alors F g, est défini par une
1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. — La singularité (0 : 1 : 0) est de type (z + y)dz — zdy. En résulte que
I’holonomie de la variété invariante z; = 0 est de la forme y — ﬁ Dans la résolution
des singularités de &y, o, la singularité résonnante p; est donc holomorphiquement norma-
lisable [22, 23], sans intégrale premic¢re holomorphe. En particulier en p; il y a un unique
facteur intégrant formel, a constante multiplicative pres, et celui-ci est en fait convergent.
Par suite si f est un facteur intégrant formel de 6> en 0, son relevé en p; est convergent ; en
résulte que f converge. On prolonge alors la forme méromorphe fermée 972 lelongde z; =0,
comme on I’a fait en théoréme 14. Ceci est possible car ’holonomie de z; = 0 est non pério-
dique. O
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De la méme faconon a la :

PROPOSITION 9. — Si 6y posséde un facteur intégrant formel f alors & ¢, est défini par une
1-forme fermée rationnelle.

Démonstration. — Si 'on procede a trois éclatements successifs (grosso modo, on pose
x1 = sz3) on trouve un point singulier dont le 1-jet est 6udv — vdu. Les théorémes de linéari-
sation et normalisation de Poincaré assurent qu’en un tel point tout facteur intégrant formel
est en fait convergent. Ceci implique que f est convergent ; la 1-forme fermée méromorphe
071 locale se prolonge le long de z; = 0 C P2 puis a tout PZ. O

Nous procédons maintenant a I’étude des déploiements des germes &, en vue de démon-
trer I’alternative énoncée dans le théoréme 16.

Considérons un déploiement du germe de feuilletage ¥y, ; il suit des proposition 6 et
remarque 11 que si ce déploiement est non trivial et si f3 n’a pas de facteur intégrant formel
alors la forme normale de Loray de 6 est de type :

0, = xdx + (y* + xl(y?))dy? avec X = 1(0);

plus précisément il existe des coordonnées z, y et une unité U = 1+wujx+ugy+- - - telles que
02 = U6y ; on constate que dfs = (—fBx1 — 2x9 + - - - )dz1 A dxo. En particulier la tangente
aux zéros de dfy (2x4 + Bz, = 0) est différente du cone tangent z; = 0 de 6. Maintenant le
cone tangent de 07, est = 0 et celui de df, est 2\y — usz = 0. Pour qu’ils soient distincts
il est nécessaire que A soit non nul. La remarque 11 dit que, sous cette hypothése, 0 posséde
un facteur intégrant formel.

REMARQUE 19. — La 1-forme 0y = (z1 + 22 — 2122)dz1 + x2x2d2, satisfait la proposi-
tion 8, i.e. g, est défini par une 1-forme fermée rationnelle.

Examinons maintenant le cas ou § = 6, € € ; toujours sous I’hypothése d’un déploie-
ment non trivial la forme normale de Loray de 6; est, sif; n’a pas de facteur intégrant, encore
de la forme :

0 = xdx + (y* + zl(y?))dy>.
On exploiteici le fait que I'involution (z,y) — (x, —y) laisse invariante 6,. Le feuilletage & o,
est donc lui aussi laissé invariant par une involution I de type (z, —y). On considére alors
le schéma de réduction des singularités de 6 ; le premier éclatement produit un premier
diviseur E'z(1) contenant un seul point singulier p; correspondant a z; = 0. On éclate
alors py, ce qui produit un nouveau diviseur Ez(2) et deux points singuliers ; le croisement
Ex(1) N Ez(2) noté encore p; et un point po # p; ou aboutit z; = 0. En p; le feuilletage est
réduit, mais il faut encore éclater py, ce qui produit un diviseur Exz(3) et trois points singu-
liers distincts : po = Exz(2) N Ex(3), ps ou aboutit z; = 0 et un troisiéme point singulier py
distinct de py et p3. On reléve 'involution I a cette configuration pour obtenir une involu-
tion I. La restriction de I a Ex(3) fixe les points ps et ps. Un calcul élémentaire montre que

1| P @) est de type s — —s. Remarquons que puisque I laisse invariant le feuilletage &,, le

point p4 doit étre laissé fixe par T;ce qui est absurde. Ce cas n’arrive donc pas.
On en déduit en utilisant les mémes idées que précédemment le :
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THEOREME 16. — Soit w = w3 + - - € QY(C3,0) intégrable, ws dicritique, Cod Sing w3 > 2.
On suppose que |7 ., ] posséde un point nilpotent m tel que p([F o, ];m) = 5. Alors ou bien 7,
et ., sont conjugués ou bien 7, est défini par une 1-forme fermée méromorphe.

11. Lecasu =6

Soit 7 un feuilletage de degré deux sur PZ ayant une singularité nilpotente m = (0: 0 : 1)
avec ;1(¥;m) = 6. On peut supposer que & est défini par une 1-forme 6 appartenant a I'une
des familles ;, i = 1, 2. Le lemme qui suit est élémentaire :

LEMME 7. — Si u(¥;m) = 6 alors 6 appartient a la famille Qo ,; avec les notations
habituelles on a de plusa = b= Q = 0.

Ainsi & est défini par une 1-forme de type
0 = [x1(1 + axy + Bxy) + 22 — Pxlxs)de, + Prldz,
avec P # 0. Quitte & faire un automorphisme de P2 ad hoc, onseraménea P = 1, = 8 = 0.

On note 69 la 1-forme correspondant. I y a donc un seul feuilletage de ce type a conjugaison
prés noté .

PRrROPOSITION 10. — Le feuilletage ¥ est transversalement projectif-

Démonstration. — Apres éclatement du point a I'infini (0 : 1 : 0), ¥ est transverse a la
fibration z; = cte en dehors de la droite z; = 0, ce qui implique la proposition. O

Le feuilletage ¥ est défini dans la carte z; = 1 par
dzy — (z3 + l‘%)d.f{;.

Il s’agit de la fameuse équation d’Airy utilisée pour les problemes de diffraction. Liouville
a démontré que les solutions de cette équation différentielle ne sont pas liouvilliennes. Ceci
signifie, en utilisant les travaux de Singer [26] et Casale [6] que T n’est pas transversalement
affine : il n’existe pas de 1-forme fermée rationnelle 7 telle que d69 = 69 A . En particulier
Fo n’est pas défini par une 1-forme fermée rationnelle.

En fait il y a une version locale de ce qui précéde.

LEMME 8. — La 1-forme 69 ne posséde pas de facteur intégrant formel.

Démonstration. — Comme @ = 0, la singularité (0 : 1 : 0) de F est de type radial, i.e.
posséde une intégrale premiére de la forme Y _ cte. En résulte que ’holonomie de la variété
invariante z; = 0 est triviale. Dans la résolgtion des singularités ceci implique, d’apres [24],
qu’en p; le feuilletage transformé de & possede au point p; une intégrale premicre de type
w? = cte avec (v = 0) = FE=z(2),,. Ceci implique aussi que, pour un bon choix de
coordonnées, ’holonomie de la variété invariante E'z(2) au point p; est la symétrie v — —uv.
On se place maintenant au point py ou le point singulier est de type nceud-col avec nombre
de Milnor 4 : au point p, le feuilletage est a conjugaison pres du type

(x+--)dy + y*dzx
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ou cette fois (y =0) = Ex(2) ,,. Le difféomorphisme d’holonomie de la variété inva-
riante Ex(2) ,, en ps est donc de la forme y + cy* + ---, ¢ € C*. Notons qu’un tel
difféomorphisme ne peut commuter avec une involution de type y — —y. Or si 83 possédait
un facteur intégrant formel, le groupe d’holonomie du diviseur Ex(2) serait abélien. D’ou
le lemme. O

On en déduit le

THEOREME 17. — Soitw = wz+--- € QY (C3,0) intégrable, ws dicritique, Cod Sing w3 > 2.
On suppose que [ ,,] posséde une singularité nilpotente m avec u([F,]; m) = 6. Alors 7,
est conjugué a & ,,,.

Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 8 et du théoreme 7 (point (2)). O

12. Krull-déformations pour certains feuilletages transversalement affines

On s’intéresse ici aux feuilletages 7, ol w = w3 + -+~ € QY(C3,0) et [F,] est
transversalement affine comme dans le théoréme 13. On suppose que [7 ., ] est donné en carte
affine par

0o = wa + q(z1dre — x2d)

ol wy est une 1-forme a coefficients homogenes de degré deux et g une forme quadratique.
Pour un choix générique de wy, et g, le feuilletage &g, n’est pas défini par une 1-forme fermée.
En fait le feuilletage local &g, ne possede pas en général de facteur intégrant formel. Nous
allons faire les hypothéses supplémentaires suivantes :

o . . . dzx dx d(xe — x
(1) A conjugaison linéaire prés we = z1z2(x1 — x2) ()\1—1 + AQ—Q + A3 M),
I Io X9 — I
A1 + A2 + A3 = 1, condition qui est réalisée des que le cone tangent est réduit.

(11) M(ggo; 0) = 4, ie. )\1)\2)\3 7é 0.

(iii) Aux autres points singuliers m;, que I’on peut supposer a distance finie, la condition de
Kupka-Reeb df(m;) # 0 est satisfaite.

(iv) Les A; sont deux a deux distincts.

(v) Fg, n'est pas défini par une 1-forme fermée.

Un calcul élémentaire montre que
dx dx d(xe — x
dbo + 6o A ((1 FA)— 4+ (14 )2+ (1+ /\3)(21)> =0
Z1 T2 T2 —T1
ce qui produit d’ailleurs une 1-forme w; comme dans le théoréme 13. Notons que puisque
T, nest pas défini par une forme fermée, les \; ne sont pas dans Z.

Soit [#,,,] défini par 6y comme ci-dessus. Nous dirons que [¥,] est transversalement
affine générique (TAG ) si les conditions (i), (i1), (iii), (iv), (v) sont satisfaites.

THEOREME 18. — Soit 7, un germe de feuilletage a I'origine de C3 donné par w = ws+- - -,
ws dicritique. Si [ ,,,] est TAG alors F , et ¥ ,, sont conjugués.
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Démonstration. — Apres un éclatement dans la carte ou E = (z123, 2223, 23) On a avec
les notations précédentes :
EF*w
0= S = w2 + q(z1dze — xodx1) + x3(Adx1 + Bdxs) + hdxs.
3

Comme 6| = 9, il existe une 1-forme fermée méromorphe 0, telle que df + 6 A6, = 0,
avec °
d(.fb'z — .’El)

T2 — T1

(91|

d d
o= ) (1 2) 22 4 (14 2g)
T3= T T2

Puisque 60, est construite par prolongement de 6 lsao® 0, n’a pas de pole le long de x3 = 0.
La condition (iv) implique que #; a ses poles le long de trois surfaces lisses deux a deux
transverses dont les intersections avec 3 = 0 sont zix2(ze — 1) = 0. A conjugaison
holomorphe locale prés on peut supposer que 6 a ses poles le long de :

1 =0, x2=0, $2—$1+2k:0
pour un certain k € N. En résulte que la forme fermée 6 est du type suivant en (0,0, 0) :

d(zy — 1 + 2%)

dl‘l dwz
O=1+M)—+0A+X)—+ 1+ A dj
1= (1+ 1)3;1 +(1+ 2)x2 +(1+X3) gy
avec f holomorphe en (0,0,0), f(z1,22,0) = 0.
Soit U une unité, U(0) = 1, et ¢ le difféomorphisme :
¢ = (z1U", 2.U*, 23U).
On pose 0] = 6; — df ; un calcul direct montre que
du
0 =0 + dk—.
¢ 1 1 + U
Nous allons montrer par ’absurde que k& = 0. Si k est non nul, on peut supposer que §; = 6’
(choisir U = epo—,{). Apreés cette transformation on a :
d d d(ze — k
d6 + 6 A ((1+A1)“+(1+A2)“+(1+A3)W) —d)+ONB,.
xq To To — X1 + X3

On considere alors ’application o :

27

o= (x1,z2,e F T3).

On a 6*#; = 6, ; on introduit la moyenne @ de 6 sous ’action de o :
0=0+00+---+c" 10

qui est bien sir invariante sous I’action de o ; on a §| 0= kB, ce qui indique que 6 est non

_ 3=
triviale. L’invariance de € sous ’action de o dit que 6 est image réciproque par I’application
¢ = (z1, T, z%) d’une certaine 1-forme « vérifiant a = kb et :

r3=

dz dx dlzg —x1 +x
da+a A <(1+/\1)1+(1+)\2)2+(1+A3)(213)> =da+anpb.
1 T2 Tog —T1 + T3
On a donc un nouveau déploiement de 6y mais avec z1z2(z2 — z1 — x3) = 0 comme

hypersurface invariante.
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Comme cette hypersurface est un croisement normal, lorsque I’on éclate I’origine par E,
I’holonomie du diviseur exceptionnel E~1(0) pour ¥ g-,, est abélienne. En résulte que I’ho-
lonomie du diviseur exceptionnel aprés un éclatement du feuilletage &g, est aussi abélienne.
Ce qui est exclu par la condition (v). Par suite & = 0 et 6 posseéde la surface invariante
z1z2(z2 — 1) = 0. Il est facile de voir que § = F*, ou F est une submersion ad hoc.
En effet un calcul direct montre qu’il existe un champ de vecteurs non singulier tangent
a la surface z1z2(zo — 1) = 0 et tangent au feuilletage . On conclut en invoquant le
lemme 2. O

13. Perturbations de 1-formes fermées : exemples

On considere dans ce chapitre quelques feuilletages explicites ¥, w = w3 + --- dont
la partie de degré deux [ ] est définie par une 1-forme fermée rationnelle. On détaille
quelques propriétés en liaison avec la réduction des singularités ainsi que des perspectives
dans la direction de calculs d’espaces de modules. Comme on I’a dit au chapitre 6, &, est
aussi défini par une 1-forme fermée. Le cas le plus simple est celui ou [¢/,,,] est un pinceau
générique de coniques. Un tel pinceau est a conjugaison linéaire prés donné par les niveaux
de % = (@o=m1)(@ote1) 7o feuilletage associé est donné en coordonnées homogeénes par

2 (zo—z2)(zot®2)"
w3 = @Q1dQ2 — Q2dQ1.

Vu dans P2 le feuilletage [, ] a sept singularités, dont quatre sont de type radial ((1: 1 : 1),
(1:1:-1),(1:-1:1),(—1:1:1))ettrois sont des centres (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0),
(0 : 0 : 1)). Vudans C? le feuilletage &, a donc sept lignes de singularités dont quatre
sont de type Kupka-Reeb (1 = Q2 = 0), et donc persistantes par perturbation. Soit
L = agxo + a1 + asxs, a; € C, une forme linéaire ; introduisons la 1-forme intégrable
wy, € Ol (CS, 0)
wr = Q1dQ2 — Q2dQ1 + Q1Q2dL.

On remarque de wy, s’annule sur les quatre droites @)1 = Q2 = 0 et que ¥, a l'intégrale
premiére méromorphe e‘L%. Considérons I'éclatement E : C3 — C de I'origine ; dans la
premiére carte (xg, t1,t2) ou E = (xg, t120,t2xo), ON A :
. W o —2t1dt1 2dt2

QiQ: 1-t  1-1t2
En particulier si ap # 0, la singularité initiale de [¥ ;] en (1 : 0 : 0) a disparu et devient
une tangence entre le feuilletage éclaté E~1(7,,,) et le diviseur exceptionnel E~1(0). Si
apaiay # 0, les singularités de E~1(7,, ) sont précisément sur les transformées strictes de
Q1 = Q2 = 0. Le long de ces quatre droites Dy, D, D3, D, le feuilletage E~1(7,,) est
de type Kupka-Reeb-radial. De sorte que si ’on éclate I’origine puis ces quatre droites par
Papplication o : M = C%, p p. p, — C3, le feuilletage transformé o~ (&) est maintenant
sans singularités. On obtient ainsi en dimension trois un exemple de feuilletage absolument
dicritique au sens de Cano-Corral [4]. On peut d’ailleurs généraliser cet exemple en prenant
pour les Q; des polynomes de degré k& > 2 génériques.

Remarquons qu’en annulant certains a; on peut obtenir pour &,,, quatre, cing, six ou sept

droites singuliéres. Ainsi sur cet exemple on peut éliminer de fagon indépendante les droites
singuliéres venant d’une configuration centrale.

FE + (CLO + a1ty + agtg)d.’lfo + Qﬁo(aldtl + agdtz).
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En choisissant des entiers non nuls kg, k1, k2 on peut aussi considérer les feuilletages
donnés par w = Q~1dQ2 — Q2dQ1 + Q1Qdf avec f = aoxlg(’ + alx'fl + a2x§2. Par exemple
dans E~1(C3) = C? le feuilletage relevé a au point (1 : 0 : 0) une singularité avec intégrale
premiére du type 2y + agz**. On en déduit une infinité non dénombrable de déformations
de ¥, non conjuguées.

On peut procéder de méme dans le cas de formes logarithmiques de type (1,1, 1, 1) suivant
la notation de [9]. Un feuilletage générique de ce type est a conjugaison pres de la forme :
dz dx dz dlxg+z1+z
ws = Towr72(T0 + 1 + T2) ()\00 o ey dee (012)>
o 1 T2 To + T2 + 22
avec Ao + A1 + A2 = 1. Les points singuliers dans P2 sont au nombre de sept ; parmi eux six
correspondent aux intersections des quatre droites invariantes. Ce sont des singularités loga-
rithmiques génériques pour des valeurs génériques des parametres Ax. La septieme singula-
rité est de type centre et se trouve au point (Ao : A; : A2). Vu dans C3 le feuilletage 7, a
donc sept droites singulieres. On peut comme précédemment introduire

wr, = ws + zoz122(T0 + T1 + x2)dxo.

Le feuilletage &, a seulement six droites singuli¢res. On peut aussi considérer les 1-formes
w3 + zoz122(T0 + 1 + x2)dfy, avec fr, = :c’g produisant une famille dénombrable de feuille-
tages avec méme partie homogene de degré 3 qui ne sont pas équivalents.

Terminons ce chapitre par le cas exceptionnel. On considére sur P2 le feuilletage 1 dont
les feuilles sont les niveaux de la fonction rationnelle g—i ou F et G sont donnés en coordon-
nées homogénes par : F = 2372 — z12274 + % G =z9x4 — % Il s’agit d’un feuilletage de
degré 2, donné par Q3 = 2—14(2GdF — 3FdQ), appelé feuilletage exceptionnel; il est excep-
tionnel a plusieurs titres. L’orbite de 71 sous I"action du groupe d’automorphismes Aut(P2.),
ou plutdt sa fermeture, est une composante irréductible de I’espace des feuilletages de degré 2
sur P2 [9]. D’autre part ses feuilles sont des surfaces de degré 6, ce qui en un certain sens
est un degré anormal pour un feuilletage de degré 2. Son lieu singulier I" est constitué d’une
droite, d’une conique et d’une cubique gauche tangentes en un point ¢ [9]. Soit H ~ P2
un hyperplan générique, i.e. transverse a I'. La restriction de 1 a H est un feuilletage de
degré 2, qui a donc sept points singuliers comptés avec multiplicité. Comme I' — {q} est
constitué des lignes de Kupka-Reeb et H est transverse a I, les six points de H N T sont
des points singuliers de & Ty qui ont pour nombre de Milnor 1. Il y a donc un autre point
p € H singulier pour & r|, avec nombre de Milnor égal a 1. Comme p n’appartient pas
aT, le feuilletage YT a une intégrale premiere locale ¢ submersive en p, et la restriction Q|
est nécessairement de Morse en p. Ainsi p est un centre de & i Supposons H donné par
T4 = ax1 + bxo + cxz = L, avec abc # 0, et notons f et g les restrictions de F et G a H :
f = F(z1,22,23,L), g = G(x1,x2,z3, L). Le feuilletage 9p|H est défini par la forme :

1
wil = w3 = z(?gdf — 3fdg) € Q*(C3,0).

Le feuilletage & ., a, pour L générique, sept droites singulieres dont six sont de type Kupka-
Reeb et la septieme de type centre, en dehors de 0.
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On considere maintenant la perturbation w = w3 + - - - de 3-jet w3, défini par :
1
w=uws +2fgdL = Z(2gdf —3fdg + fgdL?).

Cette 1-forme est intégrable puisque :
fg ( da . dg 2)
w==[(2-"F-3—=4+4dL"|.
L\ f g
Notons que pour H générique, le point p € H est en dehors des zéros de F et G et donc de
[f~1(0)] et [g71(0)]. SiT’on procede a I'éclatement de w par E = (y1, 192, ¥1¥3) on obtient :

5 res rs ~
Y1 /g df ,dg 2 2
27., — 3T + d a + b + C
yi(a + bys + cys3) < f g i 2+ cys)

avec fo E = yff, go E = y2g. On note que f et § sont des unités en p et comme 9’F|H a

Erw =

un centre en p, le 1-jet de 2% - 3? en p est de type udv + vdu pour un bon choix de
coordonnées u, v. Par suite le feuilletage E~1 &, a en p une singularité isolée ; en résulte que
I’ensemble singulier de &, est constitué de six courbes lisses et non sept comme & .. Par
suite 7, et 7, ne sont pas conjugués.

On peut aussi considérer les feuilletages & ,» associés aux 1-formes :
Wb =ws + fgkL*"YdL, keN.

En étudiant la singularité E~'& . , on constate que les feuilletages 7« ne sont pas holo-
morphiquement conjugués. Ceci indique en particulier que le feuilletage &, n’est pas de
détermination finie ; il est probable par contre que les & ,» pour k > 1 le soient.

14. Conclusion

Rappelons que la classification des feuilletages de degré deux de P2 n’ayant qu’une singu-
larité (donc a nombre de Milnor 7) est faite dans [8] ; tous sont définis par une 1-forme fermée
méromorphe sauf un modé¢le ayant une singularité nceud-col, donc satisfaisant la condition
de Kupka-Reeb. Tous les résultats qui précédent sont résumés dans le théoréme principal,
présenté dans 'introduction. On obtient en particulier la classification des feuilletages &,
sur C3, 0 a partie initiale In(w) dicritique de degré 3, Cod Sing In(w) > 2 (modulo la condi-
tion de non-résonnance locale b ¢ Q).

Voici maintenant une liste de problémes ouverts.

1. Traiter le cas résonnant d’une singularité de la famille Q5 (lemme 4) avec b € Q.

2. Soit w, une 1-forme intégrable homogeéne de degré v, Cod Sing w,, > 2; on considére
I’ensemble

FIN(w, ) := {feuilletages ¥ = ¥, avec In(w) = w, }.

Sur FIN(w,), il y a la relation d’équivalence de conjugaison holomorphe : &, ~ &
si et seulement si il existe un difffomorphisme ¢ tangent a I'identité tel que ¢*F, = F .
Décrire I’espace de module M (w,) = FIN(w, )/ ~; par exemple si w, satisfait le
point 3 du théoréme principal, alors M(w,) se réduit & un point. Par contre nous
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venons de voir des exemples ou M (w,) est infini (w, = @Q1dQ2 — Q2dQ; comme
ci-dessus).

3. Généraliser les énoncés du théoréeme principal aux dimensions supérieures a 3. La
classification de [9] permet de se ramener au cas ou la partie initiale ne dépend que
de 3 variables.

4. Donner une démonstration géométrique, i.e. non calculatoire, du théoréme de Dulac.
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