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SUR LES

FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES
DE

TROISIÈME ESPÈCE^,
PAR M. P. APPELL,

Ce Mémoire a pour objet l'étude des fonctions doublement pério-
diques de troisième espèce et plus particulièrement la décomposition
de ces fonctions en éléments simples. Il se termine par quelques re-
marques sur certaines fonctions d^un point analytique (^ y) qui peuvent
être considérées comme la généralisation des fonctions obtenues en
remplaçant rargument d'une fonction doublement périodique de troi-
sième espèce par l'intégrale elliptique de première espèce correspon-
dante.

Les principaux résultats démontrés dans ce Mémoire se trouvent
indiqués dans une Note que j'ai eu l 'honneur de présenter à l'Académie
des Sciences le 17 décembre i883.

Soit <p(^ ) une fonction uniforme de la variable imaginaire z véri-
fiant les deux équations

ç ( 5 + 2 K ) =^^y(^),
ç(^-^2^K/)==^+<î)'(p(.3),

( l ) ^olr, au sujet de ces fonctions, différentes Notes de M. Hermite dans les Comptes
rendus des années 1861 et ï86î. Voir aussi la Thèse d'Analyse présentée à la Faculté des
Sciences de Parts par M. Biehier, avril 1879.
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a, 6, a\ b' étant des constantes. Si l'on pose

/(^^^-^(^

on pourra toujours ( 1 ) déterminer \ elV de façon que

(I) /(^2K)=/(^ /(^H^D^^^/-^

où A est nécessairement de la forme
. mr:i,A:=-~-^

m désignant un entier positif, négatif ou nul.
Lorque ce nombre m est nul , la fonction fÇz} est, d'après les déno-

minations introduites par M. Hermite, une fonction doublement pério-
dique de première ou de seconde espèce; de première si e^ est égal à
l 'unité, de seconde si e^ est différent de l'unité. M. Hermite a donné
des formules de la plus haute importance pour la décomposition en
éléments simples de ces fonctions de première et de seconde espèce.
Nous nousplaçons ici dans l'hypothèse m^o; dans ce cas, la fonc-
tion f[z) est une fonction doublement périodique de troisième espèce.
Si nous supposons que cette fonction soit méromorphe, c*est-à"dire
qu'elle n'ait à distance finie d'autres points singuliers que des pôles,
la différence entre le nombre des zéros et le nombre des infinis qu'elle
possède dans un parallélogramme des périodes aK et ^iW est égale
à m; en effet, en vertu des relations ( î ) , l'intégrale

-L ft^l^
^J fW 9

prise sur le contour d'un parallélogramme des périodes est égale à m.
Si donc m est positif, f[z} a plus de zéros que de pôles, et en particu-
lier il existe des fonctions entières vérifiant les équations ( î ) ; si, au
contraire, m est négatif, f{z} a plus de pôles que de zéros, et il n'existe
pas de fonctions entières vérifiant ces équations. Dans les deux cas,
nous nous proposons de décomposer/^) en une somme d'éléments

(1) TOr, par exemple, Théorie des fonctions ellipticpies de MM. Briot et Bouquet,
p.a36.
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simples n'ayant chacun qu'un pôle dans un parallélogramme des pé-
riodes, et en une partie entière s'il y a lieu.

Comme 772 est supposé différent de zéro, nous pouvons poser

F^^/^+M.V
' ' \ m-^ij ?

cette fonction F(s) vérifie alors les deux relat ions

. ( 2 ) F(^-+-2K)=FO), V(z-^fiiK{)=e~~~LÎ^F(^y,

c'est cette fonct ion ¥ Ç z ) que nous allons décomposer en é léments
simples. Les circonstances qui se présentent sont entièrement diffé-
rentes suivant que m est positif ou négatif; nous allons examiner suc-
cessivement ces deux hypothèses.

I. m ̂ > o. . '

1. Supposons d'abord que la fonction F(js) soit méromorphe; si
elle devient infinie en p points d'un parallélogramme des périodes,
el le s'y annule en [p -h m) points.

Soient, dans ce cas,
Pl> Pâ? • ' ' 9 l^m-hp

•

les zéros de F(-s) dans un parallélogramme des périodes,

les infinis dans ce même parallélogramme; ces quantités sont liées par
la relation
(3) S p — Soî4-wK=:'2/îK4-2^^'K',

i(5 désignant la somme des zéros, 2a celle des inf inis , n et n' des
entiers. En effet, dans ces hypothèses, la fonction F (^ ) peut, d'après
les no ta t ions de Jacobi, se mettre sous la forme

vf ^^^^!ÏÂ£r^llH(f-=^l ̂ ) -^ ̂  ^ _ ̂ ^ _ aj.7.!î(^ -- a;) •î

écrivons que cette fonction F(s) satisfait aux relations ( ^ ) , en nous
Ànri. de L*Èc. Normale, 3*' Série. Tome 1. — AVRIL 1884. 1^
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rappelant les formules

H ( , ^ - 4 - 2 K ) = - H ( ^ ) , • H^+^KQ^-^'^H^),

T î K '

dans lesquelles q === ^ K . Nous obtenons les deux relations

(._ 1)^6^=== i, ^—i)^27"1^^^"'"^^^;

ces deux relations donnent : la première

la seconde
3 k K = 7?î 7Î Z;' —— 2 /^ 7; Z,

, .Y^, TT/ .Q . . m-rcK/
2mK/4- ^- (Sp ~ Sa) ==— mint — —_— 4- ^nr.f;

ii. jv.

en é l i m i n a n t A e n t r e ces deux dernières équations, on trouve la for-
mule (3) à démont re r .

Il peu t se faire , en pa r t i cu l i e r , que le nombre/? des infinis soit nul;
la fonct ion F(s) est alors entière et admet m zéros

- - ^Pl? ' P â ? 1 • - • » Pw; /• : • ' . . ,

dans ce cas la formule (3) devient

Ç^) ^ ^^^•^-^•''+^+m.K•:=2nK-}-^nfiKf. • !

2. Ceci posé, occupons-nous d^abord des fondions entières vé r i f i an t
les relations (^) ; l 'applicat ion du développement en série de Fourier
et la méthode des coefficients indéterminés fournissent i m m é d i a t e m e n t
la fonction entière la plus générale vér i f ian t les équations ( û ) ; celte
fonction est une fonction linéaire homogène a coefficients constants
de m fonct ions spéciales ( 1 ) obtenues comme il suit . Posons

. H^ -+• os . 1 11 ! ! : ! ! : . • '
'/VZI. „._ UltIT.Zl ' \

(4) " ' ..^(z)^^ y ^~^^nn^}^n^ : 1 : ^ . - , /

ri ^ —•oo 1 1 ' ' . ' ^ i : i , -.: . .

' • ' TtK'1

oîï q désigne, comme plus haut , la quant i té e ' k et où v est un entier

( l) yoir\Q Cours professé à la Faculté des Sciences de Paris par M. Hermite, i''6 édition,
p. 1-66. ' 1 1 1 ! ! 1 : 1 , ' ! : ; • ' - " 1 1 : 1 1 ' 1 1 • • 1 1 1 ' .̂  1 ! • ' ; , ! 1 • 1 ! ! ,
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quelconque. On voit immédiatement, en changeant, dans la série ( 4 ) .
n en n — ï, que l'on a

o.fw) / „ \ —— ^-2^ o.(m) / ^ \ .
Ô v+w \ "-' / — t/ 6 v ^ ̂  / î

il n'y a donc que m fonctions g^'^^) distinctes, obtenues en donnan t ,
à y, /n valeurs entières consécutives; par exemple, les fonc t ions

^(m) / „ \ ^{m} / ,\ ^,(//t) / ,,\
& 0 Y ^ / Î fc> i \ ^ / 1 ' • • * » & /»--1 \ ''"' / »

obtenues en faisant v = o, i , •2, ..., ( / ? % — ï ) . Toutes ces. fonct ions
vérifient les relations (2 ) ; elles peuvent s 'exprimer toutes à l'aide de
l'une quelconque d^entre elles : ainsi

w^./r^^f^ ^K^, ^)-c ^, ^^—^^<--'

comme on le vérifie immédia tement . La fonction entière <&(s) la plus
générale vériûant les relations ( 2 ) est alors

(5) ' ^(^=>-o^r5(^)+^^r ;(^4-•^
avec m coefficients arbitraires ).o» ^o - • - » ^m-r Toutes ces fonctions
peuvent, d'ailleurs, s'exprimer à l 'aide des fonct ions^ , commele mon-
trent MM. Briot et Bouquet à l 'endroi t déjà cité plus haut ( i ) . Chacune
des fonctions (5) a, dans un parallélogramme des périodes, m zéros;
on peut déterminer les coefficients Ào, X i , ..., \n-\ de façon que (m •— i )
de ces zéros coïncident avec des points donnés d'avance

. , ^iï ^'îî ' • • • î ^/n—l ? '.

le dernier ^ est alors déterminé, en vertu de l 'équation (3'), par
l'équation
(5') ^i •-+- ̂ 4- - . . 4- ^w-i^r-^m 4- mK •==. a n K 4- a /^/ î'K^,

n et ^' étant deux entiers.
Si l 'on voulait exprimer directement que la fonction (5) s'annule aux

m points distincts
•"•'l? ^29 • ' < ? '^//U

( r) On a, par exemple, ^O) = ^^2K H i ( s ) .
^ 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' y 9
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on obtiendrait m équations linéaires homogènes par rapport aux
coefficients

\î ^lî1 • • ' > '^m-19

et l 'on trouverait, comme condition de possibilité, que le déterminant
çy(m
§0
fyim
& 0

fr[m}
6 0

(
(

(^

s,)

^m )

^'"'C-
^)(

g^^

--i)
Sa)

^m) • • *

' ' *
y(fn) /
Ô M-l V
p.(w) /
Ô //i--l V

CyW ( ^
<& W-l ̂

Si)

^)

^//î )

doit être égal à zéro; cette relation transcendante doit conduire à la
relation (5'). Or cela résulte de ce que l'on a iden t iquement

în"K t
4 -i-K-^1"'"33"1"'"'1"3^-A = A e 2h(6) ^A^"1 :3 •" "11(^+^4-. . .+^+mK)IlH(^-^),

^7

le produit TT étant étendu aux 7n m—lî- fonctions H(^— payant pour

arguments les différences des quan t i t és -s.,, z^, ..., z,^ deux à deux , et
A désignant u n e constante. Cette ident i té se démontre facilement : i l
suffit pour cela de considérer le dé terminant A successivement comme
fonction de ^ , , ̂  * • • - » ^w» ^t de remarquer que A considéré comme
fonction de ^ vérifie les relations (a) et s'annule aux (w — i) points

-'l» "•'2? ' • • 9 •^t—1)

et, par suite, d'après la relation (3'), au point
— (^i -l- ^-2 "4-. . . -4- ̂ --i ~f- ̂ +i +. .. + ̂  -4- mK).

Cette identité (6) donne naissance à d'autres relations plus particu-
lières si l 'on suppose qu 'un certain nombre des quanti tés z^ z^, ..., z^
deviennent égales entre elles. Par exemple/si toutes ces quant i tés
deviennent égales ^entre elles et égales à z, on obtient la relation

^r^
wc^

dz

d^^w
i ciz111-1

)
)

ds

(^
ds'"-~

g^
W

cV^g

^
'(

(OT)^)

=)
--)

i

- ,
ryim) t ^

Ô//Î-1 \^

^Jfy{m} /.
^ m-\ { "

clz

/7//2--1 <y(M)tv t) m-î
^m-l

)
ï)

(a)

m2'!?^/

==B(? 21i H( /? î^4-wK) ,
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B désignant une constante qu'il serait facile d'exprimer en fonction
de A/

3. Soit maintenant F(s) une fonction mémorphe vérifiant les rela-
tions (2) : nous nous proposons de la décomposer en éléments simples
et en une partie entière. L'élément de la décomposition sera la fonc-
tion

^^ ^(o) ïl(z^a,)îî^-a^...ïî(^a^
^m\-^]-e ïl(^-.a) îI(a-al)H(a-a2)...H(a-a^l) î

les lettres a^ a^ . . . , a^ désignant des constantes arbitraires, et a/^,
étant déterminée par la relation

( 7 ) a^-4-i == a -+- mK -— ai — c^—. . . — a^ ;

aucune de ces constantes a^ a^ . . . , a,n ne doit être de la forme
a + 2nK -+- ïnHW (n et n' entiers), et leur somme ne doit pas être de
la forme wK + 2/zK 4- ^nHH'. Alors la fonct ion <j^(^, a) est une
fonction de z admet tant pour pôles âimples le point a et ses homo-
logues a + snK -l~ 2n'iK\ avec le résidu +• i au point a; de plus elle
vérifie les deux relations

m T. si

^n,{z 4- aK, a) =: .^(^ a), ^(c -+- 2n^, ̂ ) = e" "^^^(^ a),

ainsi qu'il résulte des propriétés de la fonction H(s).
Mais il importe d'étudier aussi les propriétés de ^(s, a) considéré

comme fonction de a. En. remplaçant 0^4.1 par sa valeur (7) , on a

. . . "^^^^^J^^^
^^^ H(^-a ) ii(a-^,)...H(a-.a,J ïl{s - mK)

où s désigne la somme a< 4- û?2 + . . . -+- a^
On voit que ^n{z, a), considéré comme fonction de a, admet pour

pôles simples les points a== z , y.=a^ ..., a === a^ et leurs homologues,
le point -s avec le résidu — i; de plus, on vérifie aisément que cette
fonction satisfait aux deux relations

(8)
^m{s, a -H- aK) == ̂ (^ a),

mrra '̂

4-/,, ( 3, a + 2 i-K' ) = e""" 4-,,, ( s, a).
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11 convient, pour ce qui sui t , de former les résidus de ^(JS, a) con-
sidéré comme fonction de a relat ivement aux pôles

a^ a^, . . . , a^.

Désignons par Gv(^) le résidu relatif au pôle a = ^ î nous aurons

(.; / -, ̂  g^^it—^ H(^~ ^i ) .'• H (^ — ̂ -i ) H (^ — ^4.1 )... H (s — a,n ) H(s4- -^^^—^J^).
H (a,— ^i)... H (rtv — <v-i) H (<r/v— a^i)... H (a,~ a/^) li(.? — wK ) ' ';

en faisant v == i, a, ..., TTZ, on aura les m résidus cherchés.
Chacun de ces résidus G^z] est une fonction entière de z vérifiant

les équat ions (2); on pourrait donc l 'exprimer a l'aide des fonc-
tions^'^) définies dans le numéro précédent.

Supposons alors que la fonction proposée F(-s), qui satisfait aux rela-
tions (2) et qu ' i l s'agit de décomposer en éléments simples, admette ,
dans un paral lélogramme des périodes, les/? pôles simples c^,«a, ...,
ap avec les résidus respectifs R ^ , IL, . . . , R^. Considérons la fonction
de a , , , , , • ; . , ! ! ! 1 ' • • 1 1 1 ^ 1 1 '11 l l : l l i - 1 " • 1

. , .1 , , ^ ¥ ( a )=F(a )^ (^a ) ; ' .

cette fonction de a admet les deux périodes ^K et ^K7 : en effet ,
chacun des facteurs F(a) et ^(-s, a) admet la période 2K,et, lorsqu'oa

augmente a de 2îK', le premier facteur est mul t ip l ié par e ^1r, le
'nr.v.t

second par e K , et leur produi t ne change pas. La fonction ¥(a) étant
doublement périodique, la somme des résidus de cette fonction relatifs
aux pôljps situés dans un parallélogramme des périodes est égale à zéro.
Je puis supposer que le point ^, les pôles ai , aa, . , . , a^ de F(a) et les
constantes a\, a^ :.., a^ soient dans un même parallélograinme élé-
mentaire; ces différents points seront alors les pôles de yCa) dans un
paral lélogramme des périodes; les résidus correspondants de ^ F f a )
sont : ' ! 11 ! ! . ' ^ '! ^ 1 1 ; ! , ' , , , ^ ! . ^ ,

Pour le point z ,r ! 1 : , , 1 1 1 1 ' 1 ! 1 [ 1 : 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 • -n1^; :;'' '',11 . . 1 1 1 1 : 1 ; 1 1 . : ; 1 1 : 1 1 1 \ 1 1 1 . ; ' . 1 ' ' .
pour les points a iy^ , .... o^, '

Ri^(^^) ,R2^(^a2) , . . . , l ^^ (^a^) ;
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pour les points a^ 03, . . . » a,^

F(^)(U^), F(^)G^), . . . , F(^)G/,^).

Puisque la somme de tous ces résidus est nul le , on a l ' équat ion

(8) F (s) =: R^(^ ^i) 4~ R2^(^ ^) +.. . 4- R^,,(^ ^) - G(^) ,

G(s) dés ignant la fonction entière

(S-) G( .^-=F(aOG,(^)4-F(^)G,(^4- . . . - . -F(a/ , )G^(^) .

La fonction F(.5) est, par cette formule (8), décomposée en une
somme d'éléments simples

Ri4^(^ a!)» • • • > R/^m(^^) ,
n'ayant chacun qu'un pôle dans un paral lé logramme des périodes,
augmentée d 'une fonction entière G(;z) définie par l 'équalion (87).

Jusqu'à présent nous avons laissé les m quant i tés a^ a^ . . . , a,,,
entièrement arbi t ra i res ; dans une appl icat ion on pourra par t icu la r i se r
ces constantes, de façon à s impl i f ier la formule obtenue. Par exemple,
si la fonc t ion F(s) , qui possède dans u n paral lélogramme des périodes
(m -+-/^) zéros, admet m zéros distincts connus, on pourra prendre a^
û?2* • • • » ^ égaux respectivement à ces m zéros, et alors la partie
ent ière G(^) sera nul le , puisque tous les facteurs F(â^) , F^), . . . ,
F(a^) seront nu l s .

Dîins ce qui précède, on a supposé les constantes a\, a^, . . . , a^ dis-
tinctes à des mul t ip les des périodes près. S'il n'en était pas ainsi, la
forme de la par t ie entière G{z) d e v r a i t être modifiée. Ainsi, en sup-
posant par exemple ^3= a,, le résidu de ¥((x) re la t i f à l ' i n f i n i a == a,
n'est plus F ( a i ) G i ( z ) ; ce résidu prend une nouvel le forme dépendant
de F(o i ) et F^a^). Mais je n'insiste pas sur ce fa i t qui offre peu d'in-
térêt, en nie bornant à remarquer que, dans tous les cas, on pourra
prendre les constantes a< , <^, . . . , a,n égales à m zéros distincts ou non
de F(.s), et qu'alors la par t ie entière G ( z ) sera toujours nulle, car
le produit désigné par ¥(a) ne. deviendra plus inf ini pour a = = = a , ,
a^ . . . , a^. ^ . ' 1 , , , . ^

4. Il est plus impor tant de se rendre compte des Modifications que
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subit la formule de décomposition (8) quand la fonction F(^) admet
des pôles d'un degré plus élevé que le premier. Supposons que le
pôle z == a,, soit d'ordre r et que, dans le voisinage de ce point , on ait

•D . •D' 'R(/'-11

V f ^ \ _ • " l , ^l , , ^ll^, . 17 / ^ \
F^^J-^^^-a,)^--4-^-^)^1'^^-

F^(s ) é tant holomorphe dans le voisinage de a,,. Si alors nous nous
reportons à la fonction de ex.

¥(a)=F(a)^(^a) ,

nous voyons que cette fonction admet le pôle a == a, au degré r; pour
avoir le résidu de cette fonction relativement à ce pôle, il suffit de
prendre le coefïïcient de

dans le produit des deux développements

P r\' ! T^/'-I)
W = ̂  î^)>+••--<-(Jlrï^F•(•'•

^(^ ") = ̂ m{s, a,) -+- (a — a,) 4-;,.(^, ai) -l- ...

-^l^^)^1'^-)4----

On trouve ainsi que ce résidu est égal à

R^(^«i)+R,^(^^)^.-^~1^ ^^(^i);
ï . 2 . . . ^ / ' — I;

• c'est donc par cette somme qu'il faudra remplacer le terme Ri 4^(^ a, )
dans la formule de décomposition (8),

5. On obtiendra, par les mêmes méthodes, une formule de décom-
position pour le cas où la fonction fÇz) admet des points essentiels
isolés; il suffira, par exemple, si z ==. a^ est un point singulier essentiel
isolé, de supposer dans le paragraphe précédent r== OD. En effet, un
point essentielisolé a, est un point tel que, dans un certain domaine
de ce point, il n'y ait pas d^autre point singulier; on aura donc, dans
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ce domaine,
'̂ -T p (^-i»

^^'-StT^-

F,i(-s) étant ho lomorphe dans le voisinage de z = c^. Le résidu de la
fonct ion

lF (a )=F(a )^ (^a ) ,

relatif au point singulier essprïûdl^ls^^âïYsera par suite
, ' " '1 ; •"'•""• ' 1•.•:;"̂  1 ' " 1 1 . , \

yrsteî,' .Jl;,>' ,; \
^K-411 TS^-l) (h -̂I) (' - y, •V^ ^/ "\ '» ^ î i ^ \ ^ y ^i/;^ \l Q \ ^ .._%., ————.———————i^_——————————,-- X i

v"7 1^ I . 2 . r ^ v — l ) ^ |
^1 ^ / i'

•̂.. , , C^ -' /^^"^(z, a) désignant, comn^^T^06^^®^^ dérivée d'ordre f v -- i )
de ^m(^, a) par rapport à a; èi^^^fe.âtûré^par celte quan l i î é (9) qu ' i l
f audra remplacer le terme B^^(s,aJ dans la formule de décompo-
si t ion (8).

En par t icu l ie r , l'expression la plus générale d 'une foncl ion uni-
forme F(s) vér i f iant les relations ( 2 ) et n 'ayant q u ' u n point singu-
l ier a, dans un parallélogramme des périodes, s 'obtiendra en a j o u t a n t
à la série (9) la fonction entière 0(^) définie par la relation (5).

La foncl ion la p lus générale vér i f iant les relations ( 2 ) et ayant
j ) points singuliers dans un paral lé logramme des périodes sera la
somme de p fonctions de la forme (9) n 'ayant chacune qu 'un po in t
singulier et d 'une fonction entière de la forme (5).

II. m <^ o.
,»

6. Supposons maintenant que, dans les relat ions (a), m soit négatif
et faisons

m -==. — p-,

y. étant un entier positif. La fonction F(s) qu'il s'agit de décomposer
en éléments simples vérifie alors les deux équations

( io) F(^+2K)c=:F(;3), F^^a^'K^e^F^,
4nn. de l'Rc. ^Vorm^Ze. S*-* Série. Tome ï.— MAI 1884. *9
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Dans l 'étude que nous allons faire de ces fonctions, le rôle principal
appar t ien t à certaines fonctions uniformes de deux variables indépen-
dantes don t nous al lons nous occuper tout d'abord.

»
7. Désignons par ce et y deux variables complexes indépendantes ,

par ^ un entier positif, et considérons la fonct ion de x ety définie par
la série ( ^ )

"=-+-00 .. Tt(.r-y)t

(") 7.^7)= ̂  ̂  e^^-) ̂ l,,̂ "
II -= —• 00 Q K ___ ^y 2 /2.

ou bien
/l S= -+-OQ

TC ^ i^^'t ^

( I x / ) ' 7.H.(^y)=^-g Z, e K ^^""^cot^ (^—j—a/ i^K') ,
/it s: —00

K'

. où , su ivant les nota t ions de Jacobi, q = e w r . Cette série ( i i) est con-
vergente pour fou tes les valeurs de ^e t j , à l 'exception de celles qui
sont données par la fo rmule

^^.y^_ a /zK+a/^ 'K/ Çn et n' entiers),

et pour lesquelles l 'un des termes de la série devient i n f i n i .
Si* l 'on considère œ comme u n e constante et y comme variable, la

fonc t ion /^(^,j) est u n e fonction uniforme de y n 'ayant à dis tance
finie d 'autres po in t s singuliers que des pôles du premier ordre, à savoir
les poin ts

y ^ x — 2 / ^ K — a/z'/E/;

le résidu de cette fonction relat i f au pôley==;r est égal à — i. Elle
vérifie les deux équations suivantes, qui s'établissent a i sément :

(X^ . J+aK) =:y^(^,y),
( I 2 ) _^

' 7^,7 ̂ ^r)^ K 7^J),

équations qui mon t r en t que ron pour ra i t exprimer cette fonction de y
à l'aide des fonct ions ô (voir-n0 11 ).

( l) Dans la Noie du 17 décembre i883, j'ai considéré le cas particulier où y. == i ; dans
celte Note, la fonction %i (.r,y) est désignéô par ^(.r, y) sans indice.
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Si l'on considère, au contraire, y comme une constante etx comme
var iable , il se présente des circonstances entièrement différentes . La
fonction /u.(^»y) est alors une fonction un i forme de oc n ' ayant à dis-
tance finie d'autres points singuliers que des pôles du premier ordre, a
savoir les points

^ -==. y 4- 2 n K -h 2 n' i K'; '

le résidu de cette fonction relatif au pôle x-==-y est égal à -4- i . El le
vérifie d 'abord l ' équa t ion

( i3) 'u{x 4- aK,j) == 7^Cr,,y),

puis l 'équation

/ Xi^-i-^'K^j)
| ^•r< T( l v^\ -/ (^-î-^ÎLTf'

( ^ 4 ) ^^ K X.(^r)-^^+^ K ^^(J)-^^ Ir ^(r)
• (jJ.—aiTC.y^ . TC_^

„„_ e I< rr^.)f y\ —— — -11 ^ K ^P.) / .,.'\•g^ ' 0 î \J ) • " * ï^ 6 Ùif-lU )ï

OLI les ^ fonctions
^•'(A ^(J)> •-, ^1(7)

sont celles qui ont élé définies dans le n° 2, équa t ion (4).
Pour démontrer cette relation fondamentale ( t 4 ) , remarquons que

la série (i ï ) nous donne

,,(. + .n )̂ = ̂ "^"^^""l-l> ̂ --'-̂ ,̂
n = — oo (o K — ^2 ( ̂  ~ 1 )

ou, en changeant n en n 4- ï ?
/2=-+-oç , TC(.r—-,y>f'

(,5) y,̂  + a i K ' , J) = ̂  ̂  e^ '̂̂ " '̂)'̂ ^,4-^.
, M=;—oo • <? ^ —— <72^

Si nous formons alors la différence
IAIÎ .Tt

( ï 6 ) Z^^+^'K/^y)—^""^"^^^,^),
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nous voyous que cette différence peut s'écrire

,,6, "V',̂ ,..,.-,. (^-. ,-) (.".- s^
^ JOL ^M^ TC( . r—y) f )

^=-« ^ K _^

en posant , pour un moment,

r : [ j c — Y j i

(^7) e K ==^ q^^ u,

on voit que, dans la somme (iG7), le coefficient de

s'écrit

^{nj-l j T:J ;
<? K (i^n{ti,-ï)

(£-+• u) (u^— ^)———^^———,

c'est-à-dire, en effectuant la division,

- ( t •+• u) (^-i -h- ^-2 u^_ ̂  ̂ .-i ^

ou encore
— ( ̂  -}- 2 ^1A-1 ^ + 2 ̂ i^-2 ^2 + . . . -4- a ^ ^ÎA- 1 .̂ ;̂. ̂

La somme (16') peu t donc s'écrire

-^"Yi'0 ^±11^1!
K ^iA/^/î.-

7T ̂  ^ tlî tIL!̂ '

( ) '~2K 2^ e K ^(/^- l )(^+2^-^<-^...4-.^^+^);
/2==—çç

celle série se partage en (^ +1) séries qui sont, en remettant pour i
et u leurs valeurs (17) : la première,

^ ̂ ^^ . ,„,,
_ e K \ e h q^{n-i) _ ̂  -r- , /

2 * -̂ ^À 3 K o u v .,./ ^ »
n-=.—os

la deuxième,

^^^^^•'_»^^ ,,-n.,,.,
e h,, g h \ g K ^ » ( , t _ i ) + . 2 , , _ _ _ 1 î ; — — — n ^ — — —

u K, - -- YI Ï^Ii _, ly.-l^.,:
e e\^e K ^-,,^_ ̂  e————^);r / t ? ^ > e *- (7i*^l^-l)+2/z—_ ""/Iv , 1^ , 1 , ^ . "K. 1 1 ! /î = -. ao1 • ,. 1 1 1 /î = -- ao1 1 • , , , ,
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el ainsi de suite, la (v -4- î)1^116,

^- * (^•—•^iTi.r/ •/!•; n rt __J,- 00 ^.n r.yi

— — e K e K ^ ^''~ï~^z(/î-i)-+-2/^
/î==; -• ce

c'est-à-dire
. (p.-^)TC.rt

"""K" K ^)(J);

enfin la dernière ou {p. -+- i)1^ de ces séries est

.̂ •"^-^w l^n+D^j

- fK Xe h y"^(/t+l)î
/î •::.-=: — sa

c'est-à-dire
_ -̂i. o-w( vy

a K 0 0 K J / ?

comme on le voit en changeant n en n ~— i.
La différence ( r6 ) est donc

iji.TC.rt . (y.—1 } ' r : . r i
_,., -̂ ...L '̂~Tr" ^•^i/' ,.\ __ Ĵ; / , l î o . ( a ) / ^\ __

^ ï z L 6 o \ J / i/- ° b i ^ J ) • • '

( ;A — •/ > TC .r i
___ ̂  p K ^ ( ( A ) / y \ ___ ___ Jl̂  (̂IJL) / y \ .

^c À v \ J / • • " ^ V . ^ 0 ^ ^ ^

ce qui démontre la fo rmule ( i 4 ) -
Dans le cas part icul ier où fJ-== ï , la fonction ;(p,(<^».y) devient

n==4-eo . iî r-rIT
T T / 'c^ 1Ï2L1 ?—K—^./-/a/^

v f.y y^ — — \ e K ^/^(^-i) r____''^y,,,/.^^^^-- gK ^ q •^zlll
/•;;-=-» e K — f/'2'1

ou, sous la deuxième forme,

"^r ^m
7.t(^j)=^ ^ <? K ^^cot^(^-j~2mIC);

WS'= — 30



150 P. APPELL.

cette fonction vérifie les relations

X, ̂ ,y -(- sK) = ̂  ̂ .,y), ^ ̂ ,y + 2 <K') = (T^, ̂ , r),

y.i(^+2K,y)=^(.r,y)^

7ASV + 2iK/'y) = ̂ v^y) - ̂  G + ̂ )^'(r),
OÙ

/! == -4- os

^'E,1)(^) = V e^»(»-«)= ̂ I ^H, ( r).
/»=""- V?

. si ̂ ^^ere de ces fornlules la consé^- suivante

H,(j)=o;
donc la fonction

Xi (^,K)
vérifie les deux relations

Xi(^+2K,K) =y^,K),

%i (^ + s (K', K) = e^x, (A-, K ),

car le terme complémentaire

•KI l S^'\
-^\î+^)s^\y')

^^,=K. D'autre part. la fonction ̂ ) vérifie les deu.

^"(^+2K)=^^^ ^"(^+3<K')==,-^,^),.

et cette fonction ̂ '(,^ annule aux points

sc^=,^+ïnïi+'2n'iK.',

<f"i sont les pôles de/,. (a;,K). Le produit

^o l)(^)Xl(.c,K)

^cZ:;!̂ "-0" ""- ••e - ̂ ^^a^ ,es.-,-U.o
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On a dune
T: .V i

y ( r K)--^—--1^"^./AXÏ K) ~ ̂ -^ - —îi^r1

en m u l t i p l i a n t les deux membres par ^ —- K, puis faisant x= K, on
trouve

P^'"iTTo)5

é q u a t i o n qui donne P.
L'expression que nous venons de trouver pour y ^ ( x , K } s 'obtien-

drai t faci lement en appl iquant , a la fonction -7——r? la formule deë'yw
décomposition en" éléments simples que nous allons main tenant éta-
bl i r .

8* Supposons que l'on ait une fonction uniforme F(s) satisfaisant
aux relations (10) et admet tan t , dans un paral lélogramme des périodes,
les/? pôles simples a ^ , a^, ..., a.p avec les résidus respectifs R i , R^ , . < ,
R^,. Pour obteni r une formule de décomposi t ion de cette fonction en
éléments simples, considérons le produi t

^(j)=F(7)%i.(^7);

la fonction ^(y) ainsi définie admet les deux périodes aK et ^'K'; en
effet, chacun des facteurs F(y) et ̂ (^ y} admet la période aK, et lors-

!AJC r/'

qu'on augmente y de ^K' le premier facteur est mul t ip l i é p a r o K , le
- ̂ y1 ^

second par e K , et leur p r o d u i t ne change pas. La fonc t ion ^ ( y )
étant d o u b l e m e n t pér iodique, la somme des résidus de cette fonction
relatifs aux pôles situés dans un paral lé logramme des périodes est égale
à zéro. Je puis supposer que le po in t x est dans le môme parallélo-
gramme des périodes que les pôles oc,, 0.2, ..., Oy; la fonction 9(y) aura
alors, dans ce parallélogramme, les pôles

x, ai, ag, ..., s^

avec les résidus suivants :
Au point y = x,

-F(^);
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aux points o^, a^, ..., a^,,

Rr/t^^i)? Râ'/^O?^)? • • • ? Rpy.[x(^^).
Puisque la somme de tous ces résidus est nulle, on a l 'équation

( l8 ) F(^):=R.r/j.(^,ai)+R2y^(^,o(2) 4-.. .-4-R^/jx(^, o^)

qui fournit la formule de décomposition cherchée.
Mais il importe de remarquer que, tandis que dans la formule de

décomposition (8) les résidus étaient indépendants des pôles corres-
pondants, il existe actuellement p- relations entre les résidus Ri , IL, ...,
R^ et les pôles a,i, o^, ..., a^. En effet, considérons l 'une quelconque des
p. fonctions ^(y), v == o, i, 2, ..., ( ( z — î ) , définies par les équa-
tions (4), et formons le produi t

OQ) ' F(7)ô^(j);

ce produit est une fonct ion doublement périodique dey, car F(y) et
^(j) admettent la période -2K et lorsque y augmente de a^K 7 , F(j)

v^Yi ^'•yi
est mult ipl ié par e K et ^(j) par e li . La somme des résidus de
cette fonction (19) relatifs aux pôles a^ , y^, ..., a ,̂ situés dans un paral-
lélogramme des périodes est donc égale à zéro; ce qui donne la rela-
tion

(20) - Riét^i) + IW^) +...+- Rp^(^) =o;
en faisant successivement v== o, i, 2. . . ( /x — i ) , on obtient ainsi ^ re1a-
lions entre les résidus et les pôles correspondants.

9. Ces relations (20) permettent de vérifier que la fonction (18)
satisfait effectivement aux équations (œ). En effet, on a d'abord

F(^- i -2 / r )=F(^) ,

puisque chacune des fonctions

7^(^,a^), 7^(^,02),. ..., y^(^a^)

admet la période 2K. Puis, si l'on forme la différence
p.Tr.rz •

F(^+2ŒQ—(r^F(^),
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on voi t , d'après la relation ( i 4 ) » que cette différence peu t s'écrire
comme il suit :

~" S u + 6 r / E^t'^i) + iwiî ) +... + R^y^)]

- ̂  ̂ ^"" [Riô-rc^)^ iwr(^) +.. • + iwr^)] -• • .
T:./•/

- ̂  ̂ [Ki^ii(^i) -^ IW^(a,) +. . .+ Rp^i(^)];

cette différence est donc nulle, puisque chacune des quant i tés entre
crochets est nu l l e en vertu des équations {20). La fonc t ion F(.r) définie
par la relation (18) vérifie donc aussi la seconde des équnt ions (10).

On passe du cas que nous venons de traiter, où tous les pôles a-,,
y^, , . . , yy sont simples, à celui où certains de ces pelles deviendra ient
des pôles de degré supérieur ou même des p'oints essentiels isolés, par
une méthode analogue à celle qui a été employée précédemment (n° 4).
Par exemple, si la fonction F(s) qui satisfait aux relations (10) a, dans
un parallélogramme des périodes, un seul point singulier a, que je
suppose, pour plus de généralité, un point essentiel, on aura, dans le
voisinage de ce point,

F(.)=F^)^^^,
n==l

F"\ [ z ) é tan t holomorphe dans le voisinage de a. D'autre part, dans le
voisinage de z == a, on a

•/^(.r, s) ==)^r, a) 4- Z——JV1 y;(^, a) +. . . + (^/'^ /^(^ a) -+-. • • .

où y^\oc,z} désigne la dérivée € ^ ^ 9 L ' ) le produit V{z)y^{^,z] est

alors une fonction doublement périodique de z ayant, dans un parallé-
logramme élémentaire, les deux seuls points singuliers

1 1 1 z ==:1 se'y s == a, ! ! ! • •

avec les résidus suivants ;
Pour x,

- , ' ' ! ! ^ ~F(^1)1 1 • 1 1 , • • 1

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome I. — MAI ï884. îo
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et pour a,
n--= •a
V» R
\ _________——^_________.y^-D/y ^\.

^ I .2 . . . ( ^—l ) /l' ^^'

comme la somme de ces résidus est nul le , ou a l'expression de V(x}
n~^ as

(2I) ^-Sr....1^--!)^-1'^)-
n=:l

Les coefficients R , , Ra , ..., R/,, ... vérifient alors les ^ équations

R,, rf"^l(a)_(...) y—R—
^ i. 2 . . . ( n —1 . 2 . . . ( /À — i ) d^'1

o ù ^ = o , 1 ,2 , . . . , (^-- i ) . Celte équat ion (22) est obtenue, comme
précédemment l ' équa t ion (20), en écrivant que le résidu de la fonct ion
doublement pér iodique

F(^)^)(^),

re la t i f au seul point s ingu l ie r a, est nul .
Si la fonction F(^) admet, dans* un paral lélogramme, p points singu-

liers, elle est la somme de p séries, telles que ( 2 1 ) , dont les coeffi-
c ien ts vérifient des relations analogues à (20).

On remarquera l 'analogie qu'il y a entre ces formules et celles qui se
présentent dans la théorie des fonctions uniformes d 'un point analy-
t i q u e (.r, y). [Acia mathematica, t. I.)

10. Revenons, pour un instant, au cas où la fonction F(^) satisfai-
sant aux équa t ions (10) est méromorphe; comme nous l 'avons vu, le
nombre de ses pôles, dans un parallélogramme des périodes, surpasse
de p. un i tés celui de ses zéros. Soient alors

Pi, ?2, ..., Pv ^

les zéros situés dans un paral lé logramme, et

les inf in i s ; la somme 2p des zéros et la somme la des i n f i n i s sont liées
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par la relation

(^3) ' 2 :P—2a+^K=:2^K+^ / l ^ 'K ' .

Pour le démontrer, i l suffit d 'appliquer la relation (3) à la fonction
p-r^;3 ('P1 satisfait aux relations ( 2 ) ou m serait remplacé par ^.

En part iculier , si le nombre des zéros est égal à l 'unité Çv = ï ) , cette
relation devient, en désignant par j3 le zéro unique,

(^ /) i3=:a:i4-aa+. . . -+- a^n — jiK 4- 2 / îK-t - a/^z'K/.

La fonction F(-s) est alors de la forme

F (<:.)== Ri y^ (^, a^ ) -+" Rs 7,. ( ̂ , a^ )+ . . .+ 1.4+1 7^ ( ̂  '^^-H )•'

les résidus R,, R^, ..., B^i véritlant les p. relations

( 24 ) Ri ̂  ( a,) + R, ̂ ^ ( a, ) + . . . -h R,̂ i ̂  ( a,̂ , ) = o,

oa y == o, 1 ,2 , ..., (^ — ï ) . En écrivant que la fonction. F (-s) ad met le
zéro ^, on a de plus l 'équat ion

( a y ) Pi Zi. ( ̂  rÂ! ) + PS 7s. ( P. ^2 ) + . . . 4 - RS.-H 7i. ( p, a;̂ ! ) = o.

Les y. équations (24) et l 'équation (24') étant linéaires et homogènes
en Ro Ra , . . » , R[x+o il faut, puisque ces résidus ne sont pas tous nuls ,
que le déterminant

D =

'U ( P? ^ ) 7^ ( P? ^ ) • •.» 7^ ( Pî ^-t-i )
^l) é^^^) -• ^(VM)

^(IA) /,y \ rrW
60 \ -"l / b 0

^("i) ^il(a2) • • - ^('̂ i)

soit égal à zéro; et celte condition transcendante D == o doit être iden-
t ique a la relation (aS'). Or ceci résulte de l ' identité

H(Sa-p-iJ.K)]jH(a,.-a/.)

D^C.e^(20) H(p-a,)H(ti-22)...HCP-a,^i)

où 2a désigne la somme a, + « a + • • •-1- .̂n et C une constante, le
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p r o d u i t TT élant étenda à toutes les combinaisons des quantités a deux
f) /

a d e u x . Cette I d e n t i t é se démontre fac i lement en considérant successi-
vement le déterminrint D comme fonction de |3, o^, o^, ..., a^,.
Comme fonclion de (3, ce déterminant vérifie les équations (10) : il a
pour inf inis les points c^, o^, ..., ^p.+.i et par suite, d'après (23'), p o u r
zéro le point

Sa—;j.K.

Comme fonction de ocy, au contraire, ce même déterminant vérif ie les
équat ions (2) ou w==^. ; il a pour pôle le seul point |3, pour zéros les
points

a!? • * ' ? ^J-ij ^J'-^lf • • • ? ^•+-1?

et, par suite, d'après (3) , le p o i n t

p — ^i — . . . — • ay_.i -~ o^ — . . . — a;^i -+- ^K.

On conclut de là la forme (25) de ce d é t e r m i n a n t . En m u l t i p l i a n t les
deux membres de l ' identi té (^5) par^ — ^+.J; puis, fa isant lS = y^^
on retrouve l ' idenLité (6). En effet, le dé te rminan t D se r édu i t alors au
m i n e u r relatif au terme /?.(?, a^/), qui n'est autre chose que le déter-
m i n a n t A de la formule (6) dans lequel on aurait remplacé z . ^ z ^ y \ . . ,
z^ p a r a ^ , o^, ..., a^; cette remarque permet d 'exprimer la constante C
de la formule (2,5) en fonction de la constante A de la formule (6).

En supposant que deux ou plusieurs des quan t i t é s a^ 0:2, . . . » a^^
dev iennen t égales, on déduira de la formule (a5) d'autres formules p lus
particulières, ainsi que nous Favons fa i t pour l ' ident i té (6).

H. Nous avons vu que la fonction 'y^[oc, y) considérée comme fonc-
t ion de y vérifie les équations (12) et que le résida de cette fonction'
re la t i f au pô l ey==; r est ~ i. On en conclu t que la fonc t ion %m(<^» z )
peut servir d'élément, de décomposi t ion d 'une fonction F(^) satisfai-
sant aux re la t ions (2 ) où m est positif.

En effet on a, d'après (12) ,

( ïm(^ ^+2K) =^:y^(a,^)
(26) ^^i

t ^(^^-i-aïK^ =e ^""^(0,5)
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et de plus pour z = a,
l i m ( ^ — a ) ^ , » ( o t , ^ ) = — i .

Supposons alors une fonction F(-s) vérifiant les relations (2) où rn est
positif et ayant, dans un parallélogramme des périodes, les pôles simples
a,, û:2, . . . 9 a^ de résidus respectifs R < , Ra, ..., Rp. La somme

F(i0-h- Ri/^(ai, ̂ -KlV/.,̂ , s) + . . .-i-Rp/^ (a^, ^),

vérifiera ces mêmes relations (2 ) et sera une fonction entière de z, G(s).
On aura donc la formule

F(s) = - R, 7^ (a,, z ) - ... ~ R^ 7^ (a/,, z) -+- G(^ ;

ce qui fournit une autre décomposit ion deF(-s) , dans le cas où m est
positif, en une partie entière G(-s) et une somme d'éléments simples.

A ce sujet , nous ferons la remarque suivante; on pourra toujours
déterminer les constantes a^ a^ ..., a^ qui f igurent dans ^(-s,a),
de telle façon que l'on ait

d^(^, a)=:-~y^(a, z ) ;

cela résulte de ce que la fonction de z

y^C^ z)^
qui vérifie les équations (26), admet, dans un parallélogramme des
périodes, un seul pôle simple z = a et, par suite, m+ i zéros. Ces
zéros, c'est-à-dire les (m + ï) valeurs de z ,

•^l» "^2? • " ' •̂  fn+lf

pour lesquelles la fonction y^(a,-s) s ' annule dans un para l lé lo-
gramme des périodes, ne nous sont pas connus ; nous savons seu lement ,
en vertu des équations (3), que ces zéros vérifient la relat ion

^4- ̂ +. ..4-^-(-i=^+ /nK+ 2^K-+- ^n'iK^ •

11 suffira alors, dans l'expression de (^(2, a), de remplacer les
constantes

^t ? ^2> ' • • f ^'w

par ^, ^.^ . . , , z^ pour que celte fonction ^(^s, <%) devienne i d e n t i q u e
îl ~~/^(^> ^)-
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I I I .

12. On peut étendre les résultats précédents à certaines fonctions
d'un point analytique {ce, y ) : c'est ce que je vais indiquer rapi-
dement.

Pour cela, je remarque d'abord que, si, dans la fonct ion F (-s) qui
vérifie les relations (2 ) , on remplace l 'argument z par l 'intégrale e l l ip-
tique de première espèce correspondante

- — rv ̂^ j n "y
ou

j^Ao^^-Ai^-^Ag.^^-Aa^ -h-A^

cette fonct ion F(s) devient une fonction du point analyt ique {x, y ) qu i
ne change pas quand le point 0,j) décrit le cycle correspondant à la
période 2K et qui se reprodui t mul t ip l iée par

m7C3 /'̂ "K'- ^

q u a n d (^,y) décrit le cycle correspondant à la période 2K'\/ .— r . Si
l ' on -pose

TCI/^T r " ' d x
^^-^-i yII ( X.

de telle façon que la première période de l ' intégrale u{x, r) soit
-271 \ / — i , la quant i té (27) s'écrit

Q-mu{3c,y)^

13. Soit, d 'une façon générale,

F(.r,y)=:o

l 'équat ion d 'une courbe algébrique de genre p ^ i , et

^^(^j), ^)(.r,j), ..., ^>(.r,y)

les intégrales abéliennes normales de première espèce correspondantes;
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désignons par

^=0, ^==0, ..., Ûi^==2^=^ ..., ^-i=0,

ûif=2a^ ^'==20^ ..., Q^ =20^ ..., Q^ = 2 a/,,

les -ap périodes normales de l'intégrale abélienne u^Ça", j), et par
e(^) la fonction ô de p variables formée avec les périodes normales.

Cette fonction admet, par rapport à chaque variable, la période
^7T^d~7; elle vérifie de plus/? relations telles que

6(^i+ aa^, ^,2 4- îta^i, . . ., Up-{- 2 a^^ér-^-^ne^i, ^/2, . . ., «^),

d 'une manière générale
e ( u,~{- 2 %//,) = e--"^-0^^•e ( u,),

OÙ A == I , 2, . , ., p,
La fonction

<^(^ ^2. • • • ? ^ / , ) = = © i ( ^ 0 = = 0 ( ^ / — a ^ ) = = Ô ( ^ i — an, ^2—^ • • • ? / / / .— ^p)

admet donc la période 271 \/— i par r a p p o r t a chaque variable et vérifie
de p lus les/.? relations

©i(^+a^.)=-:<?--^ei(^) ,
OÙ / € = = ! , 2, . . . , / ? .

D'après un théorème de Riemann, la fonction

©[^(^J)-^]

admet p zéros (^, y<), (x,, 72)» •-. (^y/) vérifiant les relations
/^/)
y//,(^(^,r/,)-G,-C/,
^= i '

où les C, sont des constantes indépendantes des G/. [Voir BRIOT, Fo/ic-
^on.? abéliennes.} La fonction

9i[//(0(^j)]=ô[^(^)^y)---^]

admet donc en part icul ier^ zéros

(x^y^, (^â»,/2)» • • ^ (^».y//)
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vérif iant les/? relations
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fi = p

^^(o(^,y/.)-^=(^
A = 1

OÙ Z== J, 2, .. . ,JO.

Ces théorèmes é tan t rappelés, nous allons nous occuper des fonctions
^(^j) du point ana ly t ique (^, j) qui possèdent les propriétés sui-
vantes :

ï ° Lorsque le point (^,j) décrit un cycle correspondant à un groupe
de périodes de rang impair

0 ( 1 ) 0'2' o(^)-ïi.-i, ^ât'-i? * - • » "2 / - i?

la fonction $(a-, j") ne change pas;
^° Lorsque l e p o i n t (^,y) décri tun cycle correspondant à un groupe

de périodes de rang pair
Q^Î.} o (â ) Q(P)
"~ïi -> ^2i. f ' • ' y ^a/: ?

la fonct ion $(.r,j) se reproduit mu l t i p l i é e par

ç—mH^^v, y )

m é tan t un entier.
Si nous désignons par ta nota t ion

[^(^j)]^

ce que devient la fonct ion <5>{y, y ] quand le point [oc, y } décrit le cycle
correspondant au groupe de périodes

Q^, ̂ \ . . . , ̂ \

les deux propriétés précédentes se t radui ront par les 2p équations

(28) [^(.y,j)]^=<ï>(^y),

[^(•^J)]^ == ̂ -^^^(^j),
ou ^ = = i , a , . . . , p.

Je supposerai le nombre entierw d i f fé ren tdezéro , positif ou négatif,
pour me placer dans le cas analogue à celui des fonctions doublement
périodiques de troisième espèce. J'ai étudié précédemment les fonc"
liottô d'un point analyt ique analogues aux fonctions doublement pério"
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cliques de première ( 1 ) et de deuxiè-me ( 2 ) espèce. Deux cas sont encru^
à d is t inguer ici, su ivant que m est posi t i f ou négatif.

14. Le nombre m étant supposé positif\ imaginons d'abord que les
seuls points singuliers de la fonct ion <I>(.'r,j) soient des pôles ou des
points critiques algébriques, -à savoir ceux de la fonction algébrique y
de oc. Alors la fonction <î»(.a?,j) a, sur toute la surface de Riernann, un
nombre de zéros dépassant de mp uni tés le nombre des in f in i s . En e f f e t ,
le q u o t i e n t<"" i.;̂ ^ =»(-••'•'
est une/onction uniforme du p o i n t (^,y) n ' a y a n t d 'autres po in ts s in-
guliers que des pôles et des po in t s critiques algébriques, à savoir ceux
de la fonct ion y de x. Cela résulte des équations

l0,[^^(.r,j)]^-i=.ô,[^^(^7)],

| ̂ [^(^j)]!^ ^e^^y^.lu^^^r)]

rappelées précédemment (n° 13).
Le q u o t i e n t (29) R(^,.y) est d o n c une f o n c t i o n r a t i onne l l e de oc et y,

et par suite il admet a u t a n t de zéros que d ' inf in is ; comme la fonc-
t ion ©^^(^j)] admet /? zéros, sa puissance m1^6 en adme t mp, et,
par conséquent , la fonction

<Ï>(^y)==R(,r,y)e^[^^(.:y,j)]

a un nombre de zéros dépassant de rnp unités le nombre de ses in f in i s .
Soient

(a,, P.), (a^), ..., (^,p/)

les infinis de <I>(^,j) au nombre de q, et

(01,^1) , (^2,^2), . . . » (ay+^p, bq^-fnj))

les zéros de cette même fonct ion au nombre de (y 4- mp}. .Nous vou-
lons dire par là que la fonction ^ [ x , y ] est infinie pour x-=^a^

( 1) Âcta mathematica, t. ï : Sur les/onctions uniformes cPiin point cmalytic^ue ( x ^ y • ) .
(2) Journal de M. Resal, 3e série, t. IX : Généralisation des foncuons doublement pêrio-

diques de seconde espèce.
Ann. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome l — MAI i^/j. ^1
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y==/3 , , ... et nul le pour x = a^j'.== b^ . . . . Ces inf inis et ces zéros
sont lié? par lesp re la t ions

(3o) ^u^{a, b) — S^')(a, j3) -- ma/, =: mC/,

où r= r\ 2, . . . , /?; la notat ion lu^Ça, b) désignant la somme

u^ (ai, bi} 4- u^(a^ b^ •+...+ ^ ( f ) (ay+^, ^+-m/J

étendue à lous les zéros, Su^a, |S) la somme analogue é tendue a tous
les infinis, et les constantes C^ é tan t des constantes connues ( j ) . Le
signe =, employé dans la relation (3o), exprime que l 'égalité a lieu à
des mult iples près des modules de périodicité de l ' intégrale w^ix, r ] .

Pour démontrer cette relation (3o), appelons

(^i ̂ Yi), (^2,}'^, • • • , (^J/.)

les/? zéros de ©i [^(^y)]; la fonction rationnelle R(.T,y) admet alors
les zéros

(Ol,^i), (^^2)» • • • > {^r/+.mp9 by+mp),

les inf in is
(ai, pi), (a,,pâ), ..., (a^p^)

et les infinis
(^i,ri), (^2,72), ..., (^,,rp),

chacun au degré m. Donc, d'après le théorème d'Abel, on a la r e l a t i o n

S «(0(0, b) - S^')(a, p) - m[^)(^,j,) + ̂ ^(^Ys) +...+ ̂ (0 (.̂ ,.7p):i = o;

mais, d'après un théorème de Riemann rappelé précédemment (n0 13),
on a aussi

^(z) (^i, Vi) 4- ^(^ (^2, Ja) + . . . + uW (^, y^) — a .̂ ̂  C,.;

la relation (3o) est donc démontrée.
Il existe en part iculier des fonctions Q[x,y} du point (^,j) véri-

fiant les équations (28) et ne devenant pas infinies; ces fonct ions ad-
mettent donc mp zéros satisfaisant aux? équations

^u^\a, b) •— m^i-^ mCi (i= i, 2,. . .,p).

(r) Voir BRTOT, Théorie des fonctions (ibélicnncSy n08 81 et suiv.
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L'expression générale G(a?,y) de ces fondions est
(30 G(^y)=©^^(0(^^)»/,^)]©J^CO(^,^)«^)^^ôj^^(,^^

où les mp lettres
/,(n 7^2) /)iw) / / — - r Q r)\
"7 5 ^l ) ' • • 5 ^l \i —— I î 2 » • • - >P )

désignent des constanles arbitraires liées par lesj? relations
//m 4- hy 4-... 4- hf ==o, où i =. î , 2, . . ., p.

11 serait faci le de donner une décomposit ion en éléments simples de
la fonct ion <I)(,r,y) qui sa t is fa i t aux relations (^8) où m est posi t i f
comme précédemment. Pour cela, considérons la fonction

(€^b\^ ^r î̂l̂ iZirr^^
^ ̂  fd ) - -^^7^^ ( a, p ) 4- A/:] î

OÙ
À- = /^ — 1^:=c,— y ^(^j^;

A=l

cette fonct ion du point [oc, y } a un seul zéro, le point (a, b), et un seul
pôle, le point (a, |3). L'élément de la décomposi t ion sera alors la fonc-
t ion

A -••= m
<F ( .r, j | a, ? ) = G ( a^ fj e, [,.C) ( ,r, j ) - 1^ ],

/C = 1

où C est une constante indépendante de (^,y) et où les constantes Â^'
satisfont aux/? relations
(32) u^ (a, &) ~ ^^') (a, p) +• hy1 4- /^^ +. .. + /^'^ o (^=: î , 2, , .,, ̂ ),

Cette fonclion n'a qu'un infini (a, ^3) et vérifie les relations ( ^ 3 ) ? on
achèvera de la déterminer en choisissant la constante C de telle façon
que son résidu relatif au pôle (a, |3) soit égal à l'unité.

Si alors la fonction $(a?,y) à décomposer admet q pôles simples

C^Pi), (^P^ ..., (^P./)
de résidus respectifs

KI, rî.2, . . . y A»(y>
on aura

<ï>(^,j) == Ri^(<r,.yTai, pi) 4-.\ .+ IVl̂ yl a^ P<y) + 6(^7),
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G(^,j) dés ignant u n e fonc t ion entière de la forme (3i). Nous avons
ainsi une formule de décomposi t ion qu i est semblable à la fo rmule (8) ,
et que l'on é lendra de la. même façon que cette formule (8) au cas où
i l y a des pôles mul t ip l e s .

15. Supposons enfin m négatif, m === -— ^. La fonct ion e>(^,^) q u i
vérifie les re la t ions (28) possède alors un nombre d ' inf in is dépassant
de y.p uni tés le nombre des zéros; et si l'on appelle

(âî i ,^) , (û?.3, ^3), . . . , Çay, b^
les zéros,

( a^ Pi) , (^ Pa), • . ., (^-^p, .Vw.)

les infinis, ces quan t i t é s sont liées par \GSp re la t ions

S z / C / ) ( a , p ) — 2 ^ ^ ( a , ^ ) — ; ^ « — i j L C , , où t == i, 2, . . . , /,.

Pour le voir, i l suffit d ' app l iquer la relat ion (3o) à la fonct ion

q u i vérifie les équat ions (28) , ou 722 est pos i t i f et égal à u.
Dans le cas de w>o, les résidus de la f o n c t i o n <I>(^,y) sont indé-

pendants des pôles; au contraire, dans le cas ac tue l , m == — a, i l y a
en t re les pôles et les résidus correspondants des re la t ions que l\)n
obt ien t comme il su i t . On considère le p r o d u i t

^(^j^^.y),
où G^(a^y) est une des fonctions (3i), dans laque l le m serait remplacé
par ^; ce produit est une fonction rationnelle de x, y; et par s u i t e ses
résidus sont liés aux pôles correspondants par/? relations connues; ce
qui donne les relations annoncées entre les résidus de ^(,z-,y) et les
pôles correspondants.

II resterait à former, dans le cas actuel , m <o, un élément de décom-
position qui fût ana logue à la fonction y^{z, <?:); c'est ce qu ' i l ne m'a
pas été possible de faire jusqu 'à présent.


