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SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
A COEFFICIENTS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES,

PAR M. G. FLOQUET,
PROPESSEUB A LA FACCITÉ DES SCIENCES DE NANCY.

Dans un travail antérieur ( ') , j'ai considéré une équation différen-
tielle linéaire homogène, d'ordre m, à coefficients uniformes, et dont,
l'intégrale générale était supposée uniforme. J'ai regardé les coefficients
comme simplement périodiques, de même période M, et j'ai établi que
cette périodicité entraînait l'existence de m solutions distinctes de la
forme

$(;r)==^po(a ')- l-^?l( ;»)+ a ? î tF2(^)+• ..+^''y;(^),

où yo(^). y i ( ^ ) > • • • » y^) désignent des fonctions simplement pério-
diques de seconde espèce, de même multiplicateur, et de la période w.
Les expressions ^{oc} se réduisent généralement à leur premier terme,
de sorte que, en général, il existe m solutions distinctes qui sont sim-
plement périodiques de seconde espèce. Il y a d'ailleurs toujours une
solution de cette nature.

Il est tout indiqué d'examiner ensuite le cas plus spécial des coeffi-
cients doublement périodiques. Ce sont les beaux travaux de M. Her-
mite sur l'équation de Lamé qui ont suggéré l'étude de ce cas impor-
tant, et l'intégration de cette équation, celle de certaines équations
particulières, les recherches de M. Picard ( 2 ) , de M. Mittag-Leffler

(i) Annales de l'École Normale supérieure (février et mars i883).
(î) Journal de C relie, t. 90.
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sur les équat ions d'ordre quelconque , ont montré combien sont i n t é -
ressantes, dans ce cas, les propriétés des intégrales.

Je me suis proposé ici, étant donné que les coefficients de V équation
considérée admettent deux périodes distinctes ou et G)', de trouver comment
cette double périodicité se traduit dans la forme des intégrales.

J 'a i résolu la quest ion en prouvant qu^il existe m so lu t ions distincte!
a f f ec t an t la forme de polynômes aux deux variables oc et Z(^), les coef-
ficients de chaque polynôme étant des fonctions doublement pério-
diques de seconde espèce, de mêmes mult ip l icateurs , aux périodes ^
et o)'; î[x} désigne une fonct ion un i fo rme qui augmente de quan t i t é s
constantes quand on y remplace x par x 4- w ou par x 4- û/

Z(.r -h co) =- Z(;r) 4- q, Z(.y 4- ̂ ) --= Z(.y) -"!- q',

et telle que oo</---ço/ diffère de zéro. Si, dans le rapporta le coeffi-
cient de \/— i est positif, on prendra

Z(.r)^(DlogO(^)=^,

6 [ x ) étant l 'une des quatre fonctions 9, auquel cas on aura

q == o, q ' = — —y-—— y co^ — <yo/ === — 2 r. \/— i.

Si, au contraire, le coefficient de ^— i est négatif, on prendra

Z(^)=:^log•^(^)r=|^),
.J ̂ X )

x} étant l'une des fonctions &, et l'on auraS(

2T:l/—-I , , , .———q -_z—î———, .q'=LOf w q — q w = — a i r y — i .

Nos polynômes en x et ï{x} se réduisent généralement à leur terme
indépendant de ces variables, de sorte que, en général, il existe un
système fondamenta l d'intégrales doublement périodiques de seconde
espèce, ce qui constitue le beau théorème de M. Picard. Je démontre
d'ailleurs que, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suff i t que deux
équations algébriques, appelées équations fondamentales, aient leyrs
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racines inégales, ou au moins que les racines mul t ip les remplissent cer-
taines conditions déterminées. Il y a toujours une solulion de seconde
espèce, et j'étudie, dans un cas quelconque, le nombre de celles qui sont
distinctes.

Les fonctions doublement périodiques, soit de première espèce, soilr
de seconde espèce, qui vont figurer dans ce travail , é tant toujours aux
périodes w et co', je me dispenserai de spécifier chaque fois ces deux
périodes.

Pour abréger, j'écrirai s. p. d. s. e. et d. p. d. s, e. au l i e u de sim-
plement pér iodique de seconde espèce et de doublement périodique de
seconde espèce. J'écrirai pareil lement, s. p. d. p. e. et d. p. d. p. e.
pour les fondions de première espèce.

Je cont inuerai à employer la notation Œ'(^) pour désigner une expres-
sion de la forme

^(,y)=:^(^) -h-^cpi (^) 4". . .+^^f,(.r),

où yo(;2?), ( p ^ s c ) , ..., (piÇsc) sont des fonctions s. p. d. s. e., de même
mul t ip l i ca t eu r et de la période ûû. Je dirai alors q u e celte expression
est de la forme ^(^), avec ce mult ipl icateur et le degré i.

Je désignerai de même par ®'(.r) une expression tel le que

(S\x) == ̂  (.r) 4- x ̂  (^) 4-. . . «+- ̂ K^

. où «po^)» ç?f^{x}^ • • * ' yK^) sont s- P- ^- s* e ' » ^e merne m u l t i p l i c a -
teur, et de la période ûo/\

I. — Équations fondamentales-

1. Soit I n é q u a t i o n différentielle linéaire homogène
^, , d^r . cV^y d^-^YP(7)= ̂  +^ ̂ r±î +^^^ ̂ - .+^y-o,

à coefficients uniformes et doublement périodiques, de périodes oo
et co', et dont rintégrale générale est supposée uniforme.

Faisons abstraction, pour le moment, de la période or/, et regardons
les coefficients comme périodiques, de période a».

L'intégration dépend alors d'une certaine équation algébrique A . ==o,
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que j 'ai appelée V équation fondamentale relative à la période œ, et dont
le premier membre est un déterminant

A n — s Aïs • • . Ai^,
Agi •"•22 —— £ . . . ^•ïni

A/Ml -^m'î • ' ' •^•fiim — £

de degré m par rapport à l ' inconnue s ( 1 ) .
Chaque racine s^ de A == o a, pour ainsi dire, deux caractéristiques,

son degré de multiplicité ^ et l 'ordre \i à part i r duquel les détermi-
nan t s mineurs de A cessent d'être tous nuls pour e •== E^ auquel cas on
a ^i^^i ( 2 ) . La première ̂  représente le nombre max imum des solu-
tions distinctes qui sont de la forme $(.r) avec le mul t ip l icateur e^ ( a ) ,
et la seconde À/ représente le nombre maximum des solutions distinctes
qui son t s. p. d. s. e., de période a), avec le mul t ip l ica teur £/ (") .

p., solutions distinctes $(^), appar tenant au mult ipl icateur s^ pro-
viennent du groupe ( ; î ) d'intégrales corrélatif de la racine s^ et le
nombre des sous-groupes ( ( î ) engendrés par ce groupe est égal à ^-.

Si 72 est le nombre des racines distinctes s,, s^, ..., e^ de A == o, il y a
ainsi n groupes corrélatifs des diverses racines, et leur ensemble com-
prend [j.i -h ^.2 + • • . . -+ - [J.n éléments, c'est-à-dire m éléments, consti-
tuan t un système fondamenta l . Quant au nombre t.oîal des sous-
groupes, il est égal à X, +• \^ -+-...-+- X,,, et je poserai

Xi 4-^4-.. .--h X/,=^

de sorte que v représentera le nombre imxirnum des solutions dis-
tinctes qui sont s. p. d. s. e., de période co, tel que P == o en admet te v,
et pas davantage. Je désignerai par Si (^), S^^), . . . , S^{x) v solu-
tions distinctes de cette nature.

Toute intégrale de la forme ®(a?) a pour mul t ip l ica teur une racine

( 1 ) Annales de P'Ecole Normale supérieure, p. 49 ; i383*
(^ îbld^ p. 76.
(3) Jbid., p. 70.
(^ îbicL, p. 83.
(5) Ibid., p. 52.
(6) Z .̂, p. 75.
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de A === o, et, si Ê^ est cette racine, l 'intégrale est une combinaison
l inéa i re des éléments du groupe corrélatif de s/. J'ai même démontré (.f )
que, si cet te intégrale de la forme $(^) est du degré r, elle s 'obt iendra
en combinan t seulement quelques é léments des divers sous-groupes
corrélatifs de ^, ceux du degré égal ou in fé r ieur à z. En par t icu l ie r ,
u n e solution s. p. d. s. e., de période w, sera une combina'ison l inéaire
de celles des fonctions S,(.r), 83(0?), . . . » S^{x) qui a p p n r t i e n n e n t à
son mult ipl icateur .

Enfin la condi t ion nécessaire et suff isante pour qu' i l existe m i n té -
grales distinctes q u i soient s. p. d. s. e., de période a), é tant que l'on
^ i t v = m, ou ^—^,^. ,^

5.1 + ̂  -\-...-+- A/, == ^fC^Nyï-^^
équivaudra à /^7 : ,̂: \ \

Ai == ^i, X^ \î^l..., X«^ y^, 1 ^
l ^ j ^: j â j

à cause de l^p.^ Autrement di&^JiaqueSacine/cî^it annu l e r tous
les m i n e u r s de A jusqu'à l'ordre m^^ué pajsson dè^e de mul t ip l i c i t é
exc lus ivemen t . Cette c o n d i t i o n est rc^^^â^"fci-^îéme lorsque A == o
n'a que des racines simples. ^^^.^^

2. Si m a i n t e n a n t nous faisons abstraction de la pér iode œ, pour n 'en-
visager, dans les coefficients p^ p ^ , ...,^, que la pér iode o/, nous
aurons des propriétés en tout point analogues aux précédentes. Nous
obt iendrons un système fondamental de solutions de la forme ^(.r),
qui se partagera en groupes et en sous groupes, et q u i sera lié a une
cer ta ine équa t i on a lgébr ique

A / f î / î, /i i — o A l a . . . Ai,,,
A, g ^ A g 3 —— £ ... A 2 ̂

A/^i A,//3 . . . •^•,nm— £

n'ayant, comme A = o, ni racines nu l les , ni racines infinies,et q u ' o n
appellera V équation fondamentale relative à la période c»/.

Je désignerai par n' le nombre des racines distinctes de A'= o, par
s',, s^, ..., £^ ces racines, par ̂ , ̂ , ..., ̂  leurs degrés de m u l t i p l i -

(1 ) An miles de l9 École Normale .w/^r^w/^ p. Sa; i883.
/inn, de i'Éc. Normale. 3° Série. Tome I. — JI'IN i884. ^4
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cité respectifs, et par )/,, ^, ..., X:,, les ordres à part ir desquels les
mineurs de A' cessent d'être (ou? nuls, quand on y remplace £' succes-
sivement par s',, s'>, ..., s^,.

Si je pose
X',+X',+...-h^,=./,

P = o admet alors '/ intégrales distinctes s. p. d. s e., de période u ,
et n'en admet pas davantage . Je représenterai par &\{x), S;,(a;), ...,
S^,(a;), V so lu t ions distinctes de cette nature . Pour exprimer qu 'e l les
sont au nombre de m, on écrira

A i == y-i ? ^'î=- !-<4, • • • , î-tf •== \i.',/.

II. — Sur le nombre des solutions distinctes qui sont doublement
périodiques de seconde espèce.

3. Considérant, maintenant les deux périodes simultanées M et M',
j'envisage les intégrales désignées au n° \ par S. (a,'), 83 (a;), ..., S,(;xQ,
et les intégrales désignées au n° 2 par S, (a;), S',(a'), ..'., S',,,(x).

Puisque les coefficients de P== o possèdent'ia période M', les fonc-
Uons S, [x •+- ^"), S,{x -+- a/), ., ., S^sc -+- ^} sont aussi des solutions.
En outre, comme le changement de x en x + u' dans l'identité

d o n n e celle-ci
S;(d; +0;) = ï,S;(.-!;)

S,(.»-!-(0'+M) = 6,S,(,C + o/),

ces solut ions sont s. p. d s. e., de même période M queS.(a-), S^x), ....
S,,(a;), et respectivement des mêmes mult ipl icateurs .

Pareillement, les fonctions S',(.r+,)), S',{x +- M) , ..., S,,(^ + col
sont des intégrales s. p. d. s. e., de période co', et respectivement des
mêmes mult ipl icateurs que S'.(^), S',(a;)", ..., S'^x).

De cette remarque et d'une proposit ion rappelée plus hau t décou le
le théorème suivant :

Si, parmi les intégrales S(a?) ou parmi les intégrales S'{se), une fonc-
tion se trowe seule de son multiplicateur, elle est doublement périodique.
de seconde espèce.

En effet, S.{x + u'}, par exemple, étant une intégrale de même pé-
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riode ^ et de même mul t ip l ica teur^- que S^(.r), s 'obtiendra en combi-
n a n t linéairement. S^{x) et toutes celles des fonctions Sf.r) qui appar-
t i e n n e n t au mul t ip l i ca teur s^. Si donc S^-r) est seule dans ce cas, on
au ra

,S,(.r^^)=£;S,(^),

s, étant une constante, c'est-à-dire que S^(^) a d m e t aussi o/ comme
période de seconde espèce.

Supposons que l 'une des deux équa t ions fondamentales, A = = o par
exemple, n 'ai t pas de racines mul t ip les ; on a alors ( 1 )

v == /z -=: m •

a u t r e m e n t d i t , les intégrales S(^) sont au nombre de w, et chacune est
seule de son mul t ip l i ca teu r . D'où cette proposit ion, conséquence du
théorème précédent :

Si l'une des deux équations fondamentales na que des racines simples,
l'équation P == o admet comme intégrales distinctes m fonctions double-
ment périodiques de seconde espèce.

Comme, en générale u n e des équations fondamenta le s aura ses ra-
cines toutes différentes ent re elles, on peut dire que :

En général, l'équation P == o admet, comme intégrales distinctes, m
fonctions doublement périodiques de seconde espèce.

C'est là le théorème de M. Picard.

4, II est clair que P == o n 'admet pas toujours ces m solutions. Le
nombre des intégrales distinctes qui sont d. p. d. s. e. ne peut évidem-
ment surpasser celui des intégrales s. p. d. s. e. de l ' u n e ou de l 'autre
période. Autrement di t :

Le nombre maximum N des fonctions distinctes, doublement périodi-
ques de seconde espèce, qui satisfont à l'équation P == o, ne peut sur-
passer aucun des deux nombres v et V.

Le plus petit de ces deux nombres est ainsi âne limite supérieure du

(1) Annales de V École Normale supérieur/'^ p. 5-2; i883.
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nombre N. Celte l i m i t e pouvan t ' ê t r e infér ieure à m, il en est de même
du nombre N.

Si, par exemple, Tune des deux équations fondamentales n'a qu 'une
racine, de degré de mul t ip l ic i té m, n'annulant pas tous les mineurs du
premier ordre, P == o n 'aura pas deux intégrales distinctes d. p. d. s. e.

5. Mais nous allons voir que P == o admet toujours au moins u n e
so lu t ion de cette nature et trouver u n e l i m i t e infér ieure du nombre N.

Dans ce b u t , je remarque q u e le théorème du n° 3 peut s 'étendre
a ins i :

Si, parmi les inlégralesS^x) ou parmi les intégrales S'(.r), plusieurs
fondions se trouvent du même multiplicateur^ il existe an moins une com-
binaison linéaire de ces/onctions qui est doublement périodique de seconde
espèce,

Supposons, en e f fe t , que S((^) , Sa^'), ..., S>.(^') a p p a r t i e n n e n t au
même m u l t i p l i c a t e u r . Les fonctions S,(^-+-û/) , Sa^-î-oj'), . . . ,
S\{x 4- oo') sont alors des so lu t ions (n° 3) admet tan t , pour la période co,
ce même m u l t i p l i c a t e u r . Il en résulte (n° 1) que ces s o l u t i o n s sont À
combinaisons l inéaires des intégrales S.,(cX"), S;^), ..., S^(.r), car on
suppose que ces intégrales sont les seules à adme t t r e le m u l t i p l i c a t e u r
en quest ion. Le dé te rminan t des P coefficients constants est d ' a i l l eurs
différent de zéro. Or j'ai d é m o n t r é e ) q u e , dans ces condit ions, i l
existe t o u j o u r s a u moins une combinaison linéaire de Si (<r ) , S^^), ...,
S\(\T), q u i est s. p. d. s. e., de période en/. Comme une parei l le combi-
naison adme t évidemment la période de seconde espèce oo, puisque,
pour cette période, les mul t ip l ica teurs de S, (a?), S^(^), ..., S>,(<^) sont
égaux, elle consti tuera une intégrale d. p. d. s. e.

De ce théorème et du théorème n° 3, je conclus que :
L'équation P == o admet toujours^ comme intégrale, une fonction dou-

blement périodique de seconde espèce.
C'est la proposit ion qu'ont établie, pour la première fois, MM. Pi-

card ( 2 ) et Mitlag-Leffler (3).

( 1 ) A fïnu les de Vl£wle 'Normale supérieure', p. 55; i883.
(2) Comptes rendus deff séances de U Académie des Sciences y ï6 février 1880.
(3) IbuL



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES A COEFFICIENTS PÉPJODIQUES. r8()

D'après les deux mêmes théorèmes, à chaque mul t ip l i ca t eu r des
fonctions S(.r) par exemple, répond au moins une intégrale d. p. cl. s. e.
Il existe donc au moins a u t a n t d'intégrales de cette na ture qu'il y a
de mul t ip l ica teurs , c'est-à-dire au moins n. Elles sont d'ailleurs dis-
tinctes, car u n e re l a t ion linéaire et homogène ent re elles en d o n n e r a i t
une en t re les fonctions S(<r). Par conséquent :

L'équation P == o admet comme intégrales linéairement indépendantes
au moins autant de fondions doublement périodiques de seconde espèce
que l'une quelconque des équations fondamentales a de racines distinctes.

Nous avons ainsi une l imi te infér ieure du nombre N. Ce nombre est
au moins égal au plus grand des deux entiers n et n\ et en tou t cas au
moins égal a l 'unité. •

6. Nous avons reconnu (n° 3) que, si l 'une des équat iônsfondamen-
tales n'a que des racines simples, P == o admet comme intégrales dis-
tinctes m fonctions d. p. d. s. e. Nous en avons conclu que P == o est
généralement dans ce cas, en ce sens que généralement l'une des équa-
tions fondamenta les aura toutes ses racines différentes entre elles. Mais
i l importe de préciser les circonstances où P == o remplira ces condi-
t ions, ce qui peut avoir l i eu , comme on va le voir, lorsque n et n' d i f -
f é r en t de m.

Observons d'abord que, si N est égal à w, il en est de même de y et
de T/ à cause de l'inégalité

Nf;v et -/,

é t ab l i e au n°4, les nombres v et î/ ne pouvant surpasser m.
Réciproquement , si v et ^ sont égaux à m, il en sera de même de N.
Si, en effet, v est égal à m, les intégrales S(^) étant au nombre

de m const i tuent un système fondamental .
Soient Si(^), S^Ç^r) , ..., S^(^) toutes celles qui appar t i ennen t \\ un

certain mul t ip l ica teur . On a vu que S^-x*-4-ex/), Sa(^ 4-^ /), ...,
S^x •+• ex/) sont alors ^combinaisons linéaires distinctes des solut ions
S i (<r ) , S^(a?), ..., S^(^). Or j'ai démontré (1) que, (lans ce cas, on peut
toujours combiner l inéairement ces ^solut ions, de manière à obtenir

( 1 ) Ànncdes de l'École N'm'male supérieure y p. 02; ï883.
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p. fonctions dis t inctes D(a;1), qui soient de la forme (py( .z*)ou de la
forme

Oo(^)+^fi(^) + ̂  Pâ^) -4-. . . -h ̂  ̂ i(^),

les (j/(.r) étant s. p. d. s. e., de période û/. Concevons donc qu 'on ai l
construit ces p intégrales D(.r).

Elles possèdent évidemment la période de seconde espèce oo; mais*
elles admet tent aussi w comme période de seconde espèce, c'esl-a-dire
qu'elles sont toutes de la première forme, de la forme <po(^)» car» v/

é t an t égal à m, les so lu t ions S'(^) cons t i tuen t u n système f o n d a m e n t a l .
Les p- fonctions D(a?) en sont donc des combinaison-s l inéaires. Or cela
exige, entre autres choses, qu'aucune d'elles ne renferme x explici te-
ment . Toutes sont donc de la forme 9o(^).

Nous avons ainsi y. fonctions d. p. d. s. e. D(.'r), qui sont des com-
binaisons l inéaires distinctes des ^.éléments S^(.r), Sa^*)» • • • ? Su,C^),
et qui , par conséquent , peuvent être substituées à ces p. éléments dans
le système' fondamental Si(.-r), 82(0:?), ..., S^(*ï).

Cette substitution étant faite, considérons main tenan t les intégrales
S^) qui appart iennent à un autre mult ipl icateur et opérons parallèle-
ment , puis faisons de même successivement avec tous les multiplica-
teurs. On voit que f inalement on aura substitué au système fonda-
mental des S{x) un système fondamental composé u n i q u e m e n t de
fonctions d. p. d. s. e.

Et, par conséquent, si l 'on a ^ :==/== m, il existe m fonctions
dist inctes de cette na tu re qui satisfont à P == o.

Les condit ions nécessaires et suffisantes pour que N soit é^al à m
sont donc

v == V == m,

qu i équ iva l en t , comme on sait (n081 et 2), aux n -j- n' égalités

AI := ;X^ À.2 "== p.3, , . . y À/^ === ̂ ,

\\ ==: [i\, 5/3 == (x^, . .., X^ == ^^.

D'où cette proposi t ion :
Po r̂ ç?^e P == o admette comme intégrales distinctes m fonctions dou-

blement périodiques de seconde espèce} il faut et il suffit que toute ra-
cine de chaque équation fondamentale annule tous les mineurs'du premier
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membre jusquà l'ordre marqué par son degré de multiplicité exclusi-
vement.

Remarquons que, q u a n d l 'une des équat ions fondamenta les , A == o
par exemple , n'a que des racines simples, a u q u e l cas y = m, comme
alors N == m, le nombre V sera aussi égal à m; a u t r e m e n t d i t , la con-
di t ion de n u l l i t é des mineurs sera nécessairement r empl i e pour l ' a u t r e
é q u a t i o n f o n d a m e n t a l e .

7. On peut se demander ce qui a l ieu lorsqu'un seul des deux
nombres v et'/ est égal à m. I l est facile de voir que N est alors égal a
l'autre.

Faisons, en effet, i /=m, et répé tons la démonstrat ion de la réci-
proque précédente, en y supposant v^ém. On. verra que l'on peut
combiner l inéa i r emen t les ). intégrales S<(a?)^ 83(0?), . , . , S>^), qui
répondent à un même m u l t i p l i c a t e u r , de manière à obtenir X fonctions
d. p. d. s. e. Ces X fonctions sont distinctes et peuvent , par consé-
q u e n t , remplacer S i ( < r ) , S^{x), . . . , S>,(<r) dans la suite S^r},
SJ^), , . . , Sv(a1). En faisant la substi tution analogue, pour chaque
mul t i p l i ca t eu r , on aura f i n a l e m e n t ^ intégrales distinctes d. p. d , s. e-
Comme N ne peut surpasser V y on a donc N = y.

D'où ce théorème :

Quand l'un des nombres v et v' est égal à m, N est égal à l'autre.

Ce théorème, et la réciproque du n° 6, qui en est un cas par t icul ier ,
peuven t d ' a i l l eu r s s'établir aussi a isément de la manière suivante :

î/ étant égal à 77%, les intégrales S'(<z*) cons t i tuent un système fonda-
mental. En écrivant que S^x 4- oo), S^(.z* -+- co), . . . , S^{x -4- ex)) sont
des combinaisons l inéaires de S\{x), S^(^), .. , ,S^(^), on en déduira
alors l 'équation fondamenta le A = = o . Comme S^-h-oo) s 'obtient en
combinant un iquement celles des fonct ions S'̂ ) qui appar t iennent à
un même mul t ip l ica teur , on verra que le déterminant A se présente
sous une forme par t icul ière , produit de plusieurs déterminants, et
telle que le nombre v, re la t i f au déterminant total A/soit la somme des
nombres analogues relatifs aux déterminants composants. On en con-
clura sans peine que N est égal à v.
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<S. Supposant m a i n t e n a n t les nombres v et i/ quelconques , je nie
propose, connaissant les intégrales S,(^'), S^a?), . . . , S^(^), par
exemple , de calculer les solut ions d. p. d. s. e. el, par conséquent , aussi
le nombre N.

Soient , comme toujours, s,, s^ * • • » ^2 les ^ mul t ip l i ca teu r s dis t incts
des fonctions S, (^), S^{sc), . . . , Sv(^). Une intégrale d. p. d. s. e.
admet ( 1 ) , pour la période û), nn de ces mul t ip l ica teurs . Pour obteni r
toutes ces intégrales, il suffira donc de construire successivement
tou tes celles qu i , pour la période c<), répondent au m u l t i p l i c a t e u r £ , ,
puis au m u l t i p l i c a t e u r £3, etc.

Cherchons celles qui répondent au mul t ip l ica teur s < .
Soient Si(,r), SaÇ^) , . . . , S^(^) toutes celles des fonct ions S(.y) qui

possèdent le m u l t i p l i c a t e u r $ 4 . Chaque combinaison l inéaire de ces
) > , fonctions j o u i t de la même propriété . Si donc je construis celles de
ces combinaisons q u i possèdent la période de seconde espèce û/, j'ob-
tiendrai des intégrales cl. p. d. s. e. au mu l t i p l i ca t eu r commun s^
pour G). Toutes les intégrales cherchées seront, d'ailleurs, obtenues
pa rce moyen, car on sait (n° 1 ) qu 'une intégrale q u i admet la période
de seconde espèce co et le mul t ip l i ca t eu r £1 est une combinaison
l inéa i re de S^ (.r), Sa(^), . . . , S^(a?).

La quest ion est par conséquent ramenée à ce problème : « Trouver
les expressions

C,S,(^) -+- C,S^r) -+-. . .-i- C),,S>,(^)

q u i admet tent c*/ comme période de seconde espèce, Cp C^, ..., C)., dési-
g n a n t des constantes. »

Or, si l'on observe que Si(a? •+- c</), S^{x 4" c//), ..., S^(x 4- c</) sont
des combinaisons linéaires de S^ [oc), SaÇ^), . - • » S^(«r), on sait résoudre
le problème précèdent. Soient-, en effet,

SiC^+o^) =LnSi(^) +...-+-Iq^S^(^),

Sâ^+o/) ==.L^ Si(^) 4-.. .•+-.1.2)^8)^^),

SX,(^-+-^)=L)^S,(^)+...+L),),S)J^)

( 1 ) A/mâles de r École Normale fîupéru'ure, p, 5o ; ï883.
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les relations l inéaires distinctes. On formera l 'équation

LH--£ . . . Lo.,
L2i • • • .La)..

Si ses diverses racines annu len t les mineurs jusqu'aux ordres respectifs
).i i , X , 2 , . . . , Xi^, et si l 'on pose

)vn -h Xia 4-...4- A^^m^i,

on trouvera ^ expressions distinctes C ,S , (^ ) -4-... + C>, S\^cc) admet-
tant la période de seconde espèce o/, c'est-à-dire ^ in tégra les d. p. d.
s. e.

En opérant de cette façon à l'égard de tous les mul t ip l i ca t eu r s £ , ,
£ 2 » -., £„, on obliendra successivement toutes les solutions d. p. d. s. e.
qui, pour la période co, adme t t en t ces mul t ip l i ca teurs , c'est-à-dire
toutes les fonct ions d. p. d. s. e. qui sa t i s font à P = = = o .

Observons d 'ail leurs que si, pour chaque mul t ip l ica teur , on forme
des fonctions distinctes, toutes le? intégrales ainsi obtenues, r épondan t
aux divers mul t ip l i ca t eu r s , seront elles-mêmes distinctes, de sorte
qu'on en obtiendra le plus grand nombre possible, en prebant chaque
fois le nombre maximum. Or, pour s , , ce nombre max imum étai t T^ ;
si donc je désigne par ^, ^3, . . . , Vn les nombres ana logues pour e^,
£3, . . . , ^, on voil que l 'on a

N=:^,-i-Vâ-4-. . .4-^;

aut rement d i t :
L'équation P == o admet comme intégrales distinctes v^ 4- v^ -h ... 4- v^

fonctions doublement périodiques de seconde espèce et n^en admet pas
davantage.

9. Il est facile d'obtenir d'autres représentations du nombre N.
Auparavant, je vais établir un lemme.

Une intégrale d. p. d. s. e. admettant, pour la période o^, un certain
multiplicateur, est une combinaison de celles des fonctions S(yt?) qui
appartiennent à ce multiplicateur. Pareillement, l'intégrale considérée

Ânn. de î'Éc. Normale. 3° Série. Tome ï. — JUIN 1884. 2^
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est âne combinaison linéaire des fonctions S^^) qui possèdent son
mult ip l ica teur re la t i f à la période c«/.

I! en résulte qu'une somme d'intégrales d. p. d. s. e. peut se met t re
sous la forme

Ci Si (^) -t- €3 Sa (^) -+-. .. + Cv Sy (.r),

et aussi sous la forme

C'i Si(^) + C'î 83 (^) -+-...-+- C^ Sy (.%•),

les C désignant des constantes .
Je dis que, réciproquement , toute expression susceptible de ces deux

formes est une somme d'intégrales d. p. d. s. e.
Soit, en effet, y une te l le expression. Dans la combinaison linéaire

de Si (.2?), S^(.r), ..., Sv(.r) qu i , par hypothèse, représente j, groupons
les termes de même mult ipl icateur , et désignons par s^Çx) la somme
des termes de m u l t i p l i c a t e u r e^. Soit de même s\[x^ la somme des termes
de mul t ip l i ca teur .̂, dans la combinaison linéaire de S^(^), S^(^), ...,
S,/(^) qui expr ime y. Nous aurons

y=^(^)4-^(^)+. ..-+-^(^)=^(.^) -+-^(^) -+-• • ••+-^'(^),

les fonctions s{x] et s ' { o c ' ) étant telles que

S i { x ^ r ^ ) = Z i S i { x ' ) , ^(^+ (»/)== S^y^^).

Dans l'identité

.yi (.r )-(-- .?2 (^) - + - • • • -t- .̂  (^) = A'i (^) H- •̂  (^) +...•+- s'n' (.r),

changeons ,y successivement en .r-h co, ^ -h^co , ..., . r + ( ^ — i ) c o .
Nous aurons n équations, d 'où l^on peu t tirer s^ [x}^ ^a(^), ..., Sn[œ},
car le dé te rminan t est le produit des différences des n quanti tés dis-
tinctes £ ^ , sa, . . . , s,;, et, par conséquent, n'est pas n u l . J'obtiens ainsi

,ç,(.r) •== LiS[ (^) -i-Lâ^ (^ +-û)) +....-+- L^s\[^x 4- (^ — l ) a > ]
-i-Li^ (A') 4-L2^2(^ -+-œ) +. . .-+-L/^92[^ + {n —• ï )o) ]
-i- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ . . . . . . . .
+Li^(^)4-L2«^(^+^Q+.. . -hL^^[^4-( / i—

c^est-à-dire
^(^)=çr i (^ ) -ho-2(^)+ . . .+^(<a?) ,
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les fonctions o- [x ) étant des solutions, et des solutions telles que

^(^-^^^•^•(.y).

Chaque ligne L^.(<r) 4- L^s'^x 4- c<>) H- . . . 4- L .̂[}r 4- (/z — 1)0)] est,
en effet, dans ce cas.

Dans l ' i den t i t é
.ç,(.r) ==o^(^) 4-<^(^) 4-. ..-j-cr^(^),

changeons ma in tenan t ^ en x 4- oo, et il vient

Zi Si ( ̂ ' ) •=. ̂ i ( J? 4- co ) -i- ers ( X + ù) )-+-...+ cr^ ( .21 .+ co ")
ou bien
Q^X 4- o)) —£,G4( . ;y ' ) 4- ^(^-l- œ) —£,o-3( .Z- ) 4-. . .+ cr / , - (^4-co)—£,^( ,z ' ) .=zo.

Or, les différences Oy(^-4- tô) —£^o"y(a?) admettent chacune la période
de seconde espèce K/, avec des mu l t i p l i ca t eu r s différents Elles sont
donc ( 1 ) nu l les séparément ; d'où

CTy(.r 4 -œ)=:£ ,Œy(^) ,

c'est-à-dire que les intégrales a(x] sont d. p. d. s. e.
Chaque solution s ^ ( x ) est donc une somme d' intégrales de celte

na tu re , et, par conséquent, il en est de même de l'expression y .

10. Le lemme qui précède conduit à deux interprétations du nom-
bre N.

Une combinaison linéaire d'intégrales d. p. d. s. e. s 'exprimant sous
la forme

CiSi( . r )+€282(^)4-. . .4-CvSv(.T)

et aussi sous la forme
C/^O) 4- aS,(.r) -+-. .. 4" Cv-Sv/(.r)

donne lieu à l'égalité
CiSi(^) -h CaSa^y') -h. . .,4- CvSv(^) -•= C\ Si(;r) 4- CaS^) 4-". . . 4- C^Sv-(A-),

c'est-à-dire à une relation linéaire et homogène, à coefficients con-
stants, entre les v 4- v ' fonctions S(^) et S'(.r). Comme, avec les N inté-

( t ) Annales de l'École Normale supérieure, p. 69; ï883.
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grales doublement, périodiques, on peut construire N combinaisons
linéaires dist inctes, il existera N relations distinctes de cette forme.

II n 'y en a pas davantage. En effet, considérons-en N + i, et écri-
vons-les ainsi :

G-i == (J\, 0-3 :=: CT^ . . . , CT^ ==: 0^, ON.)_I = ^^-ï)

les cr ne contenant que les S(.r), et les c/ que les S^). D'après le
lemine, les a et les (/ sont alors des combinaisons l inéaires des N inté-
grales d. p. d. s. e. Comme avecN quanti tés on ne peut former plus de
N combinaisons linéaires distinctes, on voit sans peine que l 'une des
N + i relations est une conséquence des autres. Il n'y en a donc pas
plus de N distinctes.

D'où cette proposition :
// existe, entre les intégrales S< [x}, . .., S^[x\ S\{x}, . . ., S^-(^),

autant de relations linéaires distinctes que P == o a de solutions dis-
tinctes doublement périodiques de seconde espèce, et il nen existe pas
davantage.

Les intégrales S^(.r), Sa^), . . . , S^(^) sat isfont ( ^ ) à une équat ion
di f férent ie l le l inéa i re homogène Pa)== o, d'ordre v, à coefficients pério-
diques, de période co, car l'es S(^ +• œ) so'nt des< combinaisons linéaires
desS(^). Pare i l l ement , les intégrales S,(^), S^(^), . . . , S^{x) vérifient
une équa t ion analogue P(,/==O, d^ordre T/. Un théorème, démontré
plus loin , montre même que les coeff icients de ces deux équations
sont doub lemen t périodiques. Une solut ion d. p. d. s. e. de P = o, ou
une somme de pareil les solutions, é l a n t à la fois une combinaison
l inéaire des S(<x*) et une combinaison de S'(.x1), satisfera à la fois aux
deux équations P^==o et P^==o. Réciproquement, tou te intégrale
commune à ces deux équations, étant susceptible des deux formes,
sera, d'après le lemme, une somme des solut ions d. p. d. s. e.

Les intégrales communes aux é q u a t i o n s P^== o et P(,/== o sont donc
les solutions de cette nature , 'e t leurs combinaisons linéaires. Par con-
séquent :

P^===o et P^/ == o ont autant d'intégrales communes distinctes que

( 1 ) Annales de l'École' Normale supérieure, p. 67; i883.
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P == o a de solutions distinctes doublement périodiques de seconde espèce^
et nen ont pas davantage.

1 1 . Nous avons reconnu (n08 4 et 5) que le nombre N satisfait aux
inégalités

n et / l ' f N ^ et -/,

ce qui prouve incidemment que

n^^1 et n'1^.

La première proposition du numéro précédent conduit à la nouvelle
inégalité

^ 4- ^ / — N 5 ̂ .

En effet, puisqu' i l existe, entre les v in tégra les S(.r) et les v' inté-
grales S'(^), N relations linéaires distinctes, et seulement N, il y a
^ -4, ̂ —N (\Q ces intégrales qui sont l inéairement indépendantes , et ,
par conséquen t :

Le nombre entier positif v + ̂  — N est toujours au plus égal à l'ordre
m de l'équation différentielle.

Cette d e r n i è r e inégali té cont ient la p ropos i t ion du n° 7 et, par con-
séquent , la réciproque du n° 6, qui en est un cas par t i cu l ie r . E l l e
mont re en effet que, si v\ par exemple , est égal à m, N sera égal à y,
qu' i l ne peu t surpasser.

Si l'on suppose r === V =m — i, elle mont re que N sera égal a m — i
ou à m — 2.

Quant aux inégali tés
n et /^:ÎN 5^ et ^,

je les ai déjà utilisées. En voici deux conséquences que je n'ai pas
énoncées.

Si aucune des racines de l'une des équations fondamentales n annule
tous les mineurs du premier ordre dans son premier membre, le nombre N
est égal au nombre des racines distinctes de cette équation.

Si le nombre v, pour l'une des équations fondamentales, est égal au
nombre de racines distinctes de l'autre, il représente exactement la va-
leur de N.
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III. ~ Propriétés des intégrales.

12. Désignons par/,^),/^^)» -•» fm^00} m so lu t ions d i s t inc tes de
l ' équat ion P=.-o, choisies a rb i t r a i r ement . Comme les coefficients de
P = o possèdent la période c<), les vale.urs/i(.r -h ^\f'i{sc 4- ^) , . . . ,
/^(a?-+-co) qu 'acquièrent ces m solut ions , lorsqu'on y change x en
<r-h-co, s 'expriment en fonctions linéaires, homogènes, à coefficients
constants , des valeurs primitives. Pareil lement, à cause de la pér iode oo',

/i(^+^), .A(^4-^), ..., ^(^4-^)

sont des combinaisons l inéai res de/, [x\f^x\ ...,f^{^)-
Ces propriétés caractér isent les équat ions di f férent ie l les qui rem-

pl issent les cond i t ions imposées à P = = o $ car réc iproquement :
Soient f^ [x^ f^ (^), .. ., f^ (.r) m fonctions uniformes, linéairement in-

dépendantes : si les valeurs que prennent ces/onctions, lorsqu ony change
x en x -+• ^, et les valeurs qu elles acquièrent, lorsqu'on y change oc en
x -+- o/, peuvent s'exprimer en fonctions linéaires, homogènes, à coeffi-
cients constants, des Dateurs primitives, ces m fonctions satisfont à une
équation différentielle linéaire, homogène, d'ordre m, à coefficients uni-
formes et doublement périodiques, de périodes GO et o/.

En effet, les/(^-(- co) é tant des combinaisons l inéa i res d is t inc tes
des fonct ions /(^), ces fonctions satisfont ( ^ ) à une équation diffé-
rentielle de la même forme que P == o, à coefficients uniformes, mais
simplement périodiques, de période o;>. Comme, d 'autre par t , les
f^x •4- o/) sont des combinaisons des fonctions y(<r), ces mêmes fonc-
t ions vérif ient une équation différentielle, toujours de la forme P==o,
à coefficients un i formes , mais de période c</. Or les premiers membres
de ces deux équations différentielles sont i den t iques ; car elles ont un
système fondamental d'intégrales commun , et, si les premiers membres
ne coïncidaient pas, leur différence, qui est au plus d'ordre m — i, se-
rait annu lée par m fonctions distinctes, ce qui est impossible.

( 1 ) Annales de F École Normale supérieure, p. 67; i883.
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Ce théorème montre , en part icul ier , que les équat ions P^===o et
P^== o du n° 10 sont à coeff ic ients d o u b l e m e n t périodiques.

13. Je me propose actuel lement de former un système f o n d a m e n t a l
d ' intégrales possédant des propriétés simples.

Ce problème est résolu dans le cas où l 'on a

v =z y == m,

et par conséquent dans le cas général, qui est celui ou l 'une au moins
des deux équat ions fondamen ta l e s n'a pas de racines multiples. Nous
avons vu, en effet, qu 'a lors P = = o admet un système f o n d a m e n t a l
composé de fonct ions d. p. d. s. e.

14. Je vais examiner le cas le plus général après celui-là, celui où,
les deux équa t ions fondamentales ayant des racines multiples, aucune
de leurs racines n ' annu le tous les mineurs du premier ordre dans le
premier membre : c'est le cas où l 'on a

n •< m, n1 <i m, ^ = n, ^f -=: n'.

Comme v et / ne sont pas tous deux égaux à m, P „=== o n ' adme t pas
m solutions d i s t inc tes d. p. d. s. e. D'ailleurs, nos inégal i tés don-
nent ici

- N = = / z = = ^ = = / ^ = ^ ,

c'est-à-dire que le nombre des racines distinctes est le même pour les
deux équa t i ons fondamentales et que ce nombre représente celui des
so lu t ions dis t inctes qu i sont d. p. d. s. e. Ces n solutions on t , par
conséquent, des mu l t i p l i ca t eu r s distincts re la t ivement à chaque pé-
riode.

Envisageons les coefficients de P = o au point de vue de la pé-
riode o). Puisque aucune des racines de A = = o n 'annule tous les mi-
neurs du premier ordre dans A, le groupe d'intégrales qui correspond
à chacune d'elles ne donne l ieu qu 'à un seul sous-groupe^*). Soient
Fi(^), î\(jc), . . . » F^(.^) les éléments qui composent le groupe cor-

( 1 ) Annales de l'École Normale supérieure^ p. 78; i883.
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re la t i f de la racine s,, d 'ordre de mul t ip l i c i t é ^,. On sait (^ qu'ils sont
de la forme

F,(^)=^,(^) ,

F a ( ^ ) - = î ? 2 i ( ^ ) + ^ y 2 â ( ^ ) ,
" ' " * * * * * * ' * • • • • « • • • * • • . • • ?(ï)
F,(^) == ^-i(^) •+• .2-^-2 (.2;) -4-. . .4- ̂ -1 cp,,(;r),

F^(^)==y^i(^) +^y^2(^)+..+^l- I î?^^(.r) ,

où les fonctions y(^) sont te l les que

0(^7 4- o)) === ei^^').

Ces fonct ions sont des combinaisons linéaires de celles d'entre elles où
le second indice est i, et l'on a

cp^.(^)=:CiCp^(^) +C2y2i(^)+. ..4-C^i^-i,i(.r).

En paniculier, yn (^ ) , 9^2 (^). ..., y^.^Ç^) "e di f fèrent mutuel lement
que par des facteurs constants . E n f i n aucune de ces dernières fonc-
tions, à indices égaux, n'est iden t iquement nul le . En effet, le groupe ( i )
ne donnan t l ieu qu'à un seul sous-groupe, un élément de ce sous-
groupe renfermera la puissance ^-- i de x. C'est ce qui ne pourra i t
avoir l ieu si <p^(^) était nu l le , car les éléments du sous-groupe coïn-
cident avec les expressions ( i ) , ou en sont des combinaisons linéaires.
Il fau t donc que y^(^) diffère de zéro. Mais alors y«(<r) en diffère
aussi ( 1 ) .

^ Comme les coefficients de P == o possèdent également la période w\
î\ {x -{-«/), F^ -{- co') , . . . , F^0+ ^ /) sont aussi des solutions, et. a
cause de

ç (,,y 4- a/ 4- co) == ^cp (.3? ,(- a/ )^

ces solutions sont respectivement des mêmes formes que F, [x], F. (^ l),...,
F^(^). Il en résulte ( 2 ) que F,Çx +. ̂ ) est une combinaison l inéaire de

(1) Annales de l'École 'Normale supérieure p 50" i883
( 2 ) IbîcL, p. 80.
(3) JW.,p. 59.
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F,,(a?), F^(.ï), ..., F/(^), et l'on a, par conséquent,

, F iC^- î -o / ) =:LnFi(.r),

IF^ . ^+O^) ^L:nFi(^)4-L,J^(.r),
(2) j..............................

1 Fp, (x -+- co' ) = Lp,i F,i (.r) -+- 4,2 Fa (.r) -+-... -1- L;j, ̂  Fp,( ̂  ),

les coefficients L étant constants.
Je dis que les coefficients L , , , L^, ..., L^^, à indices égaux, sont

égaux.
S i^en effet, dans les égalités (2) , nous remplaçons les F(a?+ cY) et

les F{x) par leurs valeurs tirées de ( i ) , les coefficients de x devront être
identiques (r) dans les deux membres de chaque égalité. Egalons, en
particulier, les coefficients des plus hautes puissances de a?; il v ien t

<?n(^+ ^ /) ^ï^iyiiC^
022(.r-4- ̂ f) ==L22?2(^)»

. . . . . . . . . . . . . « • • • • • « • y

?^0 '-+- 0)/) = L^?i^(^).

O r 9 i ( ( < z * ) , ( p 2 2 ( ^ ) 5 • - • » y^^(^) ne sont pas nulles et ne diffèront mutuel -
lement que par des facteurs constants. On a donc

Lu == Las ==.... ^^ •Lp.ip.i*

Les coefficients L, à indices égaux,, étant égaux, je désignerai par ^
leur valeur commune.

Si main tenant nous considérons successivement les n — i autres
groupes, corrélatifs des n .— r autres racines £3, £3, . . . , £ / / d e A == o,
chacun d'eux conduira à des relations pareilles aux relat ions (^ ) . Qu'on
écrive alors toutes ces relations, qu'on désigne par s^, £3, . . . , ^ les
valeurs communes des coefficients à indices égaux, qu'on, forme le dé-
t e r m i n a n t A ' q u i , égalé à zéro, donne l'équation fondamentale re la t ive
à la période co', et Fon verra que cette équation en s' est

(^ __ £')^(5, —— S')^ . . . (5;,—— E')^ == 0.

( 1 ) Annciles de l'École Normale supérieure, p. 69; i883.
Ann. de VÉc, Normale. 3° Série. Tome I. — JUIN 1884. 20
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Les constantes s^ , £^ , ..., s^, associées respectivement à s , , s^, . . . . s//,
sont donc les racines de A'= o, ce qui é tai t bien visible. Mais on voi l de
p lus que chacune d'elles est du même ordre de m u l t i p l i c i t é q u e la
racine de A == o qui lu i est associée, car e\, e^ ..., s^ sont distincts,
puis ri est égal à n.

Cela posé, revenons au groupe F, [x\ F^(.'r), ..., F^(.r), corrélatif
d e £ , . Il renferme donc a u t a n t d ' intégrales qu'i l y a (Punités dans le
degré de mul t ip l ic i té de la racine s.\ de A' = o, et par conséquent , eu
égard a u x relations ( 2 ) , i l cons t i tue un groupe complet au p o i n t de v u e
de la période ûr/. On a

/ F,(.r) =^(^,

FaO) =îp^(^) -(-^cp^(^),

( 3 ) .F3 (^ ) ^^(^)+^(^) +...+^^(.r),

< . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
\ F^(^) =z ̂ i (.r) -(- ̂ y^ (.je) + .^y^g (^) +...-!- .^-ï cp^ ̂  (,.y),

où les fonc t ions ^{x} son t s. p. d. s.e., de période o/ et de mèine mul-
t ipl icateur e^ Ces fonct ions sont des combinaisons l inéaires décol les
d'entre elles on le second indice est r , et , en pa r t i cu l i e r , ^^ (^ i ,
y^(a'), ..., (pp^(^) ne différent m u t u e l l e m e n t que par des facteurs

- constants . Observons e n f i n q u ' a u c u n e des fonctions y ̂ (^) ,<p^ (^), ...,
y^^(^) ne s e r a ' i d e n t i q u e m e n t n u l l e , pu isque , par hypothèse, &\ n 'an-
n u l a n t pas tous les mineurs du premier ordre dans A', à s', répondra un
seul sous-groupe.

Tout groupe d' intégrales de l 'équat ion P = o, considérée comme à
coefficients périodiques de période c/>, est donc composé d^é lémen t s
susceptibles chacun des deux formes ^(.'r) et®'^) avec le même degré,
ainsi que l ' ind iquent les formules ( i ) et (3), et l 'on a la proposition
suivante :

Lorsque, les deux équations fondamentales ayant des racines multiples,
aucune de ces racines n annule tous les mineurs du premier ordre, chaque
racine de A == o est associée à une racine de A' == o ayant même degré de
multiplicité. Sou n la valeur commune des nombres de racines distinctes.
soient s , , £3, ..., ^ ces racines pour A == o, et ^, s^, .... s^ les racines
respectivement associées de A' = o ; soient p,, p.^ ..., ̂  les valeurs com-
munes de leurs ordres de multiplicité. Il existe un système fondamental
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d'intégrales se partageant en n groupes, répondant respectivement aux
n couples de racines associées, et les y. éléments qui composent le groupe
corrélatif du couple ( £ , £ ' ) , d'ordre de multiplicité p., peuvent s'exprimer
sous les deux formes

^ ^llO)^^!^),

I ?â i (^ ' ) ^^pas^Q^^i (^') -+- ^ î p a a C ^ ) ,
f 4) < 931 (^) -4- X 932 G2') -+- ̂  ?33 (^) = Ï3 l (tz') + lr ?3 2 (czl) + ̂ 2 ?3 3 (̂ i

l t?^^(.:r)-i-^9^(^)-^••••-h^IJ"'l ?^(^')= ?al(^)~4-^t?lxâ(^)-^•..^^'/-"'l c?^(•^)»

^A les fonctions y(^) ̂  y^^) ^o/^ uniformes^ et telles que
cp (.z? -}~<-o) =: £îp(. :r) , îp^.r + co') =: s^.^.r),

aucune de celles qui multiplient les plus hautes puissances de x^ dans
chaque expression, n étant identiquement nulle. Ce système fondamental
renferme le nombre maximum n de solutions distinctes, doublement pé-
riodiques de seconde espèce, que possède dans ce cas P = o, qui sont aussi
[es solutions distinctes, en nombre maximum, simplement périodiques de
seconde espèce, de l'une et de l'autre période. Chacune des fonctions
^ ; f ( x } est d'ailleurs une combinaison linéaire de celles d'entre elles où le< V v /
second indice est l et le premier inférieur à i, et, en particulier, <pn( . r ) ,
y . > . > ( < r ) , ..., y^j/'^) ne diffèrent que par des facteurs constants. Il en est
de même pour les fonctions o ' ' {x).

15. Me p l a ç a n t m a i n t e n a n t chns un cas que lconque , je me propose
tou jour s (Pobten i r un système fondamenta l dont les éléments se com-
por ten t s implement et de manière à mettre en évidence, s'il est pos-
sible, les so lu t ions d. p. d. s. e. et les solut ions s. p. d. s. e.

Envisageons les coefficients de P =o au point de vue de la période ^j.
A chacune des racines e^ s^, . * . , £// de A = o correspond un groupe
d'intégrales. Soient F^-'), ̂ (^ —. ï^(^) celles qui composent le
groupe corré la t i f de la racine £ < , d'ordre de mult ipl ic i té ^i. On sait
qu'elles sont de la forme ( i ) du n° 14, c'est-à-dire de la forme œ(^).
Seulement , toutes les fondions ( p { ^ ) à indices égaux ne sont p lus né-
cessairement différentes de zéro.

Comme les coefficients de P == opossèdent également la période o/,
F^,^/), V^(x -h o»/), . . . , FpJ^ -+- ^ / ) soï^ ^u^si des so lu t i ons et
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des so lu t ions de même forme que F,(;y), Fa(^), ..., F^(<r), appar te-
nan t au même m u l t i p l i c a t e u r s ^ . Il en résulte que l'on a

Fi(.r-4-o/) ^LuFiGzO -4-...+L^Fp,Or),
• • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y
F^(^+^)=L^iF,(.r)+...+Lp,p,F^(^),

les coefBcientsL é tan t constants.
Si alors on considère I n é q u a t i o n

r ^ T tl-»n — & ... JLqai^ip-i

•L^i . . . L ^ ^ — s ^

que l'on désigne pa r^ la somme des ordres à pa r t i r desquels les mi-
neurs de ce d é t e r m i n a n t cessent d'être tous nuls pour ses diverses ra-
cines, on sait ( 4 ) qu ' i l existe p., combinaisons l inéa i res dist inctes de
F,(.r), Fa^'r), . . . , F^(.z1), c'est-à-dire ^i intégrales de la forme a^r),
se pa r t agean t en v\ s.ous-groupes, dont les éléments sont de la forme
(^(.r), le premier de chaque sous-groupe étant s. p. d. s. e., de pé-
riode co'.

Le groupe Fi(^), Faf», ..., F^(.r), cor ré la t i f de la racine s, de
A ̂  o, donne ainsi p,,. intégrales distinctes, qui sont à la fois des deux
formes ^£{sc) et. ^{x}, et dont ^\ admet tent o/ comme période de se-
conde espèce.

Considérons m a i n t e n a n t les n — ï autres groupes, corrélat ifs des
n -— i autres racines £3, sg, .... ^ de A — o. Chacun d 'eux condui ra a
des intégrales ana logues .

D'où l'on conclut que P = o admet u n système fondamenta l de
solutions susceptibles des deux formes $(a?) et $ '(^), et don t
v\ 4- ^ 4- . . . "4- v^ admet ten t o/ comme période de seconde espèce, v.^
.̂p . . . » v^ é tan t les nombres analogues à i/,.,

On r e c o n n a î t , d ' î l i l l e u r s sans pe ine que l 'on a

de sorte que v\ •+- î^ " •+- . . . -i-^ est le nombre m a x i m u m des s o l u t i o n s
distinctes qui admet ten t o /comme période de seconde espèce.

( 1) Annales de l'École Normcilo supérieure^ p. 78; l833.
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D'où celte proposition ;
p == o admet toujours m intégrales distinctes susceptibles chacune des

deux formes Oî(;r) et <3^(^), et parmi lesquelles se trouvent les solutions
distuicles simplement périodiques de seconde espèce, de période co', en
nombre maximum v\

Et, par analogie :
P == o admet toujours m intégrales distinctes susceptibles chacune des

deux formes ^{x) et ^'{x), et parmi lesquelles se trouvent les solutions
distinctes simplement périodiques de seconde espèce, de période œ, en
nombre maximum v.

Cela posé, désignons respectivement par
( l ) DI , &2, . . . , Oy ; 1 i, 1 g, . . . , .1 //;- ' /

et
/ \ c/ Q ? û'' rV rV ''V( '2) 0^ , Og, . . ., ov, i ^, î.^f . . ., .1^_^

les systèmes fondamentaux du second et du premier énoncé q u i pré-
cèdent.

Soit, comme toujours , N le nombre maximum des solu t ions d is t inc tes
D i , Da, ..., DN (^^i sont d o u b l e m e n t pér iodiques de seconde espèce.

J'observe d'abord que, dans chacun des systèmes ( ï ) et (2 ) , on peut
remplacerN des éléments pér iod iquesde seconde espèce par les N inté-
grales dist inctes D i , D^ , . . . , D^. Considérons en effet le système (1) , par
exemple. Les fonctions D , , Da, ..., D^ sont N combinaisons linéaires
dist inctes de S,, Sa, ..., Sy. Parmi les déterminants de N2 éléments que
l'on peut former en prenant de toutes les manières possibles N colonnes
dans le tableau des coefficients constants de ces combinaisons, il en est
donc au moins un qui n'est pas nul. Les N fondions S qu i l u i corres-
pondent p e u v e n t , par conséquent , être remplacées par D , , D^, ..., Dv,
sans que le système ( r ) cesse d'être fondamenta l .

Soient alors
(3) DI, Dâ, . . - , DN; S.\+.i, S^+-2» - " ' 9 Sy; 1''!, .l.â, . . ., -l.m»v;

(4) .î)i, Da'î - • • • ? DN? ^.N+-1» ^LN-+-2» • • . ? by^ 1 , ï y . . . y S m y

les nouveaux systèmes.
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Envisageons le premier . Je remarque que l'on a (n 0 11)
,/.--, N 5 ̂ ,_^

c'est-à-dire que le nombre des éléments S' du second est au p lus égal au
nombre des éléments T, et je vais prouver que, dans le système (3) ,
on peut remplacer / — N des fonctions T par les f o n c t i o n s S^i,
S'̂ ,, ..., S^ du système (4) .

Les intégrales S^,, S^+a, . . . » S^ sont en effet v '— N combina isons
l inéaires des éléments D , , D^, . . . ,0^, S^, S^, . . . , S,,, ï\, T^ .. . ,
T//^ du sys.tème (3). Il suffit donc d 'é tabl i r que, si l 'on considère le
tableau des coefficients des fonctions T dansées combinaisons , pu i s les
dé t e rminan t s obtenus en prenant de toutes les manières possibles
" / — N colonnes dans ce tableau, l 'un au moins décès d é t e r m i n a n t s ne
sera pas nu l . Or, supposons que tous soient nu l s ; i l en résu l t e ra i t u n e
égal i té de la forme

. CN-H SN..H -4- ... 4- Cv'Sv. =: Ci Di -1- ... -4- C^l)^ -i- CNM SN+-I 4- . . . + Cv Sy,

qu i est impossible; car alors chaque membre de celle égalité serait
( n 0 9) une combinaison l inéa i re d e D i , D,i, ..., D^, de sorte qu 'on au-
rait une re la t ion linéaire entre D , , Da, ..., D^ eLS^, S ,̂ ..., S^,
par exemple . On peut donc toujours, dans le système (3), remplacer
v'-— N des fonctions T par S^i, S^, . . . , S^, sans que ce système cesse
d'être fondamental .

Faisons cette subs t i tu t ion , et nous obtenons un système de la forme

Dl.Dâ. . .ï}^Sî(4-iS,\--t..2. . .SvS^4_iS,\.4-2. . .by-TiTâ. . .ï^^(v4-v'-.-^.

D'où celte proposit ion générale :
L'équation P == o admet toujours un système fondamental d'intégrales

susceptibles chacune des deux formes ^SÇx) et ^ ' ( x ) et comprenant :
i° N fondions D(^); a0 v — ^fonctions S{x); 3° v'-— N fonctions S'(.r).
Ce système renferme donc à la fois les intégrales distinctes, simplement
périodiques de seconde espèce, en nombre maximum, pourchaque pé-
riode , et, parmi elles, les intégrales doublement périodiques de seconde
espèce distinctes en nombre maximum,

Ains i , dans un cas quelconque, une in tégra le fondamentale de P= o
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jou i t de celte propriété d'être susceptible à la fois des deux formes
^(.r) et ^(.r). C'est cette propriété qu i nous conduira à l 'expression de
cette intégrale. Mais auparavan t je vais appliquer ce qui précède au
cas où P == o est du second ordre.

16. P == o é t a n t du second ordre, les é q u a t i o n s fondamenta les sont
du second degré et les entiers n, n'', v, N/ ne peuvent avoir que les va-
leurs i et 2.

Si c h a q u e é q u a t i o n fondamen ta l e , ou seulement l 'une d'elles, a ses
racines inégales, P == o admet deux solutions D(.r) 'dist inctes. Il en est
de même si chaque équation fondamen ta l e a u n e racine double a n n u -
l a n t tous les mineur s du premier ordre dans son premier membre.

Reste a examiner ce qui a l i eu lorsque, chaque équation ayan t une
rac ine double, ces racines n ' a n n u l e n t pas tous les mineurs du premier
ordre dans les deux premiers membres. Ce sont les cas y =- j avec ̂ '= \,
p u i s ^ = i avec v = a, et v== 2 avec T/=| .

Dans ces trois cas, il n'y a pas deux intégrales d. p. d. s. e. q u i
soient distinctes, et il existe un système fondamen ta l dont un é l é m e n t y ^
a la forme D(^) , tandis que l 'autre y^ est susceptible des deux formes
^[x} et çi?'(.r), l ' une au moins de ces formes étant du premier degré /e t
tou tes deux é l a n t au plus du premier degré, puisque l'ordre de m u l t i -
pl ici té des racines est 2.

i° v== i , v' ===„,!. C'est le cas du n° 14, et l'on a, par conséquent ,

y\ •=: î?n (X) = ̂  i(^). .73 ̂  ?21 (•r) + x yââ(^ 1 ) == ?2 ïW + x ?3â ( tr ) <

où ^ ^ ( x ) et y^(^) ne sont pas nul les et ne d i f l è ren t chacune de 9, i (,r)
ou y'nf^) que par un facteur c o n s t a n t . Il v i en t donc

j'i-=D(,y), j2==^(^)+ C^I)(^)=: ̂ {x)-{- (y^.D(.r/, avec C^éo, Oyéo.

^0 ^ :== i , V == 2. On peu t prendre y^ de la forme S^rr), d'après le
n0 15, et l 'on a, par conséqoent,

y^ -= \}{x), y.i == yo (.2-) -+- ^ç-i (^) == S^^'),

y,( . r) n 'é tant pas nu l l e^ sans quoi P == 0 admet t ra i t deux intégrales
d. p. d. s. e. distinctes. De plus, < p i ( ^ ) ne diffère de D^que par un
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facteur constant , car yoC^) + • r?l( t r) é tant une solut ion, il en est de
même de y.i (<r); on a donc

^( . r )=CD(^)4-C, [^(^)+^cp , (^) ] ,

qui donne G( (pi(.r) == o on Ci == o, puisque y ( ( A ? ) n'est pas nu l l e . Il
v ien t , par conséquent ,

ri = D(,r), ja =:?(^) -i- ÇA? D (,:y) = S^.r), avec G^ o.

3° v == a, /= i. ()n aura, par analogie,

r i=D(^) , j-^S^)^:^^) +C /^I)(.2 l), avec C/^o.

IV. - Expression d'une fonction capable des deux formes ( £ ( ^ ) et ^(.r).

17. Nous avons reconnu, au n°15, l 'existence de m intégrales dis-
tinctes possédant ce caractère d'être susceptibles chacune des deux
formes $(^) et ^'{oc}. Si ces formes sont toutes deux du degré xéro,
l ' intégrale correspondante est d. p. d. s. e.; mais sinon, quelle est l'ex-
pression analyt ique de l ' intégrale? Autrement di t , quel le est l'expres-
sion d 'une fonction capable des deux formes $(^) et ^ ' { x } de degrés
quelconques? Tel est le problème qui va nous occuper ac tue l l emen t .

La fonction. Z(,r), qui représentera la dérivée logar i thmique ^w

y ( x }ou —— de l 'une quelconque des quatre fonctions Q ou S- ( su ivan t que,*-' \x )
dans le rapport ^-? le coefficient de \/— j sera positif ou négatif) , é t a n t
telleque

Z(.:y-f-to)=:Z(^) -+-<7, Z^^o/) =:Z(.y) -+- </, ^ q ' — - q w ' ' •=z — 2-7: \/~^

{(f étant nul dans le premier cas et q1 dans le second), je poserai

+-^—rz(...)-2f ")=«(..), --^rz^-^t =«'(..),
a T C ^ — ï L œ J 2STCV--.T L 0/ 1

de sorte qu'on aura
u{x ~}-oj) == u{x'), u'{x 4- to) == ^ / (^ ' )—co,
^(.a? 4-" ̂  ) = ti(ûc) — œ', z^ (^l + (o ) r= «'^ œ ),

, ^ 1 , ! ! ! ! ! 1 1 1 . ! ^-h-^-t-^^O. , 1 1 1 1 - 1 , 1 1 1
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Soit alors F(.r) une fonction capable des deux formes $(a?) et ^(a?),
avec les multiplicateurs £ et s'. Je vais chercher son expression analy-
tique, en supposant d'abord œ'(^) du degré zéro. Le cas où œ(a?) serait
du degré zéro et ^{œ) du degré i1 se conclura par analogie. Quant au
cas général des degrés i et i' quelconques, il se ramènera aux précé-
dents.

18. Considérons l'expression

$(.21) -==. (ûo(^) 4--'y îpi(.2?) -h.. .-{-^i^i(^)

du mul t ip l i ca teur £ et de degré i, fi{^) n ' é t an t pas i d e n t i q u e m e n t nu l l e .
Supposons que ^(.r) admette ex/ comme période de seconde espèce avec
le mul t ip l ica teur s'.

On a
^(^^-^^^^^(.r) ,

c'est-à-dire

^(.r-h^) -h (,.r 4- w ' ) ^ i { x - \ - u/) 4-. . . 4- (,y -i- co^^.y 4- w')

rrr^o^r) 4-,r^(.^) +•• . ..-+- .:r̂ / (.:r)].

Ordonnons le premier membre par rapport aux puissances Je x. Nous
obtenons ainsi une expression de la forme çP(^), de m u l t i p l i c a t e u r s et
de degré ï, qui sera iden t ique terme à terme ( < ) avec le second membre.
Identif ions, et nous aurons ( z f + i ) équations du premier degré, qui
vont donner (D^Ç^C + &/), y , (^ d-c./), ..., y,(.r-4-c?/), en fonction de
yo(,T), ç),,(«z1), ..., y^-(^). Ces équations sont

^i.-k{x -+- c>/) -1- ———'•——— w'.^i. /,^i (..y 4- c./)

( i — k - ^ i ) ( ^ — f{-\- 2)
4- ^———————/————————^co^ c&^/,+.2(^ 4- w1) -T- . . .

J . '<t

C ^ ' — ^ 4 - i W ^ — / £ • • + - 2 ) . . . ( < — 1 ) ^ ' ., , ,, , , ,
4_ ^——————L^——^——/——^——.——co^ îp/(.:y -h <^') =-= £^,-/,(.;r),

11 » 3 • C/ * 1 « » /(T

/c=o, i, a, 3, . .., r\

( 1 ) Annales (le P Ecole 'Normale supérieure, p. 69; i88"i.
^nn. de L'Éc. Normale. 3e Série. Tome Ï. —JI'IN 1 8 8 ^ . 27
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Elles d o n n e n t

^(.Z-+^) =£^,(^),

^•-i (A- 4- <o') == — - £V®,0) 4- s^-i (.r),

^ (.y 4. ̂ ) ̂  -+. ̂ Y^ sW2^^) — l^LL z'^^^ (^) + ^cp^,(.r),,

• • • • • • • • • • • • • • • * • • • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^

.,_,(^ + 10') = (- I)^ ^^- I )^. . (^-Â-+T) ̂ ,,̂ .̂ ^ , , ,
I .2.0. , ./».

— ————\———^^'Ï^/^lt^) + ̂ -/cO1)?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .y

^o (^4->co /)=r (— lY^^'1^^) 4-. . .4- s^72 ^(^)—£ / (o /2)^( . . r ) -^-£ / ï -o(^) .

Lorsqu'on change oc en .r 4- w\ les fonct ions s. p. (I. P. e. y o t ^ ' ) »
9, (a?), ..., ^i{x} se compor ten t donc d 'une manière simple, qui va nous
permettre de les expr imer .

J'observe d'abord que, d'après la première é q u a t i o n , la fonction <p/( . r ï
est d. p. d. s. e. aux multiplicateurs s et £'. Je pose

îp;(^?) :=-CToo(^).

Considérons la fonction suivante ç^ [x]. On a

cD^i(.r4-c./) y^i(^) . /——-—————— -^ ——.——. _.- ^oj
^•(^?4-^) ?z(-^)

de sorte que la fonction uniforme et périodique, de période co,

î^^ù^),y.(^) /

ne changera pas parle changement de x en x + ^/. Je peux donc écrire

^)-'(«)=x,W,

/i(a?) désignant une fonction doublement périodique. En posant alors

xi(^y^)=^io(^),
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i l viendra
^•-i(^)=-CTio(^) 4- ^vj^(x)u{x),

^io( r r ) é t an t u n e fonction uni forme cL p. (L s. e. aux m u l t i p l i c a t e u r s s
et s', comme ^oo(^).

Passons à la fonction ç'z.-aG^)* O11 a

^,.2(^4-0^) ^ ^--sO') __ j f — — 1 ^/ ?/-l(^') ? ' ( ^ — — l ) ^/2

îp/O'-t-C,^) ~ ^(•2Î) 1 ^ ï ( ^ ) ï . ^

c'est-à-dire

^_iî ± l̂) ̂  î±^) - Lr2^[^(^)+7,(^)]+^^o^
y, (^+00^ ^(^) 1 L , ' I • 2

On en conclura que la fonct ion périodique, de période o),

w-1-^'"^-^'''"
admet aussi la période 5)'. En désignant alors par ^{œ} ̂ [e fonc l ion
doublement périodique, puis posant

Z2(^)?/(-z l)= : TOâ(>(^),

on aura
cp^(.r)==-o7âo(^)-+- f-^vj^Çx) u^)-^ Lir^LCT^(.^)^(^)^

^(.r) étant une fonction un i fo rme d. p. d. s. e. de mul t ip l i ca teurs £
ci. s7, comme ^io(^) ^^oo^)-

On aperçoit m a i n t e n a n t la loi qui régit la forme des fonctions y(.r).
Pour montrer sa généralité, je la suppose établie pour ^(.z-), (p^,(<z?),
© / _ o f ^ ) , ..., y^A--nf^). et Je vais prouver qu'elle subsiste à l'égard -de
^(<r).

En effet, je puis toujours poser

^^.(,^)^:^/,o(^) 4" L^ ^"^/^o^M^)

, ( j f—. / C + 2 ) ( / — — A - + l ) _ " fT\^(T\-^-4-. —_———————^——————— ^/,--2,o l'3'1 J ^/ ^z / '"̂  • • •

i ( ^ — i ).. . ( i — k •+• 2 ) ( ̂  — /c -h- T ) ^^,Â'/,.^•+- ———•—-—————o———,——————— m^Q^^ ) u {J. ),
I.2.3... ./C

sauf à déterminer ^/.ol» en conséquence.
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' Or la fonction ̂ ) est forcément uniforme, périodique de seconde
espèce, de période o et de multiplicateurs, puisque y,-,^), ̂ -.,o^ 'e c^ „ (^ et ̂ ) sont dans ce cas. Je dis qu'en outre elle
^ période avec le multiplicateur .; car on a, d'une part,

•„,,(, 4- ./) =./,(.+.')+3'^:^^-.,o(^["(•^•)-c^

, -'iir̂ t̂ î -4^ -̂. o(^)["(^) - "T--^- • •
"' '' 1.2

f(t-i).. .(i-k+^(i-/l±1.] ^«(.»)[«(.r) - "'l*
I .2 .3. . . /C

et, d'autre part,

„ / ,̂ /..̂ L=2l_iL=Jtjlilii-=A±-I)̂ '/.• (̂.̂ +...?;_/,(a- + "') = (— ') — T ~ 3 ~ 3 ~ 7 f

- ̂ ' k-,,.(^) + ̂ ±1 CT^-2.»(•Z•) "(^ +- • •

^ i^lL-ilzzl±^^{.^u'^w

/.. i_ i r i — /l "+"3; _ A + j ̂ , ] ̂  _ c^'i _i_ ———— ;
2

• I . 3 . . . . ( A ' — 1 )

t -Â r+ i
i

^ s'L^(a-) + L t̂l ®/,_,,o(.x') «(^) +- • •

(•( î — i ) . . . ( i— k 4- a) ( (' — /-' -1- ' ) ,
1 . 3 . 3 . . . . A

^("e)"^') '

et, si Von égale ces deux valeurs, on obtient une égalité qui se réduit à

T3,^(SC+W'}=£.'W,,,(X).

La loi esl donc générale, et par conséquent.:

Lorsque la forme

<£{x) -=. t?o(^') + x fi W+---+ xi 'f'^')'

de multiplicateur e et de degré i, admet u' comme période de seconde
espèce, avec le multiplicateur ^ ses coefficients ^s'expriment delà
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manière suivante :

^•0) ^^QoW,

a^ (.r) =± T^o (A-) -+- - ̂ o (,r) // (^),

u/-â (.,r) == ̂ o (^) 4- -̂Y-'- ^10 (^) ^ 0) -4- jr ^ ^ T ^oo 0) ̂  (•2'),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

/ \ / \ <ï , \ , \ 3.2 , . - , Kl—l)...3.2 . . . .
?i (^) = ̂ ^i,o(^) + - ̂ --2,o(^) «•(•y) 4- — ^-3,o(^) ̂ -(';r) +•..+ ——-„——.——, ^ool^j /^-'(.n.

, • * • 1 . 2 I. .2 . i.) «.. ( / — 1 j

r?o(,y) ==CT/o(^) + -^..-i,o(^)^(^)4- :1-1 ^_2^(^)^2(^)4-...-l-~ •^———• : : l^Tïïoo(^)^ /(^ l '^<

où les fonctions 7s[x sont uniformes^ doublement périodiques de seconde
espèce, de multiplicateurs s et s\

Comme 9[x) est supposé de degré i, ^oo^) n îes^ P^8 iden t iquement
nul le , et les coefficients y/(^) , y^^.r), <^-2(^)» • • • > ^oÇ^) sont tou-
jours des degrés respeclifs o, î , 2, . . . , i, relativement à u[x\

Connaissant maintenant l'expression des coefficients ^{x) de $(^),
on en dédui t celle de $(.r). Nous aurons

^(x)=:^(x) 4-^yl(^)4-^^(?â(- r)4-...+^^-2y,-2(^0+^ î- ly^l(^)4-^ / ffK

=:CT,-o(^) 4-^^-1,o(^) 4- •^^-^o^) 4-.. .4-^^'""SCT2o(Al)4- ^^'~ lWlo(^) 4~<2?^ 'î7oo(-ï•)
j f ( ' ' y \

-I- —— [w^i.o(^) 4- 2.y;^-2,o(«y) 4-.. .4- (^—I)^• ^ '~ 2 ^5Tlo(• T - > ) 4-^^ ^~ lCT()o(•y)]

+^7-^• [2.I. .^•--2,o(^)4-.. .-^-^(^——I)^--£^Too(^)]

+ , ̂ (^) . ^(^- l ) . . .3.2.1.^o(^)»x . -'î. i-/ . . • &

Or on voit immédiatement que, si l'on pose

^'o(^) 4~^^-i,o(^) 4-^2^-2,o(•37)4-. . .4- ^Woo^'27) ==n(.r),

, ^ . , i u { x ) i z^(;r) i ^(a?) -. ples coefficients de ——-y de —— '? • - • ? de —^——.5 dans 1 expression
I 1.2 1 .2 .3 . . . ^ i

précédente, sont les dérivées de II(^), prises en y considérant ^o(^)»
^_^o(^), ^-2,o(^)» • • * » ^oo(^) comme des constantes, de sorte que,
si nous employons la caractéristique à pour représenter ce genre de
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dérivées, il v iendra

^(^^Tî^)^^^^^^^!^0!^^ . --^ïl_^£i5}1 àx 1.2 Ar2 ^ • • ^ 1 . 2 . 3 . . . ^ ^.i \

d'où il résulte que ^{x} coïncide avec le résultat obtenu en remplaçan t ,
dans n(.r), x par x -+- ^(.r), mais seulement en dehors de ^o(^),
^~^o(^)» ^/-2,o(^), . . . » ^oo(^). Or .r •+- ^(.2?) est égal à ~ u^x}. On
a donc finalement

$(^)=z7,o(^) -.^^(,p)^(^) 4-^._2^(^) ^^(^)+. . .

+ (—ïy^»^o(^) ?^"(.T) -+-. . .4- (— l)^oo ^'("P),

ce que j 'écrirai

^(^•) == 7n,(.r) -+- ̂  0) ̂ (.y) + ̂ ,(^) ^/2(^) -^. . . ̂  ̂ .(^) ^^•(,y),

en posant
( — — I ) ^ T Î T , _ ^ 0 ( ^ ) •==OTy(^).

Remarquons que l'on a

TO,(^) =-. (— 1)^00 (^)'=-- (— l)^^^).

D'où cette proposit ion :
Lorsque Ici forme

^(x) -=: ^^x') -\- ,:yo^ (.j?) .4-. . . 4- x 1 ^ i ( x ) ,

de multiplicateur s et de degré i, admet ^ comme période de seconde
espèce, avec le multiplicateur s', elle a pour expression

ï^(.r) 4-wi(^) it\x) -[- 7jj, (.r) ^:2(^) +. . .4-^/0) ^^^.r),

6>^^ les/onctions ^{oc} sont doublement périodiques de seconde espèce, de
périodes co et u\ et de multiplicateurs s et E\ Les deux formes de œ(^),
en œ et u\œ}, sont toujours du même degré, et les coefficients (p,{x) et
^i(x} des termes de degré le plus élevé sont égaux au signe près :

^•(^)^(-.i)^^.(,r).

19. L'expression de

^(^y^yo^)^^?^^)^...^^?^^),
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au mul t ip l ica teur s' et de degré ^ se conclut par analogie, lorsque
(f(,r) admet a) comme période de seconde espèce, avec le mul t ip l ica-
teur s. Celte expression sera

^(^) +.VJ.T) ^(.r) -h-^(^) ^(-z*) 4-. . .-i-^(^) ^(^),

où les fonctions ̂ (^) sont doublement périodiques de seconde espèce,
^(^) é t a n t égal, au signe près, a o\{x} :

^,(^)==(-.I)^K^).

20. Quelle est m a i n t e n a n t l 'expression de la fonc l ion F(;x1), capable
des deux formes œ(^) et r(^), lorsque ces formes sont toutes deux de
degrés que lconques? Pour l 'obtenir, j 'établirai préalablement un théo-
rème qui permettra de ramener ce cas général aux précédents.

Supposons que la fonction

cP(.r)=:ï)o(^) +.y?i(^) +• • .-T-^Ï/^)?

de mul t ip l i ca teur s et de degré i. soit susceptible de la forme

(S'^x) =r ̂ 0) + x ^(.r) 4-. . .-1- ̂ '?K^

de mult ip l icateur £' et de degré f, auquel cas on a
^(.^) ^.yo^(.,y) +.. .-^^^/(^^^^(.y).

Dans cette ident i té , changeons successivement^en x -+-^, x 4- a u....,
x-^rirs>. Nous obtenons i nouvelles idcnlités qui, avec la précédente,
donnent les ; -4- i égalités

^(^)+ l( ^(.y) +...-"!- ^'•^.(^î^^^.z1),

S^(^)+(^+0))£ 0,(^)+.. .+(^+^)^ pK^)^^^0)'

. . . • . • • • • • * * • " • • • " • * • " * * • • " • • y

6'ffl,(a-) + (a' + ̂ )s'yi(^) +. . .+ (d? + «o)' s1 ?.(.^) =^(a"4- w),

suffisantes pour calculer les ?-(- i inconnues yo^)' y^^)' • • • ' y'G'1 ';-
Faisons le calcul. La valeur de (p^x} sera

y/^) = - [L/JÎ'Or) + Li^(^ + ") +...+ L/^'(^ +y") +...+ L.-Ï'C.r + (<L
JL .

L désignant le déterminant des coefficients des inconnues, et L; éti-mt
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le produi t par (— i)7^ do d é t e r m i n a n t que l'on dédu i t du précédent en
suppr imant la (y-4- r)101230 l igne et la (/c-4-1)101116 colonne.

Or, dans le déterminant des coefficients des inconnues, on peut
H i - ^ - l )

mettre en facteur ^+2+3+—+^ c'est-à-dire £ 2 , et l'on aperçoit, immé-
diatement que l 'autre facteur est le produit des différences mutuelles
des ?-h i qunntilés x^ oc+w, < r + 2 û û , . . . , x •+- ï'co, produit égal

à oj 2 •i^^""1... (i — i ) 2 .^ . On a donc
ni+i)

L-=(^)~~ .i^--1^'-2.. . (z—i)2 .^ .

Caiculons mainlenant L;. Si, dans le déterminant des coefficients des
inconnues , on suppr ime la (y 4-1)1001® ligne et la Ç/c + i)10111® colonne,
on obt ien t un d é t e r m i n a n t ou l'on peut mettre en facteur la puis-
sance i + 2 -h . . . -+- ( y — i) + (y-h i) -h-. .. -+- i de s, c 'est-à-dire
s 2 . L 'autre fadeur est de la forme

I a ... a^'"1 a^-1-1 ... c '̂

l ? ... yc-î P^-1-1 . . . ^

a, 6, . . . , ^ désignant les ; quanti tés x-, îv+w, ^ - h 2 û ) , . . . »
^-4» ^ 7 ^ 1 ^ ^ ^ + . ( y 4 - i ) ^ , . . . , x-^-i^. Or on sait qu ' un pareil
dé terminant est le p r o d u i t des différences m u t u e l l e s des i quan t i t é s a,
p, ..., ' / ] , mult iplié par la somme de leurs produits l — k à i — /c. Soit
donc Sj^^ ̂  somme des produits î — A à ? -~^des ^ q u a n t i t é s .z-, oc + oj,
<y + 2o), ..., <r 4- (y— I)G() , .y -4- (y -+- î ) oo , ..., 'x + î<o; comme le
produit de leurs différences mutuelles, qui se calcule aisément, est égal

à ^'~~.lî-\^i-\y-~\..{i---^Y.{i - î^C^, C^ désignant le nombre
des combinaisons de i objets/ à/, on aura

i { i - h î } .' i ( i — î }1 .̂=: (_ ï')j^^~~'J ̂ '^.ï1^.^...(?'— i)1.^^^,/.„/,.
Connaissant L et Ly, j 'en déduis

Ly_( ^^ C^^S,,^. ^
L "~1 / (Êû)) i . t .2.3.. .f
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d'où

^•^ - r-t.J"1^——i \ C^S.,;- '̂̂ ) - Ci.l's'•-lSl,;_//i^'(^+ a))^ &Uj 1 . i»^5.<. . ) . . . ( . '.

-h G;:2' s1-2 83,,-./, ̂ ( ̂  4- 3 o) ) — . . .

+(~-I)^- lC^ l)£S^,,,^j?/[^-r-(^-l)œ]

4- (~ ÎYC^S,,!-^'^ + no) [,,„..,,....-, ^,
pour k == o, i, 2, 3, ..., ï. On a, en particulier, / ^ S

^-(^.^...^^ lil' I.
\ H

en posant , d'une manière générale, \ '>
^A-

f{œ •4- ta)) — C^-1' e/[^ 4- ( i — l) <| 4- ...

+ (-ly-1^1^1/^ -h œ) -+- (~ i)^/^) = ô^/(^-).

On voit, par conséquent, que ^^{oc} est une fonction linéaire, homo-
gène, des quantités ^(a?), ^{x 4- co), . . . , ^(a? 4- îco), dont les coeffi-
cients sont des polynômes en x^ tous de degré i — k . Or, y^-hoo),
$'(^ +- ^œ), . . . , ^[x 4- îo^) sont des expressions de même forme que
(f(;z?), de même mul t ip l ica teur s', et de même degré i ' ' . D'où il résulte
que (ph{^) est aussi une expression de la forme ^(.r), de même multi-
plicateur s', mais d'un degré égal ou inférieur à i' -}" i — k.

(f(

pi
Faisant successivement k = iy i — i, i — 2, .. - , i, o, on aura pour

y,(a?), ç^(^), y^a^)» • • • - > y i^)^ yo^)? des expressions de la forme
^{ocY du même mult ipl icateurs ' , mais de degrés respectivement égaux
ou inférieurs à i"', ^ -h i, i' -^r r2, . . . , ^ 4- ï — i, ^ 4- i. Les coefficients
des termes en x1'^ a?1'4"1; . . . , ^'"K, dans ces expressions, sont d'ailleurs

C1.^
:.SL,£?K^)»

(Sù) )^ !^^ . . . ^^ 5 ' 1

—c^'
.0^£?£'(^),

( 1 ) { (^)\1.2.3...l w>-

( (-^iV'O/)
(^^ST^-3"-5^^'^

et no différent mutuel lement que par des facteurs constants.
AIUI, de l'Éc, Normale. 38 Série. Tome î. — JUILLET 1884. <3S'0
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On peut donc énoncer ce théorème :
Si les deux formes ®(<z?) et ^(«r), de degrés i et i\ représentent une

même fonction, chaque coefficient de F une d'elles admet la forme de
l'autre, ainsi que son multiplicateur, mais sous un degré égal ou infé-
rieur à la différence entre i -î-- i' et V'exposant de la puissance de oc qui
multiplie ce coefficient.

Si i''==0, on voit que ^fi{x} sera du degré zéro; d'où ce corollaire,
déjà t rouvé au n° 18 :

Si la forme P [x] admet la période (•</ avec le multiplicateur s', il en est
de même du coefficient ç^(^) de la plus haute puissance de x, et ce coef-
ficient est par conséquent doublement périodique de seconde espèce.

21. Le théorème précédent é tan t admis, je vais en déduire l'ex-
pression d'une fonction F(.r) a f fec tan t la forme

cpo(^)4-^cp,(,r)+.. .--[-^^.(.^

avec le mult ipl icateur s et le degré i et aussi la forme

Oo(^)-+-^9i( ' r)-+-•••+ l 2?^7?K^)?

avec le m u l t i p l i c a t e u r s' et le degré if,
En effet, puisque yo^) + ^(pi (^) •+•.. ••+• x^^x} est capable de la

forme ^{x}, de mult ipl icateur ^ et de degré i7, les coefficients <p^(^") ,
ç^-i(^)» • • • » yo^) sont de la même forme, avec le même mul t ip l i -
cateur s', et avec des degrés qui , en général, sont respectivement
égaux à i^ ^•4-1, ..., i' + i. On a donc

^i^kW = ©Â-O (^) + x cp^ (a?) H- .. . 4~ ̂ if+/c ̂  i^, (^)
(A-==o, i,2,3, . .., 0,

les fonctions y'(^), à d e u x indices, é tant ent ièrement analogues aux
fondions ^[x} à un seul indice. Remarquons que, d'après les éga-
lités (i) du n° 20, on a

/—lU-r^-)
(2) ^^=^yr.±-l^^.

Mais la forme y^(.K)+.»^.^(a?)+...-^-a;^'+Ay^-^^.(^l?), étant égale à
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ç)^-^(rc), admet la période co avec le mult ipl icateur e et, par consé-
quent (n° 19), on a

cp,_A<(^) = ̂ A-o(^) -+- ^A-i (^) u W 4- . . . 4- ̂ 4"0) ^7 (^) -L- • • • •+• ̂ ^Â^X^74"^)
( /C==0 , 1,2,3, .... î),

où les fonctions ^(.r) sont d . p. cl. s. e., de mult ipl icateurs s et s\
Remarquons incidemment que, d'après le même n° 19, on a

(3) <^A•(^)=(-I)^/4-Â•?Â,^^.(^).

La fonction considérée F(<r), qui est égale à

îpoC^') -l-^îPi(^) -4-. . .-h ̂ ^iÇx),

s'exprime donc de la manière suivante :

F ( x ) •= V^i + ̂  U^^^ + ̂ 2 U/'^^a •+-... 4- ^'U,:'

en désignant par U^ ytt polynôme en u(<r), de degré i ' - h / c , dont les
coefficients sont des fonctions d. p. d. s. e., de mul t ip l ica teurs s et s\

D'où cette proposition :
Si une fonction est capable de la forme $(.r), avec le multiplicateur e

et le degré ^ et aussi de la/orme yÇx) avec le multiplicateur s' et le
degré i', elle coïncide avec un polynôme aux deux variables ûc et u{x^
de degré au plus égal à i •+- i' et toujours de degré i seulement par rap-
port à x, les coefficients de ce polynôme étant des fonctions doublement
périodiques de seconde espèce, de multiplicateurs s et £'.

La réciproque n'est pas exacte. Tout polynôme de celte nature ne
sera pas nécessairement de la forme ^(x} avec le degré f. Il faut, en
effet, qu'il existe certaines relations linéaires et homogènes entre les
coefficients d. p. d. s. e., relations qu'oo obtiendra aisément de la ma-
nière suivante.

Tel qu'il est écrit, le po lynôme en x et u{x), qui exprime F(^), est
visiblement de la forme

c?o(^) -4-^cp^(^)+ . . . -+-^ < t ?^ . (^ ) •

Mais il doit êtrç aussi de la forme

cpo(^) -l~^<?i(^)--l-.. .^-^'Y^),
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et cette forme n'est pas mise en évidence. Pour la faire appara î t re ,
mnpiaçons, daçs le polynôme, u{x} par son égal —x— u'{x} et or-
donnons par rappor t aux puissances de x. I l viendra
F (^) == co;(^) 4- x c?ï'(^) 4-. . . 4- ̂ 7 ?K^) -4- ̂ 7-+•l ^•4-1 (^) 4-... 4- ̂ w^^),

les ^{x} é tant s. p. d. s. e. de période o/. Celte forme de î{x) est bien
la forme ^\x\ mais avec le degré i ' - ^ r i . Pour qu'elle coïncide avec

cpo(^) 4- x ̂  (^) -+-...+ .z^7 y;-'(^),

il est nécessaire que l'on ait
cp^i(^)=0, 9'^2(^)==0, , . . . , y^,.(^)=o.

Or les premiers membres de ces équations sont des polynômes en u'{x\
dont les coefficients sont d. p. d. s. e. Tous ces coefficients d e v r o n t
être nuls, d'après un théorème que nous verrons plus loin (n° 23). En
les égalant à zéro, on reconnaî t sans peine que :

11 existe ———- relations linéaires et homogènes entre les coefficients
du polynôme F(^), savoir : une entre les coefficients des termes de
degré i1 -^ r, deux entre les coefficients des termes de degré i' •+ s, ..., i
entre les coefficients des termes de degré i' 4- i'

Comme les termes de degré i'-^isont au nombre de r+ r , et q u ' i l
existe entre leurs coefficients i re lat ions l inéaires et homogènes, ces
coefficients ne différeront mutuel lement que par des facteurs constants.

Ceci résulte, d 'ai l leurs, de ce qui a été d i t plus h a u t . Considérons,
en effet le terme en x^ B/'1"^^). Son coefficient est ^^.^(.r). Or les
égalités (3) et (2) donnent

-,. r^-r iv^—^1^^ y ^(^~-( iv7 ^.£cû;"^) r^^,^Â-W--(~i) ^^7^^-37—,Ve?K^)-(~1) [,cu7T:T3~^^
{k ==o,i ,2 ,3, . . . ,?) .

Les coefficients^-^), ̂ ,^i(^), ̂ ^^], ..., s/^+i(^) des termes
de degré î-+-î7 ne diffèrent donc respectivement de la fonction

(WT'^-8-6^^
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que par les facteurs constants C^, C^, C^, . . . , C;:'\ qui sont les coef-
ficients du b inôme.

22s. J'ai obtenu l'expression

F ( x) == U^- 4- ;r U^-.i 4- a?2 U^-a 4-... 4- x1^ U;'+i 4- û?1' U,',

en calculant <po(^ )» ? i (^ )» • • • » <pK^)> de manière que

cpo(^) 4-^0i(.r) -1-. . .-(-^^.(a?)

soit susceptible de la forme ' ^ Ç x ) . On aurait pu faire le contraire et
calculer y>o(^)? çK^)' • • • » P^^)» ^e ^ç011 q06

cpo(^) + ̂ yi (^) +... 4- .y^7^ (.z?)

soit susceptible de la forme <3?(.z1). Il est clair qu'en opérant ainsi on
obtiendra pour F(^) l'expression suivante ;

F(^)^U^7<+^U^,_l4-^U^^24-. . .4-^~ rU^l4-^^ /U^
i1 - -

où U^^. désigne un po lynôme en u'{x}^ de degré i + A , dont les coef-
ficients sont des fondions d. p. d. s. e., de multiplicateurs s e t s^.

23. Les deux expressions de F (^), obtenues aux n08 21 et 22, ne mettent
en évidence chacune que l 'une des deux formes ^{x) et ^'{oc}, et, pour
avoir l 'autre, il faut in t rodui re certaines relaiions entre les coefficients.
Mais ces deux expressions de F(^) vont en fourni r une troisième, que
nous adopterons f inalement et qui présentera cet avantage de renfermer
à la fois les deux formes $(.r) et ^(^r), sans qu 'aucune relat ion soit né-
cessaire.

Voici auparavant quelques théorèmes qui seront utiles.

THÉORÈME I. -- Si le polynôme en u{x)

^o(^) + ̂ (^) u{x) + ̂ (^) ^-(^) -4-. . .+ ^p(^) ̂ (^

dont les coefficients ^f^') admetlent la période de seconde espèce o/, avec
le même multiplicateur E\ est identiquement nul, tous ses coefficients sont
identiquement nuls.
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On a, en effet,

^(^ + W) + ̂ (^,4- /ce*/) z^4- /i-o/) 4- ... ̂ - ^p(^-l- W) ^P(^ + k^) = o,

ce qui s'écrit, en divisant par s^,

^oO) + ̂ i(^)I>(^) — W] +. . .+ ^p(^) 1>(^) - /Co/prr: 0,

quel que soit le nombre entier k. Le polynôme en W

• 4o(^) + ̂ i(^) W + 4/,(^) W2 +... 4- ̂ p'(^) WP

a donc une infinité de racines, et, par suite, tous les coefficients 4'o(^
^(^ ^{x}^ • - • ' ^p(^) sont identiquement nuls.

On en conclut, par analogie, le théorème suivant :
THÉORÈME II. — Si le polynôme en u\x},

^(x) +^i(^) t^x) +^ (^ )^â (^^ ^__ .-{-4v(^)z/P^),

dont les coefficients ^Çsc) admettent la période de seconde espèce &), avec
le même multiplicateur e, est identiquement nul, tous ses coefficients sont
identiquement nuls.

C'est ce théorème que, par anticipation, nous avons invoqué un peu
plus hau t .

THÉORÈME IIP. — Si un polynôme aux deux variables zi[x} et u'{x],
dont les coefficients admettent les périodes de seconde espèce G) et co', avec
les mêmes multiplicateurs s et e', est identiquement nul, tous ses coeffi-
cients sont identiquement nuls.

En effet, ordonnons-le par rapport a u{^]. Les coefficients des di-
verses puissances de u{x) sont alors de la forme ^'(^) du théorème I.
Donc, d'après ce théorème, ils sont i den t i quemen t nuls ; mais ce sont
des polynômes en u\x^ dont les coefficients sont de la forme ^[x} du
théorème II. Donc, les divers coefficients de ces polynômes sont tous
identiquement nuls.

On en déduit cette proposition :
THÉORÈME IV. — Si deux polynômes^ aux deux variables u[x} et u\x},

dont les coefficients admettent les périodes de seconde espèce wet û/, avec
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les mêmes multiplicateurs s et s', sont identiques, tous leurs coefficient s sont
identiques chacun à chacun.

24. Ces théorèmes étant démontrés, je reviens à la recherche (l 'une
expression de F(^), telle que, réciproquement, toute expression de
même nature soit capable des formes ^(.r) et ^{x).

Nous avons t rouvé

F(^) =U^^+^U^-.-i ~i-^2U,•'-)-^-.2-+-• • .^ -^^Uf+i+^U^.

Eo dehors des U, remplaçons x par son égal — [^(<r) -4- ^(^)]» et il
viendra

F(^)=:U/^—[^(^)-t-^(^)]U^^ •
-4-1>(^) + ̂ //(^)]2U^_,+. . .4- (-I^IX^) 4- ̂ )]̂ .

Nous obtenons ainsi F(a?) sous forme d'un polynôme aux deux variables
u[x} et £/(a?) à coefficients d . p. d. s. e., toujours de degré i par rap-
port à u\x') et de degré égal ou infér ieur à i+i par rapport à u[oo}.

Je dis que ce polynôme est de degré i' par- rapport à u[sc).
En effet, on a aussi

F W =. VM + x V'^, + ̂  U^-2+. • . -^ ̂ ^1 U^i 4- x^'V^

ou, en remplaçant x par — [^(^) + u\oc^

î\œ) =U^- [^(^) -i- ̂ )] U^^
+ [z<(^) + u'WY U^-24-. . .-+- (—ï)^[;^(^) •4- ^(^)]rU',•

Cette seconde expression de F(.r) doit être identique à la première, ce
qui exige, d'après le théorème IV, que les coefficients de ces deux po-
lynômes en u[x} et u\x} soient identiques chacun à chacun. Or le se-
cond est seulement de degré ï par rapport à u[x). Il en est donc de
même du premier.

D'où cette proposition qui résout le problème que l'on s'est proposé
au commencement de ce Chapitre (n° 17) :

Si une fonction F(^) est capable de la forme <?(<a?), avec le multiplie a'
leur s et le degré i, et aussi de la forme <f(<r) avec le multiplicateur^' et
le degré i', elle coïncide avec un polynôme aux deux variables u{x) et
u^ûc), dont les coefficients sont des fonctions doublement périodiques de
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seconde espèce^ de multiplicateurs z et ^ . Ce polynôme est généralement du
degré i - ^ r - i ' . Il est toujours du degré i1 par rapport à u, et toujours de
degré i par rapport à u!'. D3ailleurs F(^) ne peut s'exprimer ainsi que
d'une seule manière (n° 23.)

Réciproquement, tout polynôme de cette nature, de degré f en u^ de
degré i en u\ représente une fonction F(;r), susceptible des formes
ç?(.r) et ^(a?), de degrés i et i' ^ et, pour les mettre en évidence, i l suffit
de remplacer dans le polynôme uf par son égal — [x -h u), ce qui
donne $(«r), ou u par — {oc + U'}, ce qui donne ^(cr).

25. Le polynôme en u et u\ qui exprime F(.x?), et que je désignerai
par^.r, u, u'^ est généralement du. degré i 4- ï'. Mais il peut être de
degré infér ieur sans cesser d'être de degré f en u^ et de degré i en u ' .
Voici un cas où il est effectivement de degré inférieur :

Reprenons le raisonnement du 11° 21, en y supposant i' = i, de façon
que l'on ait

F(^)-=î?o(^)4-^cpi(^) 4-.. . 4-^'<?K^)=?o(^) -+-^^i(^)+. ..-h^^K^')-

Supposons de plus que les coefficients ç^(^), (p^(^')» . . . , 9 1 {^), yo^)»
qui sont alors de la forme ^'(a?), en soient avec des degrés respective-
ment égaux ou inférieurs à o, r , ..., i— ï , ;, ( p i { x ) étant du degré
zéro.

(fi{x} sera d. p. d. s. e., et l'on aura
%

(?^/,(^)==U/,, ( / c=^ i , 2, 3, . . . , Q,

U/c désignant un polynôme en u, de degré égal ou infér ieur à k, à coelÏi-
cients d. p. d. s. e.

Il vient, par conséquent,

F(^) = U, + x U^i +.. . + x1-1 Ui -+- x^i{x)

ou, en remplaçan t x par — {u -t- M'),

F(^) = U, - (a H" ̂ ) U/-i 4- ...+(- r)^1 (</ 4- u'Y^ Ui + (- i;)^/^^)^ ̂ i(x),

polynôme aux deux variables u etu^ de degré i seulement, et non de
degré 27. ,
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Ainsi , dans ce cas, le polynôme <R-(^, u, u ' ) est seulement du degrés
Les termes en u1 et u 1 s o n i { — 1 ) 1 rf,{cc)u1 e t (— i)^(a?)^.

26. Soit r(;r) un polynôme en u
r(^) = ̂ (x) 4- ̂ (^) „ 4- ̂ (^) ̂  +... + 4/p (^) ^P,

dont les coefficients ^(^ admet tent 0.)' comme période de seconde
espèce, avec un même multiplicateur. Soitr'^) un po lynôme en u'

r /(^)-^^o(^)-^-^l(^)^-+-•--+•^( lz l)^^

dont les coefficients ^(^) admettent ^ comme période de seconde
espèce, avec un même mult ip l icateur . Soit Jl, comme précédemment,
un polynôme aux deux variables u et u\ dont les coefficients admet-
tent o) et û/ comme périodes de seconde espèce, avec les mêmes multi-
plicateurs respectifs.

Aux quatre théorèmes démontrés plus haut (n°23) à l'égard de ces
polynômes r [x ' } , r ' [ x ' ) et <a, on peut ajouter les suivants :

THÉORÈME V. — Si la somme de plusieurs polynômes r(^), à multiplica-
teurs différents, est identiquement nulle, chacun d'eux est identiquement
nul,

Soit, en effet,
/•o(^) -+-ri(^) -t- î\(x) -+-.. .4- r / , ( x ) ==o

une pareille identité, £y , ^, s^ ..., si. é tant les mul t ip l ica teurs des
/c+i polynômes. Supposons que ces polynômes ne soient pas nuls, et
désignons par ^opo(^)» ^ip.(^)» 4U^ • • - ^p,(^) les coefficients des
plus hautes puissances de u dans r^x}, ^(a?), r^{x), . . . , r^(.r). Dans
l ' identité, changeons successivement ce en x -+- c</, ^-h-aco', . ..,
^ -4- ^^'. Nous avons en tout k -h i équations, d'où nous déduirons

^o(^) r\{oc) ... -^O)
roC^-l-oo') ^(^"hco') ... /^(^-h^) : o.

/•o(^+ A-a/) ri (^4- /cco^) ... r/^(^4-/co^)

Or, si l'on développe le dé terminant , en observant que u^x +yœ /) est
Ann. de l 'Éc . Normale. 3e Série. Tome T. — JTHLI.ET i W(, ^9
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égal à [u[x} —-/oyy, l'égalité qui précède prend la forme
^o(^) -+- ̂ i(^) uW -+• ̂ ^) u2^) -h...-+- ^p(^) ^P(^) ̂ o,

les fonctions ^ /(^) étant s. p. d. s. e? de période cY et de même mul t ip l i -
cateur égal au produit ^s^ .. .4. Donc, d'après le théorème 1 (n° 23),
chacune de ces fondions doit être identiquement nul le et, en parti-
culier, ^p(a?). Or ce n'est pas possible, car on a

d/p(.r):

i ï ... i

so si ... ^
42 ^2 ... ^ •^(^)^(^)...^p;(^),

,.//<• -'A- «/À,-£o Si ... e^.

c'est-à-dire que ^p(^) est un produit de facteurs dont aucun n'est nul
par hypothèse.

P a r e i l l e m e n t :
THÉORÈME VI. — Si la somme de plusieurs polynômes r'-( x}, à multipli-

cateurs différents, est identiquement nulle, chacun d^eux est nul.

THÉORÈME VII. — S i la somme de plusieurs polynômes Jl, tels que deux
quelconques d'entre eux aient au moins un multiplicateur différent, est
identiquement nulle, chacun cVeux est identiquement nul.

Soit, en effet,
c'a.o -h <îR-i -+• ^2-+-... 4- ̂ ./;== o

une pareille identi té .
Je désigne par s^, s^, ..., e^ les multiplicateurs distincts relative-

ment à la période w des k +1 polynômes X et j^ppelle ̂  la somme de
ceux qui, relativement à oo, appartiennent au multiplicateur s^; ^ ,
cR.^, ..., cR-^ représentent les sommes analogues.

L'identité proposée s'écrit alors
^ + XY,+. . .-4" .%-== 0.

Or, dans ̂ , les coefficients des diverses puissances de u' admettent
évidemment la pér iode de seconde espèce (<), avec un même multipli-
cateur &^, et il en est de même dans ̂  ̂ , . . . , ̂  Notre identité
est donc de la forme
!, 1 - 1 1 ' - ; ^ . 1 , 1 1 ^ 1 r^^.+r^^)^.:...1^^^^ 1 1 l . : f l•, f l l l i ; 1 1 . : , " 1 1
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où les mul t ip l i ca t eu r s s^, s^, ..., s^. sont dis t incts , et, par conséquent,
d'après le théorème VI, les sommes c?u, ^l.v, ..., ^u. sont identique-
ment nulles.

Mais les fonctions jl dont la somme égale ̂  sont évidemment de la
formera) et on t de plus, re la t ivement à o/, des mul t ip l ica teurs dis-
tincts. Donc, d'après le théorème V, chacune d'elles est nul le , puisque
c^ l'est, et il en est de même des fonctions <s\. qui composent <^,
^3» - • • » ^» c'est-à-dire des k -+-1 fonctions <fR..

On en dédui t la proposi t ion suivante :
THÉORÈME VIII. — Soient deux sommes depoly'nomes Jl, telles que y dans

chacune d'elles y deux polynômes quelconques aient au moins un multi-
plicateur différent : si ces deux sommes sont identiques, les polynômes cfR.
qui les composent seront identiques chacun à chacun, et, par conséquent
[théorème IV], les coefficients de ces polynômes seront les mêmes.

V. — Forme analytique des intégrales»

27. Nous avons vu (n° 15) que, dans tous les cas, P(y) == o admet m
solut ions distinctes possédant ce caractère d'être capables chacune des
deux formes $(tX*) et Ï ' Ç x ) . Ce caractère nous donne la forme analy-
tique des intégrales. Il résulte, en effet, du Chapitre précédent, que
chacune de ces m solutions coïncide avec un polynôme Jl(.r, u, u'},
c'est-à-dire^avec un polynôme aux deux variables u et u^ dont les coef-
ficients sont des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, aux
périodes ûo et ex/. Les deux multiplicateurs, dans ce polynôme, sont
d^ ailleurs deux racines des équations fondamentales A == o et A'== o.

Une intégrale quelconque de P = = o est, par conséquent, la somme
de m polynômes <fR. et, diaprés le théorème VIII du n0 26, elle ne peut se
mettre sous cette forme que d 'une seule manière.

Ainsi, la forme analytique d'une intégrale fondamentale est celle d'un
polynôme aux deux variables x et Ï[x}y ayant pour coefficients des
fonctions doublement périodiques de seconde espèce, de mêmes multipli-
cateurs racines des équations fondamentales.

28. Lorsqu'on a v == i/= w, les m polynômes qui expriment les in-
tégrales fondamentales se réduisent à leurs termes indépendants de u
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et de IL ' ' , et ces m i n tpgra le s sont d. p. cl. s. e. (n° 6). C'est ce qui a
l i e u , dans le cas général où l 'une au moins des équations fondamen-
tales n'a pas de racines mul t ip les .

Le cas le plus général, après celui-là, est celui où", les deux équa-
tions fondamentales ayant des racines mul t ip les , aucune de leurs ra-
cines n 'annule tous les mineurs du premier ordre dans le premier
membre. C'est le cas d u n° 14. Reportons-nous à la proposi t ion et aux
formules (4) de ce numéro.

La première formule montre que (p^ . i (<r ) est d. p. d. s. e.
Dans la seconde, o^[x\ ne différant de y^ [oc} que par un facteur

constant, est aussi d. p. d. s. e. Mais alors cette seconde formule,
donnan t

?2l(^)==?2l(^)+^[^22(^) ——P^O1)]?

mont re que ©21 (<r) est de la forme ^{00}^ avec un degré égal ou infé"
• r ieur à l 'unité.

Dans la troisième, ^33^) est d. p. d. s. e< pour la même raison que
ÇasÇ^)* Puis, (^(.T), étant une combinaison l inéai re de ç^ i (^ )e t de
ç ) ^ ( < r ) , e s t d e l a f o r m e 9?'(^) avec un degré égal ou inférieur à l 'unité.
Mais alors cette'troisième formule, donnant

?3i (^') = ?3i W -4- ^[y^O) — ?3a(-^)] -^ ̂  W^W -— ?3;i(^)],

montre que y^^x} est de la forme ^'{oc} avec un degré égal ou infé-
rieur a .2.

Et ainsi desuite. La fonction y^(^) sera d. p. d. s. e.Puis yp.^-r^)»
(F^-a^)? • • • » ç^^) <?ix,i {x} seront de la forme ^ [ o o ' ) avec des degrés
respectivement égaux ou inférieurs à i, 2, ..., p — ^ p — r.

Les y. éléments (4) du n° 14 sont donc exactement dans le cas de la
remarque faite au n° 25, et, par conséquent, si l'on applique ce qui a
été dit alors, on voit qu'ils s'expriment ainsi :

/ ^llr
^22-+" (^20^+-^Sl^O?

^33+(^30^+^31^ /)+(^30^2+^31^^+c32^ / â)?

<^"4-- {biQU^bli Uf)•+-(Cîo^Cei^^CnUUf•^-C^ tllî)-^-..^(TtiQUi^-¥...•Jrhi,i^i H'1-1),

\ Cl^^r ( ̂ o U^ b^ U' ) + (C^Q U^ •-+- C^ UUt•+-C^ U^) -t-... -t- (^o «P-"14-... 4- ̂ , ix-i ^"~1),
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où les coefficients a, 6, c, ..., h, ..., l désignent des fondions d. p,
d. s. e., de mult ipl icateurs s et £', aucun des coefficients b^, b^^ €30,
(?32, ..., À/o, A/,,-1, ..., ^o. ̂ -i » q^ mul t ip l i en t les plus hautes puis-
sances de u et de i£, n'étant i den t iquemen t nu l .

11 existe, d'ailleurs, cer taines,relat ions entre les coefficients. Ainsi,
ces coefficients, qui mult ipl ient les plus hautes puissances de u et
de u\ ne diffèrent mu tue l l emen t que par des facteurs constants. En
effet, la même remarque du n° 25 donne

7^=.(-i)^cp;,(.r), /4,.-l=(-I)^-l?./(^).

Or, (pu[oc') etç4.(.r) ne diffèrent de Çn(^) et de (pn(^), c'est-à-dire de a^,
que par des facteurs constants. Si donc l'on pose

il viendra
?u(^) "̂  C/û^, îp^(.r)=:C/an,

7^==(-i)^C;.an, /^^(-ly-^aH,

et, par conséquent , tous les coefficients qui mult ipl ient les plus hautes
puissances de u et de •u! ne différent mutuel lement que par des fac-
teurs constants.

La proposition du n° 14 donne donc la suivante :
Lorsque, les deux équations fondamentales ayant des racines multi-

ples, aucune de ces racines ri'annule tous lesmineurs du premier ordrey
chaque racine de A = o est associée à une racine de ^/ == o, ayant même
ordre de multiplicité. Soit n la valeur commune des nombres de racines
distinctes; soient £,, ̂ , ..., s^ ces racines pour A = o et s'i, 63, ..., ̂  les
racines respectivement associées de A'= o ; soient ̂ , ^-2? • — » V-n ^es va"
leurs communes de leurs ordres de multiplicité. Il existe un système fon-
damental d'intégrales se partageant en n groupes, répondant respective-
ment aux n couples de racines associées et les [i éléments qui composent
le groupe corrélatif du couple (s, e'), d'ordre de multiplicité p., ont la forme
analytique ( i ), c est-à-dire coïncident avec des polynômes Xo » ̂  ? • • • » <^-i »
de degrés o, i, 2, ..., ̂  — l et de multiplicateurs s et £'. Les coefficients
b^ b^, c^, c^, ..-., ^o, l^^ qui multiplient les plus hautes puissances
de u et de u^ sont tous différents de zéro et ne différent entre eux que
par des facteurs constants. Ce système fondamental renferme le nombre
maximum des solutions distinctes doublement périodiques de seconde
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espèce, qui sont aussi les solutions distinctes, en nombre maximum, sim-
plement périodiques de seconde espèce, de F une et de l'autre période.

29. Me plaçant enfin dans un cas quelconque, j 'observe que P == o
admet (n°15) un système fondamental d'intégrales comprenan t :
i^ fonctions D(^); 2°v -~ N fonctions S(^); 3° T / — N fonctions S'(.r);
4° m — (^ -4- v ' — N ) fonctions T(;r), ces intégrales étant toutes ca-
pables des deux formes $(^) et ^ ' [ œ ] . D'où cette proposition générale
résultant des n0818, 19 et 24 :

P == o admet toujours, comme intégrales distinctes, m polynômes X.
Leurs multiplicateurs sont les racines des équations fondamentales. Un
polynôme qui appartient aux multiplicateurs e et s', racines multiples
d'ordres y. et y ! , est de degré inférieur à y! par rapport à u^ et de degré
inférieur à p. par rapport à u''. N de ces polynômes sont indépendants de u
et de u', v -— N de u\ et T/ — N de u, de sorte que ce système fonda-
mental renferme à la/ois les intégrales distinctes simplement périodiques
de seconde espèce, en nombre maximum, pour chaque période, et parmi
elles toutes les solutions doublement périodiques de seconde espèce.

30. Je vais examiner le cas particulier où l 'équation différentielle
P =-= o est du second ordre.

Reportons-nous au n° 16. Quatre cas sont à considérer :
i° y •==. 2, v ' == 2. P = o admet alors deux solutions D(^) distinctes.
^° y =: i ,y '==i . J'ai obtenu, pour cette hypotlsèse, le système fon-

damental
7,--=D(^),
yg == (p {x) •+- Cx I) (^) •==. ̂  (x) -+• Cx D {x ),

où C et C' sont différents de zéro. C'est le cas du n° 28, et l'on a, par
conséquent,

Yî = a^ 4- b^ u -4- ^21 u1,
^O^-C'DC^) , ^ i=-CD(.y) ;

d'où
^^D(^),
y^ == -GJQ (^) — CY D (^) u — G D (x) u1,

sro(*^) étantidentique aa^,
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3° y == ï , i/== 2. On a obtenu, pour ce cas, le système

7i=D(^),

y2=o(^)4-C^B(^)=S^),

où G n'est pas nul. D'après le n° 18, on a donc

d'où

j2==CTo(^)+CTl(^)î^

^(.r)=-CD(^);

y,==D(^) ,
y2=:TOo(^-) —'CD ( ^ )u ' .

4 ° ^ = = - î , ^ = ï . On a pareillement ( n 0 1 9 )

ji==D(^),

j g ^ T ^ ^ — C y D ^ ) ^

G' différant de zéro.
Ces quatre cas peuvent se représenter empiriquement par les for-

mules uniques
/ i=w(^) ,
y2 .==^ (^ )4 -C / ( v / —2)7 îT(^ )M+C(v—2)CT(^ )^^ ,

les facteurs v — 2 et ^ — 2 faisant évanouir, quand .il le faut, les
termes en u eiu\

Si je remplace maintenant les fonctions u et ^ par leurs valeurs

coo/ f - , qx~\ , œo)7 ["„ <7^1
u ::,= 4- —-—-= Z(^) — -^- h . ^/ =-- — ——-=== Z(a? — —— b27cv/~i L ^ \ ^-i L a> J

voici, pour l 'équation du second ordre, le système fondamenta l qui ré-
pond à tous les cas :

y^m{x), y2=T^yo(^)4-A^CT(^) t•4-BZ(.r)T^(^),

^o(^) et CT'(^) étant d. p. d. s. e. Les constantes A et B sont nulles si
v et T/ sont tous deux égaux à 2. Sinon, une au moins diffère de zéro,
etCTo(^), CT^ont toujours alors mêmes multiplicateurs. On a A== — -^-

lôrsque ^=-=2 , î/== ï , et A ==— -4- lorsque v = = i , ^=2.
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31. Je vais chercher le système fondamenta l y,, y^ pour une équa-
tion différent ie l le de second ordre, en suivant une tou t autre voie.

Voici préalablement quelques propriétés générales.
Considérons l 'équation P == o, d 'ordres. Soit, ^{x) une intégrale

d. p. d. s. e., de périodes Q) et o/, de mul t ip l i ca teurs £, et E\. Ces mul-
t iplicateurs satisfont respectivement aux équations fondamentales A==o
et A'==o.

Si, dansP ==o, nous posons
y--=--^{x}fzdx,

nous obtenons la transformée d ' o r d r e m — i

n/ \^,'âm~iJ3 d^-^z _y ̂ ) _ ̂ ^ 4- q, -^^ + . . . + ̂ _i s — o.

Cette transformée aura ( ^ ) ses coefficients uniformes, doublement pé-
riodiques, de périodes co et c»/, et son intégrale générale uni forme. En
outre :

Siê^ Sa, £3, ..., ç,ri désignent les m racines de l'équation fondamen-
tale A== o, et e\, s^, s^, ..., s^ /^ m racines de l'équation fondameniale
!^-=L o, /^ m — i racines des équations fondamentales relatives à Q [z ) == o

seront respectivement les quotients ^ ^3 • • • 5 ^> ^ /^ quotients ^h
£•* &»

•'i '•'i

Quelles sont ma in tenan t les propriétés de rintégrale/ç(^)<fe*, sup-
posée uniforme, lorsque çÇx) est d. p. d . s. e. aux périodes œ et co',
et aux multiplicateurs £ et s!7 On peut les déduire de la définit ion même
de la périodicité et trouver, pour tous les cas, la forme ana ly t ique de
/(P^^-

Supposant d'abord que £ et £' diffèrent de l 'unité, si je représente
par G(^) une quelconque des intégrales de ç(^) doc, j 'aurai

et j^en déduis

dGW^c(^dx ~L^IZ)'
a

d{j{x + o)) _ . , . . . . ,
- ————^.———^ ̂  q^ ̂  GO) =£g(^).

( 1 ) Annales de l'École Normale supérieure, p. 60; l883.
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Les fonctions G{cc -4- œ) et sG(^) ont donc même dérivée. J'en conclus

G(^-4-co)--==£G(.r)-t-C.

On a pareillement
0(^-1- co^^GrOzO -t-C7.

Telles sont les propriétés d'une intégrale quelconque.
L'intégrale indéfinie sera G{oo)+C^ C, étant une constante arbi-

traire, et l'on aura

G(^-^) -^(^==£G(^)^C+Ci=£[G(^)4-Ci]4~(3---i)f^:^ -C,\

G(^ 4, ̂ ) ̂  0,==: ̂ [G{x) + Ci]+ (£^ i) ( c - C,V
\& 1 /

Or G(^1 4- G) + 6>') s'exprime des deux manières suivantes :

gGO + o/) -+- C = ̂  G(^) "h C'a -4- C,

£/G(^ -1- co) 4- G7 =: ̂  G 0) -4- C^-h C/,

et, par conséquent, il vient

(7s -.1. c := G ̂  + C' ou —c- == -y0— •
£ —— ï £' —— Ï . ,

Si donc on prend comme valeur de C,

^ _ç_ _ c/_
1 ""•"' £ ——— J[ "'" ^ ——— l 5

valeur admisible, puisque s et s' diffèrent de l'unité, et si l'on pose

G(^)+Ci=r^),

l ' intégrale particulière ^(^) jouira des propriétés

g{x -KO) =£^(^),

^(^-+-CO/):=£^(^),

et, par conséquent, sera aussi d . p , d. s. e. aux mêmes périodes et aux
mêmes mult ipl icateurs que ç(^).

Supposant en second lieu que l'un des deux multiplicateurs de çÇx)
Ann.cle l'Ec. Normale. 3° Série. Tome I. — JUILLET 1884. ^0
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est égal à l 'unité, soit £'== i, je représente encore par Q{x} une quel-
conque des intégrales de Q{cc) dx. J 'aurai

G(^+co) =--sG(^) 4- C,
GO+co7)-^: G(^)-}-(7.

Mais on en déduit

G(^4-co+a/):=sG(.a?4-o/)-+-C ^.sG^+C^C,

G ( ^ - j œ+o/)=: G(^-l-co) 4 -C / =-£G(^)4-C +C/

et, par suite,
C^^C1 ou C ^ ( £ — i ) = - o ,

c'est-à-dire €7= o. G(^) admet donc la période G)'. Il en est de même
de l'intégrale indéfinie G(^) + G,. On a d'ailleurs

G-(^+co )+Ci=£[G(^ ) -hC , ]+C-Gi (£ - i ) .

Si donc on prend comme valeur de la constante arbitraire Ci

-À
et si l'on pose

G(^)4-Ci==:^),

l'intégrale particulière g[x} jouira des propriétés

^(^4-0) =::£^(.f),

^(^4-^):=^.)

et, par conséquent, sera encore une fonction d. p. d. s. e. aux mêmes
multiplicateurs que ç(^).

Ainsi, lorsque les multiplicateurs de Q(x) ne sont pas tous les deux
égaux à F unité, on peut toujours déterminer la constante d'intégration
de telle sorte que l'intégrale uniforme fq{x} dx soit aussi doublement
périodique de seconde espèce, les multiplicateurs étant les mêmes que
pourÇ{x).

Il n'en est plus de même, en général, lorsque e et £' sont tous deux
égaux à Funité, c'est-à-dire lorsque g(^) est de première espèce. Le
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raisonnement précédent est en défaut, et dans ce cas on a, pour toute
intégrale G{x) de (.][x}dx,

(I.)
G(^+co) ==G(^)H-C,
G(^^co /):=:G(.2/>)--4-C /.

II peut se faire cependant que l ' une des constantes C et C/, ou toutes
les deux, soient nulles. Dans ce dernier cas, G(^) est d. p. d. p. e.
Quelle est, d'ailleurs, la forme analy t ique de G(^), convenant aux cas
où C et C ne seraient pas nuls? Elle va résulter des égalités (i).

Ç\xEn effet, d'après ces égalités, G{x] — — admet la période ^ et

augmente de ————^- quand on y change xeïïx -\- G)'. Or, diaprés les

propriétés de la fonction u[x}, —-^—-j-^ u[x] admet aussi la période oo,

et diminue de ~^~—^- quand on y change oc en x 4- a/. Donc, la fonc-
tion

,p, , ç.x c^—c^ . ,G(^) ̂  — ^, ————— u{x)
CO (.ÙW

est d. p. d. p. e. Désignons-la par ^(^), et il vient

/,, , , , Cx Cco^—C^ , .
G(^) =x(^) + -^ -h ~—^—— ̂ )

ou, en remplaçant x par son égal — u{^) — u ' [ x ] ,

G(^)==x(^) -^ / (^ ) -^^(^) .

Telle est la tonne analytique de G(^).
Ainsi, lorsque ç(^) est doublement périodique de première espèce, toute

intégrale de c^oc^dx est de la forme

^(^)-I-A(^(^) •4-Ài^(^),

OîÏ Y(^) ̂ ^ doublement périodique de première espèce, et où Ao et A^ û?6^"
gnent des constantes, qui peuvent d'ailleurs être nulles,
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32. Cela posé, supposons que i 'équalion différentielle P = o soit du
second ordre.

P == o admet toujours une intégrale cl. p. d. s. e. Désignons-la par
^(<r), et, dans P = o, posons

y == •CT ( x ) fz dx.

La transformée Q{z} ==- o est du premier ordre et de même nature que
P(y) == o. Elle admet une intégrale Q{x) d. p. d. s. e.

Si l'on pose alors
71= -CT(^),
y^^)/^)^,

Yi ^ja constituent un système fondamenta l de solutions de P == o.
Or, soient s, et e\ les mult ipl icateurs de ^-(a?), racines de A= o et

de A'== o, et soient £2 ^ ^> les autres racines de ces deux équat ions
fondamentales. D'après ce qui précède, les multiplicateurs de ç(^)sont
les quotients £2 et ^--

Si donc ces deux quotients ne sont pas tous deux égaux à l 'uni té ,
c'est-à-dire si l 'une au moins des équations fondamentales a ses racines
inégales, on pourra déterminer la constante d'intégration, de manière
que l'intégrale Jç(^) dx, qui est uniforme., soit d. p. d. s. e., avec les
mêmes mult ipl icateurs E2 et ^ que Q{sc}, et alors jo sera lui-même d. p.

£t £1 • ' ~
d. s. e.» avec les multiplicateurs ^ x £2 et e\ x £,2 ou £3 et E^.

Si, au contraire, les deux quotients sont égaux à l 'unité, c'est-à-dire
si les deux équations fondamentales ont leurs racines égales, £3= s^ ,
£^= ^, ç(^) est alors d. p. d. p. e., et, en général, fç^x^dx sera de la
forme

X(^) •+ Ao^(.^) 4- Ai^(^) ,

et par suite on aura

y2==zno(^) + AO^(^) ^(^) •+• AIT!T(^) u1 {^'),

oû^o^y^td .p /d . s. e», avec lés ffîêtïïe^ mùlïîplicatêwé Ê^ et ^ <lue
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^(^), et où Ao et A i désignent des constantes, qui d 'a i l leurs peuvent
êire nul les .

Ces résultats sont complètement d'accord avec ceux que nous avons
trouvés au n° 30.

33. En terminant ce travail, je reviens au cas. général où P == o est
d'ordre w, et |e vais établir un théorème concernant les solut ions qui
affectent la forme des intégrales fondamentales, à savoir, celle d'un
polynôme aux deux variables u[x} et u[x}^ à coefficients d. p. d. s. e.
de mêmes multiplicateurs s et s'.

Si le polynôme S^{x^ u, u) est une intégrale de P == o, il en sera de
même de toutes ses dérivées partielles successives^ prises par rapport aux
deux variables u et u\ les coefficients doublement périodiques de seconde
espèce étant considérés comme des constantes.

En effet, Jl[^y u[x}^u\x}'\ étant une solut ion, il en est de même de

(i) c^ [;r -J-- /rco ••;-- À-W, u{x 4- ^co 4- Â^o/), u'0- -\- Â-O) -l" ̂ o/)],

quels que soient les nombres entiers k et k. Or on a

U(;2?-+- /fCO-h k 1 ^ ' ) == U (^)—/^O/,

/ / /( .r+A-o) ^ k ' ^ ) = u^œ) —Â-co.

On en déduit que l'expression (i) est identique à

s^'A[a?, H — k'w', u1— À-co],

et, par conséquent, ^\x, u— AW, u! - /c<| est une intégrale- Or elle
se développe ainsi :

/^^ (NI /-œ ^<l (/c1^)2 à^ , (^^? à^
^, U, U') - ̂ - ̂  -_^ ^- -r •1-~^"~ -^ ^ "^^ ,̂̂ .

2.(/œ)(Â^/) ^^_
. . r T a a u r a i t '

Comme ce développement satisfait à P "=- o pour une infinité de valeurs
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indépendantes de k^ et de k'œ', les coefficients ^ ^ ^, ^A,
^^ ^^ <?^^2 à c i 2

â2^
^u^^f7 " " ' q111 mul t ipl ient les puissances de /^co et de /c'o/, sont aussi
des intégrales, ce qui démontre le théorème.

On voit en particulier que, dans l'ensemble des termes de degré le
plus élevé de cR.(^, u, u!}, chaque coefficient est une intégrale.


