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MÉMOIRE
SUR LA

THÉORIE DES FORMES RINAIRES

FÉLIMINÀTION,

PAR M. C Y P A R I S S O S STEPHANO^"-.i^'-^. ;^.
l^j ^^
i'^i """^/Pr;, "

L'importance de la théorie des invariants et covariants pour l'Al-
gèbre n'est plus à établir aujourd'hui. Indépendamment des grandes
et profondes questions que le développement de cette théorie a sou-

•levées, elle nous a appris à chercher, dans chaque problème d'Al-
gèbre, tout ce qu^il peut y avoir d'inaltérable par des substitutions
linéaires convenables, et à donner ainsi aux méthodes et aux résultats
un cachet de perfection et une généralité puisée à la nature même des
choses.

Il est vrai que cette mise sous forme projectile (comme on dit,
d'après une expression empruntée à la Géométrie) des diverses ques-
tions d'Algèbre n'est pas toujours très commode; ce qu'on pourrait
at t r ibuer , en partie, à des raisons subjectives. Mais le fait est que
cette difficulté est le plus souvent minime devant l 'importance des
résultats auxquels il s'agit d^arriver.

La théorie de l 'élimination, entre deux équations à une seule va-
riable, a déjà été l'objet de nombreuses recherches sous le point de vue
de la théorie des formes; mais ces recherches se bornent, pour la plupart,
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33() C. SÏKPHANOS.

à la man iè r e d o n t on peu t obtenir le r é s u l t a n t de deux formes don-
nées, et il n'y en a que fort peu, si je ne me t r o m p e , qui se rapportent ,
à la théorie générale du p lu s ^ r and c o m m u n diviseur.

Par contre, on trouve, dans divers Mémoires rédigés en dehors de
tou te préoccupat ion de projec t iv i té , des résul tats qui , bien que va-
lables pour le cas où les é q u a t i o n s considérées, supposées d'ordres
donnés , n ' a d m e l t e n t po in t de racines i n f i n i e s , ne sont p lus appl icables
au cas où il s'agirait de chercher les facteurs linéaires que peuvent
avoir en commun deux formes binaires d 'ordres donnés .

Nous é tan t proposé dernièrement d ' a p p r o f o n d i r la théorie de l 'é l imi-
na t ion sous le point de vue projectif, nous sommes arrivés a plusieurs
nouveaux r é su l t a t s , et nous avons trouvé, entre autres, comment on
devrait mod i f i e r les énoncés des proposi t ions défectueuses ment ionnées
plus h a u t , de manière qu'el les ne se prêtent plus à a u c u n e sorte d'ob-
jec t ions .

Un des bu is du t r a v a i l a c t u e l est précisément de donner un aperçu
de ces divers r é su l t a t s en les p r é sen t an t comme des conséquences de la
théorie des systèmes l i n é a i r e s de formes binaires et de celle des formes
apola i res , théories qui n ' on t f i x é . l ' a l t e n t i o n que dans ces dernières
années , mais dont l ' impor t ance se monire plus considéra blé d'un j o u r
à l ' au t re .

Le présent Mémoire peut être considéré comme const i tué de trois
Parties distinctes.

Dans la première Partie (§§1-1,11), nous é tud ions les propriétés des
systèmes linéaires de formes binaires et les re la t ions qui doivent avoir
lieu entre À 4- i formes binaires d'ordre m^m^/c) pour que ces formes
soient liées en t re elles par que lque r e l a t ion linéaire. Cette première
Partie n'est que le développement , sous des points de vue di tférents ,
des trois premiers paragraphes de notre Mémoire sur /es faisceaux de
formes binaires ayant une même jacobienne ( 1 ) . Nous y avons pourtant
a jou té (n08 10-13) divers résultats, mis en lumière par des recherches
postérieures pour la p lupa r t à ce t r a v a i l .

Dans une seconde Partie (§§ IV-VII), nous examinons les propriétés

( 1 ) Présenté à l'Académie des Sciences de Paris dan s la séance du 12 décembre 1 8 8 1 et
inséré dans le Recueil des Mémoires des Sciwnil^ étrangers, t. XXVIÏ, n0 7; i883.
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de deux formes binaires a^ et d^ (o5^<w) , liées entre elles par la
relation

{adY^a^^-o ( 1 ) .

Nous étudions ainsi, d'une part (§ IV) , les formes a^ liées à une
forme d^""^ donnée par la relation précédente, formes qu'on appelle
conjuguées à df^, et, d'autre part (§§V-VII), les formes d^~\ liées par
la même r e l a t i o n à une forme a^ donnée, formes qu'on appelle apo-
laires à a^.

Je passe ici sur plusieurs résultats nouveaux de cette Partie et je me
borne à signaler, d'après les résul ta ts des §§ V-VIÏ, les faits suivants :

Étant donnée une forme binaire f ̂  a^ quelconque, on peut toujours
déterminer deux formes ^ et 4. où k + / = m -+- a, de manière quelles
soient apolaires à f et n'admettent aucun facteur linéaire en commun,
Les nombres k et l Çk ?/) sont toujours déterminés d'une manière unique.

Si k = /, ce qui suppose que m soit pair, chacune des deux formes r
et s peut être déterminée d'une infinité de manières. Pourtant le faisceau
>cr-4- \s est toujours le même. Les formes de ce faisceau constituent les
seules formes apolaires à f qui soient d'ordre minimum,

Si 'k < /, la forme r est complètement déterminée à un facteur constant
près, et constitue la seule forme d'ordre minimum qui soit apolaire à f.
Quant à la forme s, elle peut être déterminée d'une infinité de manières;
malgré cela, le système linéaire

^r h^,

où K1^ désigne une forme arbitraire d'ordre l — k et \ une constante
arbitraire, reste toujours le même.

Dans l'un et dans l'autre de ces deux cas {/c^t), les formes comprises
dans l'expression

^k -t r -- ^'~l~'ts ( m ̂  m — t ̂  k )

( ' i ) Pour la commodité des notations je me servirai partout, par la suite, des notations
symboliques, comme elles ont été mises en usage par MM. Clebsch etGordan. Le lecteur qui
voudrait se familiariser avec ces notations, dont nous ne ferons, du reste, ici que des appli-
cations élémentaires, pourrait consulter l'Ouvrage de Clebsch : Théorie der hinàren alge-
bmischen Formen (Leipzig, 1872), ou encore le premier Volume de la Géométrie^ même
auteur, publiée par M. Lindemann (traduction française par M. Benoist; Paris, 1879).
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{où les/ormes p et a sont arbitraires} constituent les seules formes d'ordre
m —4 qui soient apolaîres à /.

Les formes r et s, déterminées d'après ce qui précède, peuvent être deux
formes quelconques de leurs ordres respectifs, astreintes seulement à la

condition de n avoir aucun facteur linéaire en commun. Il se trowe, en
effet, quen partant de deux formes r^ çt 4 arbitraires et n admettant
aucun facteur linéaire en commun, on peut toujours déterminer d'une
manière unique la forme f= a^{m =k+l— 2), de manière quon ait

(ar^a^-^o, {as^ a^1-1 = o.

C'est'à ces propriétés qu'est due la re la t ion qui existe entre la théorie
de l 'é l iminat ion et la théorie des formes apolaires.

Enfin, dans la troisième Partie (§§V11I-IX), nous nous occupons
exclus ivement de la théorie de l 'élimination, pour le cas de deux
formes binaires r== /^ et s = s\, {k^lY

Les développements de cette Partie sont fondés sur la considération
de la forme

0^1 (^ï>-1, X\ . . ., oc^l-i)

symétrique et d'ordre i- i par rapport aux / c + / ~ ^ - h a séries de
variables binaires ̂ , x\ . . . , x^1-1}, dont l 'évanouissement, pour
quelque système de valeurs des x^\ x\ ..., ̂ +^', constitue la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu^une forme comprise dans l'ex-
pression

^•--P^ ( o < i ^ / ^ l )

soit divisible par la forme {xx1^ ) {xx1}... [xx^4^}, où
{ X X ^ ' ' ) = X^Xj^——«^2^/1.

La grande importance des formes coo, r ^ , , . . . , c^ (dont la première
coïncide avec le résultant des deux formes r et s), pour la théorie de
l 'é l iminat ion , t ient à cette circonstance, que l'évanouissement iden-
tique de la forme û),^ fournit l 'ensemble des relations (fondamentales)
qui doivent avoir l ieu, entre les coefficients des deux formes r et s,
pour que ces deux formes admettent i facteurs linéaires en commun.

Parmi les résultats obtenus par la considération des formes co,^, je
citerai ici les suivants :

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires
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en commun {c'est-à-dire pour que Von ait o>^ == o), il faut et il suffit que
la forme

R/_i(^)=a),_i(^,^ . . . ,^),

qui est d'ordre [i — î)[k+ l — 2Î+ 2) par rapport à ce, soit [identique-
ment} nulle y quelque soit x.

En désignant maintenant par y une valeur donnée de x, choisie de
manière qu'on n'ait pas à la fois r(j)==o et s{y]==^o, on aura ces
propositions ;

Dans le cas où R;_i = o, R^o, le plus grand commun diviseur des
deux formes^r et s est une forme p^x^, d'ordre i, telle que

^K^ 7?y? • •',j) ̂  \p(^)?

\ désignant une constante différente de zéro.
Pour que les deux/ormes r et s admettent if acteurs linéaires en commun,

il faut et il suffit qu'on au

RO=WQ=O, R i (y )=o , . . . , R^i(j)=:o.

Si Von veut, de plus, que les deux/ormes r et s n'admettent pas plus de
i facteurs linéaires en commun, il faut ajouter, aux i relations précédentes,
l'inégalité^ y^o.

Pour que les deux formes r et s admettent, comme plus grand commun
diviseur, une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme, d'ordre i — i
par rapport à x,

a),_i(^y,y,...,j)

soit nulle, quel que soit x^ pourvu quon ait, en même temps, R;( y) ̂  o.

Cette dernière proposition est d 'autant plus remarquable que Féva-
nouissement de la forme û)^(;r,y,y, ... ,y), quel que soitx, ne peut
fournir aucune indication sur le nombre des facteurs linéaires que les
deux formes r et s peuvent avoir en commun, dans le cas où l'on aurait
R^.(y) == o (voirie n° 4-6).
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I.

Propriétés relatives au cas où /c+i formes binaires f==-a^ ( m ^ / c )
sont liées entre elles par quelque relation linéaire.

1. S o i e n t À - 4 - ï formes binaires d'ordre m[^/c)
f _ /yW. -— v / w \ /y^ ^m-j ^3 / , — /^ y 7.\
J i — <^te — -1\ j ) ^j vc }. tL à ^ " — °5 ^ î * • - 5 A - ; •

C'est uae proposition élémentaire que si ces formes sont liées entre
elles par quelque relation linéaire

Vo+>-i/i-4-.--+>-/^=0.

tous les déterminants (d 'ordre ^ + i ) du système

(i)

Û.Q , <2^ , . . . , ^fn'ï

r/1 /y1 /y1
U[>,1 <•<•<, * . . 5 M-/,, }

an, a.

doivent être nuls, et réciproquement .
Il importe de remarquer que les diverses équat ions qui expriment

l 'évanouissement des (/^1) déterminants d'ordre k+ï du système
précédent peuvent être condensées en une seule, celle qui exprime
l'évanouissement (identique) de la forme

(A)

/o(^°) /o(^) -. /o(^')

/l(^°) /l(^) ... /i(^)

A(^°) A(^) ... A(^)
quelles que soient les valeurs attribuées aux variables

^°, .Z'1, . . . , ^•/i'.

Et d'abord il est clair que, lorsque les k -+-1 formes^- sont liées
entre elles par quelque relation linéaire, la forme précédente (A) est
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i den t iquemen t nulle. Il s'agit donc d'établir que, réciproquement ,
l 'évanouissement , ident ique de la forme (A) condui t précisément aux
(ï-^11) équat ions qui expr iment l 'évanouissement de tous les détermi-
nanLs du système (i) .

Pour cela, remarquons que, d'après un théorème dû à Binet et à
Cauchy, la forme (A) doi t être égale à la somme des p r o d u i t s des dé-
terminants du système (i) par les déterminants correspondants du
système

^.m ( m\ ^m.~\ .y.
—'0 1 ? \ l / '"o 1 — 0 2 ?
,y,/n / m \ /y.w—1 A,

11? \ 1. / 11 "'12?

.27,
,-. fn

1 -2?(^)
,y.W / m\ ,v,fll -1 y,""/n 3 \ i y^ 'A- i -2 À-23

Or, il est clair que les divers dé te rminan ts de ce dernier système sont
des formes l inéa i rement indépendantes entre elles, ce qui rev ien t à
di re qu ' une combinaison l inéai re SL^i des dé te rminan t s X^ de ce sys-
tème ne peut être iden t iquement n u l l e que dans le cas ou tous les
coefficients L^ sont nu l s . On voit par là comment l 'évanouissement
i d e n t i q u e de la forme (A) a pour conséquence l 'évanouissement de
tous les dé t e rminan t s du système ( x ) .

2. A côté de la forme (A) se place encore une autre forme, conte-
nant m -"-k séries de variables x^, x^2, .. ., ^m, et qui , à l 'exemple
d e l à forme (A) , ne peut être ident iquement nul le qu'aussitôt que les
dé te rminan t s du système ( i ) sont tous nuls.

Cette seconde forme est la suivante :

(B)

<
<

^
/.+i
u

t/n
-'{>

«î
a\

a'{

vr
^

... <

• • • <

a'm
Ï/f+l
^/n

^nt... ^ ^

où nous avons posé, pour abréger,
Î . Î . --(—ïyûc'^x^-1 ( ^ - — - / c 4 - I , Â n + 2 , . .., m; /== o, i, m).
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Comme cette forme est égale à la somme des prodaits des détermi-
nants du système ( ï ) par les déterminants complémentaires du système

(3)

où

tÂ'-H tk+l SÀ-H
"'0 ? "'1 5 • " * ? ~'f)t î

• • • 7 ... 5 . . . y .. . l

t fît S //; £ //?
Çy 5 c?! ? . . . , '•s/^,

^(~I)^^,

on voit que, pour passer de la forme (A) à la forme (B), il suffit de
considérer l'expression ( u n i q u e ) de (A) en fonction l inéaire des déter-
minants du système (2) et d'y remplacer, au l ieu des déterminants du
système (2), les déterminants complémentaires du système (3).

3. Au l ieu de la forme (A), qui est alternée et d'ordre m par rap-
port aux x°, x\ ..., xh^ on peut aussi considérer la forme, symétrique
et d'ordre m — îc par rapport aux x°, x\ ..., ̂ k, qu'on obtient en di-
visant (A) par la fonction alternée

Â-(Â--M)

A(^o,^1 , .. .,^)==(—i) 2 (^^)(^^)_.(^-ï^)

/y>'l"—1 /y»"-'01 ^'02^ O î^t
Â'(A--M) /,

^ll ''̂ 11 ^IZ • • • -^12

^1 .^ll1.^ ... Xj^

Cette nouvel le forme, nous la représenterons par

S±:/o(^o)/,(.^)..,^(^)
<Ï>(;2;°, X1, . . .,Xk}T==.(G)

A(^°, .y;1, . . ., ^A>)

C'est un fait connu ( 1 ) que, si Von représente par

la forme
À=-S(^1)/^^^+1"-^^

( xx^ ) ( xoc^ ). . . ( .a?^ ),

( 1 ) Voir le Mémoire de M. GOKDAN : Ucber den grôsstcn gemeins amen Factor [Math.
Anmiîen,^. VII,p. 43â"448, 1874).
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les quotients des divers déterminants du système
33-

( ^ ' )

-y m .y,w- i /y, nt.
" 0 1 f w 0 1 ^02? * " • > ^o 2 »
y/M /y,W——l /y, ,̂

^ 1 l î •^ i l *^l2» • • • •» •^12»

y m ^m—i y. fn,
^'•Â-I» ^Â-I '^A-a? - • • y •^•a»

par la fonction alternée
A(^o^i^ ...^^)

sont égaux aux déterminants complémentaires du système à m
lonnes

^o, (T)^ (T)^, ..., o,
^ ^ (T)^ - . . , o,

. . ., ÀA-M -

De là il suit que l'expression entière de la forme (C) est

ï C O -

<P(,xo, x\ . . ., x^) :

^
a\

^
h,
0

0

(
(
(
(*î1

A,

m
ï

?ti
l

W\^yk
ï }a\

0

}a\
)a\

)A>

/ZA.-H

... <

aîn

' • • aîn

... 0

... 0

4. D'une manière analogue, on peut considérer, au liea de la fcœme
alternée (B) , la forme symétrique et d'ordre k -+- r par rapport à cha-
cune des m — k séries de variables ^4"1, .x^2, ..., xm

( ï > )
y - j - . - yO/y l /yASA'+l tm0 ('^/i--+-l y /».•+- 2 ^?/z.\ ^^ *-» — M-o 0^ . .. a^ q/^^ . . . ç^

? ' ' ' " " ' ' ~ A(^+-1, ^+2^ _ ^ ^/») ^

qu'on obtient en divisant la forme (B) par la fonction alternée
(m— k) i m — h — l }

\ / y./t 'T-l y./»•-(--2 -y» / /A___ / , \~
A ^ .2 , ,Ï. , . . . , J^ ) ——— (̂  ——— I ) ^/c+-l ^fr4-2 ) ( ̂ -/.•+.l ^Â.+-3 ̂  ̂  ( ̂ ,« „ ï ̂ n

Ann. de l'Éc. Normale, 3e Série, Tome I. — OCTOBRE 1884. 43
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Voici maintenant comment on peut obtenir l'expression entière de
la forme (D).

Supposons qu'on ait remplacé, dans l'expression de la forme (B) , les
coefficients a1, des formes^-

/O? fi9 • ' ' 9 fk

par les coefficients correspondants (— ^^L^ 1/ d^s formes (<r<y')7" :

xx^Y\ (o?^1)'", ..., (.r^V".

On obtient ainsi une expression qui est égale à

(^.•x-1) (.r0^2).. .(,yw-~lA/•w) = (-- i) 2 A(^°, ,r1, .. ., x1^ x1^, . . ., ̂ w).

Pour arriver maintenant à l'expression de la forme (B), par le moyen
des symboles a^,, a^ des formes

/',-== a%= (ûî/i^i -h- ai^^y11,

il suffit évidemment de remplacer, dans l'expression

(a?0^1) (^°^2). . .(^//l-1^^),

les variables oc^, x^ (;= o, i, , , . , A ) par les symboles — a ^ a n '
De cette manière on trouve

y - 4 - ^ 0 ^ 1 /y71"?7^. ^^^ -L: a^ a^. .. a/c ç^,^ . . . ç^

' ^Op+t) - , , ! ! ( = k

=:(—i) 2 ^(^0^1?. •., ̂ )Q^^*-'^^"-. ..a^»,À(^/-+î,^7<•+2, . . .,,z^),
; == o 1 1 ' ' 1 1 1 ' !1

étant posé
/C ( A- 4-1 )

A(ao,ai , . . . ,^)==(—i) 2 (a^a^ (a^a^}... (a/,_ia/,),
( a^- a,) =- ât/i 0^2 — CL(-Î a^ .

L'expression cherchée, de la forme (D), est donc

. ̂ (.r./^1.,^4"-^ .1 ' .., '1^^1) " ' ' 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : ' , ^ 1 1 1 : 1 1 1 ' 1 ^ 1 ' 1 1 1 '
/ ï y s 1 î̂ JLLi ^^

j = (— i ; ï À ( ffo > ai, ..., a/, ) jTj <a^^ i a^^î.. . a^' •
1 / = o
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II importe de remarquer qu'en posant

d^^- (xx^} {xx^^^x'x^

et ! 1 1 - " ! ! • 1 1 . • • 1 ! ! ^ ; , ^ ! 1 " 1 ' ' 1 - 1 1 1 ! • 1 . ! 1 1 1 ;

(da^^a^-^ cti^ a^^...a^a^==S(^)A}^-^<

on a

A " A O A OAQ A^ ... A À-
A 1 A l A I m ( w -4- î i À- ( A - + - 1 )
^0 A^ • • • AA =(--ï)——2——+ 2 ^(X^^X^,.^,^).

A Â - A Â - A ^A y A^ . . . t\k i . .

5. Comme les déterminants du système (2) sont des formes linéaire-
ment indépendantes entre elles, il faut bien que les (^) formes,
symétriques et d'ordre m —k par rapport aux x\ x^ . . . , ̂ \ qu'on
obtient en divisant ces déterminants par

A(^,^S ...,^).

soient aussi des formes l inéairement indépendantes entre elles.
Or on sait que toute fonction symétrique et d'ordre m — À> o par

rapporta ^4-1 variables^* ̂  ••- ^(non homogènes) peut être com-
posée linéairement, et cela d'une seule manière, au moyen de (^)
fonctions symétriques élémentaires de la forme

S^".^1.. .4S (^ ̂  • • •. ̂ ^m- /Q.

De la on déduit aisément que, si Ton considère l'expression de la
forme (C) en fonction linéaire des formes symétriques élémentaires

s^^^0^^^"1--^^^

correspondantes, les coefficients de cette expression seront des combi-
naisons linéaires, linéairement indépendantes entre elles, des détermi-
nants du système (2). p /r\\

Des propriétés analogues subsistent, évidemment, pour la forme ( D ) <
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I I ,

Systèmes linéaires de formes binaires. — Formes involutrves.

6. Lorsque k 4-1 formes binaires, d'ordre w(m^),

/O? /l? • • • ? J/O

sont linéairement indépendantes entre elles, on dit que les formes
comprises dans l'expression
(4) Wo-+-x!/i-î ...+-x/,,//,,
où les > v o » ^» • • - > ^/r désignent des paramètres arbitraires, const i tuent
un système linéaire à k paramètres. Celles des formes d 'un tel système,
qui ne diffèrent en t re elles que par un facteur constant , sont considérées
comme coïncidentes , c'est-à-dire comme cons t i t uan t un même i n d i v i d u
du système linéaire. Dans les cas où k = i et k ==-• 2, le système l inéa i r e
est désigné sous les noms de faisceau et de reseau.

A la notion d 'un système l inéaire de formes binaires, tel que ( 4 ) »
correspond une notion géométrique également importante- Ains i , lors-
qu'on considère les groupes de points (ou autres éléments) représentés
sur une droite (une courbe rat ionnelle , etc.) par les diverses formes
binaires d'ordre m appartenant à un système, binaire à kÇ^m} para-
mètres, on oblient un système k fois infini de groupes de m points ,
auque l on a donné le nom à'iwolution du, m11'"16 ordre et du /£lèmerang{iy

Pour obtenir la condition, pour qu'une forme du système linéaire (4)
soit divisible par

( XX^ ) ( ÛGX1 ) . . . ( XX Al ),

i l suffit, év idemment , d'égaler à zéro le déterminant qu 'on obtient en
él iminant les paramètres À(, , ).,, . . . , )^, a ins i que les m — k coefficients

( 1 ) Ces involutions ont été considérées, pour lo cas où / c < ï , par Ponceiet (dans la
2e édition de son Trait e ' d e s propriétés projectiles des figurer., a'1 volume, p. 2,35"%67,
1866 ), Baltaglini [S ulle for/ne binarifi di grade qluilunqiie ( Mémo fie delî'Accad. ai Nnpolt,
1867)], Cayley et autres auteurs. Dans ces derniers temps, elles ont fait l'objet de nom-
breuses recherches géométriques par MM. Emile Weyr, Le Paige, Franz Meyer, etc., sans par-
ler des travaux algébriques qu'on peut. y rattacher également et que nous aurons roccasion
de citer par la suite.
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de la forme y(^) d'ordre w — k— i, entre les m + i relations aux-
quelles conduit l'évanouissement identique de la forme

Wo-î- ^i/i-4-. • •-+- W^+ (^°) (^l). . .(^l/l) tp (^ ) .

Ainsi, en représentant la forme

(^^°) (.z^1). . .(.r^)
par

=:/4^

on da

a?
a;

^/t'^0

^0 (

0

0

=2(/y)/^^
déterminant

(T)aî . . .
(T)^ ...

(ï)^' • • •
^•)/<, ...

Ao

0 ...

^+i~y'y/i tx a î

en que

<
a^

<
0

0

^Â-l-1

'

é tan t posé
/•.^sC'1)^^-/^^.

Du reste, nous savons que l'expression précédente est égale à la forme
2±:./o(;B»)/,(a'>)..,/,.(,^)

(f) ( r'O y.l ,y>/r '
* \'L 9 lx ? • • " > •A- , A(^,^^ ...,^)

que nous avons déjà eu à considérer au n° 3, forme qui ne saura i l éire
identiquement nulle (quelles que soient les x\ x\..., a^) tant que les
formesy^,/,, ... ,y/,sont linéairement indépendantes enire elles.

Toute forme symétrique analogue à la forme (C) peut être appe lée
forme symétrique involutive, comme correspondant à un système l inéaire
à k paramètres et déf in issant , par conséquent, une i n v o l u t i o n du m^^
o r d re e t d u ^lttme rang.

De même, on peut appelerforme alternée involutive tou te forme alter-
née analogue à la forme

(A) ^±f,Wf^)^.f^Y

Un système linéaire à k paramètres, tel que (4) , est complè t emen t



342 C. STÉPHANOS,

déterminé lorsqu'on donne les rapports mutue ls des déterïïîinâûts du
système

(i) '

a^ aï, . .., a^
a^ a}, . .., <,,

^r 0 ' ^ 1 î • • - î ^//i »

puisque les formes involutives (A) et (C) correspondantes sont alors
complètement déterminées [voirn^ 1 et 5).

Les rapports mutuels des déterminants du système (i) ne changent
pas lorsqu'on remplace les formes^ par d'autres formes, l inéairement
indépendantes entre elles, contenues dans le système (4)- De là il suit-
qu'un pareil système linéaire est susceptible d'un nombre (^+i)(m—/c)
fois infini de déterminat ions.

7. Comme les dé terminants d 'un système à m lignes et a 772 4- i co-
ionnes sont,, en général , indépendants les uns des autres, il se trouve
que toute forme alternée et d'ordre m (de même que toute forme
symétrique et du premier ordre), par rapport à m séries de variables
binaires, est involutive par rapport à toutes ces séries de variables,

Par contre, pour qu'une forme alternée et d'ordre m (ou une forme
symétrique et d'ordre m — k ^> r) , par rapport à k + i <^ m séries de va-
riables x ^ , x ' , ..., œ\ soit involutive par rapport à ces variables, il faut
que ses (7n I ) coefficients satisfassent à un grand nombre de rela-
tions correspondant aux relations qui existent entre les déterminants
du système ( i ) » ^ , ,." . 1'1 : . .

Ainsi, par exemple, pour qu'une forme

cp(.r,y) ==--cp(j,^),

alternée par rapport à deur séries de variables binaires ' x et y, soit
involut ive , c'est-à-dire de la forme

\A(^)/i(y)-^(y)/i(^),
il faut et il suffit <jue la forme

?(j^) ?(^ t) •+• <p(^ ̂ ) ?(.r, 0 -^(^) ïO) 0
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soit ident iquement nulle, quelles que soient les valeurs de sc,y,z, ï^}.
Une forme symétrique et involutive par rapport à k 4- i séries de

variables x\ x^ ..., x^ jouit de cette propriété qu'elle est aussi invo-
lutive par rapport à A'4- i quelconques de ces k 4-1 séries de variables.

Ainsi, en supposant que la forme involutive symétrique
<ï>( .7.0 y>l ^k\

^ , Jb , . . . , .ï )

soit relative au système linéaire (4), la forme involu t ive
- . . • : to(A'°, ̂ \ . . ., ̂ <) == <^(^o, x1, . . ., ̂ ',j^,y^-2, . , . , j À - ) - '

sera relative au système linéaire composé par celles des formes du
système ( 4 ) qui sont divisibles par

(^^^(^r7^2)..^^-).

Cette forme involutive y(^°, x\..., ̂ 7) peut quelquefois devenir
identiquement nulle par un choix convenable des paramètres j^, .
y*; dans ce cas, les formes du système (4) qui sont divisibles par

{xy^){xy^}...{xy^

forment un système linéaire à plus de V paramètres ( f ).
Réciproquement, on peut démontrer que, toutes les fois qu une forme,

symétrique par rapport à k +• i séries devariables binaires a;0, x{ \ .. ;, ^A,
est involutive par rapport à un certain nombre ^'4- i {K^>Q\ de ces
k 4- i séries de variables, elle doit être aussi iwolutive par rapport à U en-
semble de ces k 4- î séries de variables x°, x\ ..., ^/c.

Il s'ensuit de là que :
Pour qu une forme, symétrique par rapport à k 4- î séries de variables

( 1 ) Voir, pour la démonstration de cette propriété, notre Mémoire sur les faisceaux //<?
formes binaires ayant une même jacobienne, p. 29 (Recueil des Mémoires des savants
étrangers^ t. XXViï,,n°' 77 î8«3). 1 , - 1 1 l i l 1 1 1 1 - 1 • 1 ' • 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 . 1 . 1 . '- : 1 1 : . 1 1 1 1 1 , 1 1 - :' 1 . 1 ;

(2 ) Les valeurs dej^'-4-1, yk'+î^ ... ,j^ pour lesquelles cette circonstance a lieu sont celles
qui annulent tous les déterminants du système :

/oLr^1) /if^-1) ... My^}

M^} AW -• W)



344 C. STÉPHANOS.

binaires, soit involutive par rapport à toutes ces séries de variables, il faut
et il suffît quelle soit iwolutive par rapport à deux de ces séries de varia-
bles arbitrairement choisies.

8. De même que les formes ( A ) et (C), les formes (B) et ( D ) , consi-
dérées aux n08 2 et î, sont involutives par rapport aux m — k séries
de variables

_yÂ'-H ,y/t,'4-2 ^H

q u i y e n i r e n t . Le système linéaire auquel se rappor ten t ces deux formes
est celui que l'on appelle conjugué du système linéaire (4)? auque l se
rapportent les formes (A) et (C) .

Deux formes binaires
f==. ̂ -= ̂ ^t)a^^-•/^{ et g- == b^==- ̂ {^bjx^x^

sont appelées conjuguées (d'après M. Rosanes) lorsque leur invariant
s imultané

(f^)m=- {abY1^ S(- iy(7)ay^
est n u l .

Si m formes binaires d'ordre m

é^lî Sîf ' * " • ? éTw3»

conjuguées à la formel sont linéairement indépendantes entre elles,
toute forme g== g^, conjuguée à /*, sera comprise dans le système
linéaire

Ai^-i -4- ?.2^ •+-... -4- ^nig'm'

De même, étant donné un système linéaire à k paramètres
Vo+Vi+—^W/^

les formes d'ordre m conjuguées aux formes de ce système donnent un
autre système, à m — k — i paramètres,

( 5 ) ^/M-i ë'k+1 -+- ^Â-+-â^4-2 4- ... 4- ̂ m§m'

C'est ce second système linéaire qu'on appelle conjugué du premier ( 1 ) .
Puisque les m— k formes ̂ ,, ..., gm correspondent à m — k so~

( 1 ) Dans son Mémoire cité plus haut, M. Battaglini avait déjà considéré la notion des
îm'oliitions coniuguéeSj qu'il appelle involutions associées.
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lut ions linéairement indépendantes des k + ï équat ions linéaires

(,/0. g}m-=1 0, (,/i, g')m^ 0, . . . , (//., ̂ )/«=0,

il faut bien, d'après un théorème énoncé d'abord par" Grassmann el
retrouvé depuis par divers géomètres (Clebsch, Brill, d 'Ovid io) , que
les déterminants , du système

b^1 f m\ îJc+i /_ .un f/<-\
' \ï ) " f i i - T 1 • • • ' '. * ' • •

(6)
;./« / w \ f^it /.,,„ . \ ni J ^ i ) :^^^ _-, ^ ^ j ^^^ j , . . . , [ l l / / ; )

soient proportionnels aux déterminants complémentaires du sys-
tème ( ï ) ,

Ce fait peut servir à démontrer que la forme involul ive
S ± s',^ ( ,̂ 1 ) g^ ( .T^ ). . . ^/// ( ,r- ),

relative au système linéaire (5), conjugué du système linéaire (4).
coïncide, à un facteur numérique près, avec la forme alternée (B) con-
sidérée au n° 2.

Pour cela, il suffit de remarquer que la forme involut ive

s±g'^(^-}-l)S•^('r^)•• •^(rz>///)

est égale à la somme des produits des déterminants du système ( 6 )
par les déterminants.correspondants du système (3).

Il est, de même, aisé d'établir directement que la forme
m ( m 4- 1 i ^ ( A- + 1 )

(D) ^(^+1, •^+^ • . .^w) ̂  ( — ï ) 2 : ' h ~ s ± ̂ 1 • • • A^

considérée au n° A, coïncide avec la forme involutive symétrique rela-
tive au système linéaire (5), conjugué du système (4) .

Pour cela, supposons qu'une forme conjuguée aux formes du sys-
tème linéaire (4) soit divisible par

, ^^•^(.-y.r^-^C.y.r^2)1. . .{..M1^),

et soit g == c^d^ cette forme. Nous aurons ainsi les k 4- i relations

o === {fi, g),n = (0,0)^0^}^==: (- 1)^(0,c^a^ ^a,^...,-.,.. . . a,^,
(^==o,r, .... A-).

Aun. de l'Éc. Normaie. 3e Série. Tome I. — OCTOBRE 1884. 44
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Pour obtenir la condition pour qu'une des formes conjuguées aux
formes du système linéaire (4) soit divisible par ̂ "/f, on aura évidem-
ment à éliminer les k -+- i coefficients de la forme c^ entre les k 4- i
relations précédentes. Or il est a remarquer que le résultat de cette
élimination est, à un facteur n u m é r i q u e près, égal au déterminant

(du n° 4-), et par conséquent proportionnel à la forme (D). Cette forme
(D) est donc la forme involutive symétrique relative au système li-
néaire (5), conjugué du système (4) ( ' ) .

9. Dans le cas O Ù À = = W , la forme involut ive (D), de même que la
forme involu t ive (C) , se rédui t , à an facteur numérique près, au déter-
m i n a n t

v -4-» ^o /yl /-.w^ — a y a^ . . . a^.

Par contre, dans le cas où A:==o, la forme involutive (C) peut être
supposée égale à

/(^)=:a^,

de sorte que la forme ( D ) correspondante sera
ni ( m 4- 1 )

(—- I.) '" ^.z-i^.ra . . . ̂ ;-«.

On remarquera que celte dernière expression est, au signe près,
égale à ce que devient l ' invar iant (/,^= (a^ des deux formes
/=--= a^. et g = b'^ lorsqu'on suppose

^^(.zw1)^.^2) . . . ( ^ x " 1 ) .

(r) On démontrerait, de même, qi-ie la condition nécessaire et suffisante pour que les
formes du système (ô) divisibles par^-"^ {xjc^^ ) (.r.^•/-+-2 ^ . . .(.r^w)^ on ̂  ^> /^ forment
un système linéaire à plus de /-/ — A- •—• T paramètres, consiste dans l'évanouissement de tous
les dé te rminan t sdLl système

BO ni) Y,(>
0 F 1 ... lî^ ,

B; B; ... B^, ,

-' • - 1 —— ^ . . - ̂  Bf . . . B^
étant suppose que l'on ait

( _ i ) m.~k'^^ d}m^'n^ ̂  2 (^ ) B)^'"<^.
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10. Les deux formes involutives ( A ) et (B) jouen t un rôle impor tan t
dans la théorie des combinants des k -r- x formes

M^-^a^ . (^=0,1, . . . , /Q,

c'est-à-dire de ceux des invariants et covariants de ces formes qui se
reproduisent mult ipl iés par une puissance du déterminant

V —— -\ 0 ''1 1 ^ kJL=E: ÀQ/^ . . .̂ .,

lorsqu'on remplace les formes^- par des combinaisons linéaires

^./o+^/i+--.+4A
de ces mêmes k 4- i formes.

D'après un théorème dû à M. Gordan [Ueber Combinanten [Math.
Annalen, t. V, p. 116, 1872)], les covariants et invâriantsde la forme (A)
fournissent tous les combinants des k -h i formes^. D'autre part , de
récentes recherches on t conduit à cette remarque importante que la
même propriété appar t ien t aussi à la forme (B). Ainsi donc :

Deux formes imoluUves relatives à deux systèmes linéaires conjugués
doivent admettre les mêmes covariants et invariants^ ce qu'on peut aussi
exprimer en disant que deuoc systèmes linéaires de formes binaires^ con-
jugués entre eux, admettent les mêmes covariants et invariants ( ' ).

Le fait que deux formes invo lu t ivcs , telles que (A) ol (B), relatives à
deux systèmes linéaires conjugués, constituent chacune un covariant
de l 'autre, résulte assurément de ce que les formes de chacun de deux
systèmes linéaires conjugués sont liées aux formes clé l 'autre par des
relations invar iantes . Pourtant , on peut encore trouver un autre motif
de ce fait, et qui tient à la manière dont on peut passer (diaprés le n°2)
de la forme (A) à la forme ( B ) . Il se trouve, en effet, que si, en partant

( l ) Ces théorèmes, que j'ai toujours considérés comme étant évidents a priori (de même
que leurs généralisations relatives à des formes à plus de deux variables), se trouvent dûment
exposés et utilisés dans mon Mémoire déjà cité -5///' les faisceaux de formes binaires ayant
une même jdcobleniïc^ Mémoire qui avait été présenté à l'Académie des Sciences de Paris dans
la séance du 10 décembre 1881. «Pourtant c'est seulement dans le Rapport de M. Jordan
( Compter rendue t. XCIV, mai i88a) qu'il en est fait mention pour la première fois. Voir
aussi M. BRÏLL : Ueber binàrcn Formcn iwd die Gleicfnwg sechsteu Grades {M/ith. An-
nalen^ t. XX, p. 33o-336; i88â). FRANZ MEYKR, Apolaritàt imd ratioîwle Cuïven (Tlibin-
gen, i883);.
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d'une forme alternée quelconque, d'ordre m^k) par rapport à k 4- i sé-
ries de variables binaires xQ, ̂ J, ..., x^et qui soit exprimée en fonction li-
néaire des déterminants du système (.2 ) [ce qui est toujours possible d'une
seule manière}, on y remplace, au lieu des déterminants du système (2),
les déterminants complémentaires du système (3), on obtient une nouvelle
forme, alternée et d'ordre m par rapport aux m -- k séries de variables
binaires a/'"', ^•/(t-2, ..., ,vw, laquelle constitue un cowriant de la pré'

III.

Sur les déterminants fonctionnels.

1!. Parmi les formes/==a^' d 'un système linéaire à k paramètres

w ^o/o+Âiyi-i...+^A,
il y en a seulement ( A + ï ) { m - k} qui admettent comme facteur la
puissance {k + i)1^10 d 'une expression linéaire {xy}. Les valeurs de j
auxquelles correspondent de parei ls facteurs sont précisément ceux qui
annulen t le déterminant fonct ionnel

(F°) v-h^ f}/^, à'-ff,
àx^ (tef-i à^ ' ' ' àx^

des k + ï formes/-.
La forme (E°) doi t , d'après cela, être proport ionnel le à la forme

Q(,r, x, . . . , ,z^ qu'on obt ient en fa isant x^ == ̂  = = . . . = = ^ = x dans
la forme involut ive symé i r ique (C), r e l a t ive au système linéaire consi-
déré (4) . D'antre par t , i l est aisé de voir que l'expression symbolique
de la forme (E°) est, à un facteur numér ique près,

(E) A(^u, ̂ i, .... a^e^a^.. . < .̂

( l ' ) L'a considération de deux formes alternées, déduites l'une de Fautrô d'après ce procédé,
est d'une grande importance pour la théorie des formes binaires (entre autres, elle conduit
à de nouveaux aperçus sur la loi de réciprocité de M. Hermite). Dans une occasion pro-
chaine nous espérons publier relativement à ce sujet un petit travail Sw la théorie des
'fermes complément cures.
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D'une manière analogue, le déterminant fonctionnel
/}//^—/l,<--l „ , ^fii-^-l o , /SW-A-—1 o.< - u i \ v „,- °____ô^'-i-l. ^_____.S^M-a ^ </___ S m

^ ~~ O^^-^-l ~ ()^.m-/.-î g^^ " ' " ^^/«'-/.--i

relatif au système l inéai re
( ^ ) A /^ ^'/,4-i -4- À/,,^^ ,^•4-2 -f- . . . 4- A ̂  ̂ ,

conjugué du système linéaire (4), ne s'annule que pour celles des va-
leurs y de x auxquelles correspondent des formes [xyY^ entrant en
facteur dans quelque forme du système (5). La forme (E1) doit donc
être proportionnelle au résul ta t Q![x,x^ ...,.r), qu'on obtient en fai-
sant ̂ A+1 = ^/f+2 = = . . . = = ^m == x dans la forme involutive (D), relative
au système linéaire (5), c'esl-a-dire qu'elle doit être proportionnelle à
la forme (E) précédente.

On voit, d'après cela, que deunc systèmes linéaires de formes binaires,
conjugués entre eux, doivent admettre les mêmes déterminants fonction-
nels. On a ainsi l 'exemple le plus simple de ce fait que deux pareils
systèmes linéaires admettent les mêmes covariants (n°10).

Dans son Mémoire déjà cité [Math. Annalen^ t. XX), M. Brill a fait
voir que le discriminant du déterminant fonctionnel (E ) se décompose
en deux fadeurs entiers, lesquels sont respectivement d'ordres

À' ( m — A' -r-1 ) et ( fît — A" — l ) ( À' -4- 2 )

par rapport aux divers déterminants du système ( i ) ( 1 ) . Il est à remar-
quer que l 'évanouissement du premier de ces facteurs constitue la
condit ion nécessaire et suffisante pour qu'il existe dans le système
linéaire (4 ) une forme admettant un facteur l inéaire [m— /c-+-1)111"16,
tandis que l'évanouissement du second facteur constitue la condition
nécessaire et suffisante pour que, parmi les formes du système con-
jugué , il y en ait une admettant un facteur l inéaire (/^4- a)01^ [voir
n° 15).

( l ) Le cas où k -"= r avait déjà été considéré par SALMON (ïligher Algèbre^ 3e édition,
n° 480). — Dans une Note Sur le système complet des combinants de deux formes binaires
biquadnitiques [Comptes rendus, t. XCVll, p. '27, t883 ) nous avons donné (pour le cas où
k == i, m -= 4) l'expression des deux facteurs du discriminant de la jacobienne (^)^J^Jt?
en fonction entière des invariants (combinants) du faisceau \a^, 4- [J'b^.
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On doit aussi à M. Bri l l une démonstration de ce fait que le déter-
minant fonctionnel (E) d'un système, tel que ( 4 ) ? peut coïncider avec
toute forme binaire d'ordre [k -4- i) {m — K).

là. Donner (à un facteur constant près) le déterminant f o n c t i o n n e l
d'un système linéaire, tel que ( 4 ) ? revient évidemment à donner
{k -+- t ) ( w — k) relations linéaires et homogènes ent re les ( , x ) dé-
terminants du système ( i ) , déterminants que j 'appellerai , pour abréger,
coordonnées du système linéaire (4). Aussi le problème de la détermi-
nation d u nombre des systèmes linéaires d 'ordre m et à k paramètres
(ou bien des systèmes l inéaires d'ordre 772 et à //z — /: — i paramètres)
qui admettent un déterminant fonct ionnel donné est identique au fond
avec le problème de la déterminat ion de Vordre

N ( /• -h T , in — /»• ) == N ( m -— /•, k •+- î )

du système d'équations par lesquelles sont liés entre eux les détermi-
nants du système ( i ) , ou bien ceux du système (6), problème qui est
d 'une importance capitale pour la Géométrie d 'un espace à m dimen-
sions ( A y

On voi t , d'après cela, que le nombre N ( A 4- î , m — k) représente, non
seulement le nombre des systèmes linéaires, tels que ( 4 ) » dont le déter-
minant f o n c t i o n n e l serait une forme donnée d'ordre (À--h i ) ( w — /-),
mais, aussi, le nombre des systèmes linéaires, "tels que ( 4 ) ? dont les
coordonnées satisferaient à [k -+- ? ) Cm — k) équat ions linéaires arbi-
traires, ou, en d'autres termes, le nombre des formes involutives

< î > ( ^ 0 , ^ 1 , . . .,.z^),

( 1 ) L'examen du cas où m =4, /*' == ï (ou /*• ==; a), et où N(a,3) == N(3,a) =^ 5, nous a
conduit à de nombreux résultais, communiqués à l'Académie des Sciences de Paris dans les
séances des 17 et 2,4 octobre 1881 [Sur une co///îg((r/Hion rcDîarqunbfe (le quinze cercles et
sur les congruenccs linéaires de cercles dems V espace ( Coinp tes 7'e/îclus, t. XCIII, p. 578
et 633)]. Quant à J'élude détaillée des faisceaux (et des réseaux) de formes biquadratiques
ayant pour jacobienne (déterminant fonctionnel) une forme donnée du sixième ordre, nous
lui avons consacré toute la seconde Partie (p. 57-135) de notre Mémoire sur les faisceaux
de formes binaires déjà cité (vûir\in court extrait de ce Mémoire dans les Comptes rendus du
10 décembre 1881 , t. XCIII, p. 994).
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symétriques et d'ordre m — k par rapport aux ^°, x ^ , . . . » a^, dont les
coefficients seraient liés par [k 4- i ) ( / ^ — À) condit ions linéaires ( 1 ) .

Dans une Communicat ion faite à la Société mathématique de France,
il y a quatre ans (séance du i3 décembre iâ8o), nous avons donné la
valeur du nombre N [k 4- i , m — A') pour le cas où k == ï . Cette valeur,
qui a été aussi obtenue depuis par M. Franz Meyer ( 2 ) , est

N^n-r)^7»-01',
(/^ — ï ) ' nz !

J'ajouterai que, tout dernièrement, M. Schubert a annoncé ( 3 ) que,
par l 'application des méthodes de la Géométrie énumérative, il a pu
arriver à ce résultat, que, dans un espace à m dimensions, le nombre
des variétés linéaires à m — k — x dimensions qui rencontrent Çen un
point) chacune de (^ '4 -1) ( m — / c ) variétés, linéaires à k dimensions
données est égal à

ï! 3 ! 3 ! . . . Â - I [ ( Â ' - + - i ) ( m - ^ A - ) ; | !
(m — k) \ (m — A- -ï-" ï ) î . . . (^ "-" ï ) ! /ni

Si ce résultat est exact, comme il y a tout lieu de le croire, nous
aurons

N(/.'-i- ï , w —" A-) " = = N ( m — A-, k 4- ï )
[ ! a !. .. À- ! ] [ï ! a !... ( m — k — ï ) ! ] [(/c 4- ï ) {m — k)] 1

r ! a ! 3 !. .. ( m — ï ) 1 m \

13. Étant données {k -+-1) (jn — ^) 4- r équations linéaires et homo-
gènes entre les déterminants du système (i), on ne peut, en général, en
déduire aucun système de valeurs pour les rapports de ces détermi-

1 ) On remarquera que, si l'on considère les deux formes involutives symétriques
<1> (.-^ ̂ , . . . , .^ ) et û ( ̂  1-1, ̂ +2, ..., ̂ m ),

relatives au système linéaire (4) efc à son conjugué (5), toute relation

^r0,.}-1, .. .,r^) = o ou û(y^,,r^2, .. . . y 1 3 1 } = o,

où les r° r 1 ' ' - J'^ }"''1 '"S • • • ) J ' ln on^ ̂ es valeurs données, constitue une condition linéaire
entre les déterminants du système ( ï ) .

( 2 ) FRANZ MEYER, Âpolaritat und rationale Cur<w, p. 391 (Tubingen, i883).
( » ) Dans les MiU/ieUafigefz der Mathem. Geselischaft in Rambiirg (n0 4, p. 87; 1884 ).
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nants, de sorte que, dans ce cas, la seule solution permise est de sup-
poser que tous ces déterminants soient égaux à zéro.

Par contre, pour que les ( / '4-i) (^ — À) 4-i équat ions données
soient compatibles avec le. système de re la t ions qui l i e n t entre eux les
déterminants du système ( s ) , il fau t que les coefficients des équations
en question satisfassent à une cer ta ine re la t ion , dont le degré, par
rapport aux coefficients de chacune de ces équat ions, doit être égal à

N(A-4- i, yn.— A-).

Supposer que le déterminant fonctionnel des k 4- i formes binaires
/,(^)=:a% (/:=:O,T,. ..,/•)

soit identiquement nul revient évidemment à donner {k -(-i)(/;z — k . ' ) 4-1
équations linéaires entre les dé te rminan t s du système ( i ) . Main tenan t
c'est un fait de la plus haute importance, que ces (Z- 4-1) [rn — ^) 4- i
équations ne peuvent être satisfaites autrement qu'en supposant que
tous les dé terminants de la matrice ( r j soient nuls. Nons avons, en
effet, ce théorème :

Le déterminant fonctionnel
^•/o à1-/,

dek

à^ àx^-^àx^ ô^

ï formes binaires d'ordre m(m$/t;,

.A»? . / ï? • • • ? .A-»

ne peut être identiquement nul que dans le cas où les-k 4- J formes j i sont
liées entre elles par quelque relation linéaire.

Ce théorème n'est qu'un simple corollaire de cette proposition fon-
damentale, que si k'+ s. fonctions^, /;, . , . , f^ d 'une variable oc sont
telles que 1e déterminant

./o

/l

fk

df^
dsc
d/\
dx

djf,
dx

^,/<>
d^
d\/\
dx^

^fk
d^

^/o
dx''
d"f,
cla.-1'

<^A.
dœk
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soit identiquement n u l , ces k -h i formes doivent être liées entre elles
par une relation linéaire et homogène à coefficients constants ( i ) .

On remarquera que, réciproquement , la condi t ion nécessaire et suf-
fisante pour que k 4- i forrnes/o»/^ . • • ?,//.. d'ordre m^f^ so ient liées
entre elles par que lque relation linéaire, consiste dans l'évanouissement
iden t ique du dé t e rminan t fonc t ionne l de ces k -4- i formes.

En d 'autres termes :

La condition nécessaire et suffisante pour quune forme iwolittwe
symétrique

, <î>(^^1,...,^)

soit identiquement nulle consiste dans l'évanouissement identique de son
co variant principal

. 4>(.r,^, . . . ,a1-) .

IV.

Sur les formes a^ conjuguées à une forme ^ri donnée ( / n > / > ) .

14. La notion des formes conjuguées relat ive à deux formes binaires
du même ordre ( n ^ S ) , not ion dont nous avons déjà fai t un grand
usage, est susceptible d 'une extension i m p o r t a n t e .

Ainsi, étant données deux formes J'=a!^ et h = /44"1 (m > k 4- i),
nous di rons que la forme y=== a^ est conjuguée par rapport à h=hk^{

dans le cas où la forme

• (/;^)^,=:(^)^-'-1^-Â-1

est identiquement nulle, de même que nous avons employé cette ex-
pression p o u r le cas où m= k-{- î .

( 1 ) Des démonstrations de cette proposition, indépendantes de la théorie des équations
différentielles linéaires, ont été données par MM. Bluoscm (Théûf^e des détermina fîts y p. 8a;
i854) CHRÏSTOFFEL {Journal de Crelle, t. ^5, p. 281 ) et P'ROBENIUS ( Journal de JBorchcirdt^
t. 76, p. 238 ; 1 8 7 3 ) - — Voir aussi BA.LTZER : Théorie ufid Jnwc'ndu.ng der Determinanten
(5e édition, p. 78; 1 8 8 1 ) et PASCH : Note ûber die Déterminante^ etc. [Journal de Bor-
chcirdt^ t. 80, p. 177; 1870).

Ann. de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome 1. — OCTOBRE i884. 4^
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Lorsque la forme [f, h^^ est iden t iquement nul le , on a

(ah)-^1 (^À)^-7--1^-^,

quelle que soit la forme 1 ==== X^"7'"1. Réciproquement, si cette dernière
relation est satisfaite, quelle que soit la forme X, on doit avoir aussi

(./^)^1=-(^)^1^--''"1=0,

quel que soit x. On voit par là que les formesy^ ci!^, conjuguées à une
forme À==À^ 1 donnée, sont caractérisées par celte propriété, d'être
conjuguées par rapport à toutes les formes d'ordre m divisibles par
h^\ {Où démontrerait de même que les formes/=a^ en question
sont aussi conjuguées par rapport à toutes les formes, d'ordre inférieur
à m, divisibles par À) .

Diaprés cela, le système linéaire composé par les formes d^ordre m,
conjuguées à une forme h = h1^' donnée (m ^> /c\ coïncide avec le con-
jugué du système linéaire composé par les formes d'ordre m divisibles par A.
Ce dernier système contient m — k formes linéairement indépendantes,
de sorte que le nombre des formes d'ordre m conjuguées à/ (et linéai-
rement indépendantes entre elles) doit être égal à k 4- t .

15. Lorsqu'une forme / "-== a^ est conjuguée à (^y)^', on doit avoir

c^'^^-^O,

quel que soit x, et réc iproquement . En d'autres termes, pour qu'une
fbrme/= assoit conjuguée à (.ry)^', il faut et il suffit que toutes les
dérivées d'ordre m—k— i de f s 'annulent pour la valeur y de x.
Ainsi :

Les seules formes d'ordre m conjuguées à (.ry/'^, c'est-à-dire conju-
guées à toutes les formes d'ordre m divisibles par (oy)^, sont celles
divisibles par [xy^^,

Cette proposition permet de se rendre compte comment deux sys-
lèmes linéaires de formes binaires d'ordre m

(4) Wo-t-^./1+...+^A
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et

(5) "/t-H éT/iM-l '+' ^Â'-+-2^'A'4-a"+" • • «• 4- Af,iS'/}tf

conjugués entre eux, ont les mêmes déterminants fonct ionnels (n° 11),
c'est-à-dire comment les points (À"+ i^p^s du système (4) coïncident
avec les points (m — A)^108 du système conjugué (5) . En effet, si l'on
suppose que (ay)^ X^"1 soit une forme du premier système, il est
clair qu'on pourra toujours déterminer une forme, d'ordre m-et divi-
sible par (^y)^"^, qui soit comprise dans le second système linéaire,
puisque cette forme, étant déjà conjuguée à [ocy}^^ î^"'^"1, n'aura plus à
satisfaire qu'à k conditions linéaires indépendantes.

On démontrerait de même que :

Lorsque le système linéaire (4) contient i formes divisibles par (ûc^'Y'^1

ou k' -+- i ^> k, le système linéaire conjugué (5) doit contenir i+k' — k
formes, divisibles par ( xy J7"-71'' ( { ) , et réciproquement.

Cette proposition, appliquée au cas où i= i, ^ = k 4- ï et au cas où
i==a , k ' ^ k — ï , conduit à de nouvelles propriétés des deux inva-
riants, dont il a été question à la fin du n° 11, propriétés qui permet-
tent d'obtenir l'expression de ces deux invariants.

16. Parmi les formes d'ordre m conjuguées à À== /z^"1 se distinguent
les k "4- i formes (ay)^ correspondant aux divers facteurs linéaires
[œy} de A. Dans le cas ou les facteurs linéaires

(.^r0), ( . r r1) , . . . , ^ r " }

de A sont tous distincts entre eux, l'expression

XoC^ro)7" -i- ^i { ^ y 1 ) " 1 + - . . . + ^.(.yr71')7" {m. > /c)
représente l'ensemble des formes d'ordre m conjuguées à h ( 2 ) .

( 1 ) Cette proposition n'est qu'un cas particulier de cette autre : Lorsque le système
linéaire (4) contient î formes, linéairement indépendantes, qui soient divisibles par h1^1

{ou qui soient conjuguées a une même forme d^" ), où /•'-h i > /", le système conjuguée)
doit contenir i -4" k' — h formes^ linéairement indépendantes entre elles, qui soient conju-
guées à h^1 (^ qu1 soient divisibles par c^"7'").
t (2) II est à remarquer que si Von part d'une forme / -= a^ conjuguée à i^Um > À-),
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11 résulte de celle propriété que la forme iwoliitwe symétrique rela-
tive au système linéaire des formes /'== a^, conjuguées à la forme.r •>

k^h^1-^^)^)...^^,

est

(F) ^ ± (.?;o_î•o)M(.r\r^) / /^ . . ( ^ v ^ ) " 1
^^^.^^^^..^ ,

De même, la forme involutive symétrique relative au système linéaire
conjugué? composé par les formes d'ordre m divisibles par h , sera

A ( V° V1 -i^1' W»'-l-l ,y»/i'4-â ,i.//l \

.̂ ̂  » - -J - I L^L± l „ - l l2 -^^_L. .—• /, ( r7^-1 '» // ( -r^'^2} h ( r ' " \) A(r^rS...,r^A(.^•-^^•^,.~,.21m} "-" { ) ( ^ " u ^ - j -(G)

On remarquera que les deux expressions (F) el (G) précédentes,
mises sous forme entière, doivent consti tuer les formes involul lves
relatives aux deux systèmes linéaires considérés, même dans le cas où
la forme À aura i t des facteurs l inéaires mu l t i p l e s ( < ) .

En posant x^ =r= ,z11 = = . . . = = = x1' == x dans la forme (F), mult ipl iée par
un facteur n u m é r i q u e convenable, on obtient, d'après le n° 11, le
même résultat qu 'en posant ^4'1 —-x^ = = " : . . . - = = ̂  ==:^ dans la

on aura, pour déterminer les coefficients X/ qui figurent dans Pexpression

f -: /i^ == AQ ( .rj° )///• 4- AI ( .z\r1 y " +•... 4- )./. ( .v r^ )m,
les /«• -i-1 relations

( cihi y*' ̂ w-/•" == ?./ (j^^ ; //' -/•• ///• ( ̂  ),
où nous avons posé

/>,Q-) -. h'fy =. (^r0) r.rr1). " ( . } ; r i ~ l ) { J : ) l ^ [ ).. .O^-}.
( 1 ) La valeur de l'expression (F}, en fonction des coefficients des deux formes

S-=îiW) et j i ^ n ( x ^ ~ ) ,

peut être mise sous la forme d'un déterminant d'ordre m — />:, dont les éléments sont des
fondions linéaires, aussi bien des coefficionLs de la forme ^ que de ceux de la forme //. Le?
divers éléments de ce déterminant ne sont autre chose que les coefficients de la forme dou-
blement binaire

?(r , s) = [g(:vr)^-^\ /^s)'/^"!]///.

l/évanouisseroent identique de tous les mineurs d'oriîre in — / — /»• — E de ce déterminant
fournît l'ensemble des conditions qui doivent avoir lieu pour que, parmi les formes
d'ordre m divisibles par g (ou par /<), il y en ait l qui soient conjuguées à h (ou à g")
{cowpwez la note du n° 15). Dans le cas où m -- /»• 4- r, ce déterminant est égal à (g^)//;*
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forme (G). Comme maintenant ce résultat est égal à la puissance
[m — y:)16111® de h[x}, on voit que les seules formes {ocy)^ qui entrent en
facteur dans quelque forme f'== a^ conjuguée à h =-= À^' correspondent
aux facteurs linéaires {^y) de h.

«
17. Voici main tenant quelques résultats relatifs au cas où la forme

h •==. /î!^{ aurait des facteurs linéaires mult iples.

Lorsque la forme /=== a^ est conjuguée à

h •=. h1^ = (^r°)^1 (.ry1)^4-1. . .,

où les y°. r1 , ... ^on^ différents entre eux, <?/fc p<^ toujours être repré-
sentée, et cela d'une manière unique, par une expression de la forme

/ =: (.rr0)7"--/" A;! -+- (.rr1)7"-^ X^ -i-.. .,

où X, ?/, ... désignent des formes d'ordre i\^ i^ . . . convenablement
choisies.

Dans le cas où la forme f= a^ n'est conjuguée par rapport à aucune
forme qui soit un diviseur de A, les formes )., )/, .. . doivent satisfaire aux
conditions

).(j0)^o, ^(j^o, ....

Si, au lieu de partir de la forme À, on partait d'une autre forme di-
visible par A, mais qui ne soit pas d'ordre supérieur à 772-4-1 ( 1 ^ on se-
rait conduit à une représentation def= a!^, laquelle coïnciderait terme
par terme avec la représentation obtenue en pariant de la forme h.

(1) Si je dis « pas supérieur à ni -h i )> et non « pas supérieur à m », c'est parce qu'il
so trouve que : Étant donnée une forme binaire d'ordre m -t~ i

h^ ̂  i .= ( .yy0 ) 'o4-1 ( .r/i y\+i. . .,

toute forme binaire f= ̂  peut être représentée d'une manière unique par une expres-
sion de Informe

j == n'y == ( .̂ ° ) w-/«• A^ ~h ( ,rr1 )m -^ ̂  -h. .., •

pourvu, que les y°^ y1, ... soient tous différents entre eux.
J'ajouterai que le problème de la détermination des formes )., >/. . . . revient au problème
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V-

Sur les formes d^ apolaires à une forme donnée a^,

18. On appelle polaire d'une forme c^ par rapport ^/•==. a^[m^> t}
la forme

{acya^-^

Par contre, on dit, avec M. Rêve, qu 'une forme d^ est apolaire par
rapport à/=: a^, lorsque la polaire

{adY11-^.^

es t iden t iquemeni nulle, c'est-à-dire lorsque la forme/'est, d'après l'ex-
pression dont nous nous sommes servi dans le paragraphe précédent,
conjuguée à d^ ( 4 ) .

Une forme d111^ apolaire à /est conjuguée par rapport à toutes les
polaires {ac^a^ ù , , correspondant aux diverses formes <4. La relation

(cicY {ady1^—.. o

n'est, en effet, qu'une conséquence de

(ady^-^ a^=o.

Il est clair que, réciproquement, si une forme d^1 est conjuguée
par rapport à toutes les polaires (ac^a^"'r, elle doit être apolaire par
rapport à/1 Ainsi donc :

Le système linéaire composé par les formes d^ ordre m — £ apolaires

( .yr)7^de la (îécomposîtion de îa fonction rationnelle -—f^- en une somme telle que
".y

^ ^ ^ ^
(jjoy.r-n (^ïy\-+i

Voir, pour le cas où ?o= /'i==...==o, notre notice : Sur îa décomposition en fractions
simples d'ime foncfion rationnelle homogène y § 1 (^Bulletin des Sciences mathématique s,
^ série, t. YIH, p. îao-i44; 1884).

(1) Pourtant M. Reye emploie aussi l'expression de ((formes apolaîres » pour désigner
les formes que nous avons appelées conjuguées.
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àf=a^^ est le conjugué'du système linéaire composé, par les diverses
formes polaires Çac'fa^'^

D'âpres cela, on voit que si les polaires [acja1^ forment un système
linéaire à (' paramètres (t^m—t], il faudra que, parmi les formes
d1^ apolaires à /*, il y en ait m — t — t qui soient linéairement indé-
pendantes.

Lorsque la forme d^ est apolaire à/, toute forme d'ordre infé-
rieur (ou égal) à m divisible par d^ est aussi apolaire (ou conju-
guée) par rapport à/(n° 14). C'est là une remarque fort simple, mais
dont nous aurons à faire d'importantes applications par la suite.

Dans l 'étude des formes d^ apolaires à f=- cÇ, nous devons natu-
rellement comprendre aussi les formes d'ordre w ( ^ = = o ) conjuguées
à/, dont les propriétés sont en tout point analogues à celles des
formes apolaires. Mais, pour éviter les doubles énoncés, il convient
d'étendre la dénomination des formes apolaires au cas des formes con-
juguées d'un même ordre.

19. Les formes polaires (ac^ûÇ^ coïncident évidemment avec les
diverses'combinaisons linéaires des t -+- i formes

^ ' ^ ^Z_ ..., ^. . - - • - •t / / <W/ d^-1^ àx^

Lorsque la fo rme /e s t quelconque, les t+i formes (7) doivent
être linéairement indépendantes entre elles, tant que tS^- Ainsi, dans

le cas ou t^7-^-? les polaires (ac^a^ forment, en général, un système
2S

linéaire à ^paramètres. Par contre, dans le cas où t > --"> l'expression
(ac)^a^comprend it — m formesidentiquement nulles, desorte qu'elle
peut représenter toute forme d'ordre m — t, et cela pour plusieurs va-
leurs de c^.. Dans le cas intermédiaire où, m é tant pair, on a t == — .
la forme {acfa^~ peut encore représenter toute forme d'ordre m — £,
mais pour une seule valeur de cf^..

De cette manière, parmi les formes involutives symétriques
y -4- / ' ( £ i ( y . ' ) \ f ( £ r { . y . l \ f \ t } i .^ t \ .

d> / ^ r' r 1 ) — - — / o ^ A^ ^ )••• . / / ^- )
^t-^ {^ » ̂  ? • • • ? ^ ; —— . / , ,y 1 ; vA [^ y ̂  , . . . , X )
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relatives aux / 4-i formes

/ > ( ^ )—. 7 ; ^ -~^ ! ^ l / ' ' __„// - ~-^y- ̂ T^5 (^-o,j, . . . , / ) ,

il n 'y a que celles correspondant a des valeurs de t supérieures à m?
qui soient toujours ident iquement nul les . Au contraire, les formes^,,
pour lesquelles on a l5 — 5 do iven t ne pas être ident iquement nulles
clans le cas normal, c'est-à-dire t an t que la forme/ ne satisfait pas à des
condi t ions particulières.

Le nombre des formes ^4.1 correspondant ainsi à ^5771 est égal à
2

/x-f- i , aussi bien dans le cas oîim= a^ que dans le c a s o ù w = = 3^+1.
La première de ces formes ̂  n'est autre chose q u e la forme/. Quant

à la dernière î^n, elle const i tue un invariant de y dans le cas où
m = s.?., tandis que , dans ie cas où m = 2^4-i, elle ne cont ient cha-
cune des variables x°, ,r1, . . . , x^ qu 'au premier degré.

L'ordre de la forme 0^ {'^f) par rapport à chacune des séries de
variables ^°, x\ . . . , x1 est égal à m — 2t.

20. Dans le cas où la forme j===aj est quelconque, il ne doit pas
exister de formes d1^ d'ordre m — ^ 5 ̂ 5 apolaires à/. Par contre,

si m — t >• ~^î il doit y avoir m — 2 ̂ formes apolaires a/ l inéairement
indépendantes entre elles.

Lorsque m est impair , égal par exemple à 2 ^ - h i , il n'y a, en
'général, qu 'une seule forme d'ordre a-h i qui soil apolaire à/; c'est
la forme représentée par

^-^(.r,^, . ..,..r).

D'autre part, si m = 2^,.les formes d'ordre ?.-+• i, qui sont apo-
laires à/*, forment , en général, un faisceau; pour que, dans ce cas, il
y ait quelque forme d'ordre ^ apolaire à/, il fau t que l ' invariant <î>^,
soit n u l .

21. Considérons maintenant la suite des formes involutives symé-
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triques

0 /',y(?4-l ^i-+-sî ,y.W—n ( t-\< f ̂  m\S.-/+1 (^j/ y a. , . . ., x ) i. ° = " <- ïJ

correspondant aux divers systèmes l inéa i res composés par les formes
d'ordre m — t apolaires par r a p p o r t a/. Comme les formes d 'un pareil
système l i n é a i r e sont conjuguées aux formes (7) , il est clair (d'après
le 11° 8) qu'on peut supposer la forme ^4.1 égale à

Ao Ai . . . Af
Ai Ag ... A^i

A/ A/+i . . . Aa

a^ i a^-i-2... a,^-<aj^ == S (2/ ) Ay x^^'Jx^
é tan t posé

II est aisé de voir que cette même forme est égale à

i€ 1 1 • \ " ^ '^/
^1> vlllll:^ 7
"̂ :̂ ;"

- (a^)2^^)2.. .(a^W^lîa^a^.. .̂ ,Q/..M =- (^I)I
(i == t + i, <Ç -4- 2, . . ., m — ^),

^ „- ^m — /y^/A — — /y(<
OU

y — .̂y — ^x — • • • — a^

On remarquera que la forme û, est égale à

:̂=: a^a^.. .a^n,

tandis que la forme û^i est proport ionnel le a

^-H^^,- ••^•),

dans le cas où w == 3^-+ i.
A côté des formes U^, il convient de placer, dans le cas où m ==2^,

l'invariant

•(^a^-Caa'}2..^^^-1)^^)2,^,,,^^-^^,

qui est égal, a. un fadeur numérique près, à ^y.+r
Ann. de FRc. Normale. 3° Série. Tome ï. — 3NovEMBRE i884. 46
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L'ordre deD^,, par rapport à chacune des m — 2ê séries de varia-
bles x^, a/-*-2, . . . , x^, est égal à 14- i. .

22. Lorsqu'on pose <r°= ̂  ==. . . .= ^= x dans la forme <ï>^,
supposée multipliée par un facteur numér ique convenable, on obtient
le même résultat qu'en posant x^ = x^ =...== x^^ oc dans la
forme n^ (n° l l ) .

La forme, à une seule série de variables,

y\f à^f à^f
àx^ à^-^àx^ ' " ^T^

r^-^n^ ^f ^f ... à^f
w ̂  |——^-j—— àxy-1 à^ àx^ à^ àx\-1 à^f1F

^J_ à^f à^f
}^ àx{ à^[-1 àx^1 ' " " à~x'y

:==1 ( t ^ - ï ) \ (aa')2(aa//)^• • .(a^-^a^)2^1-2^^-2'.. .^)w"2^

qu'on obtient ainsi, n'est autre chose que le déterminant fonctionnel
des t + r formes (7).

La forme F< est ainsi égale à /, la forme Fa égale à la hessienne
i(//)2 de/, et ainsi de suite. Enfin la forme F^ est égale à i\^
(siw === 2p. ou m == 2p.-{- i).

D'après les propriétés des déterminants fonctionnels, rappelées au
n° 13, l'évanouissement identique de la forme F^, qui est d'ordre
( ^ • + - i ) ( m — 2^), doit constituer la condit ion nécessaire et suffisante
pour que les formes (7) soient liées entre elles par quelque relation
linéaire.

Comme l'évanouissement identique de F^n entraîne l'évanouisse-
ment identique des formes <I>^ et û^, et réciproquement, on peut,
tontes les fois qu'il s'agira de l 'évanouissement identique de la forme
<I>^ ou de la forme û^,, parler simplement de l'évanouissement iden-
tique de la forme F^ correspondante.

On remarquera que l'évanouissement identique de la forme F^ a
pour conséquence l'évanouissement identique de toutes les formes F^a,
F^, . . .» Fp,.n, dont l ' indice est supérieur à t•-^r i.
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VI.

Examen du cas où F^i:=:o, F/c^o.

23. Tant que le covariant F^+i ( ^ m ) de / ne devient pas identi
\ 2 /

quement nul, il ne peut exister aucune relation linéaire entre les k • '
formes

+i

^/ à^f à^f
àx^ àx^"1 àx^ àsc^

relation à laquelle correspondrait une forme r^, telle que

(ar/^-^o.

De là découlent ces deux conséquences : i° qu'il n^existe, dans ie cas
considéré, aucune forme, d'ordre égal (ou inférieur) à k, qui soit apo-
laire à/*; 2° que le nombre des formes â^~\ linéairement indépendantes
entre elles, qui sont apolaires à/, 'est égal à 722 — 2/c, de même que
dans le cas normal.

Maintenant, s'il arrive que la forme F î soit identiquement nulle, sans
qu^il en soit de même pour la forme F ,̂ il faut qu'il y ait au moins une
forme r^, d'ordre k, apolaire àf, mais il ne pourra y avoir aucune forme,
d'ordre moindre que k, qui soit apolaire àf[^ ).

D'autre part, le nombre des formes d^ d'ordre

m— t~^m — /c-4-i, m—/c- l -2, ..., m—i, m . (^>^o),

apolaires a/, doit être, dans ce même cas (F/^ == o, F/,^o), le même
que dans le cas normal, c'est-à-dire égal à

jn—11'==. m—2/04-2, in—2 k 4-4? • - • ? ni—2, m,

respectivement.

(1) Réciproquement : pour que, parmi les formes apolaires à /, il y en ait qui soient
d'ordre ^•^•m? saris qu'il y en ait qui soient d'ordre moindre, il faut et il suffit qu'on ait

'ii
F/c-H == o, F/,^ o.
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34. Une fois que l'on admet l'existence d 'une forme r^f^-^^i x ^ - 2 y
apolairea/, on doit en conclure que toutes les formes d'ordres— t^m,

•y,k •\ m—k-t
' X ^ X 7

qui contiennent r^ en facteur, sont apolaires à/(n° 18). Or, comme le
nombre des formes, l inéairement indépendantes entre elles, comprises
dans l'expression r^)^"71'"^ est égal à m — k — t+ i, on voit que, dans
le cas où t = = ^ — i , ce nombre devient égal au nombre des formes
d'ordre m — t= m — k+ i qui sont apolaires à f. Cela nous montre
que les seules formes d'ordre m— k d- i qui soient apolaires à /dans
le cas considéré sont celles qu i cont iennent en facteur la forme r^..

De là découle la proposition importante su ivante :
Dans le cas où la forme F/^ est identiquement nulle, sans qu^il en soit

de même pour'F\ ( À " ^ ^ ) ? if n'existé quune seule forme r^,, d'ordre k,
\ 2 j

qui soit apolaîre àf. De plus, les seules formes d'^ " " " £ , où

k -< m — t ̂  m — k H- i,

qui soient, dans ce même cas, apolaires à f, sont celles divisibles par r^,

Prenons, en effet, au hasard, une forme <Ç~^ d'ordre m — t^k (où
ï^^ — Q? qui soit apolaire à/. Toutes les formes, d'ordre m — k 4- î ,
comprises dans l 'expression f^ ^^ / f t '1, seront apolaires à/. Or nous
savons que toutes les formes d'ordre m — k -+•" • i , apolaires à/, doivent
être divisibles par la forme /^; il faut donc que toutes les formes
^ "'^"A+l précédentes soient divisibles par /^., quel le que soit la forme
^k+{, ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si la forme d^ est
divisible par r^.

25. De ce qui précède il résulte que, dans le cas où

F/f+i ̂  o, F .̂̂  o,

les divers systèmes l inéai res , composés par des formes d'ordre
m — tïk apolaires à/, se classent en trois catégories, suivant que le
nombre m — t est inférieur, égal ou supérieur à m •— k + r .

Le système l inéaire correspondant à w — t == m — k 4- i se rap-



SUR LA THÉORIE DES FORMES BINAIRES, ETC. 365

proche, par ses diverses propriétés, plutôt des systèmes linéaires cor-
respondant à m — t <^m — k 4- î . Pour tant , il présente cette propriété
commune avec les systèmes linéaires correspondant à/?z — t^>m—&+ ï
que le nombre des formes linéairement indépendantes qu'il .contient
estle même que dans le cas normal , propr ié té qui se traduit en ce que
la forme involutive Q./, correspondante n'est pas ident iquement nulle.

Comme le système en question est composé par toutes les formes
d'ordre m — k •+• î divisibles par /^, on voit que :

Dans le cas où F^ == o, Fy^o, la forme iwolutive Q^ est égale à

r^) r(^1). . . rÇ^"1-^1),

où r(^) représente la seule forme d'ordre k qui soit apolaire à f dans ce
cas. La forme F^ doit aussi être égale à la puissance [m— ^k-{- s)1^6

de r(^) ( 1 ) .

26. Les systèmes linéaires composés par les formes d^ordre
m — t >• m — k -h î ,

apolaires par - rappor t à/, jouissent de propriétés tout à fait différentes
de celles des systèmes linéaires correspondant à m — t^m— ^4-1,
que nous venons d'examiner (n05 24 et 25).

Et d'abord nous al lons démontrer que :
Dans le cas où F^ == o, F/̂  o, les formes d'ordre m — t^>m — ^-h- ï

apolaires à f ne peuvent admettre aucun facteur linéaire en commun.

Supposons, pour un moment , que toutes les formes d'ordre
m — t >• m — t -+-1 y

apolaires à/, soient divisibles par (ay). La forme {xy}7^, étant con-
juguée par rapport à toutes ces formes, serait égale à la polaire

(1) Je noterai ici que, dans une récente Note, Zicr Theone der binàren Formen ÇGôlîi'nger
'Nachrichien, p. i i5- i2i ; avril i883), M. Gundelfinger a énoncé, sans démonstration, une
proposition qui revient à ceci : « Lorsque le covariant F/^+.i de/est identiquement nul, sans

que FA- (k— K^) le soit, cette dernière forme F/c est égale à la puissance (w.—- a/c-h^)»^
d'une forme binaire d'ordre A-, apolaire par rapport à /. » Cet énoncé comprend aussi le
cas, examiné au n° 20, où m == a^. -\- î , k -- ^ -+• î.
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[acJa'S^ de quelque forme c^ par rapport à / (n° 18). De cette manière
on aurait

{acYa^-^ay-^o,

quel que soit x, ce qui signifie que la forme Ç^y)c^ qui est d'ordre
^4-.i<^^ doit être apolaire à/1. Or cela est impossible, puisque la
relation F/^o exclut l'existence de formes apolaires à /don t l'ordre
soit inférieur à k (n° 23).

La supposition dont nous sommes parti est donc également impos-
sible. .

37. Considérons maintenant, à côté de la forme r^, qui est la seule
forme d'ordre k apolaire à/, dans le cas considéré, une autre forme ,4,
d'ordre l === m — k -h 3, qui soit apolaire à/, sans être divisible par r^.

On voit, d'abord, que toutes les formes d'ordre l, comprises dans
l'expression

^r-^

(où (7^'désigne une forme arbitraire d'ordre / — k, e t p un paramètre
arbitraire), sont toutes apolaires à y. Or, comme la forme s n'est point
divisible par r, i l faut bien que le nombre des formes, l inéairement
indépendantes entre elles, comprises dans l'expression précédente, soit
égal à /— k 4- 2, c'est-à-dire égal au nombre m — ik + 4 des formes
d'ordre / = m — k -}- ^ apolaires à/".

L'expression précédente comprend donc toutes les formes d'ordre
/== m — k -h 2 apolaires à /. Cela montre que la/orme s ne peut avoir
aucun facteur linéaire en commun avec r, d'après la proposition du
numéro précédent.

Envisageons main tenan t , plus généralement, les formes d'ordre
^ — t^>m — k -4- i contenues dans ^expression

^t~k ,, _ ^-t-ts ( À- — 3 > tï 0 )

(où p et a désignent deux formes arbitraires d'ordres m — t — l
et m — t— 7c) et qui sont toutes apol-aires ày. Puisque les deux formes r
et s n 'admet tent aucun facteur linéaire en commun, il faut bien que
le nombre des formes linéairement indépendantes, comprises dans VGX-
pression précédente, soit égal à m — 2t(voirÏQ n°35), c'est-à-dire juste
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égal au nombre des formes d'ordre m—t^>m—/c+2 qui soient
apolaires à/dans le cas considéré (n° 23).

En résumant ce* qui précède, nous obtenons cette proposition :
Si Von représente par r la seule forme d'ordre k qui soit apolaire àf,

dans le cas où Fy^ = o, F^^ o [k^ — ) ? et par s une forme d'ordre
\ 2 /

/=== m — /c -(- 2 qui soit apolaire àf, mais qui ne soit pas divisible par r
{et qui n ait, par conséquent, aucun facteur linéaire en commun avec r),
l'expression générale des formes d'ordre m -— t^>m — & •+- nÇt^o),
apolaires à f sera

^-<-^,._p^-^/^

28. Des faits analogues aux précédents (n^ 26, 27) ont lieu dans le
cas normal où aucune des formes F^? F^, ..., Fp..n n'est nulle. Ainsi,
nous avons encore cette propriété fondamentale que les formes d^ordre
m — t ̂ > -- j apolaires à f, ne peweht admettre y dans le cas normal

2

(F^^o), aucun fucteur linéaire en commun. De là découlent les pro-
priétés suivantes :

Soit, d'abord, m •==- 2^ + i et F î ^- o; désignons par r la forme
Fu î et prenons pour s une forme d9 ordre p. + 2 qui soit apolaire à f sans
être divisible par r [et qui n ait, par conséquent, aucun fadeur linéaire en
commun avec r). L'expression générale des formes d9 ordre m —1^> p- 4-1 ?
apolaires à/y sera

(^-^____pi^--'I,ç.

Si, au contraire y m = 2^. et Fp.-̂  7^ Oy nous aurons à prendre r et s
parmi les formes d'ordre y. + i apolaires à f, de sorte que, ces deux
formes, étant supposées distinctes, ne pourront avoir aucun facteur linéaire
en commun. U expression générale des formes d'ordre m —-t^>p. apo-
laires à f sera ainsi

y^f^l ^ ———————— pp.-(-l^

29. Les formes r e t ^ considérées dans ce qui précède (n05 27, 28),
peuvent être deux formes quelconques d'ordres k et l, assujetties
seulement à la condition de n'avoir aucun facteur linéaire en commun.

Il est, en effet, aîsédeireconnaître que, étant données deux formes r^
et 4? n 'admet tant aucun facteur linéaire en commun, il existe tou-
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jours une forme unique/== a^, d'ordre m == k -+- l — 2, qui soit con-
juguée à chacune des deux formes r et s (voin\° 41). Par la suite, nous
aurons l 'occasion de nous rendre compte du rôle *que joue la forme
f==a^\ ainsi dé terminée , dans la théor ie de l ' é l iminat ion . P o u r t a n t il
convient de remarquer, dès à présent , que, si l'on suppose k^ l , il ne
pourra pas y avoir de formes d'ordre moindre que k, qui soient apolaires
à la forme f= a^"2 définie par les relations

(ary-a^2 :-= o, (as)l a!^ == o.

En effet, si l'on supposait qu 'une forme r', d'ordre moindre que k,
fût la forme d'ordre min imum apolaire à/, il faudrait que les deux
formes r et s fussent divisibles par /-' (n03 23, 24), ce qui ne peut pas
être.

30. D'après ce qui a déjà été exposé (n08 16, 17), l 'u t i l i té de la
considération desformesûÇ"^, apolaires à une forme donnée/'==a^, do i t
être grande dans la question de la représentation de la forme/par une
somme de m — t puissances m^^y ou, plus généralement , par une
expression
(8) (^j0)^"-^ +• { x y 1 )w-^l \'^ -{-...,

OU , .
^(^'-j- i) =:. m — ty

lesj°,y1 , ... étant supposés différents entre eux , et les formes À ,
X', . . . satisfaisant aux relations

^(7°)^o, V(^)^o, ....

En effet, pour que la forme/=-= a^ puisse être représentée par une
expression telle que (8) et satisfaisant aux restrictions indiquées, il
faut et il suffit que la forme

d^ =: ( xy^ ) ̂ l ( xy1 ) iz•+•l...

soit apolaire à /, sans qu'elle soit d iv i s l l ) l epa r aucune forme d'ordre
moindre apolaire à/. (Si celte forme n'a que des facteurs l inéaires
simples, on aura ?o == ^ = = . . . = = : o, et l 'expression (8) précédente sera
la somme de m — t puissances m1^^.)
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Les développements qui précèdent nous apprennent que dans le cas
normal (où F^n^o), il y a toujours une inf in i té [m — it— j)11?1® de
formes d'ordre m — t > m qui soient apolaires à/sans être divisibles

2

par aucune forme, d'ordre moindre, apolaire ày^n08 20, 28). La repré-
sentation de/= a^ par une expression telle que (8) est donc toujours
possible, dans ce cas, pourvu qu 'on ai l m — t^> — '

Maintenant , pour le cas où F^i == o, F^^ o ^ ^ ^ ) ? nous avons
les résultats suivants, relativement aux formes d'ordre m—t^k qu i
sont apolaires à f, sans être divisibles par aucune forme d'ordre
moindre : i° si m — t >* m — k -f- î , il y a une i n f i n i t é {m ~ 21 — i j"^
de pareilles formes; 2° si

A' <; m — t ̂  m — k -r- i ;

il n'existe aucune forme d'ordre m — t ayant les propriétés requises;
et 3° il y a une seule forme d'ordre m — t == k qui soit apolaire î^f,
mais il n'existe aucune forme d'ordre moindre ayant la même propriété.

Ainsi donc, dans le cas où F/,.n = o, F/,^o, la forme/==a^ n'est
susceptible d'une représentation telle que (8), et sat isfaisant aux res-
trictions ment ionnées , que si

ou bien si
rn ^ ni — t '_> in — k -i- .

m— L -==Â-( 1 ) .

(1} II serait superflu de citer ici les travaux, très connus, des divers auteurs qui , d'après
M. Sylvester, se sont occupés de la représentation de la forme f==^S par une somme
de m— t^^- puissances m^1^. Je noterai seulement que c'est M. Gundelfmger,dans sa

'Si
Note citée plus haut, qui a indiqué le premier quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une forme /= a^ puisse être représentée par une somme de A - ^ — p u i s -
sances r/z"'1"108, et examiné les modifications que subissent les énoncés dans le cas où la forme /*,
définie par la relation r7'1-^-^ == F/,.^ o (F/:+-i= o), admet des facteurs linéaires multiples.

Afin. de l'Éc. J\~orfnaîe. 3e Série Tome I.—NOVEMBRE ï8<S4. 47
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V i l -

Propriétés ultérieures des systèmes de formes d'ordre m — t
apolaires à f~=- ay. .

3 1 / C o m p l é t o n s m a i n t e n a n t Te lude des divers systèmes l inéai res
composés par les formes d 'ordre m — t apola i res à/== a^.

Nous savons que , dans le cas n o r m a l , i l n 'y a point de formes d 'ordre
m — t^ m apola i res à / , tandis que le n o m b r e des formes d'ordre

m -— t^> m apolaires à/est égal à m — 21 ( n ° 20). Cependant , lorsque
/a forme f^=. a'S satisfait à des conditions particulières^ il peut se faire
que le nombre m — k — t + ï 5/72 — t des formes d'ordre m — t apolaires
à f sou plus grand que dans le cas normal, c est-à-clireà la fois supérieur
à zéro et supérieur à m — ' i t .

Les r é s i i l t a t s d e s n ^ â S e t S ^ n o u s a p p r e n n e n t q u e , dans ce cas, ondoit
a^oir F/^.i == o, F^^o, de sorte que- toutes les formes d'ordre m — t
apolaires à f seront divisibles par une même forme d'ordre k ^> o, laquelle
doit coïncider avec r unique forme apolaire à f dont l'ordre soit mini-

, , /-. , . . . , - m -+• ïmum { j. On remarquera que, dans ce cas, on doi t avoir k <, —^—•
, , ! 1 , • ' ' ! , • 1 . ! ; ! ' ^ ' , ' A

3â. Passons m a i n t e n a n t à l 'examen des systèmes l inéaires composés
par les formes d^ £, d 'ordre m — t ^> /-̂  apolaires a/, dans le cas où, le
covar ian t F^,:| d e / n ^ é t a n t p a s i d e n t i q u e m e n t n u l , le nombre des formes
on ques t ion , l inéai rement indépendantes entre elles, est le même que
d a n s le cas n o r m a l , e'est-à-direégal à m— a/.

On voit , tout d 'abord , que si l'on considère une forme a rb i t r a i r e
^ m', d'ordre é^al ou infér ieur à m — t, i l ne d o i t exister , en général,
a u c u n e forme d^""t apo la i re ày, qui soit d iv is ib le par e^'"^' dans le cas
où m — fn^>'/n — ' ^ t — ï , tandis que , dans le cas où//z — m^m — 2 / — r ,

( ! 5 Proposition cômrminîqupe par l'auteur H la Société mathémaLique de France dans
hi s(''anro dn îio décembre ï88o,
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le nombre des formes cl^ apolaires à/et l inéairement indépendantes
ent re elles sera égal à m' -— 2/.

Au contraire, il peut se faire qu'en choisissant convenablement la
forme ^w""^\ le nombre des formes d'ordre m — t apolaires à/et con-
tenant e1^' en facteur soit, à la fois, supérieur à zéro et supérieur à
m' — il.

Comme exemple de parei l les formes ̂ m' exceptionnelles, nous avons
à citer, tout d'abord, les formes d^', d'ordre égal ou inférieur a
m— t, apolaires a/. Ainsi, comme toute formed'ordre m — t divisible
par d^."7"' est apolaire à/, nous aurons un nombre ( p o s i t i f )

m'— t -1- i > m'— 2 t

de formes, l inéairement indépendantes entre elles, divisibles parcÇ w ,
q u i seront apolaires à/

En par tan t des formes, d 'ordre é^al ou infér ieur à m —t, apohïres^
/, on peut t rouver d 'autres formes e ' ^ ' , d'ordre inférieur à m—l, q u i
cn i r en t comme facteurs dans un nombre positif et supérieur^Tn'—^,
de formes ^"r apolaires à/.

Cons idérons , par exemple, une forme
er^e^^r'^ ( k f i ^ i m f — • t ) ç i ' 1 1 ! 1 1 1 1 : • 1 1 1 1 - " : • 1 • ' ; 1 ' ' 1 1

d'ordre égal ou infér ieur a m - f, qu i soit apolaire a/, et supposons
que le fac teur C"̂  de cet te ̂ "^ soit d ' u n ordre tel que l'on ait

0</(<< £•+-!. . • ^ ..- ! • • „, , , ; , . ,

Comme toutes les formes d'ordre m — t divisibles'par er doivent ê ire
apolaires à/; nous aurons m'— V— t -+- i >o formes, linéairemept in-
dépendantes ent re elles et divisibles par G^S qui seront apolajres à/
Le nombre positif i ^ — k ' — t - ^ - \ étant supérieur a m'— ^, par suite
de la relation ̂ <^+ i. on voit que la forme C"^ envisagée est excep-
tionnelle au même titre que les formes ^-w', apolaires a/ considé-
rées d 'abord. ' , , ^ , . ;, - . 1 ; , , . , ^ , •...; .1 , • • • • . , : . . . 1 1 ' 1 1 1 ' 1 - -1-1- '••• 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 -11 • 1 1 '1

Pour arriver à ce résultat, nous avons supposé simplement que la
forme C^' entrait en facteur dans une forme er7"'^:» d'ordre égal ou
inférieur a m— /, apolaireà/; telle que o < ̂  < ̂  -f-1. Il est mainte-
nant à remarquer que s'il existai t une autre forme <^W '^Â1\ telle que
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y ^ k ' , qui soit apolaire à/, le nombre m' — k" — t -4- i des formes
d'ordre m — t apolaires à/*et divisibles par e^~/t^'rf serait supérieur h
m' — ^/ — t -h i.

Cela montre qu'il est tout à fait avantageux de supposer qu'en de-
hors de la forme e^^'r'/ il n'existe aucune forme, d'ordre moindre ,
divisible par e^""1', qui soit apolaire a / ( { ) .

33. C'est un fait très impor tan t qu'en dehors des formes e^111', déjà
considérées, et qui entrent en facteur dans que lque forme e'^'r^ ' apo-
la i re à /et de plus telle que

Â-^w/--^ o5^<t^î,

il n'existe point d'autres formes e^"11 qm enirent en facteur dans un
nombre pos i t i f et supé r i eu r à rn' — it de formes d 'ordre m — t apo-
laires à y.

Supposons, en effet , que le nombre m'—k1 — t -+- i ^ m ' — t-\-i des
formes d'ordre m— t apolai res à /e t divisibles par une forme donnée
e^."^ (où m -— m^m —- t), soit tel que

o < m' —/• ' -— t' -h i > in' — 21,

de manière qu'on ait

k'ïm — t et o $ k'< t -n,

et examinons quel le doit être la forme ̂  w .
Et d'abord il est clair que si m'— k' — t -h i == ni! — t + r , c'est-

à-dire ̂ =o, la forme e^"""1' do i t ê t re apola i re à/, puisque le nombre des
formes d'ordre m — t divisibles par e'^' est jus te égal à m'— / + i »

Passons maintenant au cas où l'on au ra i t k'^>o.
D'après les supposit ions faites, la relation

(9) (ae)m•w/n\a€if'yll'-ta^^o

( 1 ) Du reste, d'après ce que nous verrons par ia suite (n° 33), ?î e^^r'^' est la (seule1 )
forme d'ordre mmîmum qui soit apolaire à / e t divisible par (?^-'w', et qu'on suppose
/c^m'— /, O<Â-'<^-+-I , les souleô formes d'ordre m—t apolaires à/ et divisibles par
^-^'seront celles divisibles par ^"^r^'.
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ne peu t être satisfaite que par m'— k ' — l + i formes ^""^linéaire-
men t indépendantes entre elles. Cela étant , je remarque que la forme

b^' = {aeY1-1'1' a^'

ne saurait être ident iquement nul le , puisque, a u t r e m e n t , le nombre
jj^— k;— ^ 4- i des formes e'^^'d^1'^, satisfaisant à la relation (9) pré-
cédente, serait égal à 772'-- t -4- i . La relation (9) peut donc être écri te
comme il suit :

{bd'Y^^V^o,

d'où nous apprenons que toute forme d'^ satisfaisant à la relat ion (9 ;
doit être apola i rc à b^\ et réciproquement.

Si la forme b^ était arbi t ra i re , le nombre des formes d'ordre m' — t
. . . . i • • / i i ^ / <- ^/\qu i lui seraient apolaires serait ou o (dans le cas ou m — / î - ^ - » ou

bien m — it ( d a n s le cas où m' — t > m--}' A présent, les choses se
\ 2 /

passent au t rement /puisque , d'après les suppositions faites, cenombre
(c'est-à-dire m ' -—y^-—^+• i) doit être à la fois-positif et supérieur à
m' — 21.

C'est de ce fait que découlent les résultats que nous avons eu vue. En
effet, d'après ce que nous avons vu au n° 31, il f a u t que, dans le cas
actuel, toutes les formes d'ordre m!' — t, apolaires à b^\ soient divisibles
p a r u n e même forme r^'[m——r >^>>o) , laquel le doit constituer la
forme d^ordre minimum qui soit apolaire à Z^^.

Les suppositions dont nous sommes parti nous conduisent donc à
cette conséquence, que les formes d1^'"1 satisfaisant à la relation (9)

, . . . , , . A ,r.»/m^-+- ï .̂ 7 / ^ Vsont toutes divisibles par une même ïorme r ^ t — ^ — >A > o i , carac-
térisée par la propriété q u e l a forme ^ ~ î ' l ' ^ coïncide avec celle des
formes, d'ordre égal ou inférieur à m — t, apolaires à / e t divisibles
par e7^', dont l'ordre est minimum.

Nous arrivons ainsi à cette proposition in) portante, dans laquelle
nous avons compris aussi le cas où ̂ '_= Q :

Envisageons le système des formes d^^m— t^> m^ apolaires à j\

dam le cas où, la forme F^i n étant pas identiquement nulle, ce système
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contient n i ' — i t formes linéairement indépendantes entre elles. Si le
nombre m' — k' — t •+-1 5m' -— t -4- i ̂  formes de ce système qui sont
divisibles par une forme e^1' {où o < m — rn'^m — t} esl à la fois
positif et supérieur à rn — 2^, il faut bien qu'il existe une seule forme
r.^''(—^—r >/^o) ayant la propriété que la forme ef^"!'r^ coïncide

avec celle des formes apolaires à f et divisibles par e^"1' dont tordre
est minimum.

Les seules formes d'ordre m — t apolaires à f et divisibles par e'y-'91

sont alors celles divisibles par e^1" ' r '^ .

3i. De la proposi t ion que nous venons d ' é tab l i r i l résul te que :

Si, dans le cas où F .̂., ̂  o [m —• t^> '-^- \, il y a, parmi les formes

d'ordre m —• t apolaires a/, au moins m'— k "•- / 4- i > o, où o^/c'^l -+- ï ,
qui soient divisibles par une forme e"^ mt, (V ordre égal ou inférieurà m — /,
il faut bien que la forme e^"'111' entre en facteur au moins dans une forme
^m w'/^', d'ordre m—m'—kf, a polaire à f.

Considérons, en p a r t i c u l i e r , le cas où m! = ̂ t 4- r .
Si Ici forme

^--^•=1 e ^ î i 1 =: (^}'/4••â) {xy1^) . . . { x } ' " 1 ^ 1 )

était que l conque , il il'y a u r a i t q u ' u n e seule forme d'ordre m — /, apo-
l a i r e à/, qui soit d iv is ib le par e'^. mt', ce serait la forme représentée par

///?
"'-r :^ -'^^^y^,^^,...,^-/).

Si ,auconi ra i re , onsuppose q u e l e n o m b r e des formes d 'ordrem — t > m,
apolaires à/et divisibles par e^"^, soit au moins égal a s , on devra en
conclure , d'après la proposit ion précédente, qu ' i l existe au moins une
f o r m e d ^ o r d r e m — t — r , apolaire à/, qui soit d iv i s ib le par ^/-w.

Eu remarquant main tenant : 1° que la c o n d i t i o n nécessaire et sulli-
sanle pour que la forme ^~w r=:^'2 /• l ent re en facteur au moins dans
deiiK formes d'ordre m — / apolaires a /, cons is te dans l 'évanouisse"
ment de la forme

^-M(^,y^ i^r^ l- : t,...,rw- /),

quel que soi t<r , el 2° que lorsque la forme e^ m ' entre en facteur dans
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quelque forme d'ordre m — £ — i, apolaire à y, on doit avoir

o--Q^,(J-^-r-\J^^...,rw"•^),' ^
: • o-=:ii^(yi--\ylii^,...,rm-l), ^ ^ • 1 ' • 1 ' '

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 = ̂ ^(y^, y^,... ,y—^-1 ),

on arrive à ce résultat impor tan t , que :
Toutes les fois que la/orme

0 ( y v<-i-2 ,^-r3 y /« - -< \
. "/-hl ^ t z ? J1 ? J ? ' - - , 5 j /

(où les y^, yt ̂  ̂  - • * ont ^es vctleurs données} est nulle quel que soit oc,
on doit avoir les m—^t—t! relations

o-=:Q^(r^-4-3,y^+-^...-,7w-Q,„ ; , ; • .. ^ •
, • , ^o-^û^iy^2,^-^,...,^-^. . , ^ ^ , • ,, .

.... -.- () / ,,,if-(-2 ,,̂ 4-3 ^W—^--l \
0 — ^H-'i\J' 9 J ? • • •?y /•

En par lan t de cette proposi t ion, il est aisé d 'élablir la proposition
p lus générale suivante :

Toutes les fois que la for/ne
0. / yti-l ..y.^4-"2 . - yf v<'-t-l ^l'-î-î ' ^m-'t\l̂ .,.̂ î  , ..Z- ,...-, ̂  ,J' . , J , . . . , J )

(oùm — ! > ï^>t^ ci où les j^'-1-1, y^2? ... c/^^ des valeurs données} est
nulle quelles que soient les valeurs des x^', x^, .. .v^, // se trouve
que toutes les formes

i\ { .y>Z4-/4-l .yï+'./'-i-ÏÎ .y^' -" '̂-l-l ,-^'-i-2. . , ^m t—j \ , • ...
, - i2^.y4.^\^ • • / 1 :, J.. •/. , ? • • • r^ 1 ^ . .j •" ? • • ' î " ^ ^ . 1 1 1 .' .. - - .

correspondant aux valeurs
. 1 1 1 1 1 j ^ r , 2, .1. ., i ' i • i—t•• i i : i 1 1 ' 1 1 1.' 1 1 ! • . ; • \ 1 1 • J I I I 1 1

rf<0/, sont également nulles quelles que soient les valeurs des ^h/1"1, .. ., A-^,
aussitôt qu on suppose que les s^', '^+ï, . ...^^^ qui y figurent sont
m ^. L—^—y symboles différents\ pris parmif les ̂ ^y^, .. .,^iOT~r (').

(r) On peut aussi arriver à ce résultat en parlant de la proposition énoncée au com-
mencement du présent numéro, proposition qu'on, appliquerait au cas où /^= / -h :£\-
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Par suite des propriétés des formes involut ives exposées aux n08 7
et 13, on peut aussi énoncer cette proposi t ion comme il su i t :

Toutes les fois que la forme

() / y . .y. y yi'-+-l ^t'+î .y>lt~l\
—{+.1 \^t'- , «X-, . . . , .X , J , J , . . . , J )

[où m — t^> £' ^> t', etc.) est nulle, quel que soit x, il se trouve que toutes
les formes

0 ( -y ^ -r- -^'+1 ^i'-i~2 ^ffi'-t—j\--/4-y-n [^-'f ̂ i ' • ' ? •z? ^ ? ^ ? • * • » ^ u ) f

correspondant aux valeurs \, 2 , . . . , t ' — ^ <A?y, ^o/?^ également nulles quel
que soit ;r, aussitôt que l'on suppose^ etc.

Des propositions analogues ont l ieu pour les formes
<L / ^>0 /y.l /y»/-+-l \
1 t + 1 { x f x f ' ' • 7 ̂  ^

(considérées au n0 19); mais, comme le plan d u présent Mémoire ne s'y
prêle pas, nous préférons remettre leur é tude à une a u t r e occasion.

V I I I .

Sur la théorie du plus grand commun diviseur.

35. Soient deux formes binaires

r=.r^ et ^=.4 (Â-^Q,

et considérons le système linéaire composé par les formes d'ordre
/• -+- / — i comprises dans l'expression

(^) •^r-^S ( ^ = 1 , 2 , ...,/:),

où p ^ . / et ç\.1 désignent deux formes arbitraires, dont les ordres A- — /'
e t ^ — i sont inférieurs à k.

On sa i t , d 'après une remarque utilisée déjà par Eu le r pour la
théorie d 'é l iminat ion , que dans le cas ou l 'on peut t rouver deux
formes p^1 et o"^:', telles qu 'on ai t

a^1 r — p^-yr^o,
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les deux formes r et s doivent admettre en commun au moins i facteurs
linéaires.

De cette manière, dans le cas où les deux formes r et s n'ad-
mettent pas p lus de i— ï facteurs linéaires en commun, aucune forme
comprise dans l'expression (10) ne doit être iden t iquement nulle
(nous faisons naturellement abstraction du cas où p = c 7 = = o ) . En
d'autres termes, les formes comprises dans l 'expression (10), et qui
sont toutes des combinaisons linéaires de k -4- / — ii^r i formes

(ii)
l-i „ yl-i-i y r -r -r^'-ir y 1 " 1 r
^ f y ^ ^ tx/ 2 / ? . . . . ^C- 1 •X' g / , *-</ 3 / ,X\ ' T , £C\ - '^a/, . . ., ^1^3 T, ^ 3 /

X^1^. ^/-^~l X^S. .... XA A-î"'1""1 S . X^1,x^^s, x^^x^s, ..., âs^œ^^s, x^s,

constituent, dans le cas considéré, un système linéaire à 7c-+-l— 2i-+-i
paramètres. On remarquera que, lorsque les deux formes r et.? n'ad-
mettent aucun facteur l inéaire en commun, l'expression ^ ^ r — p^1^
est capable de représenter toute forme d'ordre k -h / — i.

36. On obtient la forme involutive
t.\. ( ^i—l /yl /y>À'-j-/--i?\

„ ^î-l \^ , JC y . . . , O! ) ,

relative au système linéaire (10), en éliminant les k-+-l—2i+2.
coefficienis des formes p^~1 et c-^1 ainsi que les i— i coefficients de la
forme ^2, entre les k+l— i+i équations de condition auxquelles
conduit l'évanouissement identique de la forme

-2 ÇSCX1-1) {SGXi)...{XXk+l-i),r x: n, \"£C ' \~X "

o a\ f \\n(comparez 1e n0 6) ( 1 ) .
La forme û^_i est d'ordre i — i par rapport à chacune des séries de

variables x1-^, ^~2, ...,^^~S de degré l— £+1 par rapport aux
coefficients de r et de degré k—i+î par rapport aux coefficients
de s,

La forme ooo» ûe contenant pas de variables, constitue le résultant

( i ) En dehors de l'expression de w/-i, par un déterminanfc d'ordre À- '+-1 —i •+-1, qu'on
obtient de cette manière, on peut aussi trouver une autre expression par un déterminant
d'ordre i -+- l — i . Mais ces questions ne sont que d^ane importance secondaire pour le but
que nous avons en vue.

Ann. de l'Kc. Normale. 3e Série. Tome I,— NOVEMBRE i884. 48
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des deux formes r eis. L 'évanouissement iden t ique de GO() expr ime, en
effet, la c o n d i t i o n nécessaire et suff isante pour q u ' u n e des formes
comprises dans l'expression

^ -1 / .__O 7 1 " 1 . ?je ' Vx "

soit iden t iquement nu l l e , c'est-à-dire pour que les deux formes r et s
admettent au moins u n facteur l inéaire en commun .

De même, l'évanouissement identique de la forme co^.,, fournit l'en-
semble des relations (fondamentales) qui doivent avoir lieu, entre les deux
formes r et s, pour qu'une forme au moins comprise dans /'expression ( r o)
soit identiquement nulle, c'est-à-dire pour que les deux formes r et s ad-
mettent au moins i facteurs linéaires en commun.

37. Considérons ma in t enan t le covariant principal
R,-.i (.r) •= co/_i (.-r, x, .. ., œ)

de la forme coz-i , covariant qui coïncide avec le dé te rminan t fonc-
tionnel des /c- i - - / -— 2^4- 2 formes ( r i). (Pour i == i, on aura R.o = ^o.)

D'après ce que nous savons (n° 13), les f14"-^"1"1) re la t ions ,
l inéairement indépendan tes entre elles, auxquel les c o n d u i t l 'évanouis-
sement ident ique de la forme involut ive G)^, doivent être toutes satis-
faites aussitôt que la forme K./_i (^) devient i den t iquemen t nulle. Il suit
d e l à que :

Pour que les deux formes r = r^ et s == /y admettent au moins i fac-
teurs linéaires en commun^ il faut et il suffit gué la forme, d'ordre
{i — l)(/c+ / — 2î4- 2),

R^i (,y) .-= o),._i (.^ x, . . ., x)

soit identiquement nulle.
Lorsque la forme R^ est identiquement nulle, il en est de même pour les

formes R^, R^-g, ..., Ro.
Pour que les deux formes r et s admettent moins de i 4- i facteurs li-

néaires en commun, il faut et il suffit que la forme R^ ne soit pas identi-
quement nulle.

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soit une
forme d'ordre i, il faut et il su/fit que la formel ̂  soit identiquement nulle
sans qu'il en soit de même pour la forme R^.
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38. Lorsque les formes r et s admet tent pour plus grand commun
diviseur une forme p(x} d'ordre ï, aucune des formes comprises dans
l'expression

.-/-Z-1 ,. ^-l-î »
^x . r ""' ?x °

ne peut être identiquement nulle. L'expression précédente est donc,
dans ce cas, capable de représenter toute forme d'ordre k -4- /--- i — i
divisible parp(^). De là il suit que, dans ce cas, la forme involutive

co,(^',^^S . . . ,A> A•"^-^-1)

coïncide avec la forme
p^p^x^Y. .p^x^-^Y

Ainsi donc :
Dans le cas où la forme B^ est identiquement nulle, sans qu'il en soit

de même pour B^, la forme involutive cù^ devient égale à
^i=p{xi)p(xi^)...p{^l-i-i^

p ( x ) désignant la forme d'ordre i qui constitue, dans ce cas, le plus grand
commun diviseur des deux formes r et s.

En particulier, lorsque le résultant Ro des deux formes r et s est nul, sans
que la forme R^, laquelle est d'ordre m == k+ l— 2, soit identiquement
nulle, on doit avoir

co,=(^j)(^y)...(^y),
R,=:(^j)-,

(xy ) désignant le seul facteur linéaire que les deux formes r et s admettent,
dans ce cas, en commun [ { ) .

De cette proposition nous déduisons que, si le plus grand diviseur

( 1 ) On sait que Jacobi {tournai clé Crellc, t. 15) est le premier qui ait considéré les coef-
ficients de la forme Ri pour le cas où k = l, lesquels coefficients ne sont autre chose que

les premiers mineurs du déterminant qui représente le résultant de BézouL Jacobi avait fait
voir, entre autres, comment, en partant dès coefficients en question, on peut déterminer,
d'une manière unique (en général), les deux formes /• et s, de façon que deux coefficients
arbitraires de chacune de ces formes aient des valeurs données. M. Gordan s'est aussi beau-
coup occupé de la forme Ri, qu'il représente par la lettre ©, dans son Mémoire : Ueber
die BILdun^ dcr Résultante uveier Gle(cliungen {Mathern. Afinalcn, t. III; 1871). Voir aussi
une Note de l'auteur : Sur un problème clé la théorie de r élimination {Comptes rendus des
scanw de l'Académie des Sciences, t. XGVIII. p. io5o; décembre i883).
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des deux formes r et s est une forme p[x^, d'ordre i, cette forme p{x) doit
être égale, à un/acteur constant [différent de zéro') près, à

t ^ - f ^ - r 'T/ï'-î-l vî-4-2 ^'k-^-l—t—l\
~'î-\'~'> J i j •> • ' • ? J h

où les y1^^ y1^2, . • . sontdes valeurs de y choisies de manière qu'elles n'an-
nulent pas à la fois les deux formes r e t s , c'est-à-dire de manière qu'au-
cune des expressions

(̂ ••I), (^+2), ..., (^y^-^î)

ne constitue un fadeur linéaire commun aux deux formes r et s.

39. D'après les propriétés que nous venons d'établir, toutes les fois
que la forme co^ est iden t iquement nulle, sans qu'il en soit de même
pour o^, on doit avoir

^•(J^VS ...,7A>- t- /-^- l)^o,

aussitôt qu'aucune des valeursy, y1^, . . . de y n'annule à la fois les
deux formes r et s. De là découle cette proposition :

Pour que, la forme c^^ étant identiquement nulle, la même chose ait
lieu pour la forme ̂ ^ il faut et il suffit qu'on ait

.̂(^ yw^ . ̂  y^-.-i ) ̂  o

pour des valeurs j^, j/+^ . .. de y choisies de manière qu'aucune d'elles
ri'annule à la fois les deux formes r et s.

Ce résultat est fort remarquable, parce qu'il nous apprend comment,
étant supposé que la forme co/^ soit identiquement nul le , on peut ex-
primer, par une seule équation, la condition nécessaire et suffisante
pour que la forme c^- soit aussi ident iquement nulle. En parlant main-
tenant de ce résultat, appl iqué successivement aux cas où i= i, 2, ...,
on arrive à un procédé permettant d'exprimer, au moyen de i équations
seulement, accompagnées d 'un certain nombre d'inégalités, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que la forme <o^ soit identique-
ment nulle.

Ainsi : Pour que la forme co^ soit identiquement nulle, c'est-à-dire pour
que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires en corn-
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mun, il faut et il suffît qi^on ait

0 •=- tOo =- KO»
o=co,(y},jJ, ...,JÎ),

38i

o=co^(yJ:î,jt,,...,y^-Q . ^

po^r des valeurs y\, y\, .. ;, y11,, ..., j^, J^, ..., y^~1 de j, cAo^
de manière qu'aucune d'elles n annule à la fois les deux formes r et s.

Si l'on voulait de plus que, avec a);^ == o, on ait co; ̂  o, on devrait
a jouter , aux i équations de la proposition précédente, l'inégalité

o -z^ CJL) • ( v 1 r^1 ^k-l-i-i\U yZ- wt\J iy J i y ' • ' y j i, h

les valeurs y\, y1^ , . . . de y étant toujours choisies diaprés la même
règle. *

40. Parmi les cas particuliers de la proposition précédente, il con-
vient de signaler le suivant :

Pour que les deux formes r et s admettent au moins i facteurs linéaires
en commun^ il faut et il suffit quon ait

Ro=o, Ri(y)=o, ..., R,_i(7)=-o,

la valeur y étant choisie de manière qu'on nait pas à la fois rÇy] ==. o
et s ( y ] = o. Si maintenant on veut que les deux formes r et s admettent
juste i facteurs linéaires en commun, il faut et il su/fit d'ajouter aux équa-
tions précédentes V inégalité

R,(y)^o.

On voit par la que, dans le cas où les premiers [ou les derniers} termes
des deux formes r et s ne sont pas nuls à la fois, les conditions nécessaires
et suffisantes pour que les deux formes r et s admettent i facteurs linéaires
en commun consistent dans U évanouissement ' des premiers (ou des der-
niers'} termes des formes

RO, RI, . • • ? RÎ'—I*

Si l'on veut que les deux formes r et s aient juste i facteurs linéaires en
commun, il faut déplus et il suffit que le premier {ou le dernier} terme de la
forme R^ soit différent de zéro.
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IX-

Comparaison avec la théorie des formes apolaires.

41. Propriétés de la forme R|. — A côté des formes invo lu t ives
t,\. / . 'y i t—1 ,ri /y>Â:-+-/--^\
Cl->^__l ̂  , X y . . , QC ) )

relatives aux systèmes linéaires

o^r—p^-^,

on pourrait considérer les formes involutives

cp,.-i(^°,^1,. . .,^it~2), ®

relatives aux systèmes linéaires conjugués.
Parmi ces nouvelles formes, la plus intéressante est la forme

cpi(^) ==o^(^,^, . . . , x) ^=:Ri(^),

laquelle représente, toutes les fois qu'elle n'est pas iden t iquement
n u l l e , la seule forme qui soit , dans ce cas, conjuguée aux formes
comprises dans l 'expression

o^r-p^.

Ainsi, en supposant

Ri(^)-=^ (/n=-=/c4-^-2),

on devra avoir
coi {x^, ̂ 2, . . ., x " 1 ) === a^ia^ . . . a^m.

La forme B.^ est caractérisée par la propriété d'être conjuguée aussi
bien par rapport à la forme r que par rapport à la forme s. Aussi est-
elle complètement déf in ie , à un facteur numérique près, au moyen des
relations

(a/^a^^o, (a,?)^-^: o.

Nous savons (n° 38) que, dans le cas où Ro •== o, la forme R^^)
devient égale à [ocy^, [ooy} désignant le facteur l inéai re que les deux
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formes r et s admettent e n - c o m m u n dans ce cas. Mais si les deux
formes r et s ont i >> i facteurs linéaires en commun, on a R < [oc} == o,
le nombre des formes d'ordre m == k 4- l ~- 2, conjuguées à r et à s et
l inéairement indépendantes entre elles, étant égal à i.

42. D'après ce que nous avons vu au n° 29, lorsque les deux
formes r et 5- n ' admet ten t aucun facteur l inéaire en commun, et qu'on
suppose k^l, il ne peut pas y avoir de formes d'ordre moindre à k qui
soient apolaires à R^ == a^.

Si k = l, les seules formes d'ordre k apolaires à R , == a^' sont celles
comprises dans le faisceau xr 4- \s.

D'autre part, si k < l, la forme r est la seule forme d'ordre^ apolaire
à R , , tandis que les seules formes apolaires à R^ dont l 'ordre soit su-
périeur à k et inférieur à /, sont celles divisibles par r.

De cette manière, les seules formes d'ordre 772— t égal ou supérieur
à l{^k], apolaires à R < , sont celles comprises dans le système linéaire

r--^-1"^, (^0,1, . . . , Â - — 2 ) .^tr -- 9Ï-1"1

Dans le cas, au contraire, où Ro^ o, R, = {^yY\ toutes les formes
d'ordre égal ou inférieur à m, qui sont divisibles par [xy} doivent
être apolaires à R< •=== a^.

On déduit de tout cela que, si l'on considère le covariant
i=.m—t

Q^{x^\x^\ . . .,.Tm~-i) - ————— (^T(aa^...(a(^)a^ ]J a,̂ . . .a^
' ' f =:<-+-!

^ ̂  ̂  ̂  (^oir n0 21 ), pour les cas où o ̂  t < k — i, ce covariant doit
être égal, à un facteur numérique près, au produit de la forme

co^^-1-1,^2, ....z^-Q

par la t^^ puissance du résultant Rç.
D'autre part, le cas où .Ton aurait t^k — i offre des particularités

assez curieuses. Et d'abord, si k < l, le covariant Q^ de R^ doit être
égal, à un facteur numérique près, à

ï\î^r{xk}r(xk^}...r^l~'ï\
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tandis que les covariants suivants û^-n, QA-^ • • • de R, sont identique-
ment nuls . Si, au contraire, k = /, l ' i nva r i an t i~î^ de ^{^ se réduit à la
puissance [k — i)163336 du résultant R^.

43. Comme les systèmes l inéaires

^-k-t,, __ p^-i-ts ( o ̂  t < k — ï )

sont composés, dans le cas où Ro ̂  o, par des formes d'ordre m—t
apolaires a Ri(^) , ces systèmes linéaires doivent posséder toutes les
propriétés dont il a été question aux n08 32-34.

De cette manière nous devons avoir, entre autres, les propositions
suivantes (pour le cas où Bo^ o) :

Si le nombre des formes du système

^-^r—p^-^s

qui sont divisibles par une forme ^""2^1 est égal ou supérieur à 2, il doit
exister au moins une forme d'ordre m — t — ï apolaire à R,, qui soit divi-
sible par e^~~\

Toutes les fois que la forme

œ^(^j^j^...,^-Q,

où les y^2, y^3, ...,ym~£ ont des valeurs donnéesy est nulle, quel que
soit ce, on doit avoir les m — 2t — ï relations

o=:oWy^Sj^, ...,j^-Q,
o-==œ^(y^,y^-4, ...,j^),
• " • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ' * 5

o=^.^{y^\y^\...,y^-t^).

44. Propriétés relatives au cas où R^ = o, R^-^o. — Considérons
maintenant de nouveau le cas où les deux formes r et ^admet t ra ien t ,
comme plus grand commun diviseur, une formel. Comme toutes les
formes R^, R^a» • • • • » Ro Ro sont, dans ce cas, identiquement nulles,
nous aurons à envisager seulement les formes involulives

0),, CO/4-1, . . ., ^h-1-
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Si l'on suppose
r-=Lp{œ.)r\œ\ s^p^s^œ),

r' et sr étant deux formes d'ordres A'== k — i et l ' == l — i respective-
ment, les systèmes linéaires auxquels se rapportent les formes involu-
tives précédentes seront

(^r'-^s^p^

(^-^-p^-^)^

(^,^p,/)^.

Cela étant, il est aisé de voir qu'une quelconque des formes involu-
tives

o)y_,(^-1,^, ...,^/c-^) ( t<y<^-+- i )

en question doit être égale au produit de la forme

p^'-1)?^') .. . pÇœ^1-^

par la forme involutive

co;.^(^1,^ ...^^-Q

relative au système linéaire

^T^-p^ (1).

La forme GO, sera, en particulier, égale, à un facteur constant près, à

p{x1) p{x1^).. .pÇ^'4"^"-1),

comme nous l'avons déjà remarqué (n° 38).

( i ) II est, en effet, clair que si k^-i formes binaires /o;/i; " " , / / . ^un même ordre sont
toutes divisibles par une même forme /?(,y), de manière qu'on ait

/o=^/o, fi=^/n •-; f^pf^
la forme involutive

[2 ±/o(^°)/i(^).. ./Â-(^)] : A(^o, ̂ i, ..., ̂ )

est égale au produit de la forme p (.^o )/?(, z4 ).. .pW par la forme involative
[2 ±f,Wf[W.. .fkW} : A(^, x^ ..., ̂ ).

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome I. — NOVEMBRE 1884. 4ô
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45. Les formes oo^, c^, . . . . u^, j o u e n t , par rapport aux formes f
et s\ le même rôle que les formes co^, œ^, ..., co^.., jouent par rapport
aux formes r et s. Ainsi la première de ces formes cons t i tue le résul-
t a n t Ko, supposé différent de zéro, des deux formes r' etY. Quant à la
forme

œ,(.r,^ ...,.r)=--Ri(.z1),

elle constitue la seule forme d'ordre m'= k'-+- / /— 2 == k+l— ii — 2
qui soit conjuguée aux deux formes^ et s ' ; elle j o u i t , par conséquent ,
de propriétés t o u t à fa i t analogues à celles exposées aux n0' 41-43 à
propos de la forme R,(.r). Parmi les diverses propriétés auxquel les
conduit la considération de la formée R^(o?), i l importe d'envisager ici
la suivante (comparez le n° 43) :

Toutes les fois que la forme
œ;^,.,(.^j^y^-1, ...,y^-.0,

où les y - 1 , y*74"1, ..., y^-J ont des valeurs données, est nulle, quel que soit
.r, on doit avoir les k + l — a/ -+- i relations suivantes :

^(j^Sj^-2, .. ..y^-J) ==o,
^(.y^ y^,...,.^^) =o,

^(J^ J^'S • . . .y1^1-^1 ) =: o.

Si l'on passe maintenant à la considération de la forme

^•~-l(^J•y.yy- i-S.••,y^+/-y)
= <.,_i (^y^y^S . ..,y^1^) xpW p ( y J ) p { y j ^ ) . . .p(^^)

(où i<^j<ik+ i ) , on remarque, d'après .la proposition précédente,
q u e :

Si la forme
^j-î ( -^ y^ y^\. • . , y^^' )

est nulle, quelque soit œ, sans que la forme R^ soit identiquement nulle,
on doit avoir

ct>/ ( y-7'"1"1, y-7'"1"2 . . . . y^--J) z=r, o( ^•(j^Sj^2....,^-1-^')
! ^(J^ y^2,...,,/^--7')

^(.7^ y^S-.^^-^^^o,

(ii)
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^̂ .? les fois que les valeurs y^ y^, ..., y^1^ de y sont telles qu aucune
d'elles n annule à la fois les deux formes r et s.

Voyons maintenant ce qui se passe lorsque la forme R/_< est iden-
t iquement nulle . Et d'abord, si B/ == o, on aura aussi ^==o, de
sorte que toutes les relations (n) précédentes seront satisfaites identi-
quemen t . Si maintenant R,.^ = o, R^ o, on devra avoir (d'après les
11^38, 39)

^ (J7» y^^ • • • j7^ '̂-1 ) ̂  o,

toutes les fois qu'aucune des valeurs y^ y4'1, ... de y n'annule à la
fois les deux formes r et s. En combinant ces remarques avec la pro-
position précédente, on arrive à ce résultat très remarquable, que :

Pour que la forme B^ soit identiquement nulle, sans qu'il en soit de
même pour B^, c est-à-dire pour que le plus grand commun diviseur des
deux formes r et s soit une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme

... f y ^i yî'-H ^k-^l—i\
^t-i {^y J î J f • * ' 9 J !

(où les y1, y1^, .. ., yliJ^lwi désignent des valeurs données de y^ choi-
sies de manière qu'aucune d'elles n annule à la fois les deux formes r
et s) soit nulle, quel que soit oc, pourvu qu en même temps ait lieu une
quelconque des inégalités

^.(^•^^...^^-.) ^o,

.̂(̂  yi^^^^^î) ^0,

, . . . . • . . . . . • • • . • • • • • • • • • • - • • • »

^•(yS /^S ...^^-^^^o.

En supposant, en particulier,
yi-^yW^^^y^i-^y,

nous avons cette proposition :
Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s soit

une forme d'ordre i, il faut et il suffit que la forme

^i^(x,y,y, .. .,r)

f y ayant une valeur qui n annule pas à la fois les deux/ormes r et s)
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soit nulle, quel que soit oc, pourvu qu'on ait en même temps

^i^y^y. ' • ' .y) •==• ï^Cr) ̂  o.

4-6. D'après ce qui précède, il est clair que l'évanouissement pur et
simple de la forme

^i.^{jD,y\y^\ . • ̂ y^1-1),
quel que soit oc, ne peut fournir aucune indication sur le nombre des
facteurs linéaires que les deux formes r et s peuvent avoir en commun ,
même si l'on suppose que les y, y-4"1, . .. soient choisis de manière
qu'aucune des expressions (^y), [^y1^ ) ... ne const i tue un facteur-
linéaire commun aux deux formes r et s.

Ainsi, par exemple, on peut démontrer que, pour qu'on puisse trouver
une valeur de y qui n'annule pas à la fois les deuoc /ormes r et .y, et qui
sou telle que la forme

o^_i(.r, y, y, . . ., j - )

soit nulle quel que soit oc, il faut et il suffit ( en général, p. e. dans le cas où
R^o) qu'un invariant des deux formes r et s soit nul. Cet invariant est
d'ordre (^ — i ) (/c 4- / — 2 i -+- i ) par rapport auoo coefficients de la forme M,
et son évanouissement constitue la condition nécessaire et suffisante pour
que, parmi les formes du système linéaire

-l -i-i .. _ /c-ï—i ,.^x f —— P.r 'S

// y en ait une qui admette un facteur de la forme [scy'f^•l~-<•li+^ (z?oir
n0 1 1 ).


