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A D D I T I O N A UN MÉMOIRE
SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES,
PAR M . ' G . FLOQUET,

P R O F E S S E U R A L A F A C U L T K D E S S C I E N C E S D E N A N C Y .

Soit/( .r) une fonct ion supposée uniforme autour du point x=o
et p résen tan t en ce point une singularité essentielle. Supposons, en
outre, que x == o soit un point s ingu l ie r isolé, c'est-à-dire qu ' i l
n'existe ni pôle, ni p o i n t essentiel, à dislance infiniment petite de
l 'origine, auquel cas/(.r) est développable en une double série, pro-
cédan t su ivan t les puissances entières, positives et négatives de x, et
convergente dans le domaine de l'origine. Les dérivées/^ a?),/^),...,
/^(.r), . . . seront aussi développables de cette manière. Mais il s'en

f'( r \
faut qu' i l en soit tou jours de même de la dérivée logari thmique^^

/'^(.r)et des fonctions '—•—-••J \'^' )
Si f[x} n'a pas de zéros inf in iment voisins de l'origine, -j—r ûe

présentera aucune d i scon t inu i té à distance inf in iment petite du point
y ̂  (^ çt géra développable en double série convergente. Mais l'équa-
l ion / Ï^ ) -==- opeut admet t re une inf ini té de solutions dans tout domaine

f[i}f /v.'\
du po in t oc =- o, si pet i t qu ' i l soit, auque l cas '-j-^— admettra une infi-
ni té de pôles. Ce rapport n'est plus aîors développable à la manière
de/(^).

De Hi la nécessité d 'apporter une restriction à une remarque et à un
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théorème que j 'ai .énoncés clans an Mémoire an t é r i eu r , publ ié comme
Supplément au tome VIII des Annales de l'École Normale supérieure,
année 1879. Il s'agissait d ' une équat ion d i f fé ren t i e l l e l i n é a i r e

r > / s d 1 1 1 } ' c l " 1 - 1 y(r) ̂  7/,7^ ^ pl 7u^ + • • • ~}~^mY ~ °'
.-)- W

dont les coefficients sont de la forme y C / x 1 , c'est-à-dire développables

en doubles séries convergentes dans l e 'domaine du point zéro.
A h page 17 (n° 18), je suppose qu ' i l existe une intégrale te l le que

x ^ ^ [ x ) , ^>{x) désignant une fonction bo lomorphe dans le domaine de
l 'origine, différente de zéro en ce po in t , et je fais la s u b s t i t u t i o n

r rr: .rP '^(.•-r) f zd j ' .

J 'obtiens la t ransformée en z
^/n—ï - ,fin -2 -

^^)^^^^7^i^-^•..^^.^^^^

dont les coefticients q sont donnés par les formules marquées du
signe ( i ) . Observant que y/, se compose de p^ augmenté d ' u n e

//
somme de termes tels que V^C^-^^^i^, où ^-^(x] est la dé-

Âmsà ' '•y ( <r } T \ / • -
0

l'lv^î (^ — a)101"6 de ^{oc}, j 'en conclus que les coe f f i c i en t s y sont un i -
formes et cont inus dans le domaine du po in t x == o, à ce po in t près, el

•4- ys

par conséquent de la forme Vc^, comme les coeff icients /^ . Cet te con-
— W te

c lus ion est ent ièrement r igoureuse. Mais la r emarque qu i la su i t (p . 18,
l igne 3) d e m a n d e à être complé tée . « Pour que les coe f f î c i en i s y pos-
sèdent ces .propriétés, il n'est pas nécessaire q u e ^ ( x ) ne c o n t i e n n e
dans son déve loppement que des puissances posit ives de x : i l s u f ï i t

-{- 0:1

q u e i p ( ^ ) soit de la ^^V^" s 11 f<Hî t a j o u t e r , d 'après ce qui a été

d i t p lus hau t : a et que ^{x} n 'ait pas de zéros i n f i n i m e n t vo i s ins de
l 'origine ^
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II résu l te de la que le théorème énoncé à la page 121 (n° 95) d o i t
èire rectif ié. S'il est toujours possible de décomposer l 'expression P(j
en facteurs premiers symboliques, il n'est pas tou jours permis de les

supposer de la forme ^— — y ^ C/.r^ Pour que cette forme soit possible,
— 09

il f a u t et il suff i t que les fonctions désignées par y, (^), ç a f ^ ) , . . . ,
y^,(^) n 'admet tent pas de zéros à une distance infmimeni petite de
l'origine. Par exemple, on a

d^ )" î / . ., i t \_ — __ s in - — — cos — )•dx- x ' \ x x / •
1 \dv i / i . i\ ~)dy ï / i . i \ "1 \dy ï ( i . i— ~\- -\ i 4- - sm — r —- — — i 4- - sin - rdx x\ .y x ] ' J \_dx x\ x x , "Y —- — — i 4- - sin - r ,J Ydx x \ x x j " J

t and is qu ' i l n'existe pas une seule décomposition de

i\ 1 ( d y i ï .d.^ y 9. dy \ ' d y \ / i i \ ^ /cl y i ï
_ „;„ _ .__ ^ — )' r= —— + - 2 ~ - COt ~ r ———— 4- —> COt - Y

dx- x ux .z''" dx x\ x x j \ dx x " x "- r -y- 4- —> cot - r ?x ) \ \dx x2 x ' /

où les facteurs aient la forme en quest ion.
La proposi t ion 1 ( p . 122) doit donc s^énoncer ainsi :
Si l'expression P{y) est décomposable en facteurs symboliques de la

4-»

forme — — y y C^'f, le degré y de sa fonction déterminante est égal
— ws

au nombre total j des facteurs réguliers qui entrent dans cette décompo-
sition.

La proposi t ion H est exacte, à cause de la remarque qui est au bas
de la page 1^4- L^s théorèmes I, II et III de la page i25 SOJÎÊ tou-
jours des conséquences des deux propositions précédentes. Quant aux
q u e l q u e s ra i sonnements qui suivent , il est t rop aisé de reconnaître ce
qu'on doi t y modif ie r pour que nous insistions.

P u i s q u e j ' a i été amené à revenir sur cette question, de la décompo-
si t ion d ' u n e expression d i f f é ren t i e l l e linéaire en facteurs symboliques,
je vais, en t e rminan t , l 'appl iquer au cas où P(y) == o est à coefficients
pér iod iques , l ' in tégrale é tant uni forme.

Supposons les coefficients s implement périodiques; P(y) == o admet
toujours comme intégrale une fonction v^ périodique de seconde espèce,
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Je pose y == ^', /^ Ac-'. La transformée Q(-s) == o, d'ordre m — i , est de
même forme que V { y ) == o, et je possède une intégrale ^ te l le que ^ , -
Je pose 2 == v ^ f t d x , el de l 'équat ion en ^, je déduis pa re i l l emen t ^,
et a ins i de sui te jusqu 'à î^. Considérons la décomposi t ion en fac teurs
premiers symbol iques

P •==. A ^ A / / , - i . . .A^Ai,

corrélative du système fondamenta l

j'i "-= <'i » ,)'2 = ̂ i .A'2 ̂  • • • î y m ~=- ('i Aa ̂ 2' • • • /('/// cl•^'
On a

A / = ̂  — ai j, ^, = ̂  log ( ̂ i f,. .. ('/ ) ( / - = - 1 , 2 , 3 , . . . , m ) .

Or, le p r o d u i t ^(^. . .^. é t a n t périodique de seconde espèce, sa dérivée
loga r i t hmique ci^ est pé r iod ique de première espèce; par conséquent ,
dans le cas considéré , l 'expression P(y) est tou jours décomposable en
m facteurs à coefficients périodiques.

Le même raisonnement orouvera que, si les coefficients de P(j") sont
d o u b l e m e n t périodiques, il existe toujours, une décomposi t ion à coeffi-
c ients doub lemen t pér iodiques . Soit, par exemple , l 'équation

C^Y , , sn.T cii.v €ÎY , „_L 4-. /^ ———— ^ 4- y dn .̂ ̂  o,
dx1 d \\x dx J

ou k désigne le m o d u l e , et où les coefficients possèdent les périodes aK
et a ^ v — i . El le admet les deux solutions snx et wx, qui sont dou-
b lement pér iodiques de seconde espèce, aux m u l t i p l i c a t e u r s égaux
a — i pour la période ^K, aux m u l t i p l i c a t e u r s -+-1 et — i pour la
période iW \j — r . Son premier membre se décompose ainsi :

( d y \ ( d y \J _ ^ y _ — a^ y ,
\dj(; ' / \/;/.z- ' /

a^ et a.^ ayan t pour expressions
s n x cl n x s n x d n x , « s n x en x

a y :=L — —————5 a 9== ————— — À - —;——— ?cri. x " CAÏX (.ln./r;

fonct ions qui sont bien de première espèce.


