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RECHEKCIŒS SUH LES liNTÉGHÀLES
Ï)K

CERTAINES ÉUIATIONS FOîSCTIONNELLES11',
PAU M. G. KOENIGS,

r ï\ o F R s s F r n A L A F \ c r L T K r> i": s s c i K N c: E s D i"; iî i; s A N ç o N.

I N T R O D U C T I O N .

Dans le premiet ' Mémoire que j 'a i publ ié n n Bulletin des Sciences ma-
/hémaliques sur le sujet q u i m'occupe, j 'a i omis de citer les noms (le
MM. Schrœder et K o r k i n e , qui m'avaient précédé dans cette voie : peut -
être ne sont-ils pas les seuls; mais je dois , dès le début du présent tra-
v a i l , réparer cette omission involontaire, du moins pour ceux dont les
noms me sont connus.

Quo ique , dans ses deux Mémoires ( 2 ) , M.^Schroeder aborde le sujet
sous u n po in t de vue d i f fé rent , du mien, néanmoins le premier théorème
qui sert de base à mes recherches ( 3 ) avai t été donné par ce géomètre :
je veux parler de la proposit ion qui énonce la condit ion nécessaire
pour q u ' u n poin t soit l i m i t e dans l 'acception ordinaire du mot.

Le Mémoire ( ^ d e M. Kork ine , publ ié en 1882, a pour objet une équa-
t i o n t rai tée par Abel et q u i , si on pouvai t la résoudre, donnerait immé-
d i a t e m e n t la forme générale d e l à fonction i térative <?p(z ) en fonction
de/.» et de ^. En présence de l ' impossibi l i té de trouver une solut ion, même

( 1 ) Les principaux résultats conLenus dans lo présent Mémoire ont été présentés à
l'Institut dans la séance du 8 décembre 1 8 8 4 -

( 2 ) Uebcr unendiich 'vicie Âlgorit/imen mr Anfiôsfiin^ der Gleicliurîgen ^Mathemaiische
Annalen^ t. iï); Ueber iterirte Fiinctionen (ibid., t. lit).

( 3 ) Reclicrches fiiir les substitutions uniformes (Bulletin des Sciences mathématif{i{cs,
'A'' série, année i883).

( ^ ) Sur un problème d'interpolation (Bulletin des Sciences math ématicfues, année 1882) .
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par t icu l iè re , de l 'équation d 'Abel, M. Korkine a recours au développe-
ment en série : l ' ident i f ica t ion de deux séries f o u r n i t des équat ions
l inéaires à l 'aide desquelles on peul de proche en proche calculer les
coefficients.

Dans ses recherches, M. Schrœder avait rencontré une équa t ion
fonc t ionne l l e , de l aque l l e on d é d u i t celle d'Abel en prenant les loga-
r i thmes des deux membres. Résoudre l ' équat ion d 'Abel ou celle de
M. Schrœder, c'est donc au fond le même problème.

C'est à l 'étude de cette dernière é q u a t i o n que M. ,1. Farkas a consacré
t o u t récemment un Mémoire ( 1 ) , inséré au Journal de Mathématiques.

Le résul tat le plus sai l lant de ce Mémoire, c'est la condit ion d'ho-
lomorphisme qu'a t rouvée M. Farkas pour la so lu t ion de l 'équat ion de
A I . Schrœder dans le d o m a i n e d ' u n p o i n t l imi te .

Un caractère que j 'ai essayé d ' i m p r i m e r à mes recherches, soit anté-
rieures, soit actuelles, c'est la réduc t ion au nombre m i n i m u m néces-
saire des diverses hypothèses q u i servent de base aux travaux de mes
prédécesseurs. Ceshypothèses p o r î e n t s o i t s u r la possibil i té de certaines
différent iat ions, soit sur l 'existence de certaines l imites .

Puisse-je ne pas me tromper en pensant avoir réussi à montrer que
(-es hypothèses se rédu isen t toutes à une seule, le fait de l 'holomor-
phisme en un point l imi te de la fonc t ion qu i figure dans la subs t i tu t ion .

Mais j 'ai pu a l ler plus lo in , car il résulte de mes raisonnements que,
sous cette seule condi t ion , l ' équa t ion de M. Schrœder admet toujours
u n e inf in i té de so lu t ions holomorphes ou méromorphes en un p o i n t
l i m i t e , et j ' apprends a les dédui re toutes de l 'une d'elles B (^ ) , dont je
donne u n e expression.

Si l'on passe maintenant à l ' équa t ion d 'Abel , il en résulte que tou te
solut ion de cette équat ion adme t une s ingu la r i t é essentielle au point
l i m i t e ; une seule y adme t une s ingu la r i t é l oga r i thmique , et c'est
l o g B ( ^ ) à un facteur constant près.

Il existe d 'ai l leurs une inf in i té d 'équations fonc t ionne l l e s auxquel les
ma méthode s'étend et dans lesquelles la fonction B{z) permet de
donner la s o l u t i o n générale une fois que l 'on a une so lu t ion particu-
lière : or j ' apprends à former une te l le solut ion.

( l ) Sur les jonctions itératives {Journal de Mffthémnf.if/ifcs de M. Resal, mars 1884) .
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Je devais naturel lement rechercher ce qu i se passait dans le cas des
groupes l imites que j 'ai définis dans mon premier Mémoire, et j ' a i
effect ivement rencontré des résul tats presque analogues, offrant un
exemple assez remarquable de périodicité.

JTyi donné quelques e-xemples; mais je n'ai pu les mul t ip l i e r , de
c ra in t e d'allonger outre mesure ce Mémoire. Dans un travail u l té r ieur ,
j 'en réuni ra i plusieurs pa r t i cu l i è rement intéressants, qui ra t tachent ces
recherches à des théories classiques.

A v a n t de te rminer cette In t roduc t ion , je dois dire quelques mots sur
la m é t h o d e que j 'ai suivie. La nature même de la question exige l'em-
p lo i des théorèmes les plus généraux de la théorie des fonctions. Je me
suis p r inc ipa l emen t inspiré du beau Mémoire Sur les fonctions disconti-
nues, que M. Da rboux a pub l ie au tome IV de la 2e série des Annales
de l'École Normale.

Une extension facile des résultats de ce Mémoire aux quanti tés com-
plexes a mis hors de doute à mes yeux la lég i t imi té du théorème sui-
v a n t , qu i sert de base à tou t mon t rava i l :

Si la série
^ (3 ) -=.U^-\- Ui-^r / /2-+-- - • »

dont'chaque terme est une fonction holomorphe de z dans une région U
du plan, est U N I F O R M É M E N T convergente dans cette région, la somme ^ ( z )
de cette série est une fonction continue de z dans cette région.

En second lieu, si la série formée par les dérivées des termes de la pre-
mière

-^ ( z ) •=. u^ 4- u\ + u^ + z/3 -4-. . .

est elle aussi L ' N I F O H M K M E N T convergente dans la région U, la fonction con-
tinue < & / s ) quelle représente est la dérivée de la fonction <p { z ) , en sorte
que la fonction y ( s ) est HOLOMORPHE dans toute la région U.

I. — Résultats antérieurs.

1. Je r appe l l e r a i d 'abord en quelques mots les faits généraux que
j 'a i mis en évidence dans mon Mémoire précité, en les précisant et les
complé tan t un peu.

La suite des q u a n t i t é s a, a , , a^a^, ...,a^ ... est dite converger réguliè-
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rement vers une l imiter , lorsqu'à tou t nombre positif s, aussi pet i t que
l'on voudra, il est possible d'en faire connaître un autre N5 assez grand
pour que, sous la seule condition p^L Ne, on ait m o d ( a p — x} <; s.

Lorsque la série proposée n'offre pas ce caractère, mais que la sui te
qu'on en déduit en prenant les ternes de k en k le présente, je dis que
la suite primitive converge périodiquement; k est la période.

2. Soit une fonct ion y (s ) uniforme dans tou t l ' in té r ieur d 'une ré-
gion R du plan, et jouissant de la propriété que, si z est i n t é r i e u r à cet te
région, il en est de même du point z^ = y(-s) ; si nous posons générale-
ment y(^) ==Zt+^ les points de la suite

"•'9 ^ïf "^2? ^'3» • • ' î *-'p9 ' ' •

sont tous intérieurs à la région R.
Lorsque cette suite converge régul ièrement vers une l imi t e x, q u i

n'est pas pour y { z ) un point essentiel, on sait que^* est un zéro de la
fonction z — y ( ^ ) » qui doit vérifier l 'inégalité m o d ç > ' ( ^ ) << i .

Réciproquement , soit x un zéro de la fonction z — y ( s ) qu i vérif ie
l ' inégali té modo/(a?) <^ i; j 'ai démontré que le po in t x est le centre
d'un cercle C^, à l ' in té r ieur duque l : i ° y ( 5 ) est ho lomorphe ; 1° le mo-
(Inle f> v ~ JL reste constamment infér ieur à l 'uni té et diffère même de
l 'uni té d'une quanti té qui reste finie.

En appelcUit alors H une q u a n t i t é comprise entre o et ï , on peut
['oser

mod ? ̂  ) — x ^ u ^ ^j ILZl^ ^ il ̂  j .

LG'S po in t s z, z^ z ^ , ..., Z p , . . . s 'approchent donc sans cesse du
point .r, à mesure que leur indice augmen te , et, pu i sque tous ces points
sont ainsi in tér ieurs au. cercle Ce, nous pourrons poser

^ ( Z ) -— .T ,, , ^ ( ^ l ) — ^ rr . ^ ( ^ f ) ) —— • " c ï ririod ^_/—_ <; (-1 ou inod -^——— < H, . . ., mod -i-^i'-7—~^.- < je ;

on en déduit
mod (s? — x) < Iï^ mod (^ -—- ./•) < W r,

où r est le rayon du cercle Cy.
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G!*, s é t a n t une q u a n t i t é posi t ive aussi pet i te que l 'on voudra, posons

^ê'H;
N5== partie entière de ———:;

^U

i l s u f l i r a d ' avo i r /^Ng pour que le module de Z p — x soit i n f é r i eu r
à ï, ce qu i démontre la convergence régulière de la suite z , z^ s.,, . . . .

3. Mais ce qu i précède nous condu i t à une notion dont je ferai le
p lus grand usag'e dans ce t rava i l .

Appe lons Fg un cercle de cent re x et de rayon s, que je suppose inté-
r i e u r à C^; il est clair qu'après Ng subst i tut ions, quel que soit le p o i n t z
d 'où l 'on est pa r t i , pourvu qu ' i l soit intér ieur à C^? on tombera sur un
p o i n t z^ cer ta inement i n t é r i e u r à Fç.

J 'appel le ra i généralement hauteur d 'un point z, par rapport à un
cercle tel que Fg, i n t é r i e u r à C^, le nombre de substitutions nécessaire
et suf f i san t pour condui re du p o i n t z à un p o i n t in té r ieur au cercle I\.

D'après cela, la p lus grande h a u t e u r par rapport à un cercle donnera
des points du cercle C^ est un nombre fini parfaitement déterminé. J'en
ferai f réquemment usage.

Considérons une fonct ion 6 ( s ) holomorplie à l ' intérieur du cercle 1 ;̂
i l es tc la i r que la fonction de z , $ [y / (^ ) ] , sera holomorplie dans tout le
cercle C^, p o u r v u que i soit au moins égal a la hau teur maximum des
points du cercle Cy par rappor t au cercle IV

On t rouve ra une a p p l i c a t i o n i m m é d i a t e de ces principes dans les
l emmes p r é l i m i n a i r e s qu i v o n t suivre.

II. — Lemmes préliminaires.

4. LEMME I . — Soit f{z} une/onction de z holomorphe au point x et,
de p l i ( S , nulle en ce point; on peut déterminer un nombre h assez grand
pour que la série

•x>

^/[?.(^)]
/;

ait une valeur finie, ci soit uniformément convergente dans tout le cercle Cy.
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Nous pouvons poser, en effet,

/(^)=:(.-^)-0(s),

où 772 est un ent ier au moins égal à i, e l 9 [ z ) une fonct ion ho lomorphe
à l ' intérieur d'un cercle Ce de centre x.

Soient 6 une quant i té à laquel le le module de Q{z) reste inférieur dans
le cercle CQ et h la hauteur m a x i m u m par rapport à ce cercle des p o i n t s
du cercle C^.. On prendra h = o si Qy n'est pas e x t é r i e u r à Co.

D'après ce qui précède, il su f f i t que i"soit supér ieur à À ou au mo ins
égal pour que la fonction Q[^i^)] soit ho lomorphe dans tout le cercle C^.
et que l'on ait

mode[^.(^)]<e.

Prenons alors un nombre q au moins égal à A, nous a u r o n s
•» a;

V mocî /[ 9, ( z )] < eV rnod ( ̂  —- x ̂  ;
f! l!

nous savons aussi que mod(js ,— x) < rIP' et, par conséquent ,
00 00

^ mod/[cp,(^)] < @\ mod(^,- xy- < -^^ H .̂
f/ 7

En faisant q=h, on reconnaît d'abord l 'absolue convergence de la
série

^/E?^)];
h

en s'arrêtant au terme d'indice ^dans cette série et appelant ̂  le reste ,
l 'inégalité précédente fait voir que

^^^T^^î^î

et, sans insister davantage, cette inégal i té suffît pour é tab l i r V unifor-
mité de la convergence.

5. LEMME 11. — SoUTÇz) une fonction holomorphe au point x et, de
plus, égale à l'unité en ce point; il est toujours possible de trouver un
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nombre g assez grand pour que le produit
00

IPM-')]

(lit une valeur finie, et même puisse être mis sous la forme

G(^)^ [ > < \

la fonction G ( 3 ) étant holomorphe dans tout le cercle Cy, et la série en
exponentielle uniformément convergente dans ce même cercle.

Nous pouvons poser effect ivement

F(3)=I-K^-.T)-^(^;

l ' exposan t m est u n en l i e r au moins égal à i et ^ ( ^ ) une fonction holo-
morplie à l ' i n té r i eur d 'un certain eercle C^. J'appelle g la hauteur
m a x i m u m des p o i n t s du cercle Cy par rapport au cercle C^, et W une
q u a n t i t é à l aque l l e le module de ^(s) reste inférieur à l ' intérieur de
son cercle d ' i ï o l o m o r p h i s m e C^.

Considérons le cercle r de centre x et de rayon /n7~; àT in té r i eu rde
ce cercle, le modu le de la fonct ion ( z — x y 1 1 ^ ^ } reste Infér ieur à
l ' u n i t é , ce q u i p rouve que chaque branche de la fonction

log[i+(^-.r)-^(^)]

est ho lomorphe dans tou t ce cercle r. rappellerai/^) la branche holo-
morphe q u i s ' annu le au p o i n t <r. En désignant alors par h la hau teur
m a x i m u m des points du cercle Cy par rapport au cercle r, il suffira d'a-
voir ^ '^A pour que la fonc l ion /[y/(s)'J soit holomorphe dans tou t le
cercle Q,., et, d 'après le lemme précédent , la série

oo

][/[^)]

sera u n i f o r m é m e n t convergente dans tout ce cercle.
M a i n t e n a n t on peut toujours prendre ¥ assez grand pour que le

cercle r ne soit pas extér ieur au cercle C^, c'esl-à-dire que l'on peut
Ann.de l ' R c . Normale. 3" Série. Tome I. ^.2



S. Î O G. KOENÏGS.

t o u j o u r s supposer h^g\ alors, p o u r v u que ^//, on p o u r r a t o u j o u r s
poser

F[^(^]:=:^^)i,

la fonct ion f\^t[z)\ é t a n t holomorphe dans t o u t le cercle (^, comme
il a é té d i t , et de là

00

w ^./'.' '?'• ' 3 ) 1JJF^,^);!-^
h

ou l'on a déjà vu q u e la série exponent ie l le est u n i f o r m é m e n t conver-
gente .

h — 1

Du reste, le p rodu i t "n"F[y^(^)j = G ( z ) est év idemment ho lomorphc
8

dans t o u t le cercle C,c, en sorte que l 'on a f ina l emen t
w - S / r ^ ' ^ i

]J.F[cp,(^)]:=G(^)^-
s

ce qui démontre la proposit ion énoncée-

6. Je vais compléter cet te proposition par la démonstration d 'une
inégalité q u i me sera u t i le .

Conservons les notations précédentes, et envisageons le produi t

7^ 2/ 'w^n
IjF[cp,(.0]=^

p

où les nombres p et q sont un iquement soumis aux condi t ions

q->p^h,

Si nous me t tons la fonction/ ' (^) sous la forme [z — ^ j ^ ô i z ) comme
dînis la démonst ra t ion du l e m m e I, en reprenan t aussi les no i a l i ons que
nous y avions adoptées, nous aurons
//
Y mod /[ ̂  ( 5 )] < e [m od ( z^ " •- j' ) / / /- -h mocl ( z,,.,, i — x ) / / ( -}•-.,. 4-1 nod ( ̂  •— ,z-)//' j

{ )
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ou encore
//v-^
y m o d / [ ^ . ( ^ ) | < e [ (H/ J / • ) / / ^ - ^ - (IP-1-1 r)^1^-. . . — (.IP//-)^],
/'

ci, a fortiori,
'/̂  - ^ f.m
\ mod/[^)]<-——^H^

^agajjf 1 ——' AA

/'

o u , p u i s q u e H << t ,
'/̂

 6 /'m
> inod/[c?,(^)]<-^-^.

/'

On remarquera m a i n t e n a n t que l'on a toujours

ino(Î6^< e111^1",
c 'est-à-dire, i c i ,

V H.-».

ïnod]JF[^K^)]<<(? l- l lw.

/'

A i n s i , quels que soient p et q^>p, pourvu qu'ils soient supérieurs
a A, on peut toujours trouver u n e q u a n t i t é indépendante de p et de q,

(]
f inie, à l a q u e l l e le m o d u l e de l~|F[y,(5)] reste inférieur.

p

Cette remarque t rouve une application dans la démonstration du
troisième lemme qu i suit :

7. LEMME 111. — La série y € r r - est uniformément convergente dans
.lÎKBE^ Cl--^

u
font le cercle (^.

La fonction y ( s ) peut toujours se meltre sous la forme

^ ( 3 ) :-; . /• -h- (3~- .v)^{œ} [i -h ̂ —^Y'1^—'^

ou la fonction ' /? (s — .r) est holomorphe dans tout le cercle C^; m est
un entier au moins égal à i .
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Posons, p o u r abréger,

j — j - =. Ç, .,;/•— ,r ==: Sy, cp^.r) = ̂

nous Irouvons
Y __ -y ^ [" , y / i i ( Y \'\^ ^ i — a c^ [ i -t- .̂ Y) ( ;/ ) j .

La fonction i+Ç^ï^s ) est précisément dans les c o n d i t i o n s de la
fonct ion F(^) du lemme II . Son loga r i t hme , je veux dire celui qu i
a d m e t le po in t x pour zéro de l 'o rdre m, est h o l o m o r p h e à l ' i n t é r i e u r
d ' u n cercle T, et pour tou tes les valeurs de i supérieures ou égales à la
h a u t e u r m a x i m u m h des po in ts du cercle C^; par rappor t au cercie F,
on peut écrire

i+îr^)^^,
où A ( ^ ) est u n e f o n c t i o n de Ç holomorphe dans tou t le cercle C^,, o î ,
par s u i t e ,

t^^a^e^,

d'où, par diflerentiation,

_tl^^(0[,+ç,)/(çj:|.
c(^/

Or la fonc t ion î + Ç X ' ( Ç ) est, e l le aussi, dans les cond i t ions de la
fonc t ion F (^ ) du lemme II, en sorte que l 'on pour ra poser encore

i+^/(^)=-^);

la fonction ^ - (Ç/ ) est u n e fonct ion de Ç ho lomorphe dans tou t le
cercle C .̂, p o u r v u que l ' i nd ice i soit au m o i n s égal a un nombre dé t e r -
miné h' qu i est lui-même au moins égal à A.

Supposons, en conséquence, que î ' soi t supé r i eu r non s e u l e m e n t a //,
mais encore qu'il soit au moins égal à h ' ' . Nous aurons t o u t : d ' a b o r d

(K, d'c, dt,.'-i U-h'

d'C, ~ d'Ç^ d'C

Je ne me préoccupe que du premier facteur .
En v e r l u de l ' ident i té

^^^^^t_i ^k±i
d\u' dt^, <,̂  " * " d'C^
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et de la va leur précédemment t rouvée pour ——•, nous au rons
Cl^i

d'^
di.i,'

i — ï i ~ l

^ ^^i ^ ^c^')
: a^^'e /t' x e hl

Mais , d'après l ' inégal i té établie dernièrement au n° 6, on peut
t r o u v e r deux quantités f inies indépendantes de i et auxquelles les

/ i / - 1
2 À ( '̂  ) ^ [j- c ̂  )

modules d e e ^ et de e ll restent respectivement inférieurs pour
si grand que soit i\ appelons alors A le produi t de ces deux quantités,
et désignons par £/ une quan t i t é imagina i re convenable dépendant de i,
el dont le module sera infér ieur à l ' un i té ; nous pourrons poser

/ .-i / — i
S A i ^ , ^ îi(^)

e l1' X e /i' r=A^,

d'où
,^_ A d^
^"-"^ ~•cÏta^i

et enfin

V ^ / _ A ^'Va^
Z^Ï'~^ ~d^ L ^

h' h'

oo

La série V(^Q est évidemment un i fo rmémen t convergente dans tout
ii

le cercle C^, puisque modo <; i .
Le t ro i s ième lemme est démontré par cela même, sans qu'il soit

nécessaire d ' insister .

ÎIÏ. — Définition de certaines fonctions holomorphes.

8. Ces trois l e m m e s suffisent pour démont re r les théorèmes suivants
q u i servent de base à t o u t le reste du Mémoire :

THÉORÈME I. — Sij\z} est une fonction de z holomorphe au point x et
nulle en ce point, on peut trouver un nombre À assez grand pour que la
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î̂/[.,(-.
A

représente une fonction holomorphe dans tout le cercle C,,..

Reprenons les notat ions employées dans la démons t ra t ion du

iemme I. En v e r l u de ce l emme, la série )• /[9/(s)] représente u n e
ii

fonction finie et cont inue dans le cercle C^. Si la série des dérivées est ,
elle aussi, un i formément convergente dans t o u t le cercle C,., i l en
résulte q u e la fonction finie et continue déf in ie précédemment sera,
en ou i r e , monotone et, par conséquent , ho lomorphe dans t ou t le
cercle Cy.

Tout revient donc à démont re r la convergence uni forme d a n s t o u t
le cercle C .̂ de la série

Y^/'L?/(^1^—^—'
h

La fonction f ' ( z ) est ho lomorphe dans le même cercle de centre x
que la fonc t ion / (^ ) ; il en résul te i m m é d i a t e m e n t q u e / ' [ y / ( s ) | sera
hotomorphe dans tout le cercle C,., pourvu que ï soit au moins égal
à h. Appelons A une q u a n t i t é à l a q u e l l e le modu le def^z) reste infé-
rieur dans le cercle d ' ho lomorph i sme de celte fonction. On a u r a ,
pourvu toujours que iïh,

mod / ' / [cp/•(^}_| < A,
d'où

Y , d /T ̂  ( z ) 1 i Y . d ^ f i z }\ niod --Alj^JJ. < A > mod —4—-..
/ j ( { z ' z-j dz
h h

Or, d'après le lemme III, la série du second membre, dont les termes
correspondent chacun à chacun aux termes de celle du premier
membre, est un i fo rmément convergente. On peut donc en conclure la
même chose pour la série du premier membre, et le théorème est a in s i
démontré .
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9. THÉORÈME II. — Si F { z ) est holomorphe au point x, et si de plus la
fonction est égale à F unité en ce point, il est possible de trouver un

nombre g- assez grand pour que la fonction représentée par le produit

n37^^
soit holomorphe dans tout le cercle C .̂.

J 'adopterai les notations du lemme II. En vertu de ce lemme, nous
avons

i,/[?;(^)i
IJF^^)]^^)^

s

Or, d'après le théorème précédent, la série en exponentielle est
ho lomorphe dans t ou t le cercle G,.; il en est de même, du reste, de la
fonct ion G ( s ) , et, par suite, le théorème est démontré .

Le cas par t icul ier suivant est part icul ièrement intéressant, et c'est
môme l u i qui a provoqué mes recherches.

10. T H É O R È M E III. — La limite du rapport ïp--^^^ est holomorphe
dans tout le cercle C^..

En adop tan t les nota t ions du n° 7, ce rapport peut s'écrire
p-i

^ - ^ ^n,, . . . , ^ s - ^-1T[i4-Sfï,(^)].
^- a^ at^ a^ ^ ^ il1

Lorsque l'est n u moins égal à À, on peut écrire i 4-"<^(Ç/) == e^,
o u ^ f c : , ) est une fonc t ion de *( holomorphe dans tout le cercle C^,, et
l 'on a ^^j'^t^^:2161.

a'' " ' a'1 a

Pour/? intîni, la série en exponentielle tend vers une fonction u > { z )
lioloniorphe dans tout le cercle G.,, et par conséquent

,/, ( .-)_-_r_ _ ^(_îln^o(=).
nm ^'^)p ~ ['f'W
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J 'appellerai B(-s) cette fonct ion de ^, en sorte que

B(,)^^^r:,f,co(.),

IV. — Propriétés de la fonction B ( ^ ) .

11. On remarquera d'abord que la fonct ion B(-s ) admet pou r zéros
ceux de y / t (^ ) — oc qui sont i n t é r i eu r s au cercle C^., et avec le même
degré de mul t ip l ic i té .

En part icul ier :

Le point limite x est un zéro simple de la fonction B(-s).

12. La fonction l}{z) j ou i t encore d 'une autre propriété i m p o r t a n t e ;
de l ' iden t i t é

îîlirhz-f — L S/dMillz-̂
r/^1 a a"

on t i re en effet, en passant à la l i m i t e ,

33(^^B[^)].

La fonc t ion B ( ^ ) est donc une solution de l ' é q u a t i o n

(S) E[^)]=cS(^

ou E(,s) est une fonct ion inconnue e tc une constante.
Dans le cas actuel , la solution est donnée par les d é t e r m i n a t i o n s

Z . ( z ' ) == B(s) , c == a\ nous représenterons cette so lu t ion par le symbole
iB(»,a| .

Il est c la i r que, généra lement , si J 5 , c ! représente une so lu t i on do
l ' é q u a t i o n (S), il en est de même des symboles JS^,^!, |aS,c j , où //
est u n entier positif ou négatif et a une constante. A ins i , on d é d u i t de
la so lu t ion précédente le type s u i v a n t

S<B(^):r^|.
qui contient une double in f in i t é de solut ions de l 'équation (S). Celles
pour lesquelles n est positif sont bolonnorphes dans t o u t le cercle C^.;
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si n est négatif , elles sont méromorphes dans ce cercle, et notamment
au p o i n t x. Dans tous les cas, / ^ i n d i q u e l'ordre du point x, soit comme
zéro, soit comme pôle de la fonction.

13. La proposition réciproque suivante mettra en évidence l ' impor-
tance de la fonction B(s) dans cette question.

THÉORÈME IV. — Toute solution de Véquation (S) qui est holomorphe ou
înéromorphe au point x ne diffère que par un facteur constant d'une puis-
sance entière positive ou négative de la fonction B(-s).

Il suff î t de démontrer le cas de l'holomorphisme. Remarquons d'a-
bord que de l 'équat ion (S) on déduit

acc?,^)]:^^),

et, pour z == ,r, il en résulte
(i-cQS^^o.

11 est impossible que, pour toute valeur entière et positive de i, on
^;t i _ c1 == o, car i l faudrait que c fût égal à i ; il en résulterait

a[cp,(.5)]=s(^),
cl, pour l ' infini,

3(^) = S(^) == const.

Il faut donc que S(;r) soit nul , c'est-à-dire que toute solution de l'équa-
tion (S) qui est holomorphe au point x s'y annule. J 'ajoute que cette
fonct ion est déterminée si l 'on se donne l'ordre n de son zéro x. Soit,
en effet,

S(z)^(^—xYl^(z),

où ^f ' z ) est holomorphe et non nul au point x\ on aura
a[y(^):]^[cp(^)-^] / lcF[cp(^)]=c<î>(^).(^-^) /^

d'où
[^^^\\^(z)]=c^{z);
|_ Z — X J

en faisant tendre z vers x, on trouve
c=:[y(^)r==^;

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome î. ^ -^
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en r e m p l a ç a n t alors c pa r sa va leu r , i l v ient

[^) -.r]'/<ï>|^(;] -a^^):
on en déduit

^ / (3 ) - - ^J^3> [y / ( ^ ) J .^rt^E^)

^^j"-[..-,]-
ou encore

<Î>[^(.3)]-S(^.

Faisons c r o î t r e /' i n d é f i n i m e n t , nous t rouvons a la l i m i t e

[ B ( ^ ) ] / ^ < ^ ( „ ^ ) - " = ^ S ( 3 ) ,

r-e qui démontre le théorème dans le cas de rholomorphisme.
Le cas du méromorphisme se traite de même, et l'on t rouve le même

résul tat , sauf le signe de /;.
I/équalion (S) n'est aiiire que celle de .M. Schrœder, cl, d'après ce

qui précède, les seules solutions de ce t te équat ion qui soient holo-
morplies ou méromorpli-es au poini x sont conlenucs dans le lype gé-
néral

;a l:î^^)] /M:? /(•<>l /^î

< l ' a i l l e u r s ces s o l u t i o n s son t toutes ho lomorphes ou m é r o m o r p h e s d a n s
t o u t le cercle C,., comme je l 'ai déjà e x p l i q u é .

I i. C o n s i d é r o n s a c i u e l l e m e n t l ' é q u a l i o n d 'Abe l

< A j ^ E ? * ^ ) ] ••-^i - t"S(^) .

Si dans l ' équa l ion (S) on p rend les l o g a r i l i s m e s des d e u x m e î u b r e s et
qu 'on divise e n s u i t e par lo^c, u n tombe sur l ' équa l ion f A) .

I l en résu l t e q u e l ' équa l i on (PALel ne peu t avoir a u c u n e s o l u t i o n ho-
l o m o r [ ) h e ni m é r o m o r p h e en x^ et ( [u ' e l l c en a d m e t une, et une seule,
pour l a q u e l l e ce p o i n t esl, u n p o i n t l o g a r i t h m i q u e ^ a s a v o i r

l°̂ l£i.jogy(,.r)'
15. 11 reste à m o n t r e r m a i n t e n a n t c o m m e n t on p o u r r a t r o u v e r à

l ' a ide de la f o n c t i o n B ( . s ) l a so lu t ion générale de l ' é q u a t i o n ( S ) et de
l ' é q u a t i o n ( A ) dans le cercle C<...
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Le quot ien t clé deux so lu t ions de r é q u a l i o n ( S ) , ou la d i f fé rence de
deux s o l u t i o n s de l ' é q u a t i o n ( A ) , est une so lu t ion de l ' équat ion
( P ) 3[cp(3) ]^-3(3) ;

et r é c i p r o q u e m e n t , si l 'on représente par X ( ' z} F in lég ra le générale de
l ' é q u a t i o n (P), les expressions

^)4-X(^), B(.-)xX(.-)

r e p r é s e n t e n t les In tégra les générales des é q u a t i o n s d 'Abel el de
M. Schrœder.

T o u t r e v i e n t donc a t r o u v e r X(^) . On peut toujours prendre X( s )
sous la forme Q[b(z}~\, où û est une fonc l ion qu'il faudra déterminer .
On aura

X[cp(^]=^^^(^]j-=:û[^(--)+i], •

el, pu i sque X ( s ) est l ' intégrale générale de l 'équat ion (P), il faudra
avoir

û[^)+i]^û[^)],

c'est-à-dire que l'on devra p rendre pour iî une fonction périodique
q u e l c o n q u e , d o n t la pér iode sera l ' u n i t é .

Ce résul tat coïncide en t i è r emen t avec celui ob t enu par M. Korkine,
q u a n d 11 a démontré que l ' intégrale générale de l 'équation d'Aboi pou-
vait se dédu i r e d ' u n e solut ion par t icul ière de cette équat ion. La con-
naissance de la fonct ion B ( ^ ) , et par suite de b[z}, permet ainsi de
d o n n e r expl ic i tement les in tégrales des équations de M. Schrœder et
d 'Abel .

V. — Exemples.

16. Je vais donner des exemples destinés à éclaircir les considéra-
[ ions précédentes.

Dans son Mémoi re déjà cité, Abel a considéré le cas de y(^)==^ ,
sans spécifier la na ture de la constante ^. C'est cel exemple que je vais
irai ter en premier l i e u .

Les po in t s racines de l 'équat ion ^-~ z == o peuvent seuls être des
poin t s l imi tes à convergence régulière; on a û/(s)= ̂ -\ Si ^ est su-
pér ieur a i , on trouve que z = o est seul un po in t l imi t e , et encore,
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pourvu que p. suit ent ier . J ' exc lue donc ce cas, et je supposerai que
p.<^i. Alors, sauf -s = = o q u e je r e j e t t e , tous les points racines sont des
points l imi tes , car, dans ce cas, ç/(.r) == p. <; i . Je d is t inguera i deux
cas, suivant que y. sera commensurable ou n o n .

17. Soit d'abord a ̂  n- << i ; on obtient toutes les rac ines en fai-1 m
sant var ier r de o à {m — n — x ) dans l'expression

/'
Ït'T: ---—

( r ) x~=:-e )n-fl.

Posons z = p e ^ avec o<;0<;27r; les m valeurs de la fonc t ion z^
sont comprises dans la formule générale

. ,, ' <fO{J--)-2TC—^
(2 ) ^e v /"/,

où s doi t varier de o à 772 — i . Remarquons que chaque b r anche est
caractérisée par une valeur de s à l ' i n t é r i eu r de t o u t contour s i m p l e
ne renfermant pris l 'orig-ine. Une de ces branches prend en x la va-
leur x : c'est celle-là q u e nous considérerons et que nousa ppellerons
y(s) .

On trouve que, si le point x est celui qui est donné par la for-
mule ( i ) , il faut prendre s == r; en conséquence,

lfO[J.-+-2TT '-}
^ ( Z ) =p!^ \ [ /<

Cette fonct ion est hobmorphe à l ' i n t é r i e u r du cercle C, de rayon i,
qu i a ^pour centre. D'ailleurs, comme on vérifie que Op. H- 2n r- est
t ou jou r s compris entre o et 2n, en posant rf{z) == z^ == ?, ^'°i avec
o -< 9^ << 27ï, on aura

?i -=^', Oi.-==: 0;j.—?^ -^,

d'où
^ ( Z ) = ̂  = p^, ff^/,, p^ •r= pE^, 0^ = 0^^ + Ĵ .-'L- ( I — j^ ) ;

//è —• tt

et pourp inf ini , on trouve ^==1, ^==--^~î-, c'est-à-dire z^=x.
fiî, —— n,

Cherchons maintenant B f ^ ) , c'est-à-dire la l imi te de î^-^-^l^.ij.^
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Appelons p ' le logari thme ari thmétique de p, et posons

\ m — îi j
nous aurons

î/^l———f = ̂  (^- !)== ̂ fo^+ ̂  +../)^ ^/ ^ \ I • 2 y
et, pour/.? inf ini , pf t e n d a n t vers zéro,

B(z)=^^

A l ' intérieur du cercle C, toutes les brandies du logarithme de r

sont holomorphes; appelons log^ celle de ces branches qui s'annule
en x, nous aurons

Z , . 2TT/ ' \
IO^~ -=.^ 4- l 0 —————— --=^;0 .r ' \ m — n

donc
B(s)=^Io§--^-

On a d 'a i l leurs

B(,)^..^-H.(o.-^)]=^[p^z(o^^)]=,B(^B > ( ^ 1 ; r--:.x; p^ -^ ^ i v ^

c'est-à-dire
Bl:^)]^^)!^).

On remarquera la nécessité d ' introduire x en dénominateur dans le
signe logar i thmique .

La solut ion log;3, t rouvée par Abel, s 'obtient en faisant r =. o, elle
correspond au cas de . r = = i , elle est holomorphe dans le cercle de
rayon i qui a son cen t re au point i; mais celle solution n'est pas la
seule , et i l y en a (m — n — 1} autres ayant chacune leur cercle d'ho-
lomorph i sme , et relatives chacune a un point limite et à une branche
d i f f é r en t e de '̂.

18. Ces résul ta ts se conservent dans le cas de ^ incommensurable ;
on t rouve même alors une inf ini té de points l imites et de fonctions B(-s).
Les points l imi tes sont tous sur le cercler, de rayon i ,qu i a pour centre
l ' o r i g i n e ; on les ob t ien t tous, en effet, en attribuant à k toutes les va-
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leurs ent ières de — co à 4-03 dans l 'expression

îi^J—
{ i ) .z- =e 1 - i-1- ;

on voit même que, si A est un point quelconque du cercle F, i l cxisie
u n o i n f i n i t é de points racines dont la distance au po in t A est m o i n d r e
q u ' u n e q u a n t i t é £ aussi peti te qu 'on voudra .

Toutes les dé t e rmina t ions de z^ sont données par la f o r m u l e
pp.^(OîJ.-(~2'n://^)

où h do i t var ie r de — 30 à +03 par valeurs ent ières .
Si z reste compris à l ' intérieur d 'un con tou r s imple ne c o n t e n a n t pas

l 'or ig ine , chaque branche de ^J- est ho lomorphe et se t rouve carac té-
risée par une valeur de À. Que l le est la b ranche q u i , au po in t .:r, p rend
la valeur xi

Appelons g la part ie entière de —— et v la pa r t i e f r a c t i o n n a i r e ;i [x
l ' a rgument de x compris entre o et 2n est 2w, en sorte q u ' i l f a u d r a
avoir , ). élant un e n t i e r convenable,

ou
2 7T\' . p. 4- 2 TC II p. ~ZZ 2 TCV -4- 9. \T:

v (A -4- h ;j. == \» -4- A

ou, en remplaçant v pa r —L- ~ g ,

/,•+ x_^+^--^/^

Comme ^ est incommensurable , i l f au t avoir h •==: g, h 4- À - o- = o;
on aura donc

y(^ ) :^plle^(Op--+-W).

Soient^ la partie entière deg^ et v ' I a par t ie f r ac t i onna i r e ; on p e u t
écrire

y(^) ^r-pt-'-e^0^4-2^^.

S1^4-î /5 i , alors o< $^ 4-27rv'< 27r, e t ^ é tant l ' a rgument de o ( s )
compris en t re o et an-, on peut écrire

cp(^) == pi ̂ \ p^ == p|̂  Oi =r Op. 4- 2 TT/;
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d\)Ù

^ ( ;: ) ~= o^ e^f, p^ =- ?;A/\ Q/, =- 0;j^ -4- -î ~ ( i — ^' )

c4, poni1 ^ infini,
. 27 ÎV '

î un ̂ p ( ̂  ) == 6" l ^ == J-',

el le reste connue plus l iaul .
Tout d é p e n d d o n c de la somme [î + V \ or nous avons

g- ;J. =: ^•/ + '/, ——— = ̂  -r- v :
l — ^J.

donc
/ À- \ 'J.Â- , k , ,

^ -\- '/ := ————— —— ') U. —— —————— —— W .= —— À- 4- —————— —— ̂  = ̂ ' —— A- -S- V ( t "-- [J. 1 ,
\ î —— ^ / k î —— ^ k J —— ;J.

c/esi-à-dire que
^./ -^ ^. -„ /•, '/ = ^ ( i — u. ) ;

donc
[A -}- '/ / ;:-:-: [). + '̂  —— [1^ "=1 l —— ( f —— ĴL ) ( 1 —— ' / ) "< I .

A i n s i [oui p o l n l racine est l i m i t e , même dans le cas de [î incommen-
su rab le . 11 est môme r e m a r q u a b l e que tous ces points l imites en nombre
in f in i soient tous sur le cercle F de rayon î , ainsi que je l'ai déjà ex-
p l i q u e .

19. Dans lous les cas, que [L soit commensurable ou non, en dési-
g n a n t par x u n p o i n t l i m i t e , la fonction B(s) a pour expression x log ^

on lo°-3 a un f ac teu r constant près. Cette fonct ion est holomorphe0 x
d a n s le cercle de rayon î et de centre x, et c'est une solut ion de l 'équa-
t i o n f o n c t i o n n e l l e

S(^) =: [lS(3).

On en d é d u i t pou r 6 (^ ) , à une constante addi t ive près,

log ?lo^
lo^
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d'où, pour l'expression générale de la solut ion de l 'équation fonction-
nel le ,

/ioglog-\
1 «X/ | , ..y

Q l ——————— 1 X lOg-,
\ logp- / D ^

où Q ( ^ ) représenle une fonction périodique dont k période est l 'uni té .

20. Le second exemple que je veux ci ter , c'est celui des subs t i tu-
t ions l inéai res . Un des po in t s doubles est l imi te pour la subs t i tu t ion
[ z , ( p Ç z ) ], l ' aut re pour la substi tution inverse.

Si l 'on ne savait que toute subs t i t u t i on l inéaire peut être définie par
le symbole | z, z J, où l'on a

.— ____, ..y./ f» ___ ,-yJ

x et x ' é t an t les points doubles, notre méthode générale nous l ' appren-
dra i t . On t rouve, en etret, que B ( ^ ) est ici é^al à r—'-7 à un fac teur

'" -U —— iV

constant près, et, comme ( p f { x ' ) = K , l 'équation précédente expr ime
jus temen t la propriété

Bf^)]=^)B(^);

mais ce qu'il est permis d 'ajouter, c'est que les solutions de l ' équa t ion
fonc t ionne l l e

2[^)]===cS(^),

qui sont holomorphcs ou méromorphes en x et x ' , ne d iHerent que
par un facteur constant d'une puissance entière de ^ ~ 'r; encore faut-
il que c soit une puissance entière de K. Pour toute autre valeur de c,
les solut ions admettent nécessairement en x et x ' des singulari tés
essentielles. Tel est le cas, par exemple, de c= i ; on retombe alors
sur des considérations d 'origine récente, mais qui sont bien connues.

VI. — Extension des propositions précédentes.

21. Les propriétés de la fonction B(;s) sont susceptibles d 'extension
au cas d'équations fonctionnelles plus générales que les équations (S)
et (A). •
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Le premier théorème nous apprend que la série

^)^-y/[^(3):i
0

d é F i n i t une fonct ion holornorphe dans tout le cercle C^., p o u r v u que
f{z} soit aussi ho lomorphe dans ce cercle el s 'annule au po in t s . Or
la fonc t ion ^ ( ^ ) a ins i dé f in i e j ou i l év idemment d e l à propriété

%(^]:=F(3)+/(3);

c'est donc une solution de l 'équation fonctionnelle

m) S[^(3) ]^S(^)+/(^) .

La d i f fé rence de deux so lu t ions de celle é q u a t i o n étant une solution
de l ' équa t ion

( P ) S[^)]=S(^

q u i n ' admet , dans le cercle C,c, aucune solution holornorphe ni méro-
morphe; on v o i t que l ' é q u a l i o n (N), où f{z) est donné, n'admet pas
d ' a u t r e s o l u t i o n que ^ ( s ) ho lornorphe dans le cercle C^; aucune solu-
S i o n n'est méromorplie dans ce cercle.

Enf in la connaissance de la fonction b { z ) nous donne l'expression
de l ' in tégra le générale de l 'équat ion (N) , à savoir

. f ( ^ )+û [&(^ ) ] ,

où i ï [ z ) est une fonction pér iodique dont la période est l 'unité.

22. Prenons maintenant la fonction g [ z ) holomorphe dans tout le
cercle C^ et-égale à l 'unité au poin t x\ le p rodu i t

ce.&'(5)=n^^
0

représente, d'après le théorème II, une fonction holomorphe dans tout
le cercle Q,.. On reconnaît d'ailleurs que cette fonction est une solution

Aiin, de l'Éc. Normale. 38 Série. Tome I. " S. 4
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de l ' équa t ion fonc t ionne l le

i^) s [<p(3 , ]^—,a( , ) .
^ \ ̂  i

Le rapport de deux solutions de l ' é q u a t i o n (N') est une s o l u t i o n de
l 'équat ion (P) : de là les mêmes conséquences que précédemment.

L'équalion (N ' ) n ' admet , dans le cercle C^ aucune solution méro-
morphe, elle admet une seule so lu t i on holoinorphe dans ce cercle,
^(s), et l 'expression de l ' intégrale générale sera

(;l(^i2[^):^

où S ï ( z ) est une fonction périodique dont la période est Fumié .

23. Prenons» par exemple, ^ ' z j = = i'—,..11^ avec a-^^^x}. La fonc-a l • o» '. / (-f i \ i

f'['fi(3)]tion ^ { z ) : : TT-•-l-f'—"-!, qui est l iolomorpiteilans tout le cercle C^., est('va'- ^ .
0

la dérivée d 'une fonction 5(^) l io lomorpi ie dans ce même cercle; dis-
posons de la constante pour que .'if^) s 'annule au point x.

La formule
ff[?(^J--^/f^iï^)

nous donne

c'est-à-dire
^l:?^}]^ )-- ̂ .!)/(^,

5 [ ^ ( z ••)}•:.::. a^(z).

En se reportant au théorème IV, il faut donc que Q ( z ) ne d i f fè re de
B{z) que par u n facteur constant

5(.3)-:-cg:^)
ou , eu égard à l'expression de B f s ) ,

w-^^p.^^
on remarquera que, pour z == x, w [ z ) est n u l : donc la dérivée du se-
cond membre se rédui t à C pour z == oc.
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M a i n t e n a n t , comme c;(^) == s , i l en résulte que C == î , et, par suite,
. aon a

5^)-iî(^
wd'où

d 'où , enf in ,
^(^=W(^);

B'(.)=n ?'[?,(s):
a

Remarquons tout de sui te que, si l'on envisage l'expression î^i-L:— '̂,
sa dérivée s 'exprime par le p rodu i t

J^^M^I.
il a

o

a la l imite , î^^—^ a bien pour va leur B(s) , mais en résulte-t-il né-
00

cessairernent que B'(^) a i t pour l imite le p rodu i t IJ^9^^ C'est ce
0

qu 'on ne pouva i t admet t r e a priori. Mais cela résulte des théorèmes
généraux que j ' a i démontrés, en sorte que le développement en pro-
d u i t de B ' ( ^ ) , que l 'on pouva i t seulement pressentir, se trouve rigou-
reusement établi .

VII. — Des groupes circulaires limites.

24. Les points l imi te s à convergence régulière ne sont pas les seuls
points l imites qu ' i l y ait lieu de considérer. J'en ai défini d'autres dans
mon premier travail , et, à leur égard, je vais rappeler rapidement les
résultats que j 'ai obtenus, ainsi que je l'ai fait au début pour le cas de
la convergence régulière.

Appelons E/c l 'équation z — ( p / , { z ) = o; supposons que XQ soit une
rac ine de l 'équation E/^ et qu'elle ne vérifie aucune équation E^, où l'on
a u r a i t /c'^/L La quant i té oc^ est di te alors appartenir à l ' indice/c. Les
quant i tés .T(>, .r,, x^, . . . , ^^,, où l'on pose généralement r^:== y (.z^. < ) ,
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appart iennent toutes à l ' indice 7c, et elles soni permulées c i r cu la i r emeni
par la subst i tu t ion [ ^ , y ( s ) [ . Leur ensemble cons t i tue un groupe cir-
culaire de k racines.

25. Posons généralement

di -=. ̂ \Xi') et a -==. ci^ci^ a.^. . . cif,.,^ ;

si la conJition moda<^ i est vérifiée, le groupe est un groupe circu-
laire limite. Voici ce que je veux dire par l à .

Tout point x,_ du groupe est alors le centre d 'un cercle C/, à l ' in té-
rieur duquel : i° y (s ) est ho lomorphe ; 2° le module du q u o t i e n t
^—_ reste in fé r i eu r à u n e quan t i t é II/ comprise entre o cl r . Il en
résu l te que le p o i n t x^ est un po in t l i m i t e à convergence régul ière
pour la. subs t i t u t ion . ^ , y ^ , ( z ) | ; le cercle C/ n'est au t re que le cercle
que j 'a i appelé Qy dans les numéros précédents.

Main tenan t , considérons une seconde série de cercles C^. ainsi déf in is .
Le cercle (̂ . est concent r ique et i n t é r i e u r au, cercle C/; si l'on par t d 'un
po in t z in tér ieur a C^. , les p o i n t s y ( ^ ) , ç ^ f ^ ) » / ' p ^ { z ' ) ^ • • • » î/.-i { z } sont
tous intér ieurs : le premier au cercle C^, le second au cercle C/..,i^, . . . ,
le dernier au cercle C/^r

Si nous pa r tons alors du po in t ^ i n t é r i e u r à C/, Icspoinis^, ^,..., z/ç^
sauteront d 'un cercle C au cercle su ivan t , après quoi l'on reviendra
avec z/f dans le cercle C\ 'et à une dis tance de ̂  moindre que la dis-
tance précédente de - s à x^ Les po in t s s / . i , , . . . , ^-/^i e f fec tue ron t
les mêmes sauts que précédemment , s eu l emen t on remarquera que
z;;^j sera p lus près du point .r/..,-/ que ne l ' é t a i t le point zj. En conti-
n u a n t I n d é f i n i m e n t les subs t i tu t ions , on vo i t ce qui va a r r i v e r ' : les
points /s, z/^ .^A, . . . i ront sans cesse en se rapprochant de Xi et au ron t
ce point pour l i m i t e ; les po in t s z^ z ^ „.,,./,., ^ i + ^ / . , . . . a u r o n t , au con t ra i r e ,
pour l imi te ^+.,, et généralement les points zj, zj.^ f^Zj^j^ ..., 0117 </:,
auron t pour l imi t e le point ^/+/, où i -+" / doit être r é d u i t su ivant le
modu le A, et mêjïie i ront sans cesse en se rapprochant de ce p o i n t à
mesure que leur indice a u g m e n t e r a . Cela m o n t r e donc que la su i te
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converge pér iod iquement vers chacun des points do groupe c i rcula i re
l i m i t e .

J'ai démontré, dans mon premier Mémoire, que ce cas é t a i t le plus
général où l'on eût une convergence pér iodique vers un point l imi t e
qui ne fût pas un point s ingulier essentiel de y ( ^ ) . Rien ne s'op-
pose d 'ai l leurs à ce que l ' inf in i et un pôle fassent part ie d 'un parei l
groupe, car il se peut que l ' infini soit un point l imi t e à convergence
régulière, pourvu que l ' infini soit un pôle de < p ( - ^ ) . Je n'ai pas t r a i t é le
cas de l ' in f in i dans mes recherches actuelles, mais on voit assez quelles
modifications il f a u d r a i t apporter , sans que j'aie cru nécessaire d'y in-
sister.

26. Je me propose de chercher ce que devient la fonction B(^ ) , qui
a joué un rôle si impor tan t dans les numéros précédents, lorsqu'on se
p lace dans l 'hypothèse d'une convergence périodique.

VIII. — Les fonctions lil^).

Le théorème III nous apprend que la l imite du rapport

?/^(^) ——^

a^

est holomorphe dans tout le cercle C,. J'appellerai ^(^) celte limite.
Le point x, est un zéro s imple de cette fonction, et, de plus, elle vé-

rifie l ' équa t ion

(i) ^•[?Â-(^)]=^iM^);

mais la f o n c t i o n ^-(s) n 'é tant plus déf inie hors du cercle Q, on ne peu t
p l u s r ien dire de ^-[?(^)] lorsque s est intérieur à ce cercle. Toute-
fois il existe ent re d e u x fonctions iPe), consécutives une relation impor-
t an t e q u i sert de clef à cette théorie.

Prenons le point ^ dans le cercle C, ; le point yy(^ ) , oûy<Â: , sera
intér ieur au cercle C^, en sorte que la fonction ^4vD?/(5)] est holo-
morphe dans tout le cercle C,. On a d'ailleurs

„ r .. / - M — 1 ; m ̂  ̂ •/ (- g^ """" x^^j '^ r-y L?y ( ̂  )J -= nni —————————,a^
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et, en formant le quotient

f^phj^)] —^-H
Cl'P

? / rp ( ^ )—^ /

d o n i la l im i t e est^^7-^^5 o» voit que l'on a'Ub,(^) î

'̂ ^JM^ - lirn ̂ ^(^"l - ̂ /.
-1^ (,.)- --- —,^^-_^——,

or nous avons
yÂ7^?y(^)]——^.4-y __ ,Î.L^^P) ~ ̂ [̂5^

VA-^ ( ̂  ) — ^->/ ^A./, — ^i.

et, pour p i n f i n i , c 'est-à-dire pour ̂  ̂  ̂ ., nous trouvons la l imite

î^^^ï^^+i)...?^.^-,-^ i),

c'est-à-dire que

( < À ) ^/-i-./ [?y ( ̂  )] —- ^/ ^ / 1 -i ... a, ,.,y ..„ i •i(',, ( ,G ).

Cette équa t i on est légi t ime pour tous les points s i n î é r i e u r s au cercle C.
et quel que soif 7, pourvu quey< /c . En par t icu l ie r , p o u r / == i ,

(3) ^/ , , l^(^)]=a, .H^•(^).

Si l'on faisai t , au contrai re j =~ k, on retrouverait l ' équa t ion ( 1 1 .

27. Appelons donc/(s) u n e fonction qu i coïncide a v e c ^ o f ^ ) d a n s t o u l
le cercle Co, avec ^ , { z ) dans le cercle Co . .., avec ^^{z) dans le
cercle C/,^1. Cette fonct ion jou i ra de la propriété que le quot ient ^^•^l!
restera constant dans le cercle C',, seu lement cette valeur constante
sera a, pour le cercle C,, a, pour le cercle C^, . . . , c'est-à-dire qu ' e l l e
changera d'un cercle à l ' au t re .

La fonct ion f{z) ne sera pas, à p roprement par ler , u n e so lu t ion de
l ' équa t ion

( , S ) E[cp(.3)]"..:cE(^).
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Proposons-nous alors le problème pré l imina i re suivant :

Trouver l'expression générale d'une fonction 2(:;) holomorphe ou mé-
romorphe en tous les points du groupe et qui, dans chaque cercle C^ ,
jouisse de la propriété que le quotient ^ ? V ^ J soit constant, cette valeur

^ [ Z )

constante powant d'ailleurs varier d'un cercle à l3 autre.

Prenons un cercle C', concentrique et intérieur à C,., tel que, si l 'on
part d'un point z intérieur à Cp les pohils ^ , , ^3, . . . , z^^ soient respec-
t ivement intér ieurs aux cercles C^, C^.,,, .. ., C^;^p on aura

3[^^-) aJ^)]-) ^(^l _.
3(..)"~ - ̂  a[^)] - À-15 • • • 5 a[^^)] "" i^~~i!

où les À sont les diverses valeurs de ces quotients constants dans chacun
des cercles C^.

On en tire
^•(^l-) , . .——^/^T—— ——- Â O Â I . . . Â^_ i ,

en recommençant le tour, on trouverait

^Cîiîlf}]--) ) ' ;"aT^yr"" ° ""'^
d^où

a[^;,(-3)]==(À/À,...^o^E(^)
el çénéralement

a[^(^)]=(Xo>-l...^-l)p3(^).

Donc toute fonction S(s) qui jou i t de la propriété que ^ ^ ^ soit
constant dans chaque cercle C,-est une solution de l 'équation

3[cp/,^)]=cS(^).

Les seules solutions holomorphes ou méromorphes en œ, sont com-
prises dans le symbole

\^[^iW,^\,

ou a, est une constante arbitraire el n un entier positif ou négatif.
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En conséquence, la fonction cherchée S(.s) doi t coïncider

Avec ^[^(^OP" dans le cercle C^,,
Avec ^[^iC^)]^ dans le cercle C\,
Avec ^[1)1^(^)1^ dans le cercle €3,

Maintenant , on remarquera qu'il faudra avoir

'ÀO >' i • . . A/,..... i -= a^o r= ci11 ^ -= a".. . .,

ce qui exigera que
HQ ~=~- n^ ~=z fi^—-^ ...=://„;

( î n sorte qae :
Tous les points du groupe sont des zéros ou des pôles du même ordre

de la fonction S (-s).

11 est d ' a i l l eurs fac i le d 'avoir l 'expression des constantes \ en fonc-
tion des constantes a : r emarquons , en effet , que

^ /4 - lS^V^ [?(^ ) ]^

^"""O^^ï)^^

et, comme ̂ -.n [<F(^)] == a, ii^-(^),

^ ̂  a'i.a/

ÎX. ~ Les fonctions B(^ ) .

28. Nous pouvons ma in tenan t résoudre le problème q u i consiste à
chercher les solutions les p lus générales de l ' équat ion (S) q u i sont
holomorphcs ou niéromorpl ies aux points du groupe; il suff i t , en effet ,
de déterminer les constantes a par la cond i t i on que toutes les con-
stantes \i deviennent égales. On aura, en appelant \ l eu r va leur com-
m u n e , ^_^=...̂ «;,,= ,̂;,,̂ ,
d'où

——— x ____ p À3 Â^-1

^—^^/p ^—y-o^Tp ^^^.^-r-^? - • ^ ^-1 -•= ̂  -.„——^—^
o "o ^i "o '^1 (^a ^u a ' i • • • alc-•^.
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e t , en outre,
"1 /l ————— /y •/ /-. H ,-, /; _____ /y HA — a^ a ^ . . . cî ^ ^ — a .

[..a q u a n t i t é c/.o f igure en f a c t e u r c o m m u n , et la faire égale à i revient
a m u l t i p l i e r S(.s) par une constante . Supposons, en outre, n = i ; il est,
c l a i r que , p o u r repasser au cas de n que l conque , i l suffira d'élever les
constantes a et les f o n c t i o n s i j l / ( s ) à la puissance n., c'est-à-dire de
[) rendre la pu issance ^ieme de E(^) .

Prenons d o n c pour ). une racine de l ' équa t ion binôme

)/= a,

nous appe l l e rons B ( ^ ) une fonction de z qui coïncidera

Avec — i l^o(^) dans le cercle C/o,
cio

Avec —— i^ i (^) dans le cercle C'i,
Ct^Cl i

) /

Avec ——-———-iiL/(^) dans le cercle C-,'a ^ a ^ . . .^•-i - ' v / / ?

)/,,--i
Avec ————— ^v,..-! (;0 clans le cercle C / . . .

^ 0 ^ 1 . . .^--2 1 • '

Cet te f o n c t i o n , l i o lon io rphe . en chaque poin t du groupe, satisfera à
r é q u î i t i o n

B[-p(^]=r :AB(3);

ce sera donc une s o l u t i o n de l 'équat ion

(S ) S[<.(..^)]=CS(,3).

Puisque À a d m e t k d é t e r m i n a t i o n s , on aura k systèmes de con-
s tantes a, et par su i t e Je fonct ions B(s ) ; mais i l faut remarquer que
dans l ' u n q u e l c o n q u e des cercles C,-lcs rapports de ces k fonctions sont
c o n s t a n t s .

Pour avoir m a i n t e n a n t le type général des solut ions de l 'équation (S)
qui sont ho lomorphes ou méromorphes en chaque point du groupe, il.
s u f f i t de faire

S(^)^ao[B(^) ]^ c^V\

où. Oo est une constante et n un entier positif ou négatif.
-- / / / / / . d<- l'r.,c. Nurni. 3e Surif. Tome î. b . Q
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29. L'équation cTAbel admet encore la so lu t ion

/ / • , ^ „ 1 0 ^ B ( ^ )
loi-rX

el tous les résultats précédents subsistent. L'essentiel é ta i t d'obtenir
la fonction B ( s ) .

X. —- Exemple.

30. Je donnerai encore un exemple qui ne sera que la cont inua t ion
de celui que j'ai développé au § V. Pour ne pas trop m'étendre, je me
restreindrai au cas de [j. commensurable. On a

y ( G ) - = ^ et, ^,(z)=.^^

les racines appar tenant a l ' indice p sont données par la fo rmule géné-
rale

/.•

où k doit prendre une valeur entière comprise ent re o el m^— n1', dif-
férente de ...-^,-^---^ (p' désigne l ' u r j l t é ou l 'un quelconque des divi-
seurs de p), sans quoi l'on aura i t aussi des racines appar tenan t à des
indices infér ieurs a p .

Un raisonnement que j ' a i présenté ail leurs { i ) condui t à l'expression
suivante pour le nombre des points a p p a r t e n a n t à l 'indice/?

/ /; ./.'., \ / II r_ \
')bp = [m'' — ^ m11 -i- ^ itt^' — . . . / — [n? — ^ i^ 4- >j ri'11' — .../,,

où a, b, c, . . . sont les diviseurs premiers de/?.
Soit XQ, x^ . . . , <r^.j un groupe de p racines; on a

?^i) p^-^) p^.'^^). • .^'(.^-.-i) = ;^< i ;

f 1 ) Sur une généralisation du tileorèmo de Fermât, et ses rapports avec la théorie géné-
rale des substitutions uniformes (Bufl. des Se. mat/i., 1884^). Je profite de cette occasion
pour réparer l'omission que j'ai faite, en oubliant d'associer le nom de M. Kantor a ceux
de MM. Lucas et Picquct dans nies citations; j'aurais pu citer encore M. Pellet, qui a, l u i
aussi, présente une Note aux Comptes rendus sur cette généralisation.
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11 suffi t donc que l'on puisse définir une branche de la fonction 3'\
ho lomorphe en x^ x^ . . . , Xp..^ q u i prenne en x^ la valeur x,, en .r,
la v a l e u r ̂ , . . . , en ^_, la valeur ̂ .

31. Éludions le cas du groupe binaire, p === 2, et soit une branche de
la fonction z^

zfôa-r-aTi:^- j„ / ^ \ _ .. a p \ > in >?(.^} — [^ e ?

qui est caractérisée par le nombre r, pris entre o et m, quand on fait
varier z dans un contour simple ne comprenant pas l'origine. Sous
quelles condi t ions , et pour quelle valeur de r aurons-nous

.ri=:^(.ro), j;-o= t? (^ i ) ,

O\XXQ e t^ ' i ont pour expressions

^ ( ̂  ——af).—— 2 / 7T —————-- _ - ' " f ^ - . — / ^ ,y> — p ni-~ ir-
.CQ —— ff , ^1 —— <-' 7

ao et a, é tan t des entiers non divisibles par m 4- n, compris entre o et
yn^ _ ̂  L'équat ion oc, = ç(^o) nous do»116

__^——— + -'- -= Xo+ ——c———^ ,^^ — /^ ^ //^ //z m- — ri-

où 'Ào est égal à i ou à zéro; on en conclut que Oo— rn doit être divi-
sible par m, et l'on peut poser

(1) ao— rn= po^?

l 'équation précédente devient alors

( ^ ) po -+- ^^ == ai H- ^o (m2 — nî )-

En exprimant au contraire que cp(^ ) = ^o» oi1 trouve encore

(3 \ a^ — rn == pi7?2,

( ̂  ) p i -4- r//^ == ̂  -+" Xi ( w2 — n2 ),

où ^ est un entier et 7., zéro ou l'unité.
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On tire de là
^rr- /• -, ( /zXo- i - /H.'/^),

P i - — /• — (//^o4- / ^ À i ) ,

a , — ay:= /^,(/^ — //,) ( ) ^ _ ) ^ ) ^

et comme on ne saura i t avoir a, = a,,, car il en r é su l t e ra i t x, == ̂ , i l
faut que des deux quant i tés X , et \ Fune soit zéro et loutre l ' u n i t é :
faisons en conséquence

/o== o, ?^=: ̂

on trouve
pu^"- f — fît, p ) _ — : / - — / ^

^,= /•( / / ; + n) „ ̂ ^ ^^ ,.^^ ̂  ^^ _ ̂ ^

î<i — Oo --= m ( //À — /^ ).

Introduisons le reste et le quotient de la division de mn par 772 + n,
en sorte que

inn z=z ( m + n ) h 4- ̂  o < £ < /// -i- //, ;

on peut écrire
s<,,:=; (/^ -.1- / / ) ( / • -- IYI -.)- /^ „.!.„ ^

ai=(/^ -.}- / z ) (,•„„„ ^) „ ̂

Comme a, > ̂ , il suffit que û<, soit positif et a, inférieur à m2- n\
On trouve^amsi que a, et o^ doiveni être congrus l^un à mn et l'autre à
- mn, suivant le module [m 4- n), et que l'on doit avoir

( ^ ) ^^.{,n -h/z)^- ! -^

(6) C<,=:(W-1- ^ ) , ^ — — 5

avec

( 7 ) .ïi — SQ =-- /y^ — 2 //. > o :

.?o peut prendre Fune que lconque des valeurs o, i , 2, 3, .. . , ^ ( A - / z j ,
et r sera donné pa r l a formule

(8) /• ^^+m~/<;

on va constater que les formules (3), (6), (7) et (8) résolvent complè-
tement le problème.
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32. Menons par le p o i n t z == o deux demi-droites, l 'une OX origine
des a rguments , lautre 0V correspondant à l 'argument 2 ^—^n qu i
est inférieur à 2îr; ces deux demi-droites divisent le plan on deux
régions. Dans la région Ro on aura

m — rargiim. z < 2 T ———5

et dans l ' au t r e région R ^

m — r
argum. z >> 37: ———;

l ' a r g u m e n t de z que l'on considère est celui qui est compris entre o
et 2TT.

On remarquera que le point x^ est dans la région Ro et le point x^
dans la région R ^ .

Considérons l 'expression
^fOti-t-2'n:-^)^)-=p^ { v m } ;

l ' a rgument 0^ -+- STT - ne peut être inférieur à ^rc, mais peut être supé-
r i eu r à 27T; i l est i n f é r i eu r à 2n si z est pris dans la région Ro, il lui

r
m

est supér ieur si z est pris dans la région R, .
Appelons donc 0^ l ' a rgument de y (s) qui est compris entre o et 271,

on aura
Dans la région R y . . . . . Oi=; 0;ji -;- 27: —i

,, . / . ,, ., Ht — fDans la région H i . . . . . Oi -==. Op. — 211
m

Mais je vais p lus loin. Supposons que l'on parte d'un point z de la
région R o ? je dis que y ( ^ ) est un point de la région R ^ . Il suffit de
mon t r e r que

r m — r
Oa -1- 3-ir — > 3TT —————•

in n '

or, de l ' inégali té
( m — h ) ( 7?î -i~ n ) -= m'2 ~r s > /2i2,
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on dédui t , puisque r> m — h en ver tu de l 'équation ( 8 ) et de A\,> o,

r'(m 4" n) >• /^2

OU
/• /// — /•

/ /A " //,

(l'on
/• /// — /•

0;J. -1- 9. TT — > 2 7: —————— .ni il

Partons, au cont ra i re , d 'un po in t de la région B,,; je dis que l 'on
tombe sur un po in t de la région B(, après une subs t i tu t ion . Il suffit de
prouver que

.. m — r in — /•
0;^ —— 37T —————— < 0.7T ———————

fit n
ou que

m f fît — r in — r \
0 < 2 71 —— -—————- -1- ——————— ;

il \ i l . n ) 3

or le second membre est supér ieur à 271; l ' inégali té est donc t o u j o u r s
vérifiée, pu isque l'on prend

0 <0 < 9.7:.

Si le point z est i n t é r i eu r à la région Ro, le p o i n t y^ / ( s ) sera aussi
in té r ieur à cette région, et l 'on a u r a , en posant f^/Ç^) ̂  o^,e^^i,
o<(5^<27r,

F^= pî  0^= Op^-i.- ̂  ̂ ^ (i - ̂ ) ;

en p a r t a n t , au contraire, d 'un p o i n t z in tér ieur à B,,, z^ sera aussi
in tér ieur à I^, et l 'on trouve

p2y=- p^, 0^= 0^'7-t- •^ -^ÏJ—————-^ (I ———— ^1),

On a, dans un cas,
r) '•̂ iy

lim O^y --= —^—^ o a lim .;2,y -=. x^
fît" — /é"

et, dans l ' au t r e ,
lim O^y •==. — '̂-̂ -'!̂  ou |̂ n ̂  ̂ .: ̂ ^.

Mais si, pour fixer les idées, on part d 'un poin t de B^ et que l 'on
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forme les q u a n t i t é s y, (s), ( p ^ ( z - ) , . . . , y ^ y ( ^ ) , ^y-i^)1' * • • ' oîl t î '^uve

, .^^^.(0--.^)^4-^/^^-?2<7^J — p^ 6 ,

^ ^ __ ,^-.^^t(o-^S)^/+^7T^^?2y+l ̂  J — pt" e ,

ce qui montre bien la convergence alternative vers x^ e t ^ i des termes
de la suite

•^7 ^lî ^îf • • • ? ^:2//? -'ay-i-iî • • • ï

selon la parité de leur indice. • .

32. La même méthode qui a donné B(^) , au n° 17, nous donne ici

^(^)=:.rolog—?
j/ o

i iL^(5)=:^ lo§—?a'i

cl ^ o ( ^ ) et aP , ) , ( ' 3 ) sont holomorphes dans les régions Ro et R, respec-
t ivement .

On vér i f ie , d'ailleurs, que dans la région Ro on a

^J^)]:=;^l^o(^)
^'0

et dans la région R.)
^[^)1=;.^^(^^i

Dans le cas actuel on trouve donc

OQ •===: [j. —^ ? a'i =-= ;j. —0 5 a~=^ OQ ai == ^k2 ;
.ro '̂i

X est déf ini par l 'équat ion À2 - a == o, c'est-à-dire que }. ==d= ^; pre-
nons ). == f^, on a

, _ f^ ̂  {^ ̂  ^ ^.
1 Oo '̂1 0 ^'i

On peu t faire ^o •= ±^ et alors a, = —^ en sorte que la fonctiont u XQ ^î.
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B ( ^ ) doit c o ï n c i d e r avec log~1 d a n s la région B(p el avecfoH'- 1 - dans
«^'o c c ^i

la région B, .

XI. — Remarques finales.

34. Dans !a théor ie générale, nous ne sommes pas sorli du cercle C^.;
ce d e r n i e r exemple nous mont re c e p e n d a n t que, dans ce r t a ins cas, i l
est possible d'en s o r t i r et de l u i s u b s l i t n e r des régions p lu s é t endues .
Supposons qu 'un po in t z dis p lan condu i se au po in t x'^ i l devra c o n d u i r e
en un po in ta , i n t é r i e u r au cercle C^ après u n nombre fini k de subst i -
tu t ions . Si le" p o i n t ^- n'est pas, a i n s i q u e je le suppose , un po in t essen-
t i e l pou r la fonct ion (?/,(-s), il existera a u t o u r de ^ une région c o n t i n u e
de poinis q u i c o n d u i r o n i tous à l ' i n t é r i e u r dii cercle Cy après k substi-
t u t i o n s ; si l ' on remplace alors dans t o u s les théorèmes précédents la
h a u t e u r m a x i m u m h des p o i n t s du cercle (ly par r a p p o r t à u n cercle
c o n c e n t r i q u e ].\ par cette h a u t e u r a u g m e n t é e de k, les théorèmes
d e v i e n n e n t a p p l i c a b l e s à la région qui , e n t o u r e le p o i n t s .

Plus g é n é r a l e m e n t , soi t U u n e région, du p l a n , il s u f f i t que tous ses
p o i n t s c o n d u i s e n t a l ' i n î é r i c u r du cercle C .̂ p o u r tomber sur le p o i n t x
après un nombre i n f i n i de s u b s t i t u t i o n s .

Si l 'on a p p e l l e k la h a u t e u r m a x i m u m des p o i n t s de la région U par
rappor t a C^., i l s u f f i r a d ' augmente r li de /• p o u r que t o u s les théorèmes
so ien t app l i c ab l e s à la région U.

Si l 'on env i sage la t o t a l i t é des p o i n t s du p l a n qui c o n d u i s e n t de la
sorle a l ' i n t é r i e u r du. cercle C .̂ et, par su i te , au, p o i n t s , on p o u r r a i t
é ê o n d r c a la région q u ' i l s f o r m e n t les théorèmes g é n é r a u x . Mais on ne
sa i t r ien de généra l sur la m a n i è r e d o n t ce t t e région est l i m i t é e , et l 'on
ne peu t pas a f f i r m e r a priori que le mode de d é l i m i t a t i o n n'est pas de
n a t u r e à res t re indre cel te e x t e n s i o n .

."[/ importance de la d i v i s i o n du. p l an en régions d 'après le p o i n t li-
mite a u q u e l c o n d u i s e n t ses p o i n t s se t r o u v e a i n s i u n e fois de p lus mise
en év idence . M;iis on concevra q u e l l e d i f f i c u l t é s ' a t t ache au problème,
en songean t qu ' i l y a g é n é r a l e m e n t une i n t i n i t é de groupes circulaires
l i m i t e s , p o u r si g r and q u e soi t l ' i nd ice a u q u e l ce g roupe a p p a r t i e n t .

M. Cayley a mis le p remier en avan t ce; p rob lème dans le cas de la
règle de Newton ; mais, même dans le cas d 'un s imple po lynôme entier ,
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le nombre des groupes l imi tes peu tê t r e i n f i n i , et , si le problème a pu
être résolu dans le cas d 'une équa t ion du second degré, cela t ient à ce
qu ' aucun des poilUs racines d ' ind ice supér ieur n'est l imi te dans ce
cas, et qu ' i l s sont tous sur la droite, l i eu des points équidistants des
points racines, droite q u i , on le sa i t , divise le plan en deux régions
telles, q u e t o u t p o i n t de l ' une d 'el les condui t au p o i n t l i m i t e qu 'e l le
c o n t i e n t .
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