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M É M O I R E
"SUR ! !

L A R O T A T I O N DE LA L U N E
ET''SUR . . , ' ; , 1 1 1

LA LIBRATION RÉELLE EN LATITUDE.

PAK M. CH. SIMON,
P R O F E S S E U R AU L Y C É E L O U I S - L E - G R A N D .

On sait que ,1e mouvement de la Lune autour <le son centre de gravilé a clé étu-
dié principalemeat parLagrange et par Poisson. C'est à Lagrange que l'on doit la
théorie de la libration réelle en longitude et l'explication des lois de D. CassinL
Poisson signala plus tard,.dans la libration réelle en latitude, une inégalité qui a
pour argument la 'distance! du périgée lunaire -au nœud ascendant de F-orbite, et
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise. ' 1 1 ; 1

En reprenant la question sous un nouveau point de vue, j 'ai,cru reconnaître que
l'analyse dont Poisson a fait -usage, -d'après Lagrange et Laplace,^ est fautive en un
point important. Il résulte en effet des formules de Poisson, que, si l'on fait d'abord
abstraction de l'excentricité de l'orbite, l'axe de rotation décrit autour de l'axe de
Féquateur un cône circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cône également
circulaire; de sorte que l'inclinaison de Féquateur lunaire sur Fécliptique reste
constante dans le cours cFune révolution. Or, on conçoit, à priori, que cela ne peut ;
pas être, et que Faxe lunaire doit subir une nutationsemi-mensuelle, analogue à
la nutation semi-annuelle que subit Faxe terrestre. On pourrait croire, à la vérité,
que cette natation semi-mensuelle est insensible; mais le calcul prouve qu'elle est
sensible/c'est-à-dire qu'elle est du même ordre de grandeur que les autres quan-
tités que Fon considère, et il est à remarquer que c'est elle précisément qui fait
du problème de la rotation de la Lune un cas singulier du problème général de la
rotation des corps. Elle consiste en ce que Faxe instantané oscille constamment.
dans leplan de la section 'principale, qui" est perpendiculaire au grand ax;e dirigé
vers la Terre, en décrivant un secteur de 86 secondes environ, dans un temps égal à

annales scientifiques cîe l'École Normale supérieure. Tome ÏÏI. >J.4
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la: moitié de lajévolutiolïde, la Lune par, rapport àlia;li:g•lrï;e,,:mo:bile des nœuds; de
sorle,que,;roï:i .peut produire :le;mow:ejnent qm.îUie.u' :e.n faisant ..rouler sans glisser
le plan de,ce secteur sur .un cône lolndulé.•dollt,la.base,est.,ll.ne suite .de cyclo'ides
sphériques. , . ' 1 , 1 1 1 , , ' - , . „ . , , : . ! , . . . 1 , . 1 . ' ' 1 . . ' . . i „ l l : : : ::::.1',... . , , l , : l l l . l . . l . , : - : . l . , . l ! 1 ' . ^ : - 1 - ; 1 1 1

L'oscillation'a. longue période,::, qui dépend de l'excentricité;: de Torbite, et, que
Poisson a découverte, joue le rôle d-'uneinégalité •séc'ui'âira. par. rapport à la pre-
îilière. On,: peuty .avec âne approxixnatio.n, suffisante,; 'la •considérer .corome s'exécu-
tant dans le même- plan que la, premières et l'on .obtient .'ane./iîna.ge .complète du
piléaomène-.-de: la'•rotation de la Lune ,,en faisant rouler et. glissey .en/même 'temps
sur le cône ;: cvcloïdâl^.doiit, on •.vient. de:,,,parler. la .section. pîiBcip.ale.dans-laquelIe
rAxe/iûstantané.'Teste toujoiirs.com.pris., . • ':,, ,.', • , , , . : : . . ; • : : : • ; , . : - , , , . - 1 1 ^L . , 1 - . 1 1 : . • • . . : ' - 1

II . me paraît difficile, mais'.non.i.inpossible,:.de'.constater1 .par; l'observation,: ces
résultats singuliers: c'est pourquoi j'ai cru devoiy, àla.f i ï î ;de mon travail, repro-
duire, en les complétant, les formules qui expriment les coordonnées sélénocen-
triques d'une tache lunaire, en fonetion-.de ses coordonnées sélénographiques et
du temps. Mais les anciennes observations de la llbration sont tout à fait insuffi-
santes, et j'ai essayé de faire voir qtforr'nê "'peut^pas même compter sur la valeur
qu'on en a déduite pour l'inclinaison moyenne ..de Téquateur lunaire sur réclip-
tique. Je voudrais espérer que mes recherclïes pourront décider quelque astronome
à entreprendre une série d'observations nouvelles, afin de résoudre d'une manière
définitive une'question'qui: présente un véritable intérêt."1' 1 1 " " : 1 • •

, ; . . , ; 1 : 1 : 1 . . . 1 . • 1 , 1 1 . . . ; . 1 1 • j- . • , . .'i:.. Notations'•et'/brinules •générales'.- -1 1 1 : • 1 1 • • : . •

N'ous pfendrons.pour origine des' co.or'donîïées le ^centre de "gravité dé "la-Lune,
et pour1 plan '1 d•es"l;;àîy ié'lpTâh 'mené par ce point 'parallëlement' au plan'^ctuel1 de

iîecliptique,.,,,,Nû^5,..mp.p.û.SÊ.r.ûn.s.i^
vers le pôle bor.çal^J'â^e^pX, dirigé, vers;•]0,Bœud:;lâS€endan;t,d:(îl;lî4qua.tewl:^un
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et l'axe OY dirigé "'de..'îïîâ.ûière qu'on ipasse .des1 a? positifs1 aux:^•l•positifÂ .par -une
rotation, de go^degrés. ̂ exécutée- autour' de- OZ,' dans •le1- sens 'direct ou de- droiîe à
gauche, 'Comme1 la trace du^plân.de l 'équaîeur- lunaire1 surle111 plan de réeîiptique se
déplace continuellement, nous compterons toutes les longitudes, dans-le ' sens
direct, à-partir d'une droite fixe OÇ -m'enée arbitrairenierit dans le plan des^j, et
nousappelleroiïs '^lalongitodedela.droite^ïobile-OX.-1 , 1 ' 1 1 1 : 1 - 1

'Soient OX:o;OY^.,.OZ(.ies trois .axes pïmcipmix1 du .sphéroïde .-lunaire, formant
un système "super.posabl'e aux axes ̂ OX, 'OYyO-Z, La position de1 ce1 nouveau 'système
seradéterminée à-chaque instant par. les. -angles XOX.i ==•9 : let : l :ZOZ^ ==ô,. comptés
dans le sens•dlT'eGl;l.'Relativemont a ces .axes principaux, soient A, B, Cles-rnoiiients
d'inertie; p , q, r les composantes de la vitesse de-TôÊatîoi'i; 'P,- Q/R les sommes des
moments des forces-perturbatrices,, ou, siTon âime'îïiîeux, les moments des couples
accélérateurs; nous auronsîes trois équations, - .. - • ; i i i : - 1 ' ; ' • . . . : . : _ , . . . . :

• ' 1 " 1 ' ^ ' d p ' C — B "P1
1 1 1 —^ ..-:, 1 1 - - 1 1 ^ 1 1 - ; • 1 1 : • 1 ; ; ; [ ; 1 [ 1 1 ^ 1 1 + " ^ 1 1 1 1 - 1 1 1 1 • 1 1 1 1 • 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 ; : 1 1 : 1 • 1 1 1 1 : :/1

1 : 1 l i l • : 1 : 1 ; 1 ; 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : 1 • ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' : 1 ^ 1 1 ' A — C • 1 1 ' 'Q ' - ' 1 ' 1 / l l i • 1 1 1 • 1 1 ; ' 1 " ' 1 1 1 1 1 1 1 : ' ' 1 " 1 ' 1 :

(')- 1 . 1,: , . . . • 1 1 . . . .1.,;111..' .•.,^^:,--^-^=lî-•-,-.::^.ll•.- '11 1 1 - 1 1 1 1 . ' 1 1

^r • : : 1 1 1 ; B-A1 1 : ; 1 1 __1 I I 1 " - - 1 ' ' 1 - 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 . • 1 1 1 1 1 • 1 1 ' • 1 1 "1

^^"^""-^"-'G'/-1.1, 1 - . . , - : • . ^ : - - ^ l l i l 1 - 1 1 . 1 : ' 1 1

On sait que la Terre est le seul astre, qui exerce .une influence sensible sur Je
mouvement de rotation de la Lune. Considérons l'orbite sélénocentrîque de la
Terre, nommons y son inclinaison sur l'écliptique, et soit ON la direction du nœud
descendant; nous ne slipposeroiis pas que cette droite ON coïncide nécessairement
avec OX, nous appellerons w sa longitude comptée à partir de la droite fixe OÇ, et
nous poserons, pour abréger, œ — ^ == g. En désignant par v la longitude de la
Terre dans son orbite., ..comptée à partir de, la droite mobile OX, par p son rayon
vecteur, par/m le produit de sa masse par le coefficient de l'attraction, et, en négli-
geant les termes où. entrent les produits de trois facteurs très-petits de l'ordre 0,

/-i -p,
y ou ^—-? on obtient, par un calcul qu'il serait superflu de développer, les for-

mules suivantes ( ; f r) : : , '
p 3^ . c_ .̂.[0..s,n,(/:-4- y.sin ( v - §)} sin ( 9 ~ (̂
A. p* A

(2) .^^_3£".A^-c[0sin</+ySm(('-^)]cos(9-(.),

R 3fm B — A . , .(j==-—3---7—sm.(9-</).

*) ^Ges formules1 iî& diffeï-eiïC'què^ar-fès notations descelles de- la Mécanique céleste. ' i

34.
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La "troisième formule ( ï ) , quand 'on y" a substitué pour 7T l i lava1eur"(•2), esteelie
qui détermine. le mouvement de la Lu.ne:, autour da.Faxe de,sonéquateur.et,la
libration réelle en, longitude. Hais, nous, n'examinerons pas 'cette question* Nous
admettrons que le moyen mouvement de rotation,, que, no,us désignerons par n, est,
constamment égal au moyen mouvement de révolution, et que l'expression de la
iibration en longitude ne renferme que des termes périodiques dont les coefficients
sont très-petits; nous supposerons A < B < G, l'axe OXi étant le grand axe du
sphéroïde lunaire qui est, constamment dirigé vers la Terre, et nous nous borne-
rons à' discuter les deux équations dontdépenclentles rotations^ et q. , , . „ , ,, 1 ,

En posant, pour, abréger,

nous aurons

(3 )
\ <-^ -4- ̂ y = ̂ ~ ^ [©sint / 4- ysin (<'—§')] sin(9 — v),

< 1 , . 1 . ! :' , ' ! . . ' ' ' " ' i . , 1:"'1':1'' • • ' i i l '
l ̂  __ g-' qp ̂  _^n ^ [0sînt/ + y s î n ( ( / — ^ ' ) ] cos(y — v ) .

Or/'-on'coûnaît les intégrales^'générales-de' ces1 équations''privées'de seconds mem-
bres. Si l'on remplace-r-par'sa valeur "môyerine TÎ, et'si'l^on 'représente par H e t r?
cleux constantes arbitraires qui dépendenf de Tétât initial,-ces''intégrales sont ' 1

P == lia.COS (,5iê îît -+- 7) ),

q ==: Ï-Ï ê sin ( aê nt 4- ̂  ) ;

elles indiquent une oscillation du pôle-autour de sa position moyenne, oscillation
dont'la. .période -est -^r-. .ou^—?. T'étant •'la . durée' de-'-ferévolûtiôii1'.sidérale:'..de. la1 1 - • • 1 i l i i • : 1 1 • 1 1 1 '' l i l 1 ' àQn 1 . 1 1 aê 1 1 ! 1 " 1 . " 1 . 1 1 ' . 1 . 1

Lune, et dont l'amplitude est H, .Mais. cette, oscillation est: insensible,,:,,comme'tautes
celles qui dépendent de l'état initial; on doit donc supposer H==o . On voit alors
que les valeurs de p et de q, déterminées par l'es équations (3), sont nécessaire-
ment du second ordre, en regardant les facteurs a2, ë2, Qy y comme des quantités
très-petites du premier ordre; et comme.-'nous négligeons les quantités du troisième
ordre (a moins qu'elles ne puissent acquérir par l'intégration de très-petits divi-
seurs), les équations (3) deviendront simplement. - : , , : < • . : • ' , • , , , : ;• l•:• , ; ; ; ; ; j :„l :„- : : : ; . , . , - . , . - . 1 . ^; j . - .

(4)

dp 3 fm p. . . -:,. ... ^ . -1 ; ...—'.=. •^— Q^^^sr&^^y^îû^'-—"gTj sm-^y—.^),
ut p ' . ! ! " •i ' " • i i i

,^.^r--^ ê21[.Q.'siB^--}-ly§in{v—l'g•l)] ees (••(p — <•').
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C'est sous cette forme que nous allons les discuter. Nous étudierons successivement
le mouvement de procession de Téquateur lunaire, la 'natation semi-mensuelle qui
est indépendante de-Texcentricité de1 l'orbite, et la natation-à longue' période qui
dépend de1 cette excentricité. Nous •établirons- ensuite tes- formules nécessaires 'pour
comparer la théorie aux'observations.. • ; 1 ; : 1 1 1 ' - 1 - • ' ; 1 • 1 - •

II. Du, mouvement de précession de l'equateur, lunaire, „ . ' , ,

Pour déterminer le mouvement de'précessioû de Téquateur lunaire, on- peut évi-
demment négliger les termes^périodiques du rayon vecteur,'de la longitude et. de
la libration en longitude, ce qui revient à supposer 9 == y et ^— = n2. Alors les
équations (4) se réduisent à '! ' 1 - 1 1 1 ' - . - 1 - ' 1 ' • i - . • • • . • - - • "

(5)

dp
dt

—L ^Sj^ê^smQî +ysm(9—^)] .

On pourrait les intégrer, mais cela n'est pas nécessaire à notre objet actuel. '
Imaginons, .en effet,, un nouvel ̂ axe O.Y,/9.,mené.perpe^^diculâi^enlent.â :OXdansle'
plan .de .Féquateuret dans le.rnêïïîe sens, que OY, et,appelon,s.,,A" .et^^-les iiôm-p.o-,
santés de la,, -.vitesse, d:e ...rotatio.n .par rapport. à .•.OX. et à OY' ;- . nous aurons.,' pa r.'.des
formules connues,

(6)

. - d ^ > (hyin'0 -7'- == —7-^1
dt . ï ï d t

dQ __ 'ds' 1 ; 1 1 1 ' 1

d t , n.dt ^ ,
ds ds' '• "" 'Or^-les-aceélérali^ûâ:^ projetaiTt-Bur-OX^t

sur OY7 les accélérations' ~^•1' et-' -1-^1*1 On1 trouve ainsi1'11' ; • ; • : • • 1 ' . : : • • • ' 1 ' " ^ ., - , . . . , . . " ........ r • : ut.... dt : . • ^ ' . 11 ' . ^ . . . , . „ • , ' ; . , , , ^ , . . . ; , • - . , , . • , ; : 1 , , ,

- 1 ' 1 1 1 - . . 1 — 1 • - ' : ' . - ^ ; 1 1 , ! , ; 1 : , 1 : • 1 - ' • . . 1 1 • ds • 1 ' ' 1 . dq : . - i • i : . i • : : - : i . . : ..^ :.:..• ^::111 ' . -.. l::llr:'1 . • ; ' : 1 1 1 ' ' : 1 1 . 1 - 1 1 1 1 1 • • 1 ' : 1 1

.,:,,,,^;.;,.,,1^1;^,,',^^
1 ; , . . : , . , • ^ 1 -; ••,.,...•,-., • ^ 1 , . . . . , . . - Tds": 1 ' ' - . d q : . -•••— . • 1 - • 1 1 ' 1 " ' 1 ' / 1 1 : 1 ' 1 1 - 1 , 1 1 1 - ; 1 1 - 1 1 1 ' 1 , 1 1 : 1 ' - , . :1 , „ . : : '1 ' . • - . . : . - i ' 1 1

1 1 1 ' 1 1 ; 1 .;,,,::1:11;':1:1':1.;;:,/:::::'1;11:.11:':^ , - 1 ,,[,̂

et, en vertu des équations (5) et ^Q^ i i • ^ i i • ' i • i • • • : ' - • i i : i ' i i i 1 • • ; 1 ; ; 1 1 ' ^ - , - . - • • - ^ - ^ • 1 - ' 1 • — 1 1 " • 1 : l ï l ' l • ; 1 1 ;

. s in-S 7 ;^ —^.^.ê2[ô§in9..^,y:,siB^9;—•:•g•)]^^^ /

/il 0 - - - " l l i ' : • • 1 1 1 • . ' - • - '
„ , , ~y-^ ==: -4-3 n..^ (S sia 9. .-T- y^slB^^ —g' ) ] .cos1^. ::
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En rerriplaçant'les produits de sinus-et de. cosinus par .des, .sommes, en suppri-
mant tous les tenïies qui dépendent de y, et eu supposant sm(5==5, on trouve
enfin 1 1 1 1 1 1 1 ! ' 1 l l l i 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 ' 1 1 ' ' 1 1 • : • • 1 ' 1 1 ' 1^=-i««.(,.^),

| d:e^ ' 1 1 • s 1 ' 1 1 1 1 " 1 1 - 1 ^ , ; - 1 ' 1 - 1 1 1 ' 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1
1 ^^^i^'^10^

Ces formules sont analogues à celles épi détemuiieiit le mouvement de préces-
sion de Féquateur terrestre, quand on fait abstraction du déplacement séculaire du
plan de Fécliptique, et quand on néglige les termes à 'courtes périodes qui dépen-
dent des longitudes de la Lune et dit Soleil.•Mais,,daRS le problème de la rotation
de -la Terre, l'angle g représenterait la longitude du nœud descendant de Forbite
lunaire comptée à partir de Féquinoxe d'automne, et Fon sait que cette longitude
varie de o à — 271; en outre l'inclinaison de Féquateur terrestre sur Fécliptique
est plus grande que l'inclinaison de Forbi te'lunaire1. En raison1 de ces deux circon-
stances, les termes dépendants de Fangle g produisent, dans le mouvement de
Faxe de la Terre, une nutation qui a été observée par Bradiey, et qui n'a pas son
analogue dans la théorie de la Lune. Il résulte, en effet, des observations de
D, Cassim, continuées jusqu'à nos îjo-nrs-r-que .l.e nœud descendant de Forbite
lunaire sur Fécliptique ne s'écarte jamais que très-peu du nœud ascendant de
Féquateur lunaire. On peut. donc supposer,<îos^== i-, siB:^== gy eUes formules: (.7)
deviennent ^ , , 1 ^ . , , 1 , : 1 " 1 . • 1 1 ' ' 1 . : 1 1 ^ . . . , , • , : • 1 . 1 1 . . 1 .-1,. , : , . , ; : 1 . -1 . • 1 1 ,

(3 ) \

^•^ 3 ,„/, ; y^
17F : :="S^ Î'V4-t

^:l^.--3.ê^^-l:••^
Cit . 2 rb

Soit h la valeur moyenne de (5, el'^oit^-y'-1') le 'moyen rïioiiveïïieïit'des nœuds de
Féquateur lunaire, on aura ., ,

j d ^ \ 3 „ / y\_- := —-.^ê2 ï -^-z .^ A^ / , , ,̂  ^,.,,..v !î!.^.^..... - . , . . . , , 1 . . , . . . , ̂ .
Soit, (c—^ le moyen, mouvement des nœuds de Forbe lunaire; on doit avoir rigou-\ u l j • , ^ 1 1 1 ! 1 ^^_ ,.,. ' : 1 1 1 ""'11!" ' 1 1 ' 1 1 1

reusem.ent . "'•' • :i':l
1 1 1 ^ ! • ' ^v-.«^/^v-..^-^~~--..^^ . - . . 1 1

\dt ) ~ " { d t )'
et, par' suîtô, 1 : : l l • i • " • l • • ! l l ' / " : l l l l ï l ' t l l ; /-• l l• l l•' l ; : l ! l• l l i ; 1 1 : I I I M I I Î - - . 1 : - 1 1 ;". •1 : '1 11—••:——;: -,.•, ^ 1 " - ^1 ^. li^••.^. l." l.:.••;. , - . • ^ 1 , : 1 ^>^; ;1 .— 1 ;
- - 1 - 1 1 - 1 - 1 - . ^ -i^ •i^^ l-;lll;:;'l;l':ll"ll•i:-ll•II^IY^ûï;\ il-": -'•'^--i7-1..-^^ ^"—••"^ .;;-:' ̂  -ïi —j-111— "•,^-ïï—

(0 ———- ^ —, - n gî ^ 4-. / .IJ/ . 1 \ dt 1 ; • • 1 - 2 • • • 1 • 1 ' 1 1 • : : 1 • . ' I Î \ 1 1 1 1 1 1 - : • ; - Â : , ^ 1 . . • • ^•. l l l-v,y•:: l^ -- . -- s^i1:1:1^^: --1.1.-.' —
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Comme on peut déterminer par l'obsenMiôû les'"quaatités1^)51- '^, 7 el h. celle
dernière équation permet de calculer le coefficient ê2. On en tire

( 1 0 ) ê 2 :
• ^ f ' ^ V 1 " '
2 \ dt ) _ 2 _A__ ][
3 ( ^ 4 - y ) ^ — 1 3 ' Â-4-y ' €'

Ô désignant dans cette formule la durée de la révolution sidérale des nœuds de
l'orbite, tandis1 que Test la durée de1 la révoriitioîi sidérale de la Lune elle-même.
En supposant-' • • • - - 1 1 • 1 ' i ' : ' ' ! : :

. ! „ •.'.——, ^ . • h^^^^ î^^.s-Saiô,' • . 1

: 1 : 1 , • : 1 1 ' • • • - 1 1 ' i ' 1 • 1 1 ' y=5° 8'48\1 ©=6793^39,- ' : 1 • • • '
oirtrouve ! " 1 • : • 1 1 " 1 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 ' ' : ' " '1 ! ! -: ' :1

;.',-. 1 1 1 1 1 . . 1 1 - 1 ' 1 . . 1 1 1 1 ' 1 . ^ - ê2^ 0,000597 (*:5. ', 1 1 1 1 1 • i 1 1 - 1 :' 1 1 IIJI 1 1 : 1 1

Cela posé, pour intégrer les équations^S), nous remarquerons, qu'on a,par déti-
nition, 1 - „ - , - . 1 . . ;; . l i l . , 1 , , ; , 1 1 , , 1 1 • 1 1 ; -, , , 1 1 , 1 1 1 . ;. , '„ ' . , , • , . . . , ! - 1 1 / ' 1 - 1 . ; ' ^

et, par suite?;,
,, ^ ,,-,^ ==,&)—,^>

cl g _ /^^V^ fd.^'>
^~\^71"A'^''y

attendu que dans là "question actuelle-nous ne •considérons que les positions
moyennes des nœuds de Féquateur et de l'orbite. Retranchons donc la première
équation (8) de l'équation (9),, il viendra , „ , . . . , „

d^ 3 -,. 0 — hh == -— 1- n ê2 •/•—-—••;
dt 2 ' 0/1 '

oubie.û, en. remplaçait au denominateuT ôA/par/i2 , ^,. , „ , : , . , • . : ,

, , ^-^l^lZrô-,/^[ l ï ) dt ~~~ ^ aA2 l . ,

A cette équation il faut joindre la seconde1 équation (8), qui peut s'écrire ainsi :

-1 1 ' ! • 1 1 : : : ' 1 i l i 1 1 • ! 1 1 - l l l i 1 : 1 1 1 1 1 : - - 1 d^—h} : 1 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 ' 3 1 1 1 : 1 1 / „ 1 ' 1 " 1 1 : " i i l i ^ i r i l 1

(1. ) J-^^^^;

(*) rauteur de la Mécanique céleste, qui parvient à peu prèâ au même résultat, introduit^ dans ses
formules C^"A au lieu de Ç—A:. mais cette substitution est sans importance, parce que la difïerence de

A , .B ; . • •• .̂  „ 1 1 - _ , ; ^_ \ • . :
ces deux quantités est de l'ordrô du carré de l'une d'elles.
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•et des équations ( r i ) 1 et, (12') on tire immédiatement

( i 3 }

( H ' f3n^y ! \
l £',.== -r-COS ——7— t -1-y? î •
1 ° À \ 2 A /

^-^Hsin(3^:^.).:

H et, >? étant, des constantes arbitraires qui dépendent de l'état initial.
On voit par les formules ( t3) que Ies.-positions moyenae^ .dii nœud. descendant

de l'orbite et du nœud ascendant de Féquateur coïncident rigoureusement, et que
la valeur moyenne, de 6 -est rigouîîeuseiïleû•t.égale,'à1a.,v"aleu^/de7^..qui-satisfait^à
l'équation (9); mais on voit en même temps que le nœud descendant de l'orbite
oscille de part et d'autre dsi nœud ascendant de réquateur/ et queTiacImaisûn Q
oscille en deçà et au delà de ^.'L'amplitude^e ces oscillàtions'esl arbitraire; quant
à leur durée, elle a'pour expression • 1 ] ' 1 1 : : : ' : : " : 1 " 1 - 1 - . - .^ 1 . .. - 11:.... ., . • i - . , , ; ..

• ^ • - , , — _ ..^ïi - A.-4-y.^ ,.. ,.. ,'.. , , . .1 1 ; 1 1 ! ' 1 ' 1 1 1-'•-l•3^^11=••--—-la.^^ ^ :• . • i i . ^•i:i.••i^...i: . 1 ,

Mais comme ces oscillations n'ont pas été constatées par l'observation, il faut
admettre qu'on a, sinon rigoureusement, du moins à très-peu près, H == o; et, par
suite,- ,.: . • 1 , , , , , „ , , „ , , , ,., ! , „ _ , , ^ , _

1 ! 1 ' 1 1 ; l i 0'== A^ '^^^o. 1 ' ' ' 1 " 1 "" / i l i 1 ' 1 1 ' ; 1 ' ' 1 • 1 1 • 1 • ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : 1 1 • 1 ' • ' : ' ''

Nous analyserons dans un autre Mémoire les conditions auxquelles la Lune a dû
satisfaire,, dans son 'état initial, "pourvue des 'ptiénometies-aussi-sin.guliers vinssent
à se'réaliser (*). Il1 suffit à notre objef-àctuel^i^Temâ^^
iiœud descendant moyen de l'orbite avec le,.nœud ,,:ascendaBt,.îBoyen. clé l'équateur
étant uhe fois établie, cette coïncidence se maintiendra indéfiniment, malgré les
variations périodiques ou séculaires que les forçe^iperturbatrices pourront intro-
duire dans les éléments n, -y et ( f —^ car, si ces variations produisaient un écart

sensible entre les deux nœuds, il en résulterait seulement des oscillations dont la
loi est déterminée par les,form.,ules;(i3). Mais, .çom,nîe.,rinçlinaison moyenne,A de

l 'équateursur récliptique estdiée'â^x;,élémen^ j.,^

fê)=-i"-(-i).
( ' " } Ce seraifc une erreur de croire, comme ie veulent; quelques: aiiteùrs, que ta coïnciclericè du" nœud

descendant de l'orbite et du nœud ascendant do l'équateur est une conséquence1 ^éNsB^ireïdjQ,l'égaii te. clés
moyens mouvements de rotation et de révolution. Il est possible que ces deux phénomènes aient une origine
commune, et nous essayerons même défaire voir que ...-cela -est ̂ prQbable^j^ais'ils ne dépendent pas néces-
sairement l'un de l'autre, et Von pourrait concevoir que le, second existât sans que le premier eût lieu,
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021 doil se demander si les variations, séculaires de; ces éléments n'iîitrodoisenfc pas
dans h. une variation correspondante. Or, on sait que les variations séculaires
de r'nicimaison 7 de l'orbite 1 sur '•l'-éeliptiqu-e ••vraie sont insensibles; on sait de
plus que si l'on désigne par Sn la variation du moyen mouvement au bout d'iri'î
temps quelconque, la variation de'"la'vitesse moyenne des nœuds de Forhile est
-4- o, 7354.52c?72. En différentiant l'équation (9), nous aurons donc

• - • • - • ' - - ' o,73545ââ7^1=-^ê î(î,4- l^

De cette équation- l'on1 peut •tirer •o7r en ftmetion. de Sn ;, mais ilest évident que celle.
variation est insensible, malgré la 'petitesse du 'diviseur ̂  n'ê2 -^i1 à cause de l'ex-
trême lenteur avec laquelle n varie. On doit doue'regarder comme constante l'in-
clinaison moyenne de l'équateur lunaire sur récliptique; et il en est de mêiïie, par
conséquent, de l'inclinaisoû de cet équateur sur le plan de l'orbite. La seule cause
qui pourrait faire varier 7^-•se.nsibleffî,„eat•,„se^aitJu^e„,:modifkïaîion qui snrviencirail
dans la constitution intérieure de la Lime, et par suite dans la valeur du. coeffi-
cient ê2..' ".' . • . , • , - . : 1— . . 1•::1 ,.:••..,.:..-,. . . . :. ' . . :,•.., . . . :' : : 1 ;: • ' . ' : . . 1 1 . 1 ,• , . 1 1 . , .

I..Î.Î. De Ici natation semi-mensuelle qui est indépendante de l'excentricité

clé l'orbite.

Par ce-qui* précède, mi. p.eut,.dany .les équations (4) , supposer g^o. Si ron
continue , à .regarder •l'orbite ;,comra,e circulaire., e t , si ron fait,,, par coriséquent,

î^.'^n2 et P =='<?,'ces équations deviennent ' ' • •• • 1 1 : ' ' : 1 • ; :; • n2 et P =='<?,'ces équations deviennent

—..-,^ . • , : • . :...ll^ll.,.,:,,i,J£::_
cU

(i4)
-^==-+- S^ê'^e +71)sm9.'
•ci'v • . ' . . ' - . ' ' ' 1 , 1 1 "

En négligeant lés' quantités très-petites'du troisième ordre, on1 trouve facilerneRt
que les^pa'rli'es'.no.n'iarbitrairesdeleursio.tég.Fale^'sont,, , ; ,_ , ., ^ '. : . : : ' , , . , • , •

lp=oï ' 1- 1; . . . . ^ ... .''.•••.'..i.."1

ç=== ~-3n^{é -4-y) cosc?.1

^ - .. - . - . . . ' . . - ,. - . ^ . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ................................................................................................................................................^..............^....,^...,,. ̂  - „ , - , . ^ p . . „
QbservQns,,gue,,: pa r^ la . fb rmule ( ïo ) , k coefficient ê2 est éga^ à ^ jf-^'.^. el

'lpôsoîl'sl,':•pôu•^^aferé^r»n<l:^îJI-.•l,ll..:l •;.1.:. ,:1..: l.:ll.:i.:l•:;;,.:^ . 1 : ' 1 1 . . . j1^'1^1-1 , . . , :.̂ .̂ -, .^ .:• - 1 1 : : 1 ^ • 1 • ; 1 ; " 1 ! 1 1 ' ::'^ . . ' i : , i . : i • . : i • i - i : . • i : i i i . : : . • l . i

• 1 : 1 1 1 ' 1 ; ^ : ' — •^"^ ^.^-': •••••.;"'• s.'n.'1:.^1:;!'^'1; ;\:;1,;1.:.;. •;1;.^1.: :;:;;. ; . i ; ; '^.. ;^ .;.:11- . : ^.h..'11.'", \,^ ..; ^ ' • ^ . ' i . . . ' . . ' • " . .. :•..:ILI:.,;;•11.1"„:1.1-::'1. ;..1 -',... •-
^y -^ li-"l•;:^l:i:l-.:'.fli •:- ^rïr-i.fÇ^^g2;^^^^^ .•..f:11;,-1-/1^"-:;''11^-,^^;1; l••-:l...•-.l-:.ill':-l

Ànucdes scientifiques de l'École Normale supérieure. Topie HL '-'"
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ces intégrales, s'écriront ainsi : , . -

( 1 6 )
p=o ^ , 1 1

q :-=: — 2jiÇ coso.

Telles sont les formules qui déterminent le déplacement des pôles de rotation a
la surface du sphéroïde lunaire, lorsqu'on fait'abstraction de l'excentricité de
l'orbite. On y lit immédiatement que l'axe instantané de rotation reste toujours
compris dans le plan Z,,OY.( perpendiculaire au grand axe dirigé vers la Terre, et
qu'il oscille dans ce plan, en faisant avec l'axe.de l'équateiir un angle1'dont le sinus
(m la tangente a pour expression

' 7 3 - aÇcoso (*).

L'amplitude totale de cette oscillâtio1!! est égale à-14ç» 'ou à SS^.ô', sa période est la
même que celle de l'angle y, c'est-à-dire: qu'elle est égale à la durée de la révolu-
tion de la Lune par rapport à la ligne mobile des nœuds, ou à a7 j, '218.

Nous'allons chercher maintenant'coîiiment Taxe de rotation se déplace dans
l'espace,^n ayant soin de distinguer 'l'axe instantané de 'l 'axe géométrique.'Cette
distinction serait superflue dans la théorie de la Terre, parce que l'écart maximum
des deux axes est d'environ -y^- de seconde; mais ici elle est évidemment néces-
saire.

Considérons d'abord l'axe géométrique OZ< et l'équateu'r géométrique qui con-
tient les deux axes OX, et OY,. Le déplacement de ce système d'axes est déterminé
par les formules connues : ; , , ! - : , , - , : , , : , , , _ , , .,

. nd^ ^ .sm 0. —.^!,.^=. p sm a/ -i- q cos^

de
— ==pcosî? — q sinîp,

(*) D'après les formules de Poisson, cette oscillation plane devrait être remplacée par une oscillation
circulaire : l'axe instantané de rotation décrirait autour de Faxe de l'équateur un cône de révolution ayant
pour demi-ouverture l'angle que nous avons appelé Ç. Mais Poisson a négligé des quantités du même ordre
de grandeur que celles qu'il a calculées. En réalité, l'oscillation plane, que représente la formule ( 1 7 ) 7 est
la résultante de deux oscillations elliptiques de même période, de même amplitude et de sens contraires.
Ces deux oscillations se composent comme deux rayons lumineux de même longueur d'onde, de même
phase et de même intensité, polarisés elliptiquement en sens contraires, et donnant un rayon polarisé recti-
iignement-, ..Dans:: un-autre jitavailylrious11:., aurons tr<3ecasioïï'-,de dé^èîôpper^ '̂ces^con&idépations ^ nous1 '•ffôusr
bornons aujou.rd'hm, a.établir,, par îa.v.Qi.ela.plus.directe^^les-forffîuleâ.'dénnitiyes.,..;,, ' ,-, , - , i l . . . . . . • . , . . . . .,,
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dans lesquelles il faut; substituer pour? et q les valeurs (16). On obtient ainsi '

s In Q —— =-—ïn'Ccos2^^dt
éQ
~dï' -î- lïZ'Ç, Slîï Q COSO;

et, en remplaçaBt. les produits de sinus par-dès sommes,

I sin 0 — ==-— fz Ç ( î -+- cos 2 ç ),
( 1 8 ) ' ' ' \ ^

! • -l ^ Q 1 1 ' "^ = -4- n^sm-îo.

Le terme indépendant de 9, qui se trouve dans l'expression de —•> représente,

comme il est facile de s'en assurer, le mouvement de précession que nous avons
déjà considéré. Quant aux termes périodiques qui entrent dans les deux for-
îïmles1 (1.8), ils: indiquent..une nutation .circulaire de. sens direct, doiit le rayon

est ^î et dont la période est'êgale à la moitié de la révolution de la Lune par rap-

port à la ligne mobile des nœuds, ou,à ^3^609. En effet, siToû désigne: par, i^^ la
longitude moyenne du 'nœud ascendant de, Téqiiâteur géométrique,-les intégrales
de ces équations peuvent s'écnre^insi: , , , , .. , . ' .., ,. , , - , : , -

" ' 1 ' l^^-^^12^ ' 1 ^ ' ,
(I9) ^ ^ ! ! .- ! \ ;1^ 1 - 1 1 : 1 1 1 1 ! ' - - - • . 1 1 :.' • 1 'f Q -= h — - cos -2 ©,

, ,, • ; . . - ^ ! - • • , „ • l..:. l - : : . , 1 - - 1 , ' ^— - 1 1 ! - , : ! . ! - . , ' 1 ^ 1 1 ! ! 1 . 1 . ^

aux quantités près d 11 troisième ordre.
Considérons en second lieu l'axe instantané, ainsi que Féquateur apparent qui

lui, est perpendiculaire; appelons Q' et ^ l'inclinaison et la longitude du nœud
Fig. 2.

^^-^ 1

ascendant âe.l'équâtew.'appa^Bt, pour•les.:distiIlguer;desl:q^aïïtités.aBalogue&;q^3;i-'
se rapportent à l'équMeûf^éôtôêtrique^Bt^'rèmàrq

<j' o •
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moyenne de ^ne peut pas différer de la valeur moyenne de ^, mais que la valeur
moyenne de 9 ' n'est pas égale à la valeur moyenne de Q. En effet, soit OU (fîg. '2)
S'axe instantané, soit OX' la trace de Féquateur appareîîtsur le plan de fécliptique,
el: soit d\L> l'angle X'OX. Dans le -triangle sphériq'ue Z Z i U formé par les pôles de
réeliptique, de féquaieur géométrique et de l'équateur apparent, on a

' ^ ^ ! ZZ,-^, ^ 1 ' 1 1 1 ; ' ' 1 1 1 1 1 1 1 •• 1 1 1 1 i ' 1 1 1 1 1 ' 1 11 1 1 1 " : ' 1

1 ' ' ! ZU ==^' ; 1 1 / 1 1 ' ' ' 1 1 1 ! ' " ' ' 1 ^ 1 ; " : 1 1 "1 1

117,=:^=- 2( :COS©,1 •.n • : • 1 1 1 •" . '
angle Z i Z U = = o ^ ,
angle'UZi-Z^ angle XOX, --= o,

parce que l'axe OX^ est perpendiculaire au plan Z,OY,i ,qui contient l'axe OU.
On a donc, dans ce. triangle,. , , _ _ . \ " 1 ' 1 '

: ! . - ! - - , 1 ; ! ' , - ; . . • , , • » • • . . ' .—.2^ eoso" 1 [ , ,—-^• .s i ï l ' îo - - 1

sindw ^-^sin'o ••——r——-- ==='-1—-—-,-,—-;' ! L ' " ; " •' . , . , - , . ',,.^, SI^É'/ . < ., . smO \ , . , ,,,

et i'on voit par là que la valeur moyenne' de l lc?^ l ' • l•est lnulle, icoIn'me• lon' s'y
attendre. Le même triangle fourmt'enc'ôre'la relation' : '1 1 ' ' 1 ' : ' 1 ' 1 " 1 ; :

, ^ , : 1 1 1 1 - . ,...^^; l:,„ l,.,cos0'==; lc los^—„AÇçosysin'3.cos,9., 1 1 ^ ,,,1;.,, ^ ^ . . .
• ^ , , , ^ ^ . , . , .COSQ'^.CÛSO --^(î •4- CQS2,Q).SH1Ô ;:,c-:..,-, ,:;.,, - . , , , . , ^

^..S'oii Î 'OB tire, en appelant h' ta valeur moyenne de Q ' y

cosh' == cos/i—Çsin/i,
cos/^ == cos (A -h Ç)y

A'^A- i -Ç .

Cela posé, nous obtiendrons facilement les variations de S ' et de i|/ en projetant,
comme nous l'avons déjà fait, les accélérations -^ et ^5 données par les ibr-" at dt -
mules ( i4) , sur l'axe OX (que Fon peut regarder comme se confondant avec OX/)
et sur l'axe auxiliaire OY7 mené perpendiculairement à OX dans le plan de l'équa-
teur géométrique. En appelant s ,et / les vitesses de rotation par rapport, à ces
axes, on trouve

ds dq . , . ,— -^ — —j-sm^ =-- — ̂ (i — COS29),

Mais,o:n a

fis' dq . . .-y- == -4- —L cpscp== •+- ?^Çsm-2îp,

l [ i " i i [ i i . i \ • . d y " 1 1 " ' ' d s ' ; ' 1 ' 'àr l:ll'l'7"ll'llil^ll
,, ,^^^ ̂ . ̂  ̂ , ̂ .̂ ,̂ ,̂ ^^ :
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ii v ient donc
. ./tiWsn'iô ——==: — îiC, ( î — cos'2c;,

a/'

-^
^

== — ?î:Ç, 511129.

Ea intégrant ces équations, et en ayant égard aux remarques-que nous avons faites
sur les valeurs moyennes, on trouve facilement, aux quantités près du troisième
ordre,

2 sin/i
s m 20,

Q1 ==./!, ̂ -f.
t

••— COS20.
2 1 1

La comparaison de ces formules aux formules "(19) monire que l'axe mslanicitié
^t l'axe géométrique subissent des notations de même période, de'même aiiiplitude
et de même sens, mais que; les. positions'des deux pôles^, sur leurs cercles •de mita-
lion, diffèrent toujours de 180 degrés. La raison de celte particularité va être mise
en évidence, par la constructioa, suivante,.,,: .-:••:• , - , - . : .

Quel que soit le mouvement d'un corps, autour d'un -point, Faxe instanidué (le
rotation décrit un certain cône S dans l'espace absolu, et un autre cône 2 dans
l'intérieur du corps, et l'on1 peut toujours produire le mouvement qui a iieu en
faisant rouler sans glissement le''cerne '2 sur le'cône'1^; 'voyons quels sont ces deux

cônes dans la question actuelle." Le centre'de la sphère céleste coïncidant avec îe
centre de gravité de la Lune,, soit Z [fig. 3) le pôle de récliptique, et soit P ta posi-
tion moyenne^ à une époqu^quelconque, dt'-pôle^de'l'équateur apparent. En verlu
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du. mouvement de précession, le point P décrit autour de Z, dans le sens rétrograde
et dans le temps ©, un cercle dont la distance polaire est. h-+- Ç. Mais les formules (20)
indiquent en outre une nutation, qui consiste eu ce cpe le pôle instantané décrit

T y
autour du point P, dans le sens direct et dans le temps — (+) , un cercle de rayon ^:
il est facile de composer ces deux mouvements en/un seul. En effet, le rapport
des vitesses angulaires^ autour des. axesOP et OZ est 2— le rapport des distances

' ! ! ' ! ! ! ! • . • '! i ! . " • '. / 1 Tangulaires qui correspondent aux rayons des cercles est sensiblement — ou -—.:
de plus, Ç est très-petit par rapport a À. 11 résulte donc, soit de la théorie des épi-
cycloîdes, soit de la composition des rotations, que» si ron.i.ABagine.un cercle décrit
du point Z co'mme pôle, avec la distance polaire ZF ==7?,-+- Ç ' — ^ y le1 mouvement
du pôle instantané pourra être représenté en faisant rouler, sans glissement, dans

1 1 / 1 1 </'

riaiérieur de ce cercle, un petit cercle-de;ïayon,PF,^; .-":•• Le,-pôle instantané décrit
donc sur la sphère • céleste une épicycloîde •FLGMH... .r- et- cette11 épicycloïde. est la
base du cône que nous avons appelé ^.Chaque branche11 FLG de cette courbe'est

1 1 , • 1 1 '•y : 1 1 , :;1 - . :. „ : - - i 1 1 . ' 1 : ' ' . 1 . : 1 , / :' . , •1- :: • ^ , i ,
décrite par le pôle dans le temps — 5 et sa. longueur: est égale à:quatre fois/le dia-

mètre du cercle générateur, c'est-à-dire à 4?" ! : . !

Or, le cône que nous avons :appelé 2 seréduity par-ce qui précède, à un angle
Tplan, que l'axe instantané décrit également dans-le temps — î - e t qui intercepte sur

Sa sphère céleste un arc WUV dont îa1 longueur est 4Ç^ dû plus, on- montrerait sans
difficulté, si cette vérification était, nécessaire, que la vitesse du pôle est la i'nême-
sur î'épicycloïde et sur l'arc de cercle, en des points correspondants. Les choses 'se
passent donc comme si le secteur circulaire WUV roulait sans glisser sur le cône
ondulé 2'; et il est évident qu'il n'y a pas de solution de continuité lorsque le pôle
arrive successivement aux divers points de rebrôùssement F, G, H,..'., parce qu'en
ces points les plans tangents -au cône " î ' voni' passer par ̂ Taxe '"OZ., rRemarquons
enfin que le point Z^1 pôle1 deTéquateur géométrique1, .est111 toujours' Te milieu 'de
l'arc WUV. Ce point décrit donc1 sur la sphère céleste une "seconde épicycloïde
LMN... dont la première est la développée;' et rôn'voît clairement11 pourquoi les
inclinaisons moyennes des axes OZ^ et OU sur F axe 'OZ différent de Ç, et pourquoi
les positions des deux pôles Z/ et V sur leurs cercles'de natation diffèrent constam-
ment de 180 degrés. : , ' ,, •,<,, ;„ :.

( * ) Plus exactement dans uni temps égal à la moitié de la révolution de la Lune par rapport à la ligne
mobile des nœuds, ou en 13^609,. ! .: • 1 , ' 1 1 . , 1 1 1 1 • • 1 : : 1 ; !';•.';,:- t — 1 , 1 ,^—'' , 1 - 1 - 1 1 . - - 1 1 " 1 1 ' 1 1 : , 1 1 - ' / • • • • • : 1 " 1 <".'"•'1 1 1 l l i
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ÎV. De la nutation 'a longue période qui dépend clé l'excentricité
de I1'orbite.

Lagrang'e et Laplace avaient négligé l'excentricité clé l'orbite et les pcri.urbci-
tlons : tous les termes qui en dépendent ayant en effet des coefficienis très-petits,
et étant multipliés par des produits de1 deux. facteurs très-petits a 2 ^ , a2 y, ë2 Q ou
S2 7, sont.. en général du troisième ordre, et. par conséquent négligeables. On
conçoit, néanmoins que plusieurs'd'entre eux peuvent passer au second ordre et
devenir sensibles,-en acquérant par- Fiûtégratioîi de très-petits diviseurs : •tels sont
ceux qui ont pour argumentia distance du périgée lunaire au nœud ascendaîil de
l'orbite géocentrique, ou,-ce-.qui est la même chose, la distance ài\ pén'sélêne. de la
Terre au nœud descendant de l'orbite sélénoceutrique. C'est Poisson qui a reconnu
Fintluence de ces termes. En examinant de nouveau cette question, nous n'en
avons pas trouvé d'antres que ceux que Poisson avait signalés, et même il nous a
paru que les calculs de ce grand .géomètre pouvaient être simplifiés en un point
important. Poisson tient compte d'une inégalité en latitude qui est proportiomieiie
à eys inE , e étant l'excentricité de l'orbite et E la distance du périséîëne au nœud
descendant; de sorte qu^en désignant par X la latitude de la Terre vue de la Lune»
il suppose ' , ' 1 ; . , ! - -

, tang ?.==;—y sin r —/f€.y sinE.

Mais la valeur numérique •'du1 coefficient k est 0,01955 ( " ) : ce coefficient est donc
du même -ordre, de. grandeur xia,e l'excentricité. Et comme, dans cette analyse1 , , on
néglige, tous les.terïnes.:,.qui dépendent du carré de l'excentricité, nous .croyons
pouvoir poser siiïiple.aîent1,'. ;•, •. 1 . : . .

. . : ; : ,, • , . • ' " . : - . : ; ; • . ,.... 1 1 tang?i ==--• ysini^ . ' . . , . ..

Au reste, la légitimité de cette simplification sera ^ vérifiée- a posteriori par r'accord
de nos résultats numériques avec ceux de Poisson.

Reprenons donc les équations (4 )? .qui ont été établies en supposant que îciîig'À
ou X est égale à,.^— y smç\ En .faisant dans ceséquatioiïs g == Q,, .et en rem plaçant $•
par sa valeur, moyenne À, elles deviennent. . . . . • . . 1 . . . . • . ! . . , . .

1 1 : • i ; ' i • i l i • i ! . 1 — 1 .-•11 1 1 1 1 : 1 1 ' 1 ^ 1 • ' • { ' d p -11 3fm , . , : 1 1 1 • • ' \ . 1 : • 1 . 1 ' 1 1 1 / • 1 ' 1 1 ; 1 1 1 1 1 : 1 1 , ' 1 ' 1 1 1 ' 1 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 ; ' ' 1 1 ' 1 :
. . . ^ i / ^-~^a2(4..-L•y)slrtt. 'slïl(9-•n^ . , . . . ^ . . . .

( 2 1 ) ' < • . . . .
^ == î î! ̂  ( h + y ) gin v cos( 9 "- ^. ' 1 ' ' ' ! ! "! 1 1 ; ' 1

Mécanique ce/este, t. ÏIÏ, p. 199 et ^33 (ancienne édition).
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Mais raiiomaiic moyenne de la Terre vue de la Lune est 9 - E, et Foua^en1 négli-
geant les termes en^2 , efc eo appelante le denïi-grand axe de l'orbite,

, , , ^ , , p,== a.[i ~ ,6' cos(o,,~-E)],..,_. -: ,. ! - - . . ; :,,,''11, .•-111'." • 1 ; • 1 ; 1

Q-'^a-^ï -+• 3é?cos(o — E ) J ,
c' == o -4- 2ê;:siïl^9'•-—;E:;) ,•,:'. - 1 • r ^ ,
s io^== sînç -T- ^e sin(9 — E) coscp,
sm(9—^11.=---26• :si^(© l : l—E : :î :,' l

cos(o — ( / ) = = i.

En1 ^ubsti luant ^ces'vâteurs^dMS- 'les équations1 {^ï)•^;:è^,-eD^llemplâçalîlt.^

on trouve „,,'' , , , ^ , „ 1 ' ; ,^;,,,...,,; '. , ^ ,.,. .^,. .. - . , - , , - ,,... :,.; ; 1 1 , - 1 . ,, , :^,-
1 ' 1 : / ::ilJf ^—'S ' / ^a^^^y^aes I r î to—Eys inç ; ' 1 ' 1 : 1 ' • 1 1 ' ' • • ' - • - 1 ' 1 . - — i - • 1 : ' -1 . ' . .—• 1 . . ^

«^ ;1 ; , ,1 \ • ^''ï^;1:;1^'.:': ',,11.' 1 1 . i- 1 1 1 1 . ^ ; 2 1 ' ••'."- /. ' 1 . ' ; 1 1 ' ; , - 1 1 : . 1 . 1 1 ^ ^ . : ' 1 - 1 •

': '•1"1 fÈ'^^-^^^^^.y^sl^ - 1

O'bservons maintenant que • : : ' • i : ; - " "":- "'" 1 " •'" ;

2 sin ( ç — E ) sin 9 ==! cosE — 'co&î 2 o — E 3?

a s in(9 ~ E)cosy = sin(2cp — E)-" sinE,
.. -. . - 1 '\ 1 1 . - ! ! 1 - 1 , 1 1 . . i i . • ' ' ' ' , •\ 1 1 i ^ ' . . . ' r . 1 1 , ' 1 /„„'' •', " : i • . ; ' : • ' i • - 1 : ^ ! ' 1 : ' : L 1 - ' • . . : 1 ^ ;'.1-' :.-./.1 ;1 ' ' 1 1 1

"'1' ' 1 ' . ' 3 c o s ( o l - E ) s m ^ y = , - [ s i n ( 2 9 — E ) - ^ l . s i n E ] . , ., , _ ^ ,„1 • 1 1 , 1 ' 1 . ' . 1 :: ' :• ! ' ! ; ! ! i l i , , ' 1 1 1 1 ' . • 1 1 ' •- '1 ; ' 1 ; 1 ' 1 , ; 1 , ! , s, , ' :,.,1. ..- ' . . . . . , . . •'. ' - ' ' i ' . - —• • • - " • : • • ' - ' ' • •• •'• • 1 ' ! i ' 1 • 1 -

Si'.l'^a .ttçglige Ïes^ termes,. qui ^oût'pourfacteuî1 <?, el':qui : ne: peuvent pas' acqnérir
par.rintégration de très-petits diviseurs, il vient enfin , ,.

^ ^ -„.,,,,.„,:,- ,,.,,,.: ,,,,,„ •4^ ==:—.3,/zW.(^ +;15/l)^cosE,,:.:ll. ..,,:: ],.:.l^.l•v!l;l^ ,- ;.1....; . • 1 - ' 1 . i1, ;,.,-
\ €it

f ^ =: + 3 n2 ê2 ( A -I- 7 ) (sin 9 4- ^ sin EJ . , , , ^ , ^ , ^ ,

Telles sont les équations qu'il faut intégrer.
Oa sait que Tangle E augmente constamment,^paixe,,que^^l^ li^m, de^ nœuds

rétrograde et parce que le périséîène est animé d'ua mouvement direct. Représen-
tons par (^E) le moyen mouvemènt'au'périséiene par rapport au nœud de For-

Mie, et posons ,, „ ' ! : :" ' ' ;i

' ' ! \;:/4S\1-:1;,: :.!........—•• ^1 =„,.

le coefficient i étant égal, par les obser^tioas^^at01^^1-^06
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précédemment,
Ç = J ê . ( Â + y ) ; .

les parties 'non arbitraires des intégrales des équations (22 ) auront pour expression

(23)

' ^ p==--27^^.^smE,
/
j . ! e
y q == — 2?îÇ cosç — n^ -7 cosE.

Le terme clont l'argument est y détermine la nutatio-ii semi-mensuelle, que nous
avons étudiée dans le paragraphe'précédent; les termes dont l'argument est E dé-
terminent une natation d'une nouvelle espèce, dont la période est égale à - la révo-
lution 'du périsélène par rapport au nœud descendant, ou a 2191 jours environ.
Cette seconde nutation joue le rôle d 'une variation séculaire par rapport à la pre-
mière, comme nous allons le reconnaître.

En prenant seulement dans les formules (aS) les termes dont l'argument est E,
on-a

(4)
p a' e .
^=-^^smE,

^-e'cosE.
n ' i

Ces formules expriment que l'axe instantané de rotation décrit autour de l'axe
géométrique OZ,, dans l'intérieur du globe lunaire, un cône à base elliptique.
Mais la base de ce cône est très-aplatie ; elle se réduit sensiblement à son grand
axe. En effet, toutes les observations de lal ibrafcion en longitude s'accordent à

donner au rapport ——— une valeur presque égale à celle du rapport ——•

Nicollet a trouvé, d'après les observations de Bouvard et les siennes propres ( ^ ) ,
que le maximum de l'équation annuelle de cette libration est de 4'S0"? on en
conclut

B - A ^
•—^— ==: 0,000 ob4.

D'urrautre côté, nous a'vons1 trouvé' •: ' 1 • " i i i i '

(̂  _ ^
1 ^ 1 • , ^ ^ _ ^ , -i«_ -̂ :̂ o,,ooo59^,, ^ ' ^ ,. ,, , • !

De là on tire à très-peu près
1 1 ! 1 1 1 C-B - ,^

————— r= 0,000033,
1 , , , A • 1 ^ 1 1 , . : " 1 1 ' 1 1 :'

( * ) Con/îciisscince desii Temps-•pûw 1822 et pour i8a3.

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Toïïic IIÎ. 36
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•et1,1 'par-conséquent, • ^ . .-•-. ' - 1 1 . 1 1 1-.;. ' 1.. - - 1 ; • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1

. • .. •1* . '"'' 'y T

, , ; : „ / , ' 1 1 i i l - ' : 1 1 : ' : •1 ^L^ ——rrr1 — environ.,^_,_3^,.
^~ 397.r"'8

Ailisiierapportg est-dû même'ordredegraûdeui-quel

un peut donc, da^s les form al es (24), regarder ia, valeur de..p comme .négligeable
dermt celle de g; -en.. d-a^tres., termes. .oûpeiit, (m moins, daBS,une .première
approximation) supposer, que roscillatioûde l-axe mstantané quindiqii.eDt .ces Ibr-
niuless'exécute/.commelâpremière,,;daBsle:.pl,an.priD:cipal^ . .:,:„., .: - :

^Remarquons,, maffîteilant 'que ..lîangle.,.ç;<3sfc,égal.,,pa^ ce. qui.précède.-à:.^!'^.. ,et
qu'on a,-par les observations,;.' ,. ,' • : . : 1 . • . ' . 1 . ^ , • 1 1 • 1 ; ' • • - ' • 1 i'

e -=. o,o54.86, • ' • • • • 1 ' , -

. ^ : : 1 • ; î = 4,3994. . , : ' \1 ,
1 1 en résalte que le sinus ou la tangente de l'angle compris entre Faxe instantané
et l'axe géométrique est donné par ta formule

i _--: - ( 42",8 ) cosy — ( 9$", i5 ) cosE.

On peut donc se représenter le mouvement, de l'axe instantané, dans l'intérieur du
sphéroïde lunaire, en concevant dans le plan principal ZiQY, : i° l'axe géomé-
trique OZ, {fig. 4); 2° un axe fictif OZa, qui oscille de part et d'autre de OZ,, en

z < •i

faisant l'angle Z. QZ,égal.à-(94 f f ,^5)cosE•,30 l'axe instantané OU, qui oscille
de part et d'autre de OZ^, en faisant l'angle Z^OU égal à — (4^", 8 }coscp . Les
durées de ces deux vacillations ,(eo:mplète&) sont respectivement, de ,2191 jours et
de 271,218. Admettons, pour utt instant, qttÊ l'axe QZ^reste immobile pendant
une oscillation simple de l'axe OU, .c'est-à-dire pendant la durée d'une demi-
révolution de la Lune par rapport à laÏigne mobile des nœuds : alorsia construction
du paragraphe précédent {fig. 3) subsiste sans autre modification que d'appliquer
à l'axe OZs ce qui se rapportait à l'axe QZ.^;On peut encore dn-e que le secteur
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circulaire WUV roule sans glisser sur le cône ondulé FLGMH...-4seuiemeiit c'est le
point Z a , et non le point Z,, qurest le,milieii dej'arc WV; et si ton appelle. àE
la variation très-petite de Fang!e E pendant que le pôle instantané décrit, par
exemple, la branche FLG- de Fépicycloïde, il faut imaginer qu'au passage de cette
branche à la suivante GMH le plan'principal Z ^ OY^ tourne auto'nr de l'axé OX< de
la^quantité •-^•(^^iS) sia'E^E^ en-glissant sur le. .plan -tangent dont la1 ..trace
est'ZG. Mais111 comme''le 'îïiouvenwnï^oscillatôire-de'Tax'e1 OZa est contmiï^.au.ssi -bien
que' celui'1 de 1 l'axe^ ':'0'U, • on- •obtiendra • une -. image-plus1 .exacte ..et 'plus. complète du
phénomène en •faisant, routo et 'glisser m- même tem.ps'ie'plaii. -Zi OY^SIII" le cône
épicycloïdal; ta vitesse de glissement'étantégale •àl'cI.laque•liïllstant•là la vitesse ̂ a n -
gulaire de l'axe OZa par rapport à l'axe OZi , et ayaîit.pour e.spres&ion'aïialyiique
-— n ' Ç e sinE. 1 ' ' • . ' ' , • - . 1

I l ' y aurait peu d'intérêt à pousser plus lo'in cette analyse; mais, pour pouvoir
comparer la théorie aux observations, il est nécessaire d'établir les formules com-
plètes qui déterminent le mouvement de Faxe ,OZ,i et de l'équateur géométrique.
On obtiendra ces formules en substituant dans,les équations

. , d ^s.m 0 —'- --= p sin o :4- q coso,

d6
j^ ==^coso—f/SH:i<p,

'les va'l 'eurs'C^S) de l•p let<de :"y (^y.-On aura anisi

d^ I e ^ a2 e .. „ . \sin 0 — ;=: — n'C i -+- cos 20 4- - cosE cosy + 2 ~ - sin B sin 9 -
dt ' \ ' i b- i j

!:_ ^= -4- n'c ( s î û 2 cp -+- - cos E s'm.Q -— 2 -/:- - sinE cos y ) -dt \ i ' o t ]

Intégrons ces équations, en négligeant les moyens mouvements du périsélène et. du
nœud devant le moyen mouvement de rotation; il viendra

( à :=: (k,, — —"— (s in i cp -4- 2 ̂  cos E sin o — 4 ï-, - sm E cos ç ) '| T ' a s in /z \ i î o" i )
^ "lRt ^ i • Y f ! • e • ^ e \ •• • : 1 1 1 . : . ..•..;i [.:fj •^••fî _::i (•cosïo 4- a-cosEcoso 4-4-; -sm[EI!.sm...9. •. •1 . ' . - . - : "1 .

. 1 . , • 3^ \ 1 . . ' ^ ^. l •. b~ l /. ._

• Leâ'valiïÉrs'.-riutoérMiue^-dBS'eoeffî^
•soir lîToyen'ïïû ^..•'Oïl^sxippàêe oN^nàTreme.at^'d^aprè&^teolîet,''1 '..-.^L . . : ; , • : ; . . ;..:, "^ 1 : . ;

1 ' 1 1 1 " : ! • 1 1 1 l ' ; : l•• l l ' j i;l:;' ''l'il'll:lr'l"'l-;':l: 1 ; 1 : 1 : : ; ^ ; l ' :- l l l- i l l• ^ :• : ; l l : l? '"//À'^^'ûsU^^ . ' ' ' " " . ' 1 1 , ' 1 , llll;l^ll;li;'"l' ^ ; 1 1 ' ^"" '" i11^1 ,1 / ,1 .1 !^

' '^t'Ôft^oit oèyÉrver quêta valeur'(Ïe ^1,: dormeelpa^''"Ïéslll'fo
secô'nd1 ;' ter nie ^fë^, "ïïiàîè Â6n''pâ^râ$ipoH ai'prerïiî ; l s l ; l l l"' l : l :• l l l l l ' 1 1 ; :1 : : > i l ! : ' 1 1 ; : ' ; ' ' ' [ • ^ ^ i ' [ " : ::;.^^ ,„,.-/ • 1 • • • 1 - . : 1 ^ .

36«
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niais, rom* des' pmso:DS^qlleTïîlous.lÏBdiqtteron& toutL-a' Tlieure, la.'.valeur ..de/cette
coïïstaiite nous paraît mal .déterminée,-. sans" que;. ri n certitude- dont elle ' es.t affectée

. „ , — 1 . . . . ' .! - - • • : . . . : • • 1 1 ^ 1 : . , - , . - ^ -, • , - 1 1 , - 1 1 -, ••i ' , . - 1 - - . • • . , - - „ , . a ; 2 , , , 1 1 : . - •
pmssé Influer d'une1 ' nianière 'sensible1' su^ l '1es lvâleùTS : ;absbî^ :esde••Ç et^db ^

a'1 ïl^-isserotts. âon^- A... arbitraire, en •supposaût 'aêâpîïi^ïîîs" :ç1^ a^c aï",^. et;g::.=,,^ ;
et-no'us'aurons-énfiïr1"11'11" 1 '1- ' 1 : 1 1 - - 1 1 1 1 ' 1 1 1 " : • ; 1 : 1 - : • 1 1 1 1 1 1 ; • : 1 : 1 1 l l i l i l ^ " -11-?' ;111'^ ; ' 1 - 1 1 1 - ; 1 1 1 1"•1 1 ;• ' : 1 1 1 1 :• ; 1 1 1 1 1 : : ' 1 1 • 1 1 1 ; • 1 • 1 1 1 : •;;- 1 ' • • 1 1 • 1 1 : ' 1

. .•,,; ,-,:::. ^.,^,=.^,1—'-^ 4//, 7:)sil.rl 2^.—. (^^ 3") ÊOsÊ-siû^ HT:(:4€î5?,,5.î.sia:E;coaœ,.. :^; , , : ;, •: '
"2^ .-. : t^- ; l=•&— l(Io^,7),cos^9;—^ J-:. .1 .. :..1-•1\.

Ces formules s'accordent avec celles que Poisson à données dans la Connaissance
des • Temps "poW^î 82:2, -si c^ n'est que;Pôisson,a; omis_les' termes -qui ^dépendent de
l'angtê'ïyt'ëï ^u'il a adopté pour le ralppl(ï'rtlll'j;l•'•ntlnél•TOleur un peu différente de
celle qui résulte des derniers calculs de Nicollet. Quant à l'inégalité du mouve-
ment de1 ta1'''Lune en" latitude " +K'ej sinÉ, '"13orit".Poisson'l a1 tenu compte1 et 'que "nous
avons'cru pouvoir11 négliger, elle' ne "modifie" que ^d'unemani-ëre'tout'à fait insensible
les coefficients 'des11 termes où entre cos'E.'-1"1 1 '1 1 1 ' ' 1 • • - 1 1 1 i - • i i - :;;

V. Sur la comparaison clé la théorie aux observations.

• ' -''Co.ncêvorïS.'leâ^.d'ewx^système's d'axés Tectaîigolâi.res; ''{fig^ S )'quï- ̂ oiit ^pour ,origi..ne
le centre de gravité de la Lune, et que nous avons déjà définis : i° les axes OX,-()y,

„,':,.,,.,. , , ' 1 : 1 1 FiG. 5. ^ , ^ ,, . ^

parallèles au plan de réclipiique^efc QZ- pe^pefâdlciilâire a ce plan; 2° les ax^s
principaux d'inertie OX,,, Oy^ 0Z^.[:!G,es-Aias i^tèïï|^9 sont superposables; l'axe
OZ est dirigé vers le pôle boréal de Fécliptique, l'axe OX est la trace de Féquateur
turiatré'iùrl^êclîptîqéè, -'dirigée 'vcrâ^ê^'Bxètfd^ffîoyëfi aàeéiïdâîit dé cëf^'é'^tiâtèw.îriù
vërsllc•l!'lnœuâ:-ffîëyetl• 'deëéëîidâ^t '̂dê- '̂éTBité '̂lèr
aux';ly•positifell•;pafBriè;lrêtaSôïïJ



ET'.SUK LA La5EATlD.̂ ::BIIÉE .̂l.£;;rïN ;LAT:ïTÇPE. .̂ ^

donnent à'.1 •chaque instant ; l'mdiBai&oîï.iA^de1: l'axe ..OZ^sur ; faxe- OZ^ et; la' longi-
tude 4 de-Faxe- ©X. comptée .à)partir, d'ânes d'rôiterO.S, •que.ci'oîipeut faire eom'eider,
si l'on veut,avec. la ligne des .é.quinoxes,; ces; for-mules déterminent doue, complè-
tement la position du plan de Féquateur lunaire. Quant à la position de l'axe OX<
dans ce^plan, .elle est déterïBiQée^pârl'anglejy.côffîpris.-entreQX^^ M'eolBpté
dans le sens direct. On sait que la valeur moyenne de l'angle, ©.est- égalera, l a , , lo.n-
gitude moyenne de la Terre comptée à partir de OX; mais cet angle <p est affecté
d'inégalités •périodiques qui constituent „ /ce, qu'on -appelle, la •libration^édie en lon-
gitude, et que-nous., bravons, paslc:aleîîl.ées.,En:,..dési§Qant;pâr p. la libration en lon-
gitude, nous supposerons d'après Poisson [Connaissance des Temps pour 1821) ,

, , .,1"•_. ^^^B'—A^ïtê^iS^^ismtanom.moy.C.^ ; , 3,-(B—A) ^.n^Jsin^anQiB.nioj.Q).
( ̂  ) y. == — ——^—-. — . 3 ^ _ A ) — Q—— * ' „ s - f B - T A " )

111' ., ,1 1 1 / 1 ' : : , : , -0^9832— ,1-—^————.:1 1 1 1 1.•1,^:• : - - . - ; . . - 1 , ' 1 - . . ; ; .-:o,oo56——~-.;——-,....1 1 1 1 1 " " ' - " 1 1 . 1 ' ' 1 1 1 1 •1 1 1 1 * ' i i l i i 1 1 " 1 1 1, '^^ i ' • Li1 ; • , . . ' 1 ' 1 1 " 1 1 1 • ' " ' 1 1 . 1 ' " 1 1 ' . ; • • 1 • • • 1 ' 1 • 1 - 1 - 1 - 1 1 • •• • • . " • • (^ • 1 i"1 1

Nous appellerons v, comme précédem nient,, ia ' longitude, moyenne sélénocentrique
de la Terre, comptée" apartir, de, 'OX,'ou,, ce, qui ,est.la' l ' lm léœe./chose,"^a l longitude
moyenne géocentrique de la Lune coiî"]ptée''du nœud^. ascendant de son orbite, et,
nous aurons

(28) , 9 r= ( / -+^—(^ - ̂ /O.

Les longitudes moyennes v Gt'^m sont données à chaque instant par les tables :
ain si les1 positions des deux, System es,: X.'ï1^ -e t: •X,i-;Y^ Z ^, . •.sont -coffî plétement: d é termi-
nées.1 1 1 1 1 1 1 1 • • : 1 1 1 , , - ' 1 1 : 1 • '"j1';111'1',"::,:;'- ^ !^- , • • „ - i " 1 : ! 1 1 • i - 1 ' . 1 1 - 1 ' : : 1 - . . . 1 ' " ' . ' . 1 . ' p1-1 :^1 1 , - ' ^ 1 1 1 1 1 ' ; ; l l l • : l l . : , l l l . : ' • i : .-1.: • ' - 1 ! 1 1 1 ' 1 " •1 . 1 1 1 -

Cela posé, considérons une tache lunaire, que nous désignerons par M; appelons
x, y, z ses coordonnées sélénocentriques, par rapport au système XYZ; et^,ji, 2.,
ses coordonnées séléno graphiques, par rapport au système X^ Y^ Z, . Les coordon-
nées sélénographiques sont constantes pour la même tache, mais les coordonnées
sélénooentriqu.es varient avec le"teiïïps, ^t nous allons nous proposer d'abord
d'exprimer les coordonnées sélênôcentriqùes en fonction du temps et des coordon-
nées sélénographiques. En négligeant le carré "de 9, on trouve, par les formules
générales de transformation, ou plus directement par voie de' projection,

'̂:== .y, cos<p—y \ sinç,
(^y 1 ' 1 • 1 1 1 1 1 1 ' ; ""'1;: 1 1 ' ^•ll^'i'l; -^ ^ '̂  ̂ '^^^^y^m^-^-yi cos^'—^vQ^.^ • s",:11 ';/:-..1^ .J.: •::; .1 . :1 . . :11^'^^111^.• :-:,•
•.;i;;ï . ^-y^u^iao.^^-i^.rî1;,.^ il'îo-: y^s'^'^ sîn^-^^v^côs'o-^-'^r* ^ ' ; • 1 1 • 1 : - 1 • ' s; !? ' l 'c ' l l :• l L:l- y - : i ^ : - ^ i - ^ ^ - i • • i " ' i i ^ • :

MwMYGW^^Wt d& subâtituep. âu^wordô-iinéps^ectaagulairesJ^
lair^.rSfj ei3:t:rj^|^yôiï'ie,cteuî?:;qui-^
-Qjl^ lângit^de^élé^W^N^W 'îà rp^^11^ 4^ ̂ ^ iÇ1^^81 ̂ âil"
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îude seJénocentrique, comptée à partir .de-l'ecliptique, cm a . ; . • , . : • : ; - : - ^ . 1 • :

.2; =- rcos?. cosp^ —1 U/), ' " 1 1 1 1""1' , ' 1

• • 1 1 1 l l i - : • : ' ' 1 ! • 1 1 1 1 ' 1 : i i i i }•'==:'r'(î.os^ sin(^1— d;),"'11 1 ' 1 '
1 l l i 1 1 • 1 1 1 • " 1 1 1 ' 1 1 1 • ; ^^ " rsmÀ.

Soient, .'l- la longitude sélénographique de la même. tache, comptée dans le sens-
direct à partir du méridien principal Z^, OX,, et soit, co sa latitude sélénographique,
comptée à partir de l 'équateur, on à de même ^

1 ^:=rcoscD coseJL,
y, == /-COSCQ sin a^,
z-i -= /•• sin Or),.

En portant ces Veileurs dans les formules (29) , il vient,

^ ,/.;,.„ ^ ^ 1 • 1 , ; : ' 1 .••.l.rCÛ'S^.CGSt^-— ^/F^-GÔS.^CO^iA^-1-^)^ .:,. i 1 : , 1 ; : : • • : • - • ' • 1 1 : 1 : ; 1 ' 1 1 : 1 . : ,

( 3 o ) . , ^ , ;,. .„ , . ^^-^.^cos^smt^.—^^'1003®18®^ : : l ï 1 ^ 1 1 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 1 1 1 : 1 :1 1 : 1 1

' : • • 1 • : I I T . ,1 ,^,11" ,,,-,{' s in }.,?^-'smcO-^-Q-ûos(^s!o{c^^^)^^ 1 : '-'.'•-i ' 1 ; - - • . 1 ' 1 1 , ; 1 , , • ;

II esl évident d'ailleurs qu'on aurait^^pu.obtenir.ces.^ernières, foï'îïii.iies^pa-i1 la^coii"
sidératioïl d'à triangle sphérique dont les .sommets sont,:,là. tache ;M, le pôle de
récliptique.et le pôle de l'équateur. ^: .,,,^ . , . . ' , ,,., • :: ^ ,. , . , . .

Les formules (3o) peuvent être mises sous uiie fbroie plus commode poo.î1 le
cdcul numérique. En effet, puisqu'on néglige le carré de 6 , h troisième de ces
îbrmules peut s'écrire

s i n A .-̂  s i n [ CÇ). -4- 0 s i n ( ,A, 4- ® ) ] ;
on a donc ! 1 1 - ' 1 1 ! 1 \ . 1 1 1

( 3 î ) ). = ® -4- Q sin (Ji, +/9 ).

On tire de Sa : , 1 1

ce s À =-- cos CD — ô'-'sinCD sin ( ,ji-, + 9 ) ;

et^^fl-.subslituaQt^ette'valeur^am't'unë-oû111^ '(îetiî'prenliéTes'foî'--
i3lul€s;(3<ï-)^.o^,,,elnidéd:mtfaei^em^ • • : ; ' ; : ; 1 - : : : : ^ 1 1 „^il[l;.r,lj:::"l-l • : 1 : . ^ 1 . - /rLw. • j ^ j i , ) ! ' 1 1 ' ' 1 - ' . ; 1 ' ^ ; - 1 1 1 1 . 1 1 ^ , ; 1 -1 1 1 :

î ^' ) , -C — ^ "̂  tAy '4" 9 ~ 01 tan go,:) cos (;A.> 4" 9 ).

Mais .oiivdQi't abseryeï'y^qae, cette derni'èpe^ïformaîe'1^^)1- sû'^pose^què''1!^ quant i té -
81 taHg^^est-'dij.'^Wêffîè ̂ rdre^de^grattaeto^^
pas^'tres-el^aîgîiB^ ^ Avec- c^^te:1^^^^^^,;,^^ '̂:^^ -considérer1 'tes -foy-

-Kîttles;, (13i^•;et,:(•3^-),.•ICï>nïTOe, expïîMâ.Bt-'Ies^otirfo'n^^^^^
quelconque en 'fo'îicïîo^, 'dës'coordonDéës' sëlënographiques ,et'dii"te'îïîps. Tayoos
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mainlenaiil comment . an pêtft déterminer : ces mêmes cooraônîïèes^sélénocen"
triques -C et X , . par l'observation directe.

Supposons que la fig\ 6 représente le'disque lunaire vu du centre de la Terre;
soient m. la perspective de la tache M sur ce disque, a le centre du disque, ̂  la

[race du cercle de lat i tude , p p ' la trace du cercle de- déclinaison, cd la trace du
parallèle sur lequel se trouve ia Lune aiyffîoment de l'observation. De la surface de
la Terre on peut mesurer directeweat-oti-indirecteaient ('•) (sauf à appliquer aux
mesures des corrections convenables..), la -distance .«m-1 et l'angle map. D'ailleurs
l 'angle /mn peut être calculé dans le triangle sphérique géocentrique dont les
sonnnets sont te pôîe de l'éeiiptiqTO^^le'pôle^de'l'equaté^^^^
la Lune : on 'connaî t d•ôDC:•îîaîSg^e:waî7.1'>''l " : ' 1:11;11—1 -—•• • . 1 - 1 . .

Soiî.,0 le centre de la Lune (fîg. 7) ; soit M la tâ'cîïe,-qui. dansîa^. 6 se'projette

en m, et soit r ^ a n ' . Je cercle, de latitude, qui ,pâsse..,par: le - c:ealre .du- disque. Dans le
triangle sphérique naM., on connaît l'angle M-aîr,; qai.-, dans'îa fig.Qy 'se projette
en vraie grandeur suivant maii; on connaît,le côté nciy qui est la distance séléno-

;(*,)„ Nous à^^, direct mfînt.ftti ' z^^rfic?^^^^1 p^rcç;; qne, ie .:ĉ  des':qualnlii{îés"'qui font"llîol^j•et. ïTïiîïè
mesure directe dépend de la nature de l'instrument etdu micrpmètce dQTlt;on lait u@age. Avec un insiru-
merit ^ïïîoritè pàItànàctîqu'ement>'et"murii''d,tun micromètre a''fil s rectangulaires.) ..les quantités q^on mesure
dlpéct©meatl.l••$QÀtï:î:.lo..la ^Wreace11 en âscéngio'n'îdroî-Êè^âé' îal-ta^he •et1 'dit •:'blopdllllio^eIltaî''IIC)ù;lloôcidëntaî: del'IN^'
Lune.;, 2°,la ,difïtôrence.ea decimaisoîi de l:a;..tâciio»,-e't du A>prd 'dÊfériepr m1 supérieur.(On:, én,;conAfc les deux
côfcés de ràngle drôît 'du1 "triangle, rectangle c^m (./" .̂..6), et par suite: Thypoténuse wn .et,,,Ï'angla^wÂ
wnffip,. ' " ^ ^ s 1 1 ' 1 ' " ' ' ? ï l ! " 1 1 1 " " ' 1 ; " ' l l ' ; : • ; l : y l ' l ! y ' i ' l î ' i ' i • • ' f ' - 1 li;•l-;"'li"l-l:l • " : 1 l ' : l • l l l l l l i • ' ' 1 1 1 1 ' " - ' 1 1 1 1 • : • 1 1 1 1 — : • 1 ' '• • •• i • • • i i i i f ' ^ 1 1 1 1
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centriqiie^de -la..Terrè. W .pôle de l'éclîptiqtîe {na=:QQ°.^ tatitlide.géocetttrique, de
h1 Lime), et je-dis-que ^'ô•îl'Glônnaïtia?assi;!.}e-côté•„:aM:. EB'e&t,,soient 0, et-T::ies:
aîlglesllsous'^;esqll€Îsl•^îa^G:•aM«l^st.va^
soient r-ctp 'les'rayons 'vecteurs ̂ uijoignent'.l.e..' centre- de::l^.I^iî^1 à la,, tache M 'et:,aii •
ce'Btre'de-îa Te^re^et^oit^A le diamètre âppareat^da-.lâ.^unfô.'yue.da .centre de la
Terreî'dâns-ie^triaûgle-Teetitigûe.'OMT'^^on.â-,-,-^ :•:,- ^ i " . 1 ^ - : ; . - . - : . ; - ! 1 1 - 1 1 ; ' 1 ; 1 1 1 1 , ;1 : " 1 1

. ^ .,-, . 1 ' , 1 1 . „, 1..,,.,,.11-11111 i.1;11.. ̂ .^.^..^Tî^ÇsinT^ --1-1--111 ' . . ^ -1 1 1 ^ 1 ' - - : 1 1 1 1 .
1 1 - - - . • -. • ' ; • , „ • . . . 1 •• ^\ - [ : 1 - - ' 1 1 ' 1 1 - • , ; 1 1 ; 1 1 1 , ' : : ; sin—1 1. , 1 1 1 ^ 1 1 • , •- • 1 1 , : - ; . 1 1 - 1 ' 1 • 1 - 1 . 1 - . 1 , 1 - - • 1 1

" - ; 1 1 1 ' 1 ' l i l i i 1 ' ' • ' " ' 1 : 1 " 1 1 " 1 1 " 1 ' 1 " 1 1 • • ' 1 " 1 . ' ' 1 1 • 1 1 1 ' ' • 1 • i' ' 1 " 1 ^ 1 1 1 ' 1 " 1 l i i " ' 1 - . - ' 1 1 1 " 1 1 "1.. ' 1 • 1 1 1 " 1 • • " •

Or,1 Tan^le ..T -a'.é.té'mBsaré;,. le .diamètre ̂ .pparentA'P^^ être1 tiré des. ép
âvec.^itëiques/.cûprectiQûs.dans ie ,délalil:'l.:des,q.llelle.&l;.no^& .ne. Groyons^ .pas . devoir,
entrer; on- peut-doïl^calcaler l'angle 'O^doat,l'arc, a|Ï est l:a-mes,ure..,Amsi^dans le
triangle sphèrique n^ ÔB. .eaMa/it-.dwx^oïea'.etJ'ariglB ̂ compris..^ : ,.on pe.m ,d.onc.,
caicuîeï-le :ûêté:rtM.]et•.;^ÎA^ Mais.;lê.:,côté-,7TM-e,st-'le::,;eôîft 4e ).;,;,
raiigleM Tt^^st 1 éga^à ̂  'moins la iôngteie-séléno^eûtnq^^
bl'effle-1 est, dofiû.-résôlu.. EB 'égalaût.les yalelirs-.de.-^.ê-tde^,; doîmées.^par.-Tofaserva-^
tioa, à leurs expressions aaalytiqu le&ft3l.) l.,et'•(„321), .on-obti^nt: deux équations, où,
entrent comme inconnues les coordonnées sélénographiques JL et CD et les diverses
constantes delâ:''^bration. En••faîsant•p^âsiûurs'll.observattonsde la même tache, on
obtient entre, -les. mêmes quantités autant d'équations de condition qu'on le^veut;
on traite ensuite,ces equations^ parla méthode des moindres 'carrés./ ' .

On voit que tout repose sur la méthode'directe Wmdirecte de la111 distance am
et de l'angle map {fig, 6) ; et il faut bien .reconnaître que, de quelque façon qu'on
s'y prenne, on ne peut pas espérer d'atteindre une grande précision, attendu
qùîunéllvâriati::ôn 'sélénocentrique: ̂ e 90 'degrés11 dans'; îa^ •'distant am correspond à
unë^vanatioîi géocentrique: de1' r 5 "à ï & ̂ minufes.^ -Mais-' -ces -vâriatîô'nà1 -né1 • -swt • pas
proportionriélles, et iî'est ''facile' de ̂ voirqué ta 'pasitiôû- •Ià^pît^s'^fav6ra^>l:e'l•est ••celte-
d'une:: taclïe qui' n'est1 pas "très-éloignée- du r centré'-"" du '"'Qvsq né. Sou^-ce •]-ïiâp•Iïort,"-^a;.
tache Manilius, sur laquelle ont porté d'abord les observations deMayer, puis celtes
de Bouvard et de Nicollet, est assez bien choisie, puisque ses coordonnées séléno-

• graphiques sont environ < A > = = i 5 ° et (0=9°; mais, d'après une remarque de
MM. Béer et M^edier, cette tache est mal choisie sous d'autres rapports. Elle con-
siste, en effet, en une espèce de dôm-e•llqu4•]•sôll.frésen sous des aspects variés, aux.
diverses époques de la lunaison, selon la manière dont le Soleil l'éclairé 1: il en ré-
sulte que dansles1 différentes observations on n'est, pas sûr de viser au même point.
Bouvard et Nicollet'se servaient, d'une lunette d'un mètre, de longueur, montée
parallactiquement, etmunie d'un micromètre qui consistait en une lame de verre
sur laquelle étaient tracés des traits :équidistants. MM. Béer et Mœdier ,ont pro-
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posé -de- •remp.l'âeep^e:^ffîicFo-m:etre-pâr l'héliomeire de Fraualiofery :qiie .les. travaux
de Bessel ont rendu ..célébra, elt.',d€l::f>âirfr;.pQrtel^lles,observatioBS sur'ua- cratère très-
clair-, •qu1 ils 'oritîloaiiïïé MœstingA dansiwr Mappa ^fenogr^tea^at.qni.pré&eQle
un point .de. visée -parfaitement:'. TOt,::,1 toutefois •il : ne. paraît pas .qiuia'Ies.teataiives q ui ,
ont1 été'', faites-sur..1 ces- .indications;.,aient conduit à: des;::Tésultâ.ts, «atisfaisaïlts.
Peut-être conviendrait-il de substituer aux,mesures: pïises.suî* des iffîâges.aérieîines
et. fugitives des mesures prises sur des images photographiques suffisamment
nettes et suffisamment agrandïes,îtfêHes,q,ue,celles.qu'obtient M. Waîïen de la Rue ;
mais c'est un point qu'on ne-'saurait décider qu'après des observations compara-
tives, prolongées pendant plusieurs lunaisons.

l'Quoi11 qu'il ̂ îï soit, 'c'est encore^ a u - travail .-d:e Bouvard .et de.Nieollet qu'il (aul'
recourir,1 •dans'1 rétat actuel,'pour'.avmT-.les-'eonstantes^de "la libration; ;mais,,indé1-,
pendamme-nt • d e' 'la - méthod;e d'observation., et •..•du; cil oix •:-:de;, h: :: tache observée» ta
discussion'faite plarl:]Ntcollet;nous•••para^it•doOTerli•eul;à-uTO,.o^ Da.nsîe.
but de vérifier1,.^ théorème Ce' D.Cas.sinî^ sur lâ.-:com'tîide]ice.-des,nœud.s de l'équa-
tëur-. et de roTbite/'Nico-Hef tetrodui^ c:o:îîïïtle.'inconBue..dâns .ses:: ,calculs,la 'dis:ta-Q,€e-
de- cès-deux nœuds,- qu'il •désigne'...pâr.•^•Ce:tte quantité, ..qué'iious.avons.représeîitée:
pay ^'—..^^.'a pour expression, d'après^ nos" formules, :;;.:.,. ,:1.'.:',..,^--;. „ : • . . . ' • 1 : . . 1 . . . . , 1 1 , : , . . •

-,, . . ; , ,—.:(14I4 / /,17)si.ïla(p— (,3649^,3).,cosÊsin9,^.(4p5^,5)XnE.cos9^^ , _ „

elie: est donc essentieilement périodique^ Mcollet'la traite comme'une 'coasta'nte,
ce qui revient à ne considérer^que sa, valeur moyenne, et il trouve 1

-1 1 . , : - ; : . 1 -Y. ^ . . ' 1 ; - 1 . - . . . . . - , 1 1 : -1 1 1 ; .1 ! .1 1 ^.^•i^^^^^^^ , : 1 : 1 :-.• . 1 1 1 1 : ' 1 1 1 - 1 " 1 : 1 1 1 ' 1 • , ; 1 • ; • 1 - - • ^ ^ 1 • ï

Or^ il .fésulte de:, TOtre,^Aiiéorie.que....la^,;vâ1eur,m rigoureusement
n:al:le..;,Lîintroduleti^B,A:e cette, quantité.:'(qn-and on^néglige.les termes périodiquesj
ne^.peut,.:doac.-,awir,pOHr.e%^^^
j^ter :quelque,d.oute^ SUE .lAidéterniination'/d^.., l'inclinaispn A^ l'equateur surréclip-
tiq'a.e1» ,,.•,•,...i•,; 1 - , - ,l,,;,l l̂ ^yi} ^nv^'1',-;-:: ,....:1^'; „,,,., l , , 1 1 ; ' 1 1 . . ; ; - 1 ' 1 . . l r . : 1 , . 1 1 ' . 1 : ; ^ :r:,1,:1. , . : . : 1 : : . : . - ; . 1 • : : • 1 1 , 1 . : : ' ^, ::•j :.: : l: l^/ l : 1 1 , . , 1 1 ; . 1 .

Annales scientifiques de l'École N'orm.aîe supérieure. Tam'e IH. ^7


