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MEMOIRE

SUR

LA ROTATION DE LA LUNE

ET SUR

LA LIBRATION REELLE EN LATITUDE,

Par M. Cu. SIMON,

PROFESSEUR AU LYCEE LOUIS-LE-GRAND.

On sait que le mouvement de la Lune autour de son centre de gravité a ¢té élu-
dié principalement par Lagrange et par Poisson. C'est & Lagrange que U'on doit la
théorie de la libration réelle en longitude et Uexplication des lois de D. Cassini.
Poisson signala plus tard, dans la libration réelle en latitude, une inégalité qui a
pour argument la distance du périgée lunaire au nceud ascendant de Porbite, et
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise.

En reprenant la question sous un nouveau point de vue, j'ai cru reconnaitre que
Ianalyse dont Poisson a fait usage, d’apres Lagrange et Laplace, est fautive en un
point important. Il résulte en effet des formules de Poisson que, si U'on fait d’abord
abstraction de 'excentricité de 'orbite, 'axe de rotation décrit autour de I'axe de
'équateur un cone circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cone également
circulaire; de sorte que l'inclinaison de 1'équateur lunaire sur I'écliptique reste
‘constante dans le cours d’une révolution. Or, on congoit, & prior, que cela ne peut
pas étre, et que I'axe lunaire doit subir une nutation semi-mensuelle, analogue a
la nutation semi-annuelle que subit 'axe terrestre. On pourrait croire, 4 la vérité,
que celte nutation semi-mensuelle est insensible; mais le calcul prouve qu’elle est
sensible, ¢’est-a-dire qu’elle est du méme ordre de grandeur que les autres quan-
tités que l'on considere, et il est 3 remarquer que c'est elle précisément qui fait
du probleme de la rotation de la Lune un cas singulier du probleme général de la
rotation des corps. Elle consiste en ce que I'axe instantané oscille constamment
dans le plan de la section principale, qui est perpendiculaire au grand axe dirigé
vers la Terre, en décrivant un secteur de 86 secondes environ, dans un temps égal a
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254 MEMOIRE SUR LA ROTATION DE LA LUNE

la moitié de la révolution de la Lune par rapport & la ligne mobile des neeuds; de
sorle que I'on peut produire le mouvement qui a lieu en faisant rouler sans glisser
le plan de ce secteur sur un cone ondulé dont la base est une suite de cycloides
sphériques. 3

L’oscillation A longue période, qui dépend de 'excentricité de 'orbite, et que
Poisson a découverte, joue le role d’une inégalité séculaire par rapport a la pre-
witre. On peut, avec une approximation suffisante, la considérer comme s’exécu-
tant dans le méme plan que la premiere, et 'on obtient une image complete du
phénomene de la rotation de la Lune en faisant rouler et glisser en méme temps
sur le cone cycloidal dont on vient de parler la section principale dans laquelle
Iaxe instantané reste toujours compris.

Il me parait difficile, mais non impossible, de constater par P'observation ces
résultats singuliers : ¢’est pourquoi j’ai cru devoir, a la fin de mon travail, repro-
duire, en les complétant, les formules qui expriment les coordounées sélénocen-
triques d’une tache lunaire, en fonction de ses coordonnées sélénographiques et
du temps. Mais les anciennes observations de la libration sont tout & fait insufti-
santes, et j’al essayé de faire voir qu'on ne peut pas méme compter sur la valeur
(quon en a déduite pour I'inclinaison moyenne de I’équateur lunaire sur Péclip-
tique. Je voudrais espérer que mes recherches pourront décider quelque astronome
a entreprendre une série d’observations nouvelles, afin de résoudre d’'une maniere
définitive une question qui présente un véritable intérét.

. Notations et formules générales.

Nous prendrons pour origine des coordonnées le centre de gravité de la Lune,
et pour plan des ay le plan mené par ce point parallelement au plan actuel de

Fig. 1.

7

Pécliptique. Nous supposerons I'axe OZ ( fig.. L)gmrpendic.ulaireh ce plan_et dirigé
vers le pole boréal, I'axe OX dirigé vers le neeud ascendant de I’équateur lunaire,
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et 'axe OY dirigé de maniere qu’on passe des @ positifs aux ¥ positifs par uve
rotation de go degrés exécutée autour de OZ, dans le sens direct ou de droite
gauche. Comme la trace du plan de 'équateur lunaive sur le plan de I'écliptique se
déplace continuellement, nous compterons toutes les longitudes, dans le sens
direct, a partir d’une droite fixe OZ menée arbitrairement dans le plan des ay, ct
nous appellerons ¢ la longitude de la droite mobile OX.

Soient OX,, OY,, OZ, les trois axes principaux du sphéroide lunaire, formant
un systeme superposable aux axes OX, OY, OZ. La position de ce nouveau systeme
sera déterminée & chaque instant par les angles XOX, =¢ et ZOZ, =6, comptés
dans le sens direct. Relativement & ces axes principaux, soient A, B, Cles moments
d’inertie; p, ¢, r les composantes de la vitesse de rotation; P, Q, R les sommes des
moments des forces perturbatrices, ou, si 'on aime mieux, les moments des couples
accélérateurs; nous aurons les trois équations

dp C—B P
Tt T x
dg A—C Q
(r) 7;—!— B ,pnﬁ,,
dr B—A (_R*
77 VR & B o

On sait que la Terre est le seul asire qui exerce une influence sensible sur le
mouvement de rotation de la Lune. Considérons l'orbite sélénocentrique de la
Terre, nommons 7 son inclinaison sur I’écliptique, et soit ON la direction du naeud
descendant; nous ne supposerons pas que cette droite ON coincide nécessairement
avec OX, nous appellerons o sa longitude comptée a partir de la droite fixe OZ, et
nous poserons, pour abréger, » — ¢ = g. En désignant par ¢ la longitude de la
Terre dans son orbite, comptée i partir de la droite mobile OX, par p son rayon
vecteur, par fm le produit de sa masse par le coefficient de I’attraction, et, en négli-
geant les termes ol entrent les produits de trois facteurs tres-petits de Uordre 7,

C— . ) . . .
7 ou -~-&-~]—3: on obtient, par un calcul qu’il serait superflu de développer, les for-

mules suivantes () :

/D % _
I -—3—‘@-§—B[Osinu+ysin(u—g)]sin(cp—u),

K— p3 A

(2) 9—..:--if,’—n-A_(‘[05ino+ysin(v-—g)]005(<p-—u),
B o B
%: i@-B—Asinz(cp-—-b).

- 208 ¢

(*) Ces formules no different que par-les notations de celles de la Mécanique céleste.
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La troisitme formule (1), quand on y a substitué pour T la valeur (2), est celle

qui détermine le mouvement de la Lune autour de I'axe de son équateur et la
libration réelle en longitude. Mais nous n’examinerons pas cette question. Nous
admettrons que le moyen mouvement de rotation, que nous désignerons par n, est
constamment égal au moyen mouvement de révolution, et que I'expression de la
libration en longitude ne renferme que des termes périodiques dont les coefficients
sont trés-petits; nous supposerons A < B < C, l'axe OX, étant Te grand axe du
sphéroide lunaire qui est constamment dirigé vers la Terre, et nous nous borne-
rons & discuter les deux équations dont dépendent les rotations p et ¢.
En posant, pour abréger, '

C—B_ . C—A __
A =% B == 0%
nous aurons
dp . . 3fm ) . ‘
| G + o= 5w 0sing + ysin(v— gl sin(g — )
(3) ( ol
!
|G — & ar=>L" & 0sine -y sin(o—gl]cos(o— o).

Or, on connait les intégrales générales de ces équations privées de seconds mem-
bres. Si I'on remplace r par sa valeur moyenne =, et si ’on représente par H et »
deux constantes arbitraires qui dépendent de I’état initial, ces intégrales sont

p=Hacos(aBnt +=),
¢ =HS8sin (abnrt +un);

elles indiquent une oscillation du péle autour de sa position moyenne, oscillation

2T

dont la période est —=,; ou Z}S’ T étant la durée de la révolution sidérale de la

Lune, et dont 'amplitude est H. Mais cette oscillation est insensible, comme toutes
celles qui dépendent de I'état initial; on doit donc supposer H=o. On voit alors
que les valeurs de p et de ¢, déterminées par les équations (3), sont nécessaire-
ment du second ordre, en regardant les facteurs o2, €2, 6, y comme des quantités
trés-petites du premier ordre; et comme nous négligeons les quantités du troisieme
ordre (2 moins qu’elles ne puissent acquérir par I'intégration de trés-petits divi-
seurs), les équations (3) deviendront simplement

1 } .
(Z{[})' = ‘?{{Tm a* [0 sinv—+ ysin (v'—g)] sin (o —),
(4)
d E
? Zl_qi = %]-:-”—L & [6sinv —+ ysin(v— g)] cos (e — v).
\ :
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Cest sous cette forme que nous allons les discuter. Nous étudierons successivement
le mouvement de précession de I'équateur lunaire, la nutation semi-mensuelle qui
est indépendante de I'excentricité de 'orbite, et la nutation & longue période qui
dépend de cette excentricité. Nous établirons ensuite les formules nécessaires pour
comparer la théorie aux observations. ‘

II. Du mouvement de précession de U'équateur lunaire.

Pour déterminer le mouvement de précession de I'équateur lunaire, on peut évi-

demment négliger les termes périodiques du rayon vecteur, de la longitude et de

. . . . . N m N
la libration en longitude, ce qui revient & supposer ¢ = ¢ et iﬁ— =n*. Alors les

équations (4) se réduisent a

dp _
=
(5) J
d—‘f = 3n&[9sine + y sin(o — g)]-

\

On pourrait les intégrer, mais cela n’est pas nécessaire i notre objet actuel.
Imaginons, en effet, un nouvel axe OY’, mené perpendiculairement & OX dans le
plan de I'équateur et dans le méme sens que OY, et appelons s et s’ les compo-
santes de la vitesse de rotation par rapport & OX et & OY'; nous aurons, par des
formules connues,

o adb  ds
) bll’le*c—[t———mﬁ
) a0 __ i

dt — ndt

T ds  ds . . 1 . .
Or, les accélérations — et — s’obtiennent immédiatement en projetant sur OX et

sqploog o d S
sur OY” les accélérations <& et L. On trouve ainsi

dt dt
ds _ dq .
'bl—l_ = — m sSin @,
a_ dy
de. o de Y
et, en vertu des équations (5) et (6), o
o dy . N
sing - = —3n€ [0 sino ~+ y:sin (¢ — g} sine,
do

—== -~ 3n8[0sing + ysin (¢ — gJ]cose.
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En remplacant les produits de sinus et de cosinus par des sommes, en suppri-
mant ious les termes qui dépendent de ¢, et en supposant sing =6, on trouve
enfin k

Ay 3 (. ycosg)

sm.,._——gll‘; (l'*.- T)"
’ ' a5 -+ §n6=~ s'nnfr
dt = 2 7ng:

Ces formules sont analogues 4 celles qui déterminent le mouvement de préces-
sion de I'équateur terrestre, quand on fait abstraction du déplacement séculaire du
plan de écliptique, et quand on néglige les termes & courtes périodes qui dépen-
dent des longitudes de la Lune et du Soleil. Mais, dans le probleme de la rotation
de la Terre, 'angle g représenterait la longitude du nceud descendant de Porbite
lunaire comptée a partir de I’équinoxe d’automne, et I'on sait que cette longitude
varie de o & — 2am; en outre 'inclinaison de 'équateur terrestre sur I'écliptique
est plus grande que 'inclinaisen de Vorbite lunaire. En raison de ces deux circon-
stances, les termes dépendants de 'angle g produisent, dans le mouvement de
'axe de la Terre, une nutation qui a été observée par Bradley, et qui n’a pas son
analogue dans la théorie de la Lune. Il résulte, en effet, des observations de
D. Cassini, continuées jusqu'a nos jours, que le nceud descendant de Iorbite
lunaire sur Pécliptique ne s’écarte jamais que trés-pen du nceud ascendant de
Péquateur lunaire. On peut donc supposer cosg =1, sin g = g, et les formules (7)
deviennent

(["!j — L2 7
‘ —(7[ _ 'j no* i+ a 2
(8)
({_9_ L 3 neéty o
dt 2 /8
L. .[dd » :
Soit % la valeur moyenne de @, et soit ((—?) le moyen mouvement des neeuds de

Iéquateur lunaire, on aura

. (do . . ..
Soit (—-) le moyen mouvement des nceuds de I'orbe lunaire; on doit avoir rigou-

)

dt
reusement

5)- (%)

dr ) — ‘E'>’

»

et, par suite,

T !

\ /
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- ) I TR : D o fde y
Comme on peut déterminer par 'observation les quantités (—(ﬁ—), n, et b, cette

derniére équation permet de caleuler le coefficient §2. On en tive
(do

! KTZ?)

3(h+7y)n

2 h T
3 /z—i—ylg,

(ro) 8= =
© désignant dans cette formule la durée de la révolution sidérale des nceuds de
orbite, tandis que T est la durée de la révolution sidérale de la Lune elle-méme.
En supposant
- h=192845", T=27i,3215,
y=25 8487, ©=~6793},30,

on trouve -

6 = 0,000597 (*).

Gela posé, pour intégrer les équations (8), nous remarquerons qu’on a, par défi-
nition, . ;
g=0—1

et, par suite,

dg _ [(do AUy
dt — (dt‘ di ,)’
attendu que dans la ‘question actuelle nous ne considérons que les positions

moyennes des neeuds de 'équateur et de I'orbite. Retranchons done la premitre
équation (8) de I'équation (g), il viendra

ou bien, en remplagant au dénominateur 64 par A%,

dg 3n 8y
(11) d_‘;:* 2/12/

(6—1h).
A cette équation il faut joindre la seconde équation (8), qui peut s'éerire ainsi:

o —h)

VT 3 . b
(12) — = T e

(*) Lauteur de la Mécanique céleste, qui parvient & peu prés au méme résultat, introduit dans ses
formules X A au lieu de —I; A; mais cette substitution est sans importance, parce que la différence de

ces deux quantités est de I'ordre du carré de I'une d’elles.
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et des équations (r1) et (12) on tire immédiatement

H 3né&
24 k g:‘—‘zcos< ghyt—l—‘r,)s
!)/" <
'6—-—/1_Hsm< /)}f—r‘/‘)

H et v étant des constantes arbitraires qui dépendent de I'état initial.

On voit par les formules (13) que les positions moyennes du nceud descendant
de Porbite et du neeud ascendant de I'équateur coincident rigoureusement, et que
la valeur moyenne de 6 est rigoureusement égale & la valeur de % qui satisfait &
'équation (g); mais on voit en méme temps que le nceud descendant de 'orbite
oscille de part et d'autre du nceeud ascendant de 1’équateur, et que I'inclinaison §
oscille en dech et au dela de 4. L’amplitude de ces oscﬂlatxom est arbitraire; quant
i leur durée, elle a pour expression ‘

duh . h+ h+y ' ’
ongz}, . ® = 8740 ]ours enviromn.

Mais comme ces oscillations n’ont pas été constatées par P'observation, il faut
admettre qu’on a, sinon rigoureusement, du moins a trés-peu pres, H= o et, par
suite,

O0=h, g=o.

Nous analyserons dans un autre Mémoire les conditions auxquelles la Lune a da
satisfaire, dans son état initial, pour que des phénomenes aussi singuliers vinssent
a se réaliser (). Il suffit & notre objet actuel de remarquer que la coincidence du
neeud descendant moyen de l'orbite avee le noeud ascendant moyen de I'équateur
étant une fois établie, cette coincidence se maintiendra indéfiniment, malgré les

variations pemodlques ou séculaires que les forces perturbatrlccq pourront intro-

do
duire dans les éléments n, et —7 )3 car, si ces variations produisaient un écart

sensible entre les deux neeuds, il en résulterait seulement des oscillations dont la
loi est déterminée par les formules (13). Mais, comme I'inclinaison moyenne /4 de

équateur sur Uécliptique est lide aux éléments 7, v-et (l > » par-la relation

(9) <C‘[IZ)) :—Sn‘éz <I+%>a

(*} Ce serait ume erreur de croire, comme le veulent quelques auteurs, qué la coincidence du nceud
descendant de I'orbite et du neeud ascendant de I'équateur est une conséquence nécessaire de 1'égalité des
moyens mouvements de rotation et de révolution. I est possible que ces deux phénomenes aient une origine
commune, et nous essayerons méme de faire voir que:cela-est: prabable ; ‘mais ils ne dépendent pas néoes-
sairement I'un de l'autre, et I'on pourrait concevoir que le second existit sans que le premier edt lieu.
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on dott se demander si les variations séculaires de ces éléments n'introduisent pas
daes & une variation correspondante. Or, on sait que les variations séculaires
de Pinclinaison ¢ de I'orbite sur T'éeliptique vraie sont insensibles; on sait de
plus que si Pon désigne par ¢ la variation du moyen mouvement au bout d'vn
temps quelconque, la variation de la vitesse moyenne des nceuds de Vorbite est
-+ 0,735452dn. En différentiant I'¢quation (g), nous aurons done

sigaon=—26(i+7) o0+ 2ne
0,7354520n = 26 (Y*r-/l‘ on né malz

De cette équation I'on peut tirer 04 en fonction de dn; mais il est évident que cette

variation est insensible, malgré la petitesse du diviseur > =~ n&* /':_:, h cause de Vex-

tréme lenteur avee laquelle # varie. On doit donc reg:—u‘der comme constante U'in-
clinaison moyenne de 'équateur lunaire sur I'écliptique; et il en est de méme, par
conséquent, de U'inclinaison de cet équateur sur le plan de Vorbite. La senle cause
qui pourrait faire varier % sensiblement serait une modification qui surviendrait
dans la constitution intérieure de la Lune, et par suite dans la valeur du coeffi-
cient &%, :

HI. De la nutation semi-mensuelle qui est indépendante de [ excentricité
de Uorbite.

Par ce qui précede, on peut, dans les équations (4), supposer g==o. St l'on
continue & regarder 'orbite comme circulaire, et si 'on fait, par conséquent,

f’?

= n? et v = ¢, ces équations deviennent

dp _
ar =
(14) y
% =+ 3n*6* (6 + y)sino.

En négligeant les quantités trés-petites du troisitme ordre, on trouve facilement
(ue les parties non arbitraires de leurs intégrales sont

p=0, . .
q=—3n8(h+7)coso.

. - - . - — e ) h T i
Observons que, par la formule (‘IO),QlC coefficient €> est ggal b3 E et
posons, pour abréger,

(15)“’- il « : c~~€*(/z+y)—/¢’—r———arczx b

©

. ' - »
/Immlc.. suuzt{/’]ucs tk Z’fcole ]Vorm(de .mpuzeure ’Iomz I, 35
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1

ces intégrales s’écriront ainsi :

=0

(16) s P ,
{ ¢ = —2nfcoso.

Telles sont les formules qui déterminent le déplacement des péles de rotation 2
la surface du sphéroide lunaire, lorsqu’on fait abstraction de I'excentricité de
Porbite. On y lit immédiatement que I’axe instantané de rotation reste toujours
compris daus le plan Z,0Y, perpendiculaire au grand axe dirigé vers la Terre, et
qu’il oscille dans ce plan, en faisant avee 'axe de I'équateur un angle dont le sinus
ou la tangente a pour expression
) -

(17 L = —2tcose (7).

L’amplitude totale de cette oscillation est égale & 4&, ou & 85”,6; sa période est la
meéme que celle de Pangle ¢, c’est-d-dire qu’elle est égale & la durée de la vévolu-
tion de la Lune par rapport & la ligne mobile des neeuds, ou & 273, 218.

Nous allons chercher maintenant comment 'axe de rotation se déplace dans
I'espace, en ayant soin de distinguer I'axe instantané de I'axe géométrique. Cette
distinetion serait superflue dans la théorie de la Terre, parce que I'écart maximum
des deux axes est d’environ iy de seconde; mais ici elle est évidemment néces-
saire. '

Considérons d’abord I'axe géométrique OZ, et I'équateur géométrique qui con-
tient les deux axes OX, et OY,. Le déplacement de ce systeme d’axes est déterminé
par les formules connues '

Lo dy .
sm@m = p sing + ¢ cosg,

49 == p CcoS sin
—— @ — S @,
dt ]7 T (1 ¢

(*) D'aprés les formules de Poisson, cette oscillation plene devrait étre remplacée par une oscillation
circulaire : 'axe instantané de rotation décrirait autour de ’axe de I'équateur un cone de révolution ayant
pour demi-ouverture I'angle que nous avons appelé ¢. Mais Poisson a négligé des quantités du méme ordre
de grandeur que celles qu’il a calculées. En réalité, l'oscillation plane, que représente la formule (17), est
la résultante de deux oscillations elliptiques de méme période, de méme amplitude et de sens contraires.
Ces deux oscillations se composent comme deux rayons lumineux de méme longueur d’onde, de méme
phase et de méme intensité, polarisés elliptiquement en sens contraires, et donnant un rayon polarisé recti-
lignement. Dans: un:autre:trayail, ‘nous aurons:l'occasion de développer: ces considérations : nous nous
bornons aujourd’hui 4 établir, par la voie la plus directe, les formules définitives.,
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dans lesquelles il faut substituer pour p ct ¢ les valeurs (16). On obtient ainsi

dy . .
9—7- = —2nfcos’s,

dg vt

-7 = +2nlsingcosy;

et, en remplacant les produits de sinus par des sommes,

{ d
s sineci—f = —n{(1+cos29),
(18) ‘
' } il—e;—o—zzﬁsinzo
dt — = T

,l

L¢ terme indépendant de g, qui se trouve dans I'expression de 5% v
comme il est facile de s’en assurer, le mouvement de précession que nous avouns
déja considéré. Quant aux termes périodiques qui entrent dans les deux for-
mules (18), ils indiquent une nutation circulaire de sens direct, dont le rayon

s lepuseme

g : . , N [P N .
est 2, et dont la période est égale & la moiti¢ de la révolution de la Lune par rap-

port a la ligne mobile des neeuds, ou a 13§,609. En effet, si 'on désigne par ¢, la
longitude moyenne du nceud ascendant de I’équateur géométrique, les intégrales
de ces équations peuvent s’écrire ainsi :

‘ L=14¢ S sin2¢
(1a) v YmT osinh ’
1C
9 ¢
6 = h — Zcos20,
| 2

aux quantités pres du troisieme ordre.
Considérons en second lieu I'axe instantané, ainsi que ’équateur apparent qui
lui est perpendiculaire; appelons ¢ et ¢’ Iinclinaison et la longitude du nceud
Fig. o.
e

7 ’ 1
z,é:—~-<u

ascendant de l’equateur apparent pour les distinguer des quantités dnalog,ues qui

se rapportent a 'équateur géométrique, et remarquons sur-le-champ que la valeur
35.
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moyenne de ¢’ ne peut pas différer de la valeur moyenne de ¢, mais que la valeur
moyenne de 6’ n’est pas égale a la valeur moyenne de §. En effet, soit OU ( fig. 2)
P’axe instantané, soit OX' la trace de I'équateur apparent sur le plan de Pécliptique,
et soit & I'angle X"OX. Dans le triangle sphérique ZZ, U formé par les poles de
I'éeliptique, de I'équatenr géométrique et de I'équateur apparent, on a

77, =19,

20 =46,

U7, = g_. 2§ coso,
n N

a

angle Z,ZU = ¢,

angle UZ,Z = angle XOX, = o,
parce que I'axe OX, est perpendiculaire au plan Z; OY, qui contient I'axe OU.
On a done, dans ce triangle,

— 2£e0s9 — £sin2o
sing’ .~ sin0”

sindd ==siny -

et 'on voit par la que la valeur moyenne de &¢ est nulle, comme on devait sy
attendre. Le méme triangle fournit encore la relation

c0s0’ == c0sH — 2{ cose sind cosy,
€086’ == c0osl — L (1 + cos2¢)sinb;

d’ott Ton tire, en appelant 2’ la valeur moyenne de ¢/,

cosh' = cosh — Zsinh,
cosl =cos(h +¢),
No=h+Z.

Cela posé, nous obtiendrons facilement les variations de 4 et de ¢’ en projetant,

N ces o R dp . dy . .
comme nous I'avons déja fait, les accélérations —(7‘% et -[é, données par les for-

mules (14), sur 'axe OX (que I'on peut regarder comme se confondant avec OX')
et sur I'axe auxiliaire OY’ mené perpendiculairement 2 OX dans le plan de 'équa-
feur géométrique. En appelant s et s" les vitesses de rotation par rapport i ces
axes, on trouve

ds _ dg . . .
7 T g sine=—n ¢(1— cos29),
& _ -+ dg cosg =+ n*{sin20
e T g CORR T T e sRe.
Mais on a : : ¥ op nn ‘
Y d . Is' ‘
siné’dv ::‘(isv ag” _  ds

di nde At T T ndit
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il vient donc

six16’ﬂ = —nf{(1—cos2¢;
dt N R
dy .
—— = — r{sin2o.
¢l

En intégrant ces équations, et en ayant égard aux remarques-que nous avens faites
sur les valeurs moyennes, on trouve facilement, aux quantités pres du troisieme
ordre,

' 4
L= by + ——— sin2g
YT S Sing 7

[SAT A

6 =h + ¢+ Zcos20.

{20} . ;
\

La comparaison de ces formules aux formules (1g9) montre que Paxe instantané
et axe géométrique subissent des nutations de méme période, de méme amplitude
et de méme sens, mais que les positions des deux poles, sur leurs cercles de nnta-
tion, different toujours de 180 degrés. La raison de cette particularité va étre mise
en évidence par la construction suivante.

Quel que soit le mouvement d’un corps autour d’un point, axe instantané de
rotation décrit un certain cone X' dans 'espace absolu, et un autre cone X dans
Pintérieur du corps, et on peut toujours produire le mouvement qui a lieu en
faisant rouler sans glissement le cone = sur le cone 3'; voyons quels sont ces deux

cones dans la question actuelle. Le centre de la sphere céleste coincidant avee le
centre de gravité de la Lune, soit Z { fig. 3) le pole de I'écliptique, et soit P la posi-
tion moyenne, & une époque quelconque, du pole de P'équateur apparent. En vertu
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du mouvement de précession, le point P décrit autour de Z, dans le sens rétrograde
et dans le temps ©, un cercle dont la distance polaire est 2+ &. Mais les formules (20)
indiquent en outre une nutation, qui consiste en ce que le pole instantané décrit

. . T Z
autour du point P, dans le sens direct et dans le temps = (*), un cercle de rayon -“;

il est facile de composer ces deux mouvements en un seul. En effet, le rapport

2

. . 0 . .
des vitesses angulaires autour des axes OP et OZ est =3 le rapport des distances
. . . T
angulaires qui correspondent aux rayons des cercles est sensiblement £ o —
o 2h 20
de plus, ¢ est tres-petit par rapport a A. 1l résulte done, soit de la théorie des épi-
eyeloides, soit de la composition des rotations, que, si 'on imagine un cercle déerit

du point Z comme péle, avec la distance polaire ZF = /A + & ~- g, le mouvement
du pole instantané pourra étre représenté en faisant rouler, sans glissement, dans
Pintérieur de ce cercle, un petit cercle de rayon PF = >- Le pole instantané déerit

done sur la sphire céleste une épicycloide FLGMH..., ct cette épicycloide est la
hase du céne que nous avons appelé 2. Chaque branche FLG de cette courbe est

o A T , N . .
décrite par le pole dans le temps —» et sa longueur est égale & quatre fois le dia-

metre du cercle générateur, c’est-a-dire & 4&.
Or, le cone que nous avons appelé X se réduit, par ce qui précede, & un angle

. 1. e, T ..
plan, que I'axe instantané décrit également dans le temps 5 et qui intercepte sur

la sphere céleste un arc WUV dont la longueur est 4¢; de plus, on montrerait sans
difficulté, si cette vérification était nécessaire, que la vitesse du pole est la méme
sur Pépicycloide et sur I'arc de cercle, en des points correspondants. Les choses se
passent done comme si le secteur circulaire WUV roulait sans glisser sur le cone
ondulé 25 et il est évident qu’il n’y a pas de solution de continuité lorsque le pole
arrive successivement aux divers points de rebroussement F, G, H,..., parce qu’en
ces points les plans tangents au cone 3’ vont passer par 'axe OZ. Remarquons
enfin que le point Z,, pole de I'équateur géométrique, est toujours le milieu de
I'are WUV. Ce point décrit done sur la sphere céleste une seconde épicycloide
LMN... dont la premicre est la développée; et I'on voit clairement pourquoi les
inclinaisons moyennes des axes OZ, et OU sur 'axe OZ different de ¢, et pourquoi
les positions des deux poles Z, et Usur leurs cercles de nutation different constam-
ment de 180 degrés.

(*) Plus exactement dans un temps égal & la moiti¢ de la révolution de la Lune p}nr rapport & la ligne
mobile des neeuds, ou en 13Y,60g, : SR
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V. De la nutation a longue période qui dépend de U'excentricité
‘ de lorbite.

Lagrange et Laplace avaient négligé I'excentricité de 'orbite et les perturbu-
tions : tous les termes qui en dépendent ayant en effet des coefficients tris-petits,
et étant multipliés par des produits de deux facteurs trés-petits o2 4, a2y, §%§ cu
€%y, sont en général du troisitme ordre, et par conséquent négligeables. On
concoit néanmoins que plusieurs d’entre eux peuvent passer au second ordre et
devenir sensibles, en acquérant par Uintégration de trés-petits diviseurs : tels sont
ceux qui ont pour argument la distance du périgée lunaire au nceud ascendant de
I'orbite géocentrique, ou, ce qui est la méme chose, la distance du périselene de la
Terre au nceud descendant de 'orbite sélénocentrique. C'est Poisson qui a reconnu
I'influence de ces termes. En examinant de nouveau cette question, nous n’en
avons pas trouvé d’autres que ceux que Poisson avait signalés, et méme il nous a
paru que les calculs de ce grand géometre pouvaient étre simplifiés en un point
important. Poisson tient compte d’une inégalité en latitude qui est proportionnelle
a ey sinE, e étant Pexcentricité de Uorbite et E la distance du périsélene au neeud
descendant; de sorte qu’en désignant par X [a latitude de la Terre vue de la Lune,

il suppose
tang 2 = — y sinv — key sinE.

Mais la valeur numérique du coefficient £ est 0,01955 (7} : ce coefficient est done
du méme ordre de grandeur que I'excentricité. Et comme, dans cette analyse, on
néglige tous les termes qui dépendent du carré de I'excentricité, nous croyons
pouvoir poser simplement

' tangA == — y sinv.

Au reste, la légitimité de cette simplification sera vérifiée a posterior par I'accord

de nos résultats numérigques avec ceux de Poisson.

Reprenons donc les équations (4), qui ont. été établies en supposant que tang 2
ou X est égale & — v sing. En faisant dans ces équations g = o, et en remplacant &
par sa valeur moyenne %, elles deviennent

7
( o 3f”’ S(h -+ y)sinesin (g — o)
{21) § d 3
( eq fm & (h +y)sinvcos(y -— ¢}

dt

(*) Mécanique céleste, t. 111, p. 199 et 233 (ancienne édition ).
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Mais I'anomalic moyenne de la Terre vue de la Lune est ¢ — E, et Uon a, en négli-
aeant les termes en €2, et en appelant ¢ le demi-grand axe de Porbite,

p=al1—ecos(g— E)],
p=a[1+ 3e cos(c} —~E)J,
v=o0 + 2esin{¢—E),

sinv =sing +2esin(¢ — E) coso,
sin(o — &\, = = 2esin(¢ — EJ,
cos(o —v)=1

Jm

En \ubstituant ces valeurs dans les equ'xtlons (21), et en remplacant =~ par n?,

on nomc

: %’}g-&zzaz(lz—ky)zé sin(¢ — E) sing,
?}? = 3n28(h -+ y)[sing 4+ 2esin(o— E) cos¢ +3ecos(o — E)sino].

2 8in(o — E)sing = cosE — cos(2¢ — E),

2sin(¢ — E)cosg = sin(2¢ — E) — sinE,

3cos(o —E)sing = ?;’[sin('z@ —“E)—+- éinE].

3i I'on néglige les termes qui ont pour facteur e, et qui ne peuvent pas acquérir
par I’ mi(wrmou de trus—petlts diviseurs, il vient enfin

: ‘i[T/;:—-Sn?a’(lz +y)ecosE, .
(22) Sor e SRR
E:—z!:—.— 02 82 ( —&—7)<singo -+-§sinE>-

Telles sont les équations qu’il faut intégrer.
On sait que 'angle E augmente constamment, parce que la ligne des neeuds
rétrograde et parce que le périsélene est animé d’un mouvement dlrect Représen-

dE
tons par ('d_z> le moyen mouvement du périsélene par rapport au nceud de Por-

((1E>; =
_6—17 — ?

le coefficient ¢ étant egnl par les ohservatlons, 2 0,01247. Posons encme, comme

bite, et posons
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=l

précédemment,

¥ —
L=

36*(114—7);

les parties non arbitraires des intégrales des équations (22) auront pour expression

p=—2ni sinE,

S

RHR

(23)

o —
L

. L, €
= —2nfcosec — n.’_.l—.cosE.

Le terme dont 'argument est ¢ détermine la nutation semi-mensuelle, que nous
avons ¢tudiée dans le paragraphe précédent; les termes dont 'argument est E dé-
terminent une nutation d’une nouvelle espece, dont la période est égale & la révo-
lution ‘du périsélene par rapport au nceud descendant, ou & 2191 jours environ.
Cette seconde nutation joue le role d’une variation séculaire par rapport a la pre-
miere, comme nous allons le reconnaitre.

En prenant seulement dans les formules (23) les termes dont 'argument est E,

on-a
P .
L= —2Z—.<sinE
‘n R ’
(24) | ,
egz—CTcosE.
n I3

Ces formules expriment que I'axe instantané de rotation décrit autour de laxe
géométrique OZ,, dans I'intérieur du globe lunaire, un cone a base elliptique.
Mais la base de ce cone est tres-aplatie; elle se réduit sensiblement & son grand
axe. En effet, toutes les observations de la libration en longitude s’accordent &

donner au r ¢ B4 ~q1' r presque égale h celle du rapport “———-
ner au rapport —— une valeur presque égale a c PP B

Nicollet a trouvé, d’apres les observations de Bouvard et les siennes propres (),
que le maximum de U'équation annuelle de cette libration est de 4 50"; on en

conclut

— A .
B—(‘_— = 0,000 564.
D’un autre ¢6lé, nous avons trouvé
C—A
= 0,000 597.
De Ia on tire & trés-peu pres
C—3B "
=: 0,000033,
A

(*) Connaissance des Temps pour 1822 et pour 1823.-
Annales scientifiques de I’Eco]e Normale supérieure. Tome I . ‘ 36
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et, par conséquent,

33 1 .

- = —— == —; environ.
- 297 18 ’

Q

|

on

. . , ;
Ainsi le rapport =; est du méme orvdre de grandeur que 'excentricité de orbite.

On peut done, dans les formules (24 ), regarder la valeur de p comme négligeable
devant celle de g; en d’autres termes, on peut (au moins dans une premiere
approximation) supposer que I'oscillation de 'axe instantané qu’indiquent ces for-
mules s’exécute, comme la premitre, dans le plan principal Z, 0Y,.
Remarquons maintenant que P'angle ¢ est égal, par ce qui précede, & 217, 4, et
qu’on a, par les observations,
e = 0,05'_1.86 y
e .
7= 4,394
il en résulte que le sinus ou la tangente de Pangle compris entre 'axe instantané
et I'axe géométrique est donné par la formule
q TN - V-4 < F
= — (42”,8)coso — (g4”,15) cosE.
On peut donc se représenter le mouvement de 'axe instantané, dans Uintérieur du

sphéroide lunaire, en concevant dans le plan principal Z, OY, : 1° I'axe géomé-
trique OZ, (fig. 4); 2° un axe fictif OZ,, qui oscille de part et d’autre de OZ,, en

faisant 'angle Z, OZ, égal & — (94”,15) cosE; 3° I'axe instantané OU, qui oscille
de part et d’autre de OZ,, en faisant 'angle Z,0U égal & — (42”,8)cosg. Les
durées de ces deux oscillations (completes) sont respectivement de 2191 jours et
de 273,218. Admettons, pour un instant, que I'axe OZ, reste immobile pendant
une oscillation simple de P'axe OU, c’est-a-dire pendant la durée d’une demi-
révolution de la Lune par rapport & laligne mobile des nceuds : alorsla construction
du paragraphe précédent (fig. 3) subsiste sans autre modification que d’appliquer
h I'axe OZ, ce qui sé rapportait & 'axe OZ,. On peut encore dire que le secteur
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circulaire WUV roule sans glisser sur le cone ondulé FLGMH..., seulement cest le
point Z,, et non le point Z,, qui est le milieu de 'are WV; et si 'on appelle JE
la varviation trés-petite de l'angle E pendant que le pole instantané déerit, par
exemple, la branche FLG de I'épicycloide, il faut imaginer qu'au passage de cetle
branche 4 la suivante GMH le plan principal Z, OY, tourne autour de I'axe OX, de
la quantité +(94”,15)sinEQE, en glissant sur le plan tangent dont la trace
est ZG. Mais comme le mouvement oscillatoire de I'axe OZ, est continu, aussi bien
que celui de 'axe OU, on obtiendra une image plus exacte et plus complete du
phénomene en faisant rouler et glisser en méme temps le plan Z, OY, sur le cone
épicycloidal; la vitesse de glissement étant égale & chaque instant a la vitesse an-

gulaire de I'axe OZ, par rapport & I'axe OZ,, et ayant pour expression analytique
-+ nZesink.

Il y aurait peu d’intérét & pousser plus loin cette analyse; mais, pour pouvoir
comparer la théorie aux observations, il est nécessaire d’établir les formules com-
pletes qui déterminent le mouvement de I'axe OZ, et de I'équateur géométrique.
On obtiendra ces formules en substituant dans les équations

.o, dd .
S'DQ}E = psing + ¢ coso,

db .
77 = PCosy—gsing,

les valeurs (23) de p et'de ¢ (*). On aura ainsi

o dy i e ot e .
Sinf —~ == — nc_(r “+ 0820 + —cosE coso + 2 =sinEsing ).
dt \ ' z ! &% ¢ /
d o A

. e . ‘
-— = -+ n%|sinz2¢ +ZC()SEsxng>—:7.-,,

[
= sinE coscp) .
dt { y

Intégrons ces équations, en négligeant les moyens mouvements du périsélene et du
neeud devant le moyen mouvement de rotation; il viendra
. 'C e ao AN
b=y — —— = Lsing — 4 smh 0sy
g b= — <smz:g -+ 2= cosEsing 2 ; )
(25) ‘ \
¢/ e ; ot e . R
: ' O ==h — ;(cosch -+ 2 lfcosE coso —+ 4 = lTsmE smcp)-
Les valeurs numériques des coefficients de ces formules dépendent de Vinelinai-
son moyenne /z On suppose ordmawement, d’apres Nicollet,

/1“1 28’/"”

{* ) On doit ob ervev que la valeux de p, donnec par Tles formules (23), est Lro:.-pcme par rappmt au
second 'terme ¢ ¢, ‘mais non par‘rapport au’ premier:

36.
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mais; pour des raisons que nous indiquerons tout 3 I'heure, la valeur de cette
sonstante nous parait mal déterminée, sans que Pincertitude dont elle est affectée

W

Sl

puisse influer d’une manitre sensible sur les valeurs absolues de ¢ et de - Nous
. . . . ‘ k ; , . . ‘ V , o ‘ 1

laisserons done % arbitraire, en supposant néanmoins = arca1’,4 ¢t 5 = —;
! K e 18

et nous aurons enfin

(46) { b=l — (414", 7)sin 20 — (3649", 3) cosE sino + (405”,5)sinEcosa,
20
ey 6 =h—(10",7)cos29 — (94”,15)cosE cosg — (107,5)sinEsing.

Ces formules s'accordent avec celles que Poisson a données dans la Connaissance
des Temnps pour 1822, si ce n'est que Poisson a omis les termes qui-‘dépendent de

'angle 29, et qu’il a adopté pour le rapporta,t—._‘, une valeur un peu différente de

celle qui résulte des derniers calculs de Nicollet. Quant & l'inégalité du mouve-
ment de la Lune en latitude + keysinE, dont P01sson a tenu compte et que nous
avons cru pouvoir négliger, elle ne modifie que d’une maniere tout a fait insensible
les coefficients des termes oli entre cosE.

Sur la comparaison de la théorie aux observations.

“Concevons les deux systemes d’axes rectangulaires { fig. 5) qui ont pour origine
le centre de gravité de la Lune, et que nous avons déja définis : 1° les axes OX, OY,

paralléeles au plan de I'écliptique, et OZ- perpendiculaire & ce plan; 2° les axes
principaux d'inertie OX,, OY,, OZ,. Ces deux SVStémeé sont superposables; I'axe
OZ est dirigé vers le pole boréal de I'écliptique, I'axe OX est la trace de l’equateur
lunaire sur I"écliptique, dirigée vers le neeud moyen dscendant de cet équateur ou
vers le notud moyen descendant de Torbite terrestre; et I'on passe des @ positifs
aux y positifs par une rotation directe de 9o degrés autour de OZ: Les formules (26.)
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donuent & chaque instant l'inclinaison 4 de I'axe QZ, sur I'axe 0Z, et la longi-
tude ¢ de axe OX comptée & partir d’une droite OZ, que 'on peut faire eoincider,
st on veut, avec la ligne des équinoxes : ces formules déterminent done complé-
tement la positi'on du plan de l’équateur lunaire. Quant 2 la position de 'axe OX,
dans ce plan, elle est déterminée par I'angle ¢ compris entre OX, et OX, et compté
dans le sens direct. On sait que la valeur moyenne de I"angle ¢ est égale & Ia lop-
gitude moyenne de la Terre comptée a partir de OX; mais cet angle ¢ est affecté
d’inégalités périodiques qui constituent ce qu’on appelle la libration réelle en lon-
gitude, et que nous n’avons pas calculées. En désignant par p. la libration en lon-
gitude, nous supposerons d’apres Poisson (Connaissance des Temps pour 1821),

_3(B— A).(G"ISI 2”)sin(anom.moy. )  3(B—A) (1179”)sin(anom.moy. )

(27) p= C  3(B—A) c 3(B—A)
» 0,9802—,__T~c— Prond —_(—:—‘

0,0056 —

Nous appellerons ¢, comme précédemment, la longitude jnOyen‘ﬁe sélénocentrique
de la Terre comptée d partir de OX, ou, ce qui est la méme chose, la longitude
moyenne géocentrique de la Lune comptée du neeud ascendant de son orbite, et
nous aurons '

(28) o=+ p— (¥ — nl.

Les longitudes moyennes ¢ et ,, sont données & chaque instant par les tables :
ainsi les positions des deux systemes XYZ et X, Y, Z, sont complétement détermi-
nées. ciin TRy : : . ,
Cela posé, considérons une tache lunaire, que nous désignerons par M; appelons
x, y, 5 ses coordonnées selénocentriques, par rapport au systeme XYZ; et zy, i, 5,
ses coordonnées sélénographiques, par rapport au systeme X, Y, Z,. Les coordon-
nées sélénographiques sont constantes pour la méme tache, mais les coordonnées
sélénocentriques varient avec le temps, et nous allons nous proposer d’abord
d’exprimer les coordonnées sélénocentriques en fonction du temps et des coordon-
nées sélénographiques. En négligeant le carré de §, on trouve par les formules
générales de transformation, ou plus directement par voie de projection,

( x=2,C059 — ' Sino,
(29) ~ v y=aysing +y coso— 5.8,
: s 0 sing + 9, 0.c0s 9 -+ G
Mais il convient de substituer aux coordonnées rectangulaifes les coordonnées. po-
laires. Soientr le-rayon vecteur qui joint le centre de gravité de la Luned la tache M,
£ la longitude sélénocentrigue de cette tache comptée & partir de 0, et ) sa lati-
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=
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=
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sélénocentrique, comptée & partir de Pécliptique, on =

2 = rcostcos(L — ),

]
N~ T .
re=reoshsin(L —b),

Z == rsini.

Soient - la longitude sélénographique de la méme tache, comptée dans le sens
direct & partir du méridien principal Z, 0X,, et soit @ sa latitude sélénographique,
comptée h partir de équateur, on a de méme

X, == I'COS( COS &,
Y
z, = rsin®,

== rcos® sin -4,

En portant ces valeurs dans les formules (29), il vienl,

{30) - : «_c-os?‘\ sin(. — 4: )=cos@® sin (A —+ cp) — 9 sindy,
sinl ==sin® -+ 9 cos® sin(\ @)

1 est évident dailleurs qu’on aurait pu oblcmr ces dernieres formules par la con-
sidération du triangle sphérique dont les sommets sont la tache M, le pole de
Pécliptique et le pole de équateur.

Les formules (30) peuvent étre mises sous une forme plus commode pour le
caleul numérique. En effet, puisqu'on néglige le carré de 6, la troisieme de ces
formules peut s’écrire

sinZ == sin[® + sin(A + 0)];
on a done
(31) h=® -+ Osin( + o).
On tire de I
€08k == cos® — Osin® sin(A + ¢);

et, en substituant cette valeur dans Fune ou dans I’ autrc du dvnk pxemu res for-
mules (30), on en déduit facilement

(32) u;——l_b = ~I—w—0tan"(‘D cos(Jx 9.

Mais on dmt observer que cette dernitre formule (32) supposc que la quantité
6 tang ® est du méme ordre de grandeur que 9, ce qui exige que la tache M ne soit
pas treq—elomnee de I'équateur. Avee cette restriction, ’on peut considérer les for-
mules (31) et (32) comme exprimant les coordonmées sélénocentriques d'une tache
quelconque en fonction des coordonnées selenoo'raplnques et du temps. Voyons
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maintenant comment on peut déterminer ces mémes coordonnées sélénocen-
triques {_ et 2, par I'observation directe.

Supposons que la fig. 6 représente le disque lunaire vu du centre de la Terve
soient m la perspective de la tache M sur ce disque, @ le centre du disque, 77" la

-

j N
o el e dd
| @l b i

A\ i
N H ;
. | /
“ ! >
N P
N

trace du cercle de latitude, pp’ la trace du cercle de déclinaison, ed la trace du
paralltle sur lequel se trouve la Lune au moment de I'observation. De la surface de
la Terre on peut mesurer directement ou indirectement () (sauf 2 appliquer aux
mesures des corrections convenables) la distance am et 'angle map. D’ailleurs
Pangle par peut étre calculé dans le triangle sphérique géocentrique dont les
sommels sont le pole de 'écliptique, le polc de P'équateur terrestre et le centre de
la Lune : on connait donc 'angle mar.” ‘

Soit O le centre de la Luno (fb 7); soit M la tache, qui dans la fig. 6 se projette

Fig. 7.

en m, et soit man' le cercle de latitude qui passe par le centre du disque. Dans le
triangle sphérique maM, on connait Pangle Ma=, qui, dans la fig. 6, se projette
en vraie grandeur suivant man; on connait le ¢oté ma, qui est la distance séléno-

(*) Nous disons directement ou indirectement, parce. que le choix des quantités qui font I'objet dune
mesure directe dépend de la nature de Iinstrument et du micrométre dont on fait usage. Avec un instru-
merit monté parallactiquement et muni d’un micrometre ' fils rectangulalrbs, les quantités qu’on mesure
directement sont:: 1° la différence en ascension:droite de la tdche et du hord oriental ou’occidental de la
Lune; 2° la différence en déclinaison de la-tache et du hord inférieur ou supérieur. On én conclut les deux
cotés de Vangle armt, du trxanﬁle rectanfw ﬁ[mz fg 6), et par suite 'hypoténuse am et.l'angle ami
on niap; ‘ o
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centrique de la Terre au pole de I'écliptique (@ = 90° + latitude géocentrique de
la Lune), et je dis que on connait aussi le eoté aM. En effet, soient O et T les
angles sous lesquels Pare @M est vu du centre de la Lune et du centre de la Terre,
soient retp les rayons vecteurs (ui joignent le centre de la Lune a la tache M et au
centre de la Terre, et soit A le diametre apparent de la Lune vue du centre de la
Terre; dans le triangle rectiligne OMT, ona - - :

/

sin(0+T)=EsinT =
Slﬂ;

Or, Pangle T a été mesuré; le diametre apparent A peut étre tiré des éphémérides,
avec quelques corrections dans le détail desquelles nous ne croyons pas devoir
entrer; on peut donc calculer 'angle O, dont 'are aM est la mesure. Ainsi, dans le
triangle sphérique maM on connait deux cdtés et I’angle compris : on peut donc
caleuler le coté nM et Pangle Mra. Mais le coté nM est le complément de 7;
'angle Mna est égal & £ moins la Jongitude sélénocentrique de la Terre. Le pro-
bleme est done résolu. En égalant les valeurs de £ et de X, données par I'observa-
tion, & leurs expressions analytiques (31) et (32), on obtient deux équations ol
entrent comme inconnues les coordonnées sélénographiques o et ® et les diverses
constantes de la libration. En faisant plusieurs observations de la méme tache, on
obtient entre les mémes quantités autant d’équations de condition qu'on le veut;
on traite ensuite ces équations par la méthode des moindres carrés. -

On voit que tout repose sur la méthode directe ou indirecte de la distance am
et de Pangle map (fig.6); et il faut bien reconnaitre que, de quelque facon qu’on
s’y prenne, on ne peut pas espérer d’atteindre une grande précision, attendu
qu’une variation sélénocentrique de go degrés dans la distance am correspond i
une V’ll‘ldthll géocentrique de r5 4 16 minutes. Mais ces variations ne sont pas
[)X'OpOI‘thDI’lGHOS, et il est facile de voir que la position la plus favorable est celle
Q’une tache qui n’est pas trés-loignée du centre du disque. Sous ce rapport, la
tache Manilius, sur laquelle ont porté d’abord les observations de Mayer, puis celles
de Bouvard et de Nicollet, est assez bhien choisie, puisque ses coordonnées séléno-
graphiques sont environ o =15° et ® = 9°; mais, d’aprés une remarque de
MM. Beer et Maedler, cette tache est mal choisie sous d'autres rapports. Elle con-
siste, en effet, en une espece de dome-qui-se présente sous des aspects variés, aux
diverses époques de la lunaison, selon la maniere dont le Soleil I’éclaire : il en ré-
sulte que dans les différentes observations on n’est pas str de viser au méme point.
Bouvard et Nicollet se servaient d’'une lunette d’'un metre de longueur, montée
parallactiquement, et munie d’'un micrometre qui consistait en une lame de verre
sur laquelle étaient tracés des traits équidistants. MM. Beer et Medler ont pro-
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posé de remplacer ce micrometre par 'héliometre de Fraunhofer, que les travaux
de Bessel ont rendu célebre, et de faire porter les observations sur un cratére trés-
clair, qu'ils ont nommé Mesting A dans leur Mappa selenographica, et qui présente
un point de visée parfaitement net : toutefois il ne parait pas que les tentatives qui
ont été faites sur ces indications aient conduit A des résultats satisfaisants.
Peut-étre conviendrait-il de substituer aux mesures prises sur des images aériennes
et fugitives des mesures prises sur des images photographiques suffisamment
nettes et suffisamment agrandies, telles que celles qu’obtient M. Warren de la Rue;
mais ¢’est un point qu’on ne saurait décider qu'apres des observations compara-
tives, prolongées pendant plusieurs lunaisons.

Quoi qu’il en soit, ¢’est encore au travail de Bouvard et de Nicollet qu’il faut
recourir, dans ’état actuel, pour avoir les constantes de la libration; mais, indé-
pendamment de la méthode d’observation et du choix de la tache observée, la
discussion faite par Nicollet nous parait donner licu 4 une objection grave. Dans le
but de vérifier le théoreme de D. Cassini sur la coincidence des neeuds de 1'équa-
teur et de Iorbite, Nicollet introduit comme inconnue dans ses caleuls la distance
de ces deux noeuds, qu’il désigne par 0. Cette quantité, quenous avons représentée
par ¢ — ¢, a pour expression, d’apres nos formules,

— (414",7)sin2¢ —( 3649’1,3)0051':1 sing + (405”,5)sinE cosg;

elle est donc essentiellement périodique. Nicollet la traite comme une constante,
ce quirevient & ne considérer que sa valeur moyenne, et il trouve

0= 0° 9’ 19”.

Or, il résulte de notre théorie que la valeur moyenne de J est rigoureusement
nulle. L'introduction de cette quantité (quand on néglige les termes périodiques)
ne peut donc avoir pour effet que de compliquer sans nécessité les calculs, et de
jeter quelque doute sur la détermination de I'inclinaison de I'équateur sur I'éclip-
tique.
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