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NOTE DE M. KRONECRER
srn

SES T R A V A U X A L & É B R I Q C E S .
( Mo/utt^bencht. der Âkcidemie clf'r f'F'îssenschaften 211 .Berlin , '27 juin 186 ï.)

TRADUIT PAR M. HOÙEL,

P R O F E S S E U R A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S D E B O R D E A U X .

Je suis parvenu récemment à résoudre une question dont je m'étais occupé à
diverses reprises depuis cinq ans, et à laquelle je suis toujours revenu, parce que.
sa solution devait décider de la direction ultérieure de mes recherches algébriques.
Mes études sur la résolution algébrique des équations m'ont irès-promptementfait
apercevoir que le problème est. susceptible de généralisation à deux points de vue '
différents : d'une part, on peut supposer qu'au lieu des coefficients de l'équation,
c'est-à-dire au lieu des fonctions symétriques des racines, on donne des fonctions
rationnelles- plus générales de ces racines, que j 'appelle fonctions affectées ; d'autre
part, au lieu des signes radicaux ordinaires, c'f'st-à-dire des signes de fonctions
définis par des équations pures (équations binômes), on peut introduire des fonc-
tions algébriques plus générales, pour servir de fonctions auxiliaires dans la résolu-
tion. Le premier point de vue de cette généralisation a déjà été considéré» du moins
implicitement, dans des travaux algébriques plus anciens; mais ce n'est que tout
récemment que le second point de vue a été traité simultanément par M. Herrnite
et par moi. Cependant la voie que j'ai suivie était toute différente de celle de
M. Hermite, et, par exemple, une condition que je m'étais imposée dans la méthode
de résolution m'a causé des difficultés dans la question des équations du cinquième
degré; mais, d'un autre côté, comme cette condition est fondée sur la nature même
du sujet, elle m'a conduit en même temps à d'autres recherches intéressantes.

Si une équation •e$t1 résoluble algébriquement y on peut toujours donner à la moine37.
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une forme telle, ^e'^^tô^'fer^rac^^^-aJg^ dont-èll^'se compose soient-expri^
mables par des, fonctions rationnelles des racines,de F équation donnée, . , ,

Tel est'rénoncé (Tun théorème d'Abel qui 'expr ime une propriété extrêmement
i.îîipç.rtâîite ̂ desTadicaux^ordinai-i^s,1: Ç'est-^ette^propriétéjqu^^
dans les1 expressions ipÎBS; générales ,Aes.lïaGlnes^de3,,,ég^;ation
solubles. idans^'acceptioB .ordipaire dn.f..ïïioti, .et^ç'e&t.^d'après^^te ^nditioû; ({p'il
taudî^. choisir ,le&. ;po:i,iY^âiix^ ;sigûes..:4ev^:llCti,ô^s:•.:a|gébldç
i^sol^.tio.n- ,des;: e^tiMiôns. devieû'dr% possible dans;, .u-a iSeçs^ plus .g,^îieyâl.;^,.y;.,.,. ^ ^ ^ . _ , . .

. :.;La -Côaditio^'eft qii.estipn-1, :<ipe.:je;-iBe:^p^p:Qse,:^
travail plus étendu, m'a condui t , dans mes recherches sur les équations ^d.u;,aQ"
quiëme degré, à chercher -des .foR'etions Tatio•ûl:îïeH-es""l:des'B'ôinq racines dont les
diverses valeurs distinctes, résultant de la permutation des racines, eussent entre
elles 'le; •plus grand:' n6mbré"pôlssî':ble'l de l'elafions^l'dëntiquès.'En'' n'admettant, • ; pour
dés raisons" 'faciles 'a^^pércévoir^'que' îes '^pérmutàt iôHS^qûi laissent' liûvalrlià'bIè•'l•îâ
racine^ caîTéël;'dul discriminant î^qùàtî:on/'lduJcmquîême';d
tiveméht : 'une l ;fanction'/^ fâciiiés/j'ôuis'sân't'de
'cette propnété, ;quë ces douze' val'éurs:':s(5nf>'13èluxl• à'^dBtsx liég•alëâ'let 'd^ signe': cô"n-
' traire',"'et q-de ''leurs'" ^îx-'Tal'éurs'alisolues 'différèritës ^nr-'liées'-'entre11 'elles-' "par,
trois relations linéaires. Le carré d'une telïe' 'fonction' e'5i'i;d()'ïlCTâî:îine 'd'une équa-
ti•onll;ld•ù"sîxïèïnë''degî•éÏ^ cô•lefÏî;cl;enlsl;':sont''l:formêsfàtîô
^dè'Xîeux'^e'l^ëquatiôtfd'^ racine' b^.rrëe1'1 du 'discrinirnarit,
et1ïe''^pendenlf'^ ralibniieiïes^âé'certtè'ëorte.'^à'd
"d'é cëlt^'eâ^ècé'de'fan'c
'xî'alcafT^uâtiôîï1''^ 'iàl4r^ffslformMitïtïJd•u éiiiqûiëîtië1 ordrè'''potir
'lâ^rés'ol'îîfiDh^dë'^éq^ du''1ûiïï•lqt];lil'ènïè •(î'é^réï'ef^j^i l•^ô•tïîrôuûiq|ué''deux•''^ ces
'fôncfiôns Temar^tfaï)!^1^^-'. HeriniÏé^111 •y-ïm^ tï-n e l i Ïettr^ 'îïïsërée;lï•atix:-'%^^ 'réMus
lldeJ?]tôayB1î^iWI;:dêrlPa^^ pûnr l^rin'ièé'rgSâ^ ëïi séctiîï3^1yli^îljïA)fôll âiîîHT^Îëvéffu
;l•p•0sgîîï^él'll••dléll rfeyudrë"î%çuaïiôûlilgétféra^el•;'d^^^^^^^ â^uiïé'iyàhretë^'qiii
iatisfêît'r' lài'cblti-ditÏol>îlLëû ̂ aëitiô^^màis'sèïïîémë^
'1^fetlx)îîyJ•àîgëBrïqûës•'tlë ^itô^vàriablë^.^Pô'ûr 'icë^-pylift
'rti'p^ttàwt^^osônl' y ï 'l::l's'^i' l • i 'il "11•; ' ^::;1;;; j l i : l ! '" ' l :• : '• l l l-'•û• : l l^^ :; l j l" i •IH:;':1•; .^^-^^'"^^]^^:)^ .^us .3 ,,-^uu1. i-,.

^ _ . • ' . „ . „ „ „ . " \1 .„,. , ,.W...... ..9•'.n7: ....f - 2. •,,,:•: î'.T.,,,,, ",', . ..,.,;:.,,.,.,. ... ^.l•l•',.^;,,[^iy'^\^OlSîU,:..jl,;l•r;l'J• ^J^o»î''^'f..ïi*fêïi% y^^ ̂  ̂ ï,^, ̂ .î SfcQIji ̂ l:p '.Ï t^À^^ î̂ IjU^î ^ lyî.jâ.Ï..Liii,ï'L:lJ ,;^.iî:.^ •
JHjBW—— •J1 ^ ^, ,, ,„ .„ ,,

WQ^ .ylï^ll ^y-^^-^sîgïia'ftiï^és raci&ë^^èl^ëqaali^tf'àtf^
l•es : l••si• lgn-e•s•--d•e^effî?ati•ea-a î•éteB4^nt--au—-.-...^ .-.„....,.„.„.„.-,.„„.„---.-.,-.,.- ,..,.,..,-,..-....„,..,..„,,....,_..-..-,-...-.--..-,

:?;H. .^...ffn,-...; es ol ^^•ir&din^^ïçia'i?,? .^.^M^^jneX.y.^^.îa^A^^ ^V^ •̂ v.n; v^t-zh ^ ••v^^

et les iidte^^^watiuêtefilîrï^^ à^w'iplaB lîMifc'iiesie^sw^Bl'^a^^^
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y^^.,,^,), '̂̂ ^1^^^:^^):^^!^^^^^^ li.ïîe;•.ûgttat:|:pB:-:,4u•ldl?zië ,̂'.:̂  1^11:1,;-•-1„;1•.. 1,.1.,

(i) (/24-â)cl<4-^^(y2'Ï^f+ïlol&^ " y 1 ' 1 " 1 . ! ' 1 ' 1 1 "
^ :̂ :,. ç^g nilllllltrt)tôl ̂ 4b nëtiô'ns-^tiiîères^et'Tatïolnelleâr^'delix^
cmes à.' ̂ 'Màis' ^1 l::èxistë'cieïï(1iè^ë, ̂ 'tître' Iw fo'HCl.iaîî -f^ "n'îl̂  rûfiiïité 'â^â'tt^Fës'foiietiôirs
rationnelles'des Tgiétîle^^,0 po^s'édâût ^lâ-'fflêffîc 'popriété dé:sâtiÀfoirell•'à-des•léqllîâl-
tioûs' lte:dôu:%ieme;dèg¥é;;•-âèl••^^ râ.tio'ïï-
nelles fractiônncïïfés '&é' ^et^èâp-èeerîl y en ̂  •eBêôre'pouy lesqa^'lles'ies'-exp'èssions
eà^rés;pondàBtésJàJŒV:l<6î:c•îlë^ép^^ deux .foftbtî'Otïs ratiô-wnetlëâ^ à 'd'eux
^al'ews',

•: .îp,.( ̂ ^e,,Mïy.^^ .̂ •}:? ;•; i'^^1^"1^1; ̂  ïc^a'î ^î y^ï 1-

Une , fonc t iQn ,de , cette natupeplus. particulière .est donc,, ^ne fonction,, algébrique
împlicite,donnée,de,.y et. de, ib,, et peut, par conséquen^^etre désignee;par,W(ç, ^).
Main'tepantles,fonç4oBS,^,,fôrmaat^ requatioû.X=^o, étant,par^siiile
résoluble, ap .ïûpyexx^'d.e -ces ..fonctions,, .les yacines . de. l'équation ..générale ,du,cm-
qai.ème... degré p.puiTÇpt se .représenter esplicitepient. a .raide de,racines,carrées et
.cinquiè:mes.,et,,du,,a,gne..,,de fûû.(ît|.Qa;:W,,At(Ce^^ de ̂ manière à.satisfair.e ''complète-
ment a.l^l•eonditlQAjû<ïlquee..pl^^ . -,_^ „ : ; , , . . , , , , , . ,,. ^, , ,^ , ,^i ,„,",-,:••,.-.:-•,,. , , , ; . . , .
, ...Tous. ,ces,.,.ré3nita.s;s,^, ,gpnt,.,praseAtes,,^,,gi(?i.,,.ÊA, 3ubçtance^.^pmme-,ç<)jiséq;u^

imm.édia.tç.,de .la^de(îO^Ye.Ii^e„d(3 çett^,fô:ncfciQn^Ma:is4l&'agissaitâ,,presç^
si.^la,qu<estioia. se ̂ ï'ûuy^it.ai^si^puisée1,,^1^
la.. fQ action^ algébriiquç,,4,^ ÀW^ ryartable& W ..à .une ,Ïb.pc|tiftn 4î?me:,56^.;.;yarm O11

sait^depuis lo.ngt^mp^^qu'unel.çllqjftdnctiQp est .en^ôffet, possible,., des ;q^oïï;'ren,o^ce
à .exigea la'..condi'(.iQïi4PPt p^s,avoii!^si sQ.uyen.t.p^.rl.é, etje4^^ecenanîe-îifc^exposé
dans,.pne,4fitteel,â,,,]M^,B ^d^j,^^18;;6?^
des .résultats particulier,îie|îitifs,,^ ^ suj.,eit.,Mais.,çe A^st g^e-Te^eTOiûen^^a^
,ré.ussi,à,^rou^e,r,l^ r^puînsç^a^la^, que-sti^n ̂ .riiicipal^,, ^e,t,.a^^tai3l U'.redu.çfc^qïi
,,de lg.,jEQnçtioi) ^i.gé,bI?iq^e..y(7'; à.^îi^.^foncHp^d5^^ ^^Aâ te"
.splution d^Téquati,Qn,,,,ge-ûé.yaip,du,4^ ^y^prdû.ïfonçtiojîs^lg.e"
briques d'une seule variable, est impossible si l'on veut que le tliep^èïm-e d'Afaet.que
nous avons cité plus haut, etqui a lieu dans la résolution des'équations par radi-
caux». continue à, subsista ••.,60 ^suMat^i^senïM constituer .une extension remar-
quable de la démonstration donnée par Ab.el de l'impossibilité de la résolution
;aJg.éb^i.qng,<i:3&^(ji^ I^^P.sâ'ffî^^^-WW16 t-ç^P^pw,11

(*) ^"oyez à ce sujet les développements de M. Brioscbi,. dans sa Noie intitulée : Sul snetodo di Kronec/îcr
per la rUoluzione délie equamêni^di^quînîo ^•(î^^lu^-dévaèt l'Ïrtèîjitûi^bmbard, le i5 novembre 'iSSSi.
C'est aussi dans cette Note qu'a été donnée pour la première fois, pour une fonction particulière /, l'espres-
-^ôn-èoffîplè ĵd îéàèlEïScNfefêfN^ Âxî^ afê |̂n»tlà.fè afet^à^âtiyàtàuîéiâîptetô^^^J ^•'i - ! 1 1 1 1 ' 1
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le cas du cffîqmèTO:e..dep'é,, la' réponse-complète an problème de la résolution. Tant
que je n'avais pas obtenu cette, réponse, je ne pouvais considérer mon travail
comme achevé suffisamment pour être publié./

II ,II'Y a.pas lieu de: s'Êtoiiûer.qu'eii Algèbre le besoin se fasse sentir ici1 d'intro-
duire des fonctions : de deux variables, bien que ces;foiictioïis soient réductibles en
quekjue sorte à, des fanct'ions :à'une seule variable. , II suffit de. rappeler ; qu'en
Analyse'aussi les fonctions quadnipleiBerit périodiques de deux'variables ont été
introduites 'par Jacobi et conservées co ai me, tout. à fait conformes, à la nature de la
question, bien que ces fonctions, comme-ce géomètre l 'a foitvoirdaï . if tIûlOiïie 'XXX
du Journal de Crelle, puissent se former algébriquement au moyen de fonctions
à'une seule variable. Sans poursuivre plus loin cette analogie;, je reviens aux équa-
tions'du cinquième,de^ré, pour présenter encore quelques remarques qui se ratta-
chent à la forme de solution que j'ai indiquée.

Si l'on désigne, 'comme précédemment, par /(^o? x^ ̂  ^'s > ^4) une des fonc-
t ions qui'satisfont à une équation de la forme ( I ) , et que l'on pose.1

' ' 1 ̂  ;rrJ( ̂ ^, ^.^3 ; ^A+4 , -̂,-1 , ̂ 4-.)>

±. f, dz'/o, ±f^ ±:/2, ±/3, ;±- /'. seront les douze racines différentes de celle
équation. Or il y a des fondions rationnelles des six quantités différentes y, q u i
sont les racines créquations du cinquième degré dont les coefficients sont formés
rationnellement a,u moyen de a, b, c. Si Fon désigne par 9 une de ces fonctions des
quantités /, y sera aussi une fonction rationnelie des : racines x elles-mêmes; et
cette fonction sera telle, que, si on la met sous la forme, d'une fonction entière et
rationnelle d'une des racines x, ses coefficients ne conlie'odront que ceux de l'équa-
tion X == o et î.a racine carrée du discriminant de celle équation, et les contiendront
rationîlellemeTit, On fait voir aussi, sans calcul, que le produit

. . ' . 1 ! ] 1 - 1 {f-^}(f^f^S-f^ : : : : 1 ^ . . : 1 1

qui est compris parmi les fonctions désignées par y, satisfait à une..éqiiation. (lu
cinquième degré, dont le second coefficient ainsi que le quatrième sont nuls. Ce
résultat, qui, est d'un-intérêi tout particulier, ressort d'ailleurs de l'une des Notes
si remarquables dont M. Brioschi a fait suivre son compte rendu de la résolution1

de l'équation du cinquième degré- d'après111 M. Hermi te. Depuis, dans une lettre
adressée récemment à M* Borchardt, qui l'a insérée dans son journal , M". Hermile
a indiqué une fbn.ctioû particulière des^racines1' d'une équâtioîi.du •cinquième'degré,
qui1 fait partie, de'ces fonctions O r . •et qw oiïf'e,uïi:,iatérêt;'particulier. tantà,cause de
s;a,siinplicité'que:;(ie':seç-ï:elatio:ns.a,vec^-:les.m 4^jpoi-pA
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essentiel (le cette théorie., qui .ressort des, .considérationsles plus'simples ser ies
fonctions /,-pe.ut se.résumer dans F érioncé,.suivant : \ . . - : . , , , . : 1 . . .

Parmi les fonc"lions rationnelles à dicc valeurs clés cinq quanliïés Xç ^ sc^,.. .a',̂ 1, a"3,:,, a11,,,
qui, par toutes les' -permutations circulaires clé ces quantités prises trois'à. trois, "ne
peuvent prendre .que cinq valeurs} il y en a. pour lesquelles les fonctions^ sy/nétn'ques de.
ces cinq valeurs. ne dépendent que de deux1 fonctions'-des quantités. <r; il y a, déplus,
parmi-elles, 'des ••fonc (ions particulières, pour. lesquelles, la' somme .des 'cinq •.valeurs
elles-mêmes s évaitOlut identiquement.) ainsi que la somme, des cubes :de ces valeurs,

' .Les équations particulières, du .cinquième, degré,.. telles, par .exemple, ..que 'les
équations de la forme . . ' 1 . . - . , . : . ' . 1 . . • : . . . ,:,1'̂  . , , 1 . , , . , .

- -, , z3-^r p zî-{-q.z-\-,r=: o, . , . . , .

définissent des fonctions algébriques qui dépendent essentiellement de deux va-
riables; .ainsi se trouvent introduites des fonctions algébriques qui pourraient être
employées aussi bien que la fonction W dans la résolution1 de l 'équation ' du cin-
quième degré. Mais, en vue1 de certains problèmes de résolution plus généraux,
l 'emploi de l'équation ci-dessus du douzième degré, comme équation auxiliaire,
mérite la préférence, et 'une discussion plus approfondie de cette équation en fait
recormaître les nombreuses et remarquables propriétés, et montre en même temps
les diverses formes que remploi de la fonction W permet de donner aux racines
de l'équation du cioquièoie degré.

En désignant par œ une racine cinquième primitive de l 'unité, on a, entre la
fonction/définie précédeniment et ses^ valeurs conjuguées, les relations linéaires

, - ' 1 ^ ' ^ -^^^^^^^^^^f^, 1 . . ;•" - . • 1 1 :

1 1 1 ' 1 : ' - > 1 • 1 1 ; ' - ; 1 1 1 - : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' ' 1 ^lll+a)./:l-?-œ2^+^4-&)^ l i l l l i 1 ' 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 ^ • 1 1

1 1 ' fo ̂ ^fi ^^fs1^ O^f^^--^ f^=0'

Ces mômes relations ont lieu en général pour les six valeurs différentes de/qui se
tirent d'une équation de la fcmîîe (I.), pourvu que l'ûû choisisse convenablement
l'ordre de succession elles signes de ces valeurs, ainsi que la racine cinquième de
l'unité. Eu posant, déplus, •• • : 1 1 1 1 ' , 1 1 - 1 1 ' : : 1 ' : 1 1 - ' 1 : 1 1 : - -

..^'•^^V, ^,c.;:=±a^(5-621—4a(;)l,;,:. .̂= ̂ (ôA— 4ac),.:a:==c/(5^.—:4ac),. . : ,

^..•^,•;..••:, - ,'. ; . : ' 1 , - 1 , , 1 1 ; 1 1 : : , ' . : ' : 1 , , 1 1 1 1 1 . , - 1 , : 1 , 1 1 , ; 1 1 , 1 ^ .,•..: . . ; , 1 1 : 1 . . . 1 - 1 1 - 1 . 1 - 1 : 1 : 1 ; ,'. . -," 1 1 , ,.1,,
,.:,-,: ,, ,,,,,., . . , , . : • ; - ^ . . ..•:,-. ^•:. ^ ^ f^.^o1'^ ——^-i•i : 1 1 1 , 1 1 1 — ; - : • . • i 1 1 1 - 1 1 1 - 1 . 1 1 1 . ,,^.- ^ . . ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . „ . , . , .,., . . .^ . . . j . . . „„. . ^^^^ ^- ^ ..̂  ^ - . ^... .,,. . ,

/^^atiBfër^aulssïàl^équatioû.^
tés '"'•a-^'ï, ̂  êïr ̂  V 'f ̂ /i,ll: •ê t- les'; d i ffé'rentes1- râciires /^^ ̂  .y'/l ,1 /^ -y-/^- ,1 ^ /]. (^pri ses
aveci^dès sigyes-'cônv%aâblès/-s^



.3&, '| .. ,; ' IXOÏÈ ^ÛE ,M *•: ..KR-aNEC KER . ^, -

ies quantités/, lorsqu'on remplacera partoufcœ pa'rw2. Mais la fonction rationnelle
!a plus générale d ' u n e racine/, qui satisfasse1 à âne équation clé la forme ( I ) , est
donnée par les deux expressions linéaires „ .,

.clf df . df , ..df , , .df ...df ^. , . ,
.,, , ., ,;;,•; ^ ,,; À1^^.^ 4.1,y^l:.,,l,^V^ ̂ ^^ ^y/,.-^:,.-11^.:,. : • : , . 1 . ,-•. . 1 1 • . . .

da l db de ci a' ' dl) de

en p renan t poiirX,..)^,,..., des .fonctions ,r.ati<)iin.eîle,s,de;.o-»,Àî ^- ïantes',ies fonctions
rationnelles et entières de/ représentées par ces deux formes contiennent seule-
meiit-'des pmssarïeës'ïm'paires de cette "qHânfitê \ et réeiprbquementy'^oute'fonction^

entière' impaire ̂ "de/ 'petit" stexprimë^:'lînéa;i^ëmlent: au Moyen 'cte11''^? -^?1'•''1> • ' * 1

;:Jèll>él•se^ve•pour•unepro;eil'ainel;comn1uni(tatî le "développement des autres pro-
priétés Île 'cette1 êqu^tiûnJdu••douziemed'égï>é.J voir' alors que les'plÏÏsîmpor-
tân[ës:l(iè'ces!p^opllTêtés'l''foBvienri^^ claïs(ïl''d'eqlïâfidIlslgénéraîès,l qlii^ontété
le poirit cle: départ'' mim'e dé' mes recherdîes,'ef,sur l'ésqùe'lles je Yâîs''eneÔre àj oy ter
quelques indications, •:.îl.^.,.,li.-,.-;..-l.l.. •....--..;;-— —. —..- , — • . , ,

Soient n lin nombre premier impair, M":le miiltiplicateur de l'une des transforma-
tions (de l'ordre n) des fonctions elliptiqties. \/M~ est, comme on sait, racine d'une
équation, du ^des'ré 2^4- i, dont les ,.cpeffic;ien:ts^ sont, de;s,, f'p.nct'io.ns rationQel les
du module è.^Les, équations générales,, de,, Blême ,d^g^lé.,,,(}al,,pnt ï'à^y^ême.a//lec-
tion, ou, suivant, l'expression de 'Galois, le même ^roupe,"}^ les désignerai, pour
abréger, é^eisaût-qir elles' onI'Tyffôctmn.dës'équatio 'On peut appli-
quer à. .cette,,.classe .-d'équations ^.gé:D,ér^les^;.GQmï3i^;j^;,4'aï-;.d^jà^;é^^
ieître à M. Hermite citée plus" l 'hâ^t, le,s principes qui, pour le ,cas particulier de
^"== 5, nous ont conduits à'"lta TesolutiÔn1 compîete de'î^ëquatiOB. On' peut, en e^ffeU
à" l'aide' de "ces principes,' ramener 'ces équations1 gériéra.lés^'du" dégreva ̂ "4- ' 2 , à

des' équations" particulières "clont1 tes^coefïicients ûe "": dépendent "1 que" " de " - " [ 7 1 ^ 1)

quantités; et ce résultat semble d'autant plii&:,reiBarquable qu'une telle réduction
des équations générales, fondée1 sur' leur-affe-etîon particulière, n'était encore
connue que dans le cas des équations résolubles algébriquernent, ,et Cju.e dans ce
cas ffîêïne on y avail'a, peine fait'attention, 'à cause ,3eja simplicité, <3u,suj et. ̂ ,

Lorsque l'équatron1 (le 'degré in -h 2,1 2'== o, a' l'affection, des équat.ions .modu-
laires, en désignantes racines, prises dans un, certain ordre^par^, ^o, .Si,...1,^/^
on peut toujours .frOuver des fonctions eûtieres et, raùoB.pelÏçs de" .s satisfaisant
aux''éqlmtionsi,tméa^•es''ll'-ll"",, """" ' ' " i i " ' ;1•"1"•7""^ "11 l" l"" l l lf^_7."^ l "' 1 " ' " 1 ' : " 1 ' ^ 1 " 1 " 1 ' " , " " " . ^ " _ " " " 1 1 '1" 1 1 1"1 , " i " i ' i \ , , 1 " ^ 1 ^ '

• i ^ i } ï -^^-^'^-ï- ^i ^V ••.^^(^.à^^^MVÎt^ ^-i-)!..!^,-

S,. ^^•Ztei^^*1.
•€ :^ dJ^U, .€^^ ^,i::,..,
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La sommation indiquée par le1 sigiie^s'éleBd, daas'îes deux équations, aux va-
le iiî's

m- == o, i , . . . , ' ri — s ;

dans la seconde équation, u désigne ime.Tacme T^""'' primitive de Fumié, et r un
résidu quadra t ique quelconque de n, de sorte que cette équation en représente

-^[n — r ) différentes. H y a,-de plus, des fonctions/'-(.s) pour lesquelles les mêmes

relations linéaires subsistent,lorsqu'on y, remplace les,, exposants r 'par tous les.

non-résidusde n. Remarquons enfin qu'il existe précisément ^-{n-r-1) fonctioDS/s

et autant de fonctions /'(s), entre lesquellesil n'y a point de dépendance linéaire.
Chacune des fonctions/'(s) est racine d'une équation de degré a/a 4- ^, dont lésa

coefficients sont formés rationûellement au moyen de. ceux de l 'équation Z --==0.
Si,, pour uoe fonction y* (-s) déterminée, ces coefficientscontieiraeot . 'une' variable
quelconque a, tous les rapports différentiels . . . ,

• 1 1 1 1 1 1 1 1 : " 1 1 1 1 : ' 1 : 1 1 ' 1 ' 1 1 " 'y ^..•.. 1 ' 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 ^ ' 1 - l l l l l i l 1 - 1 1 1 1 1

. , ; , 1 1 , -; , , , . , ! d ce ' , (le/? ' ^ . , „ . , ! - ^ ! , ; ! . , . •

sero lit aussi évidemment desTonctions rationnelles de z^t, de plus,des ioiicikms
a p par tètent à la'classe-générale des fonctions f ( ^ ) - La fonction f{z] e'ile-niê'me

forme, avec ses -,(/i— ï,),prernieres dérivées par rappori à . a , , u n système, de fonc-

tions'.'linéairement indépendantes, et par suite la - (n'-i-'i )"'"""' dérivée sera une

fonction linéaire des précédentes. La fonction /'(-s)» qui est,en l'ïiêine teriips une
fonction algébrique implicite donnée de a, satisfait donc, en, cette qualité, à iiûe

équation différentielle,linéaire de l'ordre,-1- [n -h i), dont î ' inlégralc complète .peiit
être re pré s entée par

''l^,''1::11^.:'-,11'!^'';^ ' . l ^ . 1 ' ^ ^ 1 1 1 1 . ' ' ^ ' / ' ' 1 ^ . ' - , ^
i devani être égalé successivement a zéro et aux'divers ' rion-résidus, [andis /([ue m
prendra toutes " les'v,aieurs 'entières de zéro a n — s , , et C;: 'désignant les diverses
constantes d'intégration. 11"1' ' " 1 1 " 1 " ^ _ ^ , ", , ' . ,

Pour les équations rriodiilaires elles-mêmes, Jacobi a déjà indiqué, (laiis le
tome'III du Journal"d'e'Crelle, les relations linéaires qui existent entre1 les racines
carrées des n •+- i multipiicatears..-différents de la transformation d'ordre ri. Ces
relations peuvent aisément, se ram^Qer. 'a^lâ 'mêmê fonBe que j'ai donnée toiit à
l'heure aux équations linéaires entre les fonctions/^). .Soient M un des mult ipl ica-
teurs et A le module des fonctions elliptiques'.'Dans le cas particulier des équations

^•annales scientific/ues de l'École Normaile supérieure. Tome IÎI. ÔQ
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modulaires, aux fonctions/(s) correspondent certaines fonctions rationnelles de
V'i el de k et ces fonctions sont toutes: de la forme

B.îî(À I)+B'.^,(/ f)+B' / . îpl( / ,• l)4-, . .+BV " ' . 9 , (4' ' 1 ' •,(»-')

$, y|, ^ p.. étant des fonctions ratronneHes, et B, B^B",.. .-désignant, ceinine
dans le Mémoire de Jacobi (Journal de Grelle, t, 1Y, p. î85) , les divers coefficients
de la formule de transformation. 'Bans le Mémoire que je viens de citer, Jacobi a
donné une équation aux différentielles partielles à laquelle satisfont Se numérateurl ......,...,̂ ,,,..,.,.,-,. „„„„„.„, 1

et le dénominateur de la formule de transformation. A l'aide de cette équation on
peut exprimer F, B",.., linéairement au moyen deB et de ses dérivées prises par

rapport, à a = k + p et de là résulte immédiatement, en ayant égard aux proprié-

tés énoncées plus haut des fonctions générales ̂ s), cette forme particulière de
ces fonctions qui convient aux équations^od&iâîres. - - î - ^


