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NOTE DE M. KRONECKER

SUR

SES TRAVAUX ALGEBRIQUES.

(Monatsbericht der Akademie der IV issenschaften su Berlin , 27 juin 1861.)

Trabpurr pan M. HOUEL,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BORDEAUX.

Je suis parvenu récemment a résoudre une question dont je m’étais occupé
diverses reprises depuis cing ans, et i laquelle je suis toujours revenu, parce que
sa solution devait décider de la direction ultérieure de mes recherches algébriques.
Mes études sur la résolution algébrique des équations m’ont tres-promptement fait
apercevoir que le probleme est susceptible de généralisation a deux points de vue
différents : d’une part, on peut supposer qu’au lieu des coefficients de I'équation,
¢’est-a-dire au lieu des fonctions symétriques des racines, on donne des fonctions
-ationnelles plus générales de ces racines, que j'appelle fonctions affectées; d’autre
part, au lieu des signes radicaux ordinaires, ¢’est-b-dire des signes de fonctions
définis par des équations pures (équations bindmes ), on peut introduire des fone-
tions algébriques plus générales, pour servir de fonctions auxiliaires dans la résolu-
tion. Le premier point de vue de cette généralisation a déja été considéré, du moins
implicitement, dans des travaux algébriques plus anciens; mais ce n’est que tout
récemment que le second point de vue a été traité simultanément par M. Hermite
et par moi. Cependant la voie que j'ai suivie était toute différente de celle de
M. Hermite, et, par exemple, une condition que je m’étais imposée dans la méthode
de résolution m’a causé des difficultés dans la question des équations du cinquieme
degré; mais, d’un autre coté, comme cette condition est fondée sur la nature méme
du sujet, elle m’a conduit en méme temps 2 d’autres recherches intéressantes.

St une équation est résoluble algébriguement, on peut toujours donner a la racine
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280 NOTE DE M. KRONECKER
une forme telle, que-toutes les fonctions algébriques doni elle se compose soient expri-
mables par des fonctions rationnelles des racines de I'équation donnée.

Tel est I'énoncé d’un théoreme d’Abel qui exprime une propriété extrémement
importante des radicaux ordinaires, C'est cette propriété qui doit encore subsister
dans les expressions plus générales des racines des équations qul ne sont pas ré-
solubles dans 'acception ordinaire du mot, ot .c’est d’apres cette condition qu’il
faudra choisir les nouveaux signes de founctions algébriques 2 I'aide desquels la
vésolution des équations deviendra possible dans un sens plus général.

‘La condition en quesuon, que je me propose d’étudier de plus pres ¢ dans un
travail plus étendu, m’a conduit, dans mes recherches sur les équations du ¢in-
quitme degré, & chercher des fonctions rationnelles des cing racines dont les
diverses valeurs distinctes, résultant de la permutation des racines, eussent entre
elles le plus gl'and nombre possxble de relations’ identiques. En n admettant, pour
des raisons famles A apercevoir, que les permutatlonb qui laissent invariable la
racine mrree du discriminant de I’ equallon du cinquibme degré, j° J"ai trouvé effec-
tivement une fonction rationnelle & douze valeurs des” cing racines, jouissant de
cette pl‘opmeto que ces douze valeurs sont ‘deux A deux égales et de signe con-
traive, et que leurs six valeurs absolues différentes sont hces entre el[cs par
trois relations linéaires. Le carré 'une telle fonction est donc racine d’une équa-
tion du sixitme degré, dont les coefficients sont formés rationnellement au moyen
de ceux de I’ cquatlon du cmquxcmc degré et de la racine’ carrée du discriminant,
etne depcndcnt que de trois expresslons rationnelles de cette sorte. La decom erte
de cette espece de fonctions m'a’ permls d’abord’ d"employer presque sans ‘aucun

caleul I'équation moduldire relative’ la’ transformatwn du ¢inquikme ordre pour
Ja résolution de Péquation du cinquiemé degre, et'jal commumquc deux'de ces
fonctions remarguables a M. Hermite, ddns une- Tettre insérée aux Comptes ‘rendus
de I'’Académie de Paris pour I'année 1858; en second lidu, i’ m’est ainsi’ devenu
possible-de résoudre’ lequatlon‘generale du’ Cmqultme’dewre d'une ‘mantere qui
satisfait % la condition’en question, mais’ seulement a 12 Vérité,en e servant de
foniétions aiocbmques dc dezm: vanables. Pour mnu\ fane ct)mp:rendm1 ee pomt
1mpor1ant posom : IR SEY iRt ' ;
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Sl 2ivaeny xs,wﬁ satisfait b une Lquatmn du douzieme degré,

(n f+[l —}—/m f’—t—a —‘—muj' +a) —4( f+a 4ac-l~56-:o,

a, b, ¢ étant trois ~~‘i“oncti0n5‘enti‘ére's et rationnetles, i deux valeurs, des cing ra-
cines x. Mais il existe encore, ‘outre'la fonction f, une'infinité d’autres fonetions
rationnelles des racines s, possédant la méme propriété de satistaire i ‘des équa-
tions du douzieme'degré de-la forme indiquée (™) ; et, parmi les fonctions ration-
nelles fractionnaires de cette espece, it y en u encore pour lesquelles les expressions
('owespondanteb a a, b cne- dependem quo de deux fonctions ratlonnelleb a deux

valeurs, : U A -
H (-xn; Kty Ly Xay .Z(), (.‘Z‘u, X1y Tay .’L‘,, 'rt)

Une fonetion de cette nature plus pamcuhcre est donc une fonctlon algebnquc
implicite donme de et de U, et peut, par consequent etre désignée par Wi, ).
Mamten.mt les fonctlons S fomnnt un cyele, et equatlon X = o étant par suite
msoluble au moyen “de ces fonuuonq les racines de lequ'mon crenemle du cin-
quieme degré pourront se representer e\phutement 4 l'aide de racines carrées et
cinquiemes et du signe de fonction W, et cela de manlere a, satxsf’axre complue-
ment 2 la condmon mdlquee plus haut ‘

. Tous ces r(,sultatb ge. sont, pre ‘bCDtLS a mon cn substance, comme consequenc
immédiate de la dccouverte de ceLte fonetion /. Mais il s’agissaita present de savoir
sila quesuon se Lrouvalt ainsl. epulsee, [ esL—a du‘ 11 était 1mp0531ble de ramener
la fonction al(»@bmque (l deux variables W 2 une foncuon d'une seule \arlable On
sait depms 1on0"temps qu’ une telle reductlon est en effet posqlble dcs qu'on renonce
a exiger la condition. dont nous avons si souvent par]u, et je I'ai récemment exposé
dans une lettre b M I{ermlte. En_poursuivani mes etudes javais encore obtenu
des resullats parucuhcnx elauﬂ a ce sujet. Mais ce n est que récemment que J'ai
réussia trouver la véponse a la question p1mc1pale, eth etabhr que. la reductton
de la ioncuon alwebmque W a une fonction d’une seule wmahle, et par suite: h ré-
bOllll;lOIl de l’equanon gencrale du cinquizme dewre au moyen de fonctxons al@e—
‘brlques &' une seule variable, est impossible si U'on veut que le theoreme d’ Al)el que
nous avons cité plus haut, et qui a lien dam la résolution des équations par radi-
caux, continue & subsister.:Ce resultat; semble constituer.une extension remar-
quable de la démonstration donnée par'Abel de I'impossibilité de la résolution
algébrique. des fquations de-degré supérieur; et ;lw.co:n,uf;pt..@n méme temps, pour

]

‘.-1.3 7

(*) Foyes & ce sujet les développements de M. Brioschi, dans sa Note intitulée : Sul metodo di ]imm cker
per la risoluzione delle equazwﬂt “diquinto grads’(1a-devant 1'nstitiat Tombard, le 25 novembre 1858 ).
C'est aussi dans cette Note qu’a 6té donnée pour la premicre fois, pour une fonction particuliére LT e‘iprea-
sion ‘complétedes ieoeticientsr @), 7z ad mdyen dos invidriants di Péghation: dus eingdibme degre.
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le cas du cinquieme degré, la réponse complete au probleme de la résolution. Tant
que je n'avais pas obtenu celte réponse, je ne pouvais considérer mon travail
comme achevé suffisamment pour étre publié.

Il n'y a pas lieu de s’étonner qu'en Algebre le besoin se fasse sentir ici d’intro-
duire des fonctions de deux variables, bien que ces fonctions soient réductibles en
quelque sorte & des fonctions d'une seule variable. 1l suffit de rappeler qu'en
Analyse aussi les fonctions quadruplement périodiques de deux variables ont éé
introduites par Jacobi et conservées comme tout & fait conformes a la naiuve de la
question, bien que ces fonctions, comme ce géometre I’a fait voir dans le tome XXX
du Journal de Crelle, puissent se former algébriquement au moyen de fonctions
d'une seule variable. Sans poursuivre plus loin cette analogie, je reviens aux équa-
tions du cinquieme degré, pour présenter encore quelques remarques qui se ratta-
chent & la forme de solution que j'ai indiquée.

Si l'on désigne, comme précédemment, par f(z,, x,, a,, a;, x,) une des fone-
tions qui satisfont 4 une équation de la forme (I), et que I'on pose

f;’ - f( Ly Zhas s Xhisy Xl s Lhar),

=/, = f, =fi, = /o, = [fo, = fiseront les douze racines différentes de cetie
équation. Or il y a des fonctions rationnelles des six quantités différentes f, qui
sont les racines d’équations du cinquieme degré dont les coefficients sont formés
rationnellement au moyen de @, b, ¢. Sil'on désigne par ¢ une de ces fonetions des
quantités f, o sera aussi une fonction rationnelle des racines x elles-mémes; et
cette fonction sera telle, que, si on la met sous la forme ¢’une fonction entiere ct
rationnelle d’une des racines a, ses coefficients ne contiendront que ceux de I'équa-
tion X = o et la racine carrée dudiscriminantde cette équation, et les contiendront
rationnellement. On fait voir aussi, sans calcul, que le produit

(=L —=F) o= fo)s

qui est compris parmi les fonctions désignées par ¢, satisfait & une équation du
cinquieme degré, dont le second coefficient ainsi que le quatrieme sont nuls. Ce
résultat, qui est d'un intérét tout particulier, ressort d’ailleurs de I'une des Notes
si remarquables dont M. Brioschi a fait suivre son compte rendu de la résolution
de I'équation du cinquieme degré d’apres M. Hermite. Depuis, dans une lettre
adressée récemment & M. Borchardt, qui I'a insérée dans son journal, M. Hermite
a indiqué une fonction particuliere des racines d’une équation du cinquitme degré,
qui fait partie de ces fonctions o, et qui offre un intérét particulier tant  cause de
sa simplicité que de ses relations avec les invariants de Péquation. Mais le point
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essentiel de cette théorie, qui ressort des considérations les plus simples sur fes
fonctions £, peut se résumer dans I’énoncé suivant :

Parmi les fonctions rationnelles & dix valeurs des cing quantités x,, @, &y, &y, ¥,
qui, par toutes les permutations circulaires de ces quantités prises trois @ trots, ne
peuvent prendre que cing valeurs, il y en a pour lesquelles les fonctions syméirigues de
ces cing valeurs ne dependent que de deux fonctions des quantites x; il y a, de plus,
parmi elles, des fonctions particulieres, pour lesquelles la somme des cing valewrs
elles-mémes s éoanowit identiquement, ainsi que la somme des cubes de ces valeurs.

Les équations particulieres du cinquieme degré, telles, par exemple, que les
équations de la forme

définissent des fonctions algébriques qui dépendent essentiellement de deux va-
riables; ainsi se trouvent introduites des fonctions algébriques qui pourraient étre
employées aussi bien que la fonction W dans la résolution de I’équation du cin-
quieme degré. Mais, en vue de certains problemes de résolution plus généraux,
Pemploi de I'équation ci-dessus du douzieme degré, comme équation auxiliaire,
mérite la préférence, et une discussion plus approfondie de cette équation en fait
reconnaitre les nombreuses et remarquables propriétés, et montre en méme temps
les diverses formes que 'emploi de la fonction W permet de donner aux racines
de I’équation du cinquieme degré.

En désignant par » une racine cinquicme primitive de 'unité, on a, entre la
fonction f définie précédemment et ses valeurs conjuguées, les relations linéaires

Jorfi+firfirfi=f V5,
Fo o f oot o0 e fi— o,
-/; -+ C')Af" -+ wsﬁ -+ (t)efg -+ @ ‘f; == 0.

Ces mémes relations ont lieu en général pour les six valeurs différentes de f qui se
tirent d'une équation de la forme (I), pouryu que 'on choisisse convenablement
Uordre de succession et les signes de ces valeurs, ainsi que la racine cinquieme de
'unité. En posant, de plus,

c=a' (50 —4ac), b="0(50"—4ac), a=c (50— 4ac),
el
frad :f—.,‘-i_—‘—ls
/" satisfera aussi & ’équation (I), lorsqu’on aura changé, dans celle-ci, les quanti-
tés a, b, ¢ en a’, b, ¢, et les différentes racines f's fo fi» for for Jo (prises
avec des signes convenables) satisferont aux équations linéaires qui ont licu entre
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fes quantités f, ’orsqu’on remplacera partout o par »*. Mais la fonction rationnelle
la plus générale d’une racine /. qui satisfasse 2 une équation de la forme (I), est
donnée par les deux expressions linéaires

(lf . ar df _,(lf df’ (lf

(/a 7/ y—‘ dd g 2177—’— (l !

en prenant pour YUID dLS fonctions ltunmelleb de a, b, c. Toutes les fonctions
rationuelles et entitres de / représentées par ces deux formes conticnnent seule-
ment des puissances impaires de cette quantité; et l‘eclproquement toute fonction
entitre impaire de f peut s’exprimer linéairement au moyen de (—lf;; —(T(f{ Coe

Je véserve pour une prochaine cemmunication le dév eloppement des autres pro-
pnetes de cette équation du douzikme deﬂre Je ferai voir alors que les plus impor-
tantes de ces propriétés conviennent i une classe d’équationsg générales, qui ont é16
le point de départ méme de mes recherches et sur lebquelles Je vais encore aJoutcr
quelques indications. ' :

Soient 7 un nombre premier impair, M le multiplicateur de I'une des transforma-

tions (de ordre 7) des fonctions elhpthueb VM est, comme on sait, racine d’une
tquation du degré 2n + 2, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
du module %. Les équations générales de méme degré qui ont la méme affec-
tion, ou, suivant Uexpression de Galois, le méme groupe, je les désignerai, pour
abréger, en disant qu'elles ont 1'affection des équations modulaires. On peut appli-
quer a cette classe d’équations générales, comme. je 'ai déja énoncé dans ma
lettre & M. Hermite citée plus haut, les principes qui, pour le cas particulier de
n=35, nous ont conduits i la resolutlon complete de r equatlon On peut, en effet,
A Paide de ces prmmpes, ramener ces équations gbneralcs du dwr«, an -+ 2, 4

des équations partxcuheres dont Tes coefficients ne dependent que “de -(n +1)

quantités; et ce résultat semble d’autant plus remarquable qu’ une telle réduction
des équations générales, fondée sur leur affection particuliere, n’était encore
connue que dans le cas des équations résolubles al@ebrlquement et que dam ce
cas méme on y avau a peine fait attention a cause de la Mmphute du ou.]et ‘

Lorsque I'équation de degré 2n + 2, Z = o, a l'affection des equatlons modu-
laives, en désignant ses racines, prises dans un certain ordre, par By Bgs Zienes Sams
on peut touJours trouver' des fonctlons entleres et ratlonneﬂes dc z satlsfalsaut
aux equahons llmcau es )
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La sommation indiquée par le signez s’étend, dans les deux équations, aux va-
leurs

M==0, I,.0., B — 1;

dans la seconde équation, o désigne une racine »° primitive de I'unité, et 7 un
résidu quadratique queleonque de n, de sorte que cette équalion en représente
1 g . . !
=(n — 1) différentes. Il y a, de plus, des fonctions /(=) pour lesquelles les mémes
relations linéaires subsistent, lorsqu’on y remplace les exposants 7 par tous les
, . 5. - . e 1 \ .

non-résidus de n. Remarquons enfin qu’il existe précisément S (n + 1) fonctions /=
et autant de fonctions /"(z), entre lesquelles il n’y a point de dépendance linéaire.

Chacune des fonctions /(=) estracine d’une équation de degré 22 -+ 2, dont les
coefficients sont formés rationnellement au moyen de ceux de I'équation Z = o.
Si, pour une fonction /(=) déterminée, ces coefficients contiennent une variable
quelconque «, tous les rapports différentiels

df - df

do’ dz'"
seront aussi évidemment des fonctions rationnelles de z et, de plus, des fonctions
appartenant & la classe générale des fonctions /(z). La fonction f(z) elle-méme

S I L Poe . N N g
forme, avec ses ~ (» — 1) premieres dérivées par rapport & «, un systeme de fonce-

tions linéairement indépendantes, et par suite la - (2 +1)™" dérivée sera une

1
2
fonction linéaire des précédentes. La fonetion f(z), qui est en méme temps une
fonction algébrique implicite donnée de a, satisfait donc, en cette qualité, & une

, . . pps . I 1 D _ N
¢quation différentielle linéaire de 'ordre ~ (n + 1), dont I'intégrale complete peut
>N Ciof(za),

(] m
¢ devant étre égalé successivement i zéro et aux divers non-résidus, tandis que m

prendra toutes les valeurs entieres de zéro & n — 1, et C; désignant les diverses
constantes d’intégration.

étre représentéc par

Pour les équations modulaires elles-mémes, Jacobi a déja indiqué, dans le
tome 11 du Journal de Crelle, les relations linéaires qui existent entre fes racines
carrées des n -+ 1 multiplicateurs différents de la transformation d’ordre n. Ces
relations peuvent aisément se ramener. & la méme forme que j’ai donnée tout a
I’heure aux équations linéaires entre les fonctions f(z). Soient M un des multiplica-
teurs et £ le module des fonctions elliptiques. Dans le cas particulier des équations

. . 2
Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure. Tome 111 38
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modulaires, aux fonctions £ (z) correspondent certaines fonctions rationnelles de

v M et de £ et ces fonctions sont toutes de la forme

\

B(T}

Boo(h) =B (k) + B op ) +...+ o (k)

i)

9, 0y ’?‘2,..‘ . éani des fonctions rationnelles, et-B, B, B’}»,v.'.;—'désignant,» comne
dans le Mémoire de Jacobi (Journal de Crelle, t. 1V, p. 185), les divers coefficients
e la formule de transformation. Dans e Mémoive que je viens de citer, Jacobi a
donné une équation aux différentielles partielles & laquelle satisfont le numérateur
et le dénominateur e la formule de transformation. A Taide de cette équation on

peut exprimer B, B',... linéairement au moyen deB et de ses dévivées prises par
rpportd a=k+ 5 el de l& vésulte immédiatement, en ayant égard aux proprié-

tés énoncées plus haut des fonctions générales £{3); celte forme particulibve de
ces fonctions qui convient aux équations modulaires, -+



