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SUR UNE NOUVEILE PROPRIÉTÉ
DES

FORMES :flIjADMTI(|IlE8, DE. DÉTERMINANT NÉGATIF,
. , , .; ;1',,/! PAR M. KAONEŒER. :; 1 , : : /—^ ' -

( Mo/îatsbcriciit der Académie Her 'î^issenschafterfzii'ÏSerlin, ^•TaarrSôï;1]

, , , . , : . :, . ; : , ; , , TRADU îx : PAR ^ X. ,HOUE.L, ,., / „ , ,
PROFESSEUR A L.A .FAÇIÎ'LTE'1 BE'S S•CI IE,NCES„.DE, BORDEAUX.

Les formules que j 'ai trouvées, il y a ciûq ans, pour le nombre des classes diffé-
rentes des formes quadratiques de déterminant négatif, et qui ont été en partie
communiquées à l'Académie en octobre 1857, m'avaient déjà conduit, vers cette
époque, à étudier la cause intime des relations que j'y ai signalées entre certains
déterminants, c^est-à-dire à chercher une dépendance entre les diverses formes
quadratiques. Une induction, tirée de l'origine analytique de ces formules, m'amena
très-promptement à la découverte de la dépendance soupçonnée; mais ce n'est que
récemment que je suis parvenu à démontrer complètement, et par ime méthode
purement arithmétique, le résultat oÎ3tenu, qui fournit une relation entre les formes
réduites de déterminants différents, et qui constitue l'objet de la présente commu-
nication,

p étant un nombre premier impair, imaginons que l'on ait formé toutes les
formes quadratiques réduites positives des déterminants

-p, -(p-ï2) , ~(p-^), ^(p-32),.. . ,

dans lesquelles un au moins des coefficients extrêmes soit impair. Parmi les formes
ambiguës qui se présentent, rejetons celles dans lesquelles a== — s&, ainsi que
celles dans lesquelles a == c et où b est en même temps positif. Enfin, pour toutes
les formes restantes

- 1 " 1 ( « 1 , ^ 1 , 0 1 ) , [a^ b-i, Cî), (03, b^ €3 ),...,
38.



388 , . . , SUR,, C^E, NOUVELLE PROPRIÉTÉ,.^ ^ :„ ,. .

posons les congTiiences ,,-,„,;, ., - 1 . 1 , 1 1 1 ' - : , - ; , 1 , , — , - . 1 , 1 1 : , , : , , " 1 ' ' 1 : 1 : 1 ...," ^-v..1.-1'1'--, . . . . ' • - " \ 1 - ^ 1 1 1 1 —

, :'.o\ 1 : ' 1 ' 1 . . 1 : " '1 1 1 ^2 -{-ll'î•&i^lll'-r-ïll•ù^•!l^l'o,•• '"'''a^ 4- 2 b^ -r- 'c-, ==s o,. .. ̂  mod. " p , 1 ^ 1 ' \ 1 •

lesquelles azimut évideniment o.ii.u.îic oiî.(]e'ux,r,acnies, &mvâiHqlue le détepi'niaaiil
de la.fbrnie.correspoûdante ^era. le.îiôîB::bre, ~,,p:::hH-fflême^;-'ô^
'_ ( p — i) , — { p — 4 ) » —..(p..—^,9),..,,.Sil^,ô^-désigQÇ•-â^w^ nôiiibre.des
classes, ..différentes' de ^.déterffîiiiaûfc -,— n,y l:ç;:o-omhre de^ racin.es :d.e toutes ces con-
g'îîueûces sera ',_-. . • • . - , . - ' 1 1 , ; 1 , ; 1 "•,:.-,.•„ \:. l l i ; . , , ' : : - : . , • • ' , .•11 i : : ' : i•-.,,••:'^•:-c'^lii^•^ ̂  1 ^ 1 . ' . 1 ' - ' 1 1 ' 1 ' 1 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 • ; 1 ' ' • 1 1 : 1 1 1 1 • 1 -

^'' ,,1 ,,'.. ',£(?-):,-4-,2,.F^(,p —ï2)^^^^'1---^2) -^^^(.^.--^S21.),^.-.1-1,1 - • 1 , . 1 . - 1 ; - , 1 1 . .....

el, par suile, en ^vertu de la fbrmi]îe,(.V) clé ma.. Note msé.rée dans le Journal de
Crelle, t.. LVÎÎ, 'p. 249 (* ) , ce nûmiîre sera égal à p4- ! ou à p , suivant que l'on aura

^=ï'11 bu j9=EE3,' mod. 4*. l i 1 1 ,̂  1 1

SilitôiBlen'aat^daBS/Ie-preûlieî'.de-1 ces^deux c^s,f.pOTr: les- fo-rm^'s . ambiguës, ̂ dâïis
lesquelles a==c < \ / p , on remplace par sa valeur négative une des deux raciiies'de

la^congruenee '( savoir, celle qui'correspond à 'Sâ :"vale lur ^posilive de \ / ' f r — " ac iri/e-

rieure.'b.-^'p}^ et1 si,'; :dans le- :ca&.l.uniq^le•;cm .cette • valeur'1'. est^Nêtttiquelavee•lllîall]t''ï•le

racine de la congruence, c^est-à-dire lorsque &==o, on la laisse de côté, le nombre
de toutes les valeurs formées de cefcte-'-iBa'ïliëre avec ces racines des congruences
sera, dans tous les cas, égal à p. Tous ces nombres sont différents suivant le module p^
c es i-à-clire-qu ils'forment y poufce'mêrne module, Ici ~sériè''cornplèie des restes.
^'.D^cetfô- p'ropné'tê ̂ eîriarqîiable'd^'formés qu^dràt^ détérîïiînan'^négati'f,

résulte'iiïïmédiâteîîWïitle^théorëm^^s^^^^^ : : 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 " 1 " 1 " " • 1 • 1 • : 1 . ' ' " ' • 1 : ' " 1 " 1 ^ 1 ':;:1 1 1 : ' ^ 1 1 1 1 1 • 1 1 1 1 1 " 1 • ; • .
Si l'on désigne par D, D', D^,... les di^ereTîts'nom&'res'pûÛr^

^e^^;,î ^énlrë^a?<'ll:^^ 1 1 1 ' 1 1 1 • ' 1 ; 1 ' 1 1 ' 1 " 1 ; • 1 • : ' 1 1 ' 1 ' 1 1 1 l:':"l;i:l'llll; r '• l ' : l l- ! l l ' l•- ! : l l ' l L•;;":' ' • 1 ' 1 ' " 1 ' ' " 1 " 1 1 1 • : - 1 1 : • • 1 " • • • l l l l l - ! - ; l l l • • l ' l l l i l ; • l • l l l • • • [ - l l

. '"" 1 ' 1 1 ' ' ,.,,..,,,„,,,:„ jc^^Dj2, ^-(-D'y2, ^.H-D^V^.,, • .̂;; . , ; , „ „ , , ,1;:,,,,,.,

y étant impair; si ̂  de f lus ̂ ^,, ^ , ^ , ,: _.,„ „„. . . . . , , „ ; , , ; , .,...." ,,,„.,„; ,::,.,,,,,.:..11^- ^:, .̂. ,:/ ï.-o- ^ - • - - 1 ;
" " / ' • ^ ^ ' ' " " ; 1 . . ^ " 1 . . . 1 " 1 . ' , , . ^ - 1 , 1 , - , 1 1 1 ' 1 1 : - ' J^^-^^i^1,.' (-ûï^.62^c^^.-,<;l•l, ,̂:.;.,-i,. 9^^iï..•l.lrls[^ÎIKh .^o? ^^'y^

ao-fî^^W^ ...lesv/brmes •yédiWes.- p^nây^s^opî^îî^nî^ ^^fé^mtï^fô'^
—W^ï—^©^.u.), ̂ îûs'wn.grusnces ' '.1;. !1.. :11;- ;^ r^uL,; :••;„.:. vp r:"^ ^ïii^'ir^..;:1 ^ ^^ ;:^,jj.;i.^-;^...s^-.'„. ,;;;.^.:.1

ai'z2^- 26, z 4- Ci E^ Oy a-jjs2 -+- 2 ̂ 2 z -4- Casso,. .., inod. ̂ ,

donnent, pour z, p valeurs toutes différentes entre elles, et dont chacune se présente

(*) Voyez la traduction de ce Mérnoir^,,^//^//^^-..^^ 2e série, fc. V, 1860.
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deux fris, pourvu que Fon fasse figurer deux fois les racines Se "toutes-les 'congn.ierîces
dans lesquelles le coefficient ûfe,s2 n'a.pas la même .valeur absolue que l'un des deu,r
autres coefficients,
-Dans-le-cas '-de; p'^^n 4-3, ^omïwe il n'existe, 'pôw-micun -des^ déterminants

— :D^ une.foriBe ^ffîèigué^ô.tl-•.t'îl:©ln;••,aTlt a^^^b- ôlull•lllalll='l••c,l-lel'lthéo^èTn•ell••plïiêc
•poilîTa^éîîôîicer plus^siiTi-pIemcttt'de'Ia^ïïÀnièpe^ '• """ 'v 1 ' '1 ' l" l' l iù

• Si (^^^^•^^^^^•{ati^'.As,1^},^ les formes positives réduites -proprejnent
primitives de tous les déterminants négatifs — î) pour lesquels p peut être représenté
par la forme principale.'^'2---}-- ï)y2', r'^ étant impair, les racines "des1 congm.ences

1 1 : ' 1 • ' • ' 1 ' '''a^^^^'z^'c^'^a', 1 1 1 1 1 ^ 1 2 ' î ^-'a^^'CaEEEo", . " . " 1 . . " ' ' " m o â . p , " ' 1 1" '

formeront la série complète des restes pour le module p.
Enfin, si Fon considère les racines eiles-mémes de ces congruences du, second

degré^.ie^'héorhffîe.peot-être.&TiBQlé caiïiniedi siïitï'.poiïr^io^ombre premier quel-
conque^-: / ; : ^ ^ 1;..-;. - 1 1 „ . • 1 1 • ; • 1 1 - Y T , 1 1 - - 1 , • 1 1 • - 1 „ - • 1 1 • : ; . • • - : 1 " 1 1 ; ;;1,- 111,:^11 ' ; l :••:;• l: l: l,. l:î^•' :. l- :. l ' l,; :;.'11' .<,">-. ""1" :• - 1 ' : ' i : . i . • i • , . . r ^ i : •y

, Sou' cl tt^ nombre^ entier M ,posili/''quelconque., inférieur'-.ci \/p,: eê. soient, '.-de: .phis,
{a^ b^ c,,), (^2, &a,(?2) , . . . toutes les formes réduites positives de déterminant — ( p — d 2 ) ,
dans; lesquelles, un: (les^eux. co^wn.tsie^iré.m.es'cstirrifw^ moyen n'étant
pcis,. négatif. Les expressions' -:: ,,...,,,,. ,.,:••, • „., , , ^ , . , ^ . , . . . . , „ . • . , , ,

,„.;,:,. 1; 1 , , : : , 1 1 , . , : 1 , , , ' : 1 ';11^ .-u^ -.:,.. ....... • f--1-1-11^^^11^^ • - ^ - • 1 - 1 1 \ ' ^ 1 ! 1^^ , ; ' ^ 1^ ; ' 1 / 1 1 ' , : ; 1 ' ^ 1^ ;^^ .̂ i i \ ^ . ^ i ' i " ' . '

1 1 1 1 1
 • 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 :

 ;
 • J ^

1 1 1 '1 1

 1 1 1 1 - 1 1 ; 1 ' 1 1 1 ; - l - • l ' l l • ; l • • l l l > • ; ] - t - l ; 1 1 - 1 1 ' 1 1 ' ' 1 1 - ' 1 ; 1 1 ' • •" •

 1

 ; i i ; i 1^1
 • •

 1 1
 ' 1 - ' - ' 1 1 " • ' 1 1 1 1 • " 1 ' " 1 1 1

 •

 1 1 - '

formeront, ta séné, CQrnj}le(e^fis, restes pwï\ •le module.?:,, - sU ' on ..admets en générais. les
quatre, combinaisons.d& signes^, swf. deiix.-.excep.tion's^ -pour; le ..ças^ de1 a ,==; -.2^^,•ou1 Von
ne prèndrci b quavec le signe —, et pour lç,, cas.. .cfe.a^ ,c., ,ûù-/m. •.nc-prendm •ies 'deux..
nombres ,& et ...d^qu'^ âÇî^ç \l^H^ ^ signes, Sitpéi^eiif's ; ::,, ;, • ::;'1: r'' . 1 " : : ' 1 . . • . ̂  ,•., ,.,, • , . . , „ - 1 • ; ^ 1 . , ',:

La 'démonstration' cÏe ce théorème se fonde, d'une-.pâïlfc,, s^r'Ia^forHioie-qilej^ai
citée tout, à l'heure [Journal de Liouville, 2e série, t. V, p. 291), et à l'aide de la-
quelle on établit que le nombre des expressions telles que =—=-!- est. précisé-

ment égal. à p; ety d'autre part, on fait voir que deux quelconques de ces expres-
sions sont différentes entre elles'suivant' le11 module p. Des deux parties dont se
compose,, ̂ R^â^6^ la,4,ercip,%sti^t:i,^ e.ontieat lœ^.déductiôn "pure-
ment arithmétique de la formule en question pour lts^Mïîlhïfês-e(îe .classes,' tandis
que la seconde partie établit comme il suit l'impossibilité de la congmence

a^^b^â)-^-aÇi^b'zç:d[)-=^o, mod. p.

On fait voir d'abord que, dans l'équation .......„_.„...,.,.._....,.„„„.-„ ,..,,....,-,...-..--......---....--•.......-,.-...--............-.--•.--...— 1-

:̂,̂ h •^ J ,9^——: .^V-.^-ll ̂ ^^^yî^'tt^^^ 'lî "1 'l":ï':lll'>i"'l^•Ti ̂  'lll;r'l•:l::l'l•ll'' ! "



3QO : - 'B : - • - ; 1 ' - 1 1 1 1 ' 1 - 1 - ^SÙÎt Imir ;^rOSJ:V'E3;IL•ÊI•-PRÔPRIIIIETÉ "::1:" "i ' ; : 1 " • 1 1 • -

qui rient :tîelu'::<^fi'lila:-;congr^lé•nc•e, 'en-ayanÏ'-égârd aux' cérïâitiôûs:l"d'tilîlégaiit:é aux-
quelles sont assujettis les- iiambres1 a, &,il'^•a^•&S:l^,-;î•a'va^eu
être que zéro ou l'unité. Si maintenant cette équ^fiOH'a^ieu^conim'e^nl'peut dis-
poser des signes dans le premier membre, de telle sorte €[ue A soit positif, il n'y a
plus à examiner que les deux1'" cas de A = = o et de"h== ï , ' c/est-à-dire qu'il suffit
rrétabl ir l'impossibilité des deux équations 1 •

a' ( ±: b ± d] -h a ( q= ̂ •q: d')-^ o, ..., . - . . ^ :: ^ , ' . ^ , . '
, ,, , , . ,. ^ ^ . : : ^(±6±.^):.4--û(q=^=F^:J.=^-,^ • • • • • • • - - • , 1 . - . 1 • 1

Or, admettons, pour un instant, que les équations soient satisfaites .par certaines
valeurs de a, b, d, a\ b\ d'\ et que des deux quantités multipliées respectivement
par a' et par a, la première soit positive:.:'Eo-désigîîaat cette quantité .'pM^», la -pre-
mière, équatiofl .donnera les relations, ^ ,: • . „.,„ ,::11;, ,,••; ''.-j,1:1 -•1,1'.' -1:1 • . : : , , , • • 1 1 ' ; 1 : l l . „ l i l ; l : : : , .

a-=.a1, ^Ô^^^'^rï11^^'';11^^^ •.^-—^ . : 1 1 . . - ^

Orî're'eontiàîl •d'abord'11 que •^-^^•'-•îié'pourî^îts _ ' •... , - . -.- . , : „ . - - ,1. ;- - ^... . 1 , • • 1 ; ' - . . 1 - ' 1 , , • • 1 , 1 . 1 • . ' • , • /
±: 2, et que, dans le premier.,cas,., a,, &, c.seraieût respectivemeiît^egaux à a'.,,//,.,^,,
tandis que, dans ie i '.second, cas, il faudrait, contrairement, à l a , condition, imposée,
ou que a 'et c, ou , que a' et e[^ fussent pairs, à , la :fois.. Dans le troisième.cas, , ,on
aurair , ^ . 1 1 ' ^ , , , , , ,^,. . ^-.y.;..,.. ,, ^ :<... l:,,,,.,^^h . • ' ••.;1.:, - • i 1 . ' , ' 1 1 1 . ' . • • - 1 1 1

' , ' 1 ' 1 1 '' rf:'2^ =='^3'^ ==rira,== ±: a',. _ . • ,.1 . ,

œ.qui-s.eî'ait^îi.'co.ûtndicïtô lâ;;.'.,ûoav?rio^:•établiei¥elâtè^^
si^Bes-de^fe et .'dô- A^^Aprè^ .avoir ...âNsi frou-vé l'iiBpôSsifâl.itéï.'d^réquatio'a?.' •1". ' ' . . ' - ' . . ' '

' :'lll:','ll;lll.':'l",'l,,'l'rll '^''''''''''''^{'(.^^rÈ:^')'^ ,,^ ,.',:,-, ; î , , 1 : 1 , , , . 1 . .

àB^tirèra- •de- l^utré^ëquàtïoïï"1 :":lll:llll'l-l/l•:f•l-;l;': : ' 1 : • 1 ; • • 1 • 1 • 1 • :-i-!^i^^i ^^ ^"^•î^^^ ^ï 'i^r.^^y^^^ ^ ,

/ 1 1 _ 1 , " , 1 ' , ' ' , ' . , ' 1 ' . ; . 1 1 ' , ' 1 1 " , 1 - 1 , , ' 1 ; ' ^ 1 1 : ; . :,̂ '(±:& ,̂(/,),:.,4- ̂ (q^ ̂  d^) ̂ ,̂,, ,̂  ̂  ,,f.,.,,.-,̂ , ..,.„ ^^ ^,^ , , 1 , .

l'es-e-xprelysîo'îïs" suïvântës-;àel'a^'ll-l'&/yl(ï/,ll•l;lll••''l • 1 - ' 1 1 • 1 1 1 ' 1 1 - 1 1 : 1 1 ' 1 : 1 : 1 1 • • : 1 • ! • 1 ; 1 1 1 • : "• l!' l"-î — ; - 1 • • • 1 ' ; " ' 1 ' • : 1 1 1 1 ^ -j^l•ll•!l:llll;ï•l.l; •••—• l i l f • l - • l l l l l r l l • 1 1 '

., ^, ,,,,,„.,,,;,, .,. , ; , . -.^.^..^^^r'na,;'—1 '1^^^-^?,^^^^1.'':;^^ 7::^{ .̂  Yn^,:.y1^;.^ ^fr)U^ ^S^, Ï-: '). ;Ï'.li"'-' ^

. , - ,,,;,,^;,,; ; • , - . • l . ' : .> i . 1 - , , . , : . • - :,.' ^.b1 w^inri -^.1•l):4,-wl^mfc'M-^,c^^^^^'^^ ...^u'f1"':^'11^.' '1.-^! ^i11 ' î ' . . 1

. . . . , 1 - . . - - . 1 ' • ' ,?- • . p - 1 ^ ? - ; - ^ ' ) ! 1 ' ' 1 " 1 1 - 1 , - ' c'f^-mic,—^•wn—iî-) s, ^ .^f.< •;' .jfif,;11^-:, 'c ,/';v!^ .î^^^îyvz^^n^Vv1.^^ / " j .Jï ' î '>

ou ! 'o n'a1 1 ccrrt,'' pour'atïreger; "•&hâ u lîeti'W ̂ B;;!}' ili'tiè û'-fclJ "-^""'é' ,̂  'et1 ̂ ''ëtan't 'des
entiers positiâ7in'u^Ï:ioùl•négat^fèr^
tiws, qlun'oïlt^^s^é^btenu ^aûs•'AïffilblÏtïe^l^tl^
mental "'àé ̂ r almInMraii^nfen'^e'Ïiûfe;^ îôlitéB'^e^tfpcitil^^^1'^^ peut
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faire sur îes.nonibr.ç&^.et n^ il est. facile de démontrer-, l'incompatibilité de ces
relations:: .avec.,les :co,Dditioû-s auxquelles sont soufflis' les'ïi-QîBb.res-a,1,^^ c, -a\ .À", c'.
Ces six.,éqyatioçs^sont.ies^suiyaptes : , , . • - , • , • . . . , . . ; ' 1 , 1 , ^ ;? „ ...11 ;1: . ' . 1 . ^ ; - „•.-•-,; . ; • 1

^ ^' _.' a! ) — w ( a' 'I- 2 ̂  5 + ( m2, -i- m ) a' -h ( a — 2 & ) == ( m — n. — i ) a,

( a' -~ 2 ̂ ' ) 4" ( /7i — ï ) ci' -4- [ c' — a} == n.î, ,. , , ^ , ' . ,,.. .. ^ . , , , - ; . : ; . .

m(af — ' îb ' ) - [ - { € ' — a'} — (a— -?J>) 4-- (m2— w)( r t — a^J -s-(m2-- m, ) î
==. [m — (/î — i ) ( m'- —: m ~r- 'i )]^,'11,..;:,,,:1'1, • • • 1 - :.. :.-:::; '::. :•;;: 1 i . : 1 ' .

• (^ „„., 2^' ) — (c — ^b —•î^^^'m:.— îi),:tû:'— ïb H-^-^I == (n — i ) ( , s 4- a — nia),

( a' — 2 &' ) -r- ma' 4- ( c. -r- 2 b — i ) 4- i --•= ( w 4- i ) ( a 4- 6* ),

• • 1 • 1 1 ( 1 ^ / —û l / ) -^ - l ' ^c "—- ,2 1 5 1 —'i ) '4 - ra ('a -}-^)4-"i =^ [m -{-'i') c.T " 1 ' . , 1 ' " " " " , 1 1 1 1 . ' .

.Da'as les premiers1 ïïïemhrês de ces1 •équations, on 'a reîîferiïïé- entre'parenthèses lès
combinaisons des nombres a, &, c, a', &', c^ .?, quir^n Yertu'des'condifîons d'iné-
galité, représentent des valeurs non négatives^,, , .....

Le théorème arithmétique que FOU vient de démontrer est susceptible, comme
il est facile de le ..voir, d'une généralisation,, en ce: sens .^ue,.,aa lieu. .du -nombre
premier/.?, on peut prendre un nombre composé. On peut, en outre, tirer de là des
indications conduisant "à 'une1 '"nouvelle '•déduction^ aritlimologique des, 'formules en
question 'pour 'les nomBres'de'clàsses,' et "'ces'" mdicMioris:"parâissent1 'd'autant plus
importantes que la déa'Ùction aritliœétîqué' des'1 formules en question, qui forme la
première partie de la démonstration précédente, repose sur des considérations
toutes différentes. J'ai porté, en11 effet, "mon attention'sur la manière dont Jacobi a
démontré, dans le-tome'Xli du Journal- de Crelte, l'expression qu'il avait obtenue au
moyen dès-séries {Fandamn^wm, çtc^^ s 88), pour .le. nombre des décomposi-
tions en quatre carrés, et cela en transformant en quelque sorte les développements
analytiques en développements 'arithmétiques. Par analogie avec cette méthode,
j'ai représenté les nombres de classes des formes quadratiques de détermmaûfc
négatif sous forme de coefficients d'un développement, et j'ai donné quelques indi-
cations de ce procédé dans le tome•:l;LyI^ du Journal de Crelle. Mais je n'ai pas jugé
à propos de publier la suite de mes résultats, parce qu'alorsj'étais bien.parvenu .à
un nouveau mode de' Vérification analytique des formules en question, mais je
n'avais pas encore atteint le but principal, qui était 'd 'en donner une démonstra-
tion arithmétique. Dans rintervalle, M.Hermite a publié/dans une Note intéres-
sante {Comptes rendus, etc., 5 août 1861), quelquesTelations analogues, que je vais
compléter ici^en exposant celles auxquelles j'ai été:conduit ,co.mmejevlensdele
(lire, par la..recherche, d'une,, .méthode,^ de demanstratio;n, arithmétique. ^,,^ , ̂

, Je ,conseryerai,,^pow^^^^ .les, notations, et ^ définitions .dontjjâi, fai t usage
dans'IeÏMémo^^ (7ow7îa^<fe,.(^^^^ et
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Journal dé Liowille, 2e série, t. V, p. 289 et suiv.), et je renverrai, dans ce qui va,
suivre, aux formules 1 à VIII de ce Mémoire. Mais je supposerai que ces mêmes
formules ont été transformées,, de: lâ.ll1alîière;...<lé,yel'oppée..,p.,.l•l252.(p,. 13196 de h:i tra-
duction), par remploi des fonctions F et G.

Si, dans les formules I, II, V, on rnultipiie les deux meiïibres respectivement.

par ç4", (/2W, - ^//î; si Fou ajoute ensuite lestrois équations ainsi obtenues, et que

l'on fasse,la soimnation pour toutes les 'valeurs'de:^. .et. de m, :oii.;:i0.btieû.dra, à1 l'aide
des expressions de X, <?„¥, données p. .25.2 et suiv. (p. ,296 de la tradiictkm), Fé-
quation 1 1 1 1 ! 1 1

( î i 1 ^? F ( n} a'1 =— - i / — - "y ———— ( ̂ ""•+" — s 4-- o"'"" l.' • , Ari ' ' ï 2 y .2JK. ^q"—q^' i „ , , i ^ ' , , , , , .

î jCs ft)rsnuie-s •I,'1!!!, VI dônneBt p'arei l ieï ï ient ' -1--"- : i i • 1 1 1 • : 1 : -

^) , , ^ yr(/z)ç^i./^_.y^(^^^.,ÎLz^ 1 . ^ . .... . :
' ' '^ ' • 2 ' 2 V s^K Ari l î l •(f.-^q-"

ies lettres q, K, /t7, âuisi que les.lettres /c ,©, .H^que nous emploierons plus loh],
étant prises avec les mêmes significations que. dans les1 Fundamenta de Jacobi. ^Les
deux équations ci-dessus expriment d'ailleurs précisément les relations contenues
dans les formules-. 1^ II, III,,. .Y,. VI,:,en développant:, suivant ies:- .puissances tie q les
sommes contenues dans les seconds membres. La formule IV peut se déduire
comme conséquence des équations, ( i . ) , et,,,.^1:)». après avoir tiré préalablement de
celles-ci les relations :

2,,-,./ „ , J,'" 7rK / 5L, . '. . , ^ . ,. - , , ., -, , . .
• 1 1 1 ' 1 - 1 1 • - 1 1 : : • 1 - • • 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 : 1 - 1 1 1 : i ^^m.)q- ̂ ^.v^ • 1 1 - , - . :1,1::1:..,...1.;,. 1—— - 1 - . . .

'V1 v t r • • i • i • ^ i l " l Bl- A /"A.^ï (4 /z -^.:ï)^=: -^ ^.. y -^:"
^

.î^.-Â'fc.-,^:,:/^,.,

27:
V< -n / o ^ ' -. î 11 • À'R.' . ,- /A-^z^8^-4--3^'-^'^'^/^

Au inioyeli du développement de sirram—^1- stiivant les cosinus des rnuit iples

de x (Fundamenla, p. i î o ) , la série du second membre de l 'équation ( î ) peut se
mettre immédi^ternent .sous la fbrnîe d-'.u.ae intégrale défmije^'.et, eh-untroduisia^î
ies notalions uëitées, 1 1 1 ' 1 1 /;.,-:-: •f •" • • ^ ^ 1 -- y : • ; 1 ! 1 1 .̂

.... / aK^X . , . „,, /o-K.rX
. , _ , , ^ ^ , ^ „ ,-tc?\~7j~.lr' °!A ̂ ^ï'j^i'^':-.^ ,;; -:.;1...-- -
^ : 1 ; • ; • 1 l'^ILi"i:l;''l;i 5.^+î'V•=^•,(^r'^i(ï+^ . .1 . , ; - - ^ . ^ - - •
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6"îï Irouvë ainsi - " i • i ! ' i • ' • ' i - ! • • ' ^ ' : • - -,.<• ,.. 1 !1—.. ' • ^ 1 ^i:.'^ : - 1 1 1 1 1 1 ^ :1—" : A ,1 . . . '1 1 .-1-—--— - " ."

(•3-T.1 ! 1 . - 1 : •.^^F^l^^l^<l=lll^l-l"â^ ^;.:1;1.-1

^ S7r ¥ 2T: ^),, .[ ...̂ ^r .,,, : ;-:„;^;,•,,/11 1 1 : , . 1 . 1 , j 1 : ; 1 - - - : 1 .

Celte relation, qui est, par suite, identique avec Féquaticm (:s), peut être consi-
dérée co ni me''il rie "dêÏinïtîo'n1 âe'l'a îo'nclîon '^"("r^'.^Lâ' dété^minafion';diTecte de Tîn-
tégraie' doiiae-,:aM:ssi^la-.-stgiiiAcatioîii.;aFitlim ' de^Ft/î^-et^-eûtre-^utres1

manières, on:11 peut ' e'fectiier clette"l"déte^ïlmatio^ en remplaçant sin2 am —-^ par1 le

carré du développement en série de sinanx——1- Cette méthode m'a conduit, après

diverses réductions et simplifications/à ta" démonstration arithmétique, dont, jYi
parlé, des formules I, ïî, V, contenues dans la.relatioîi^ (3), .De l'éqLiatioo.^S.) ...on,
peut. dédui re toutes les formules de 1 à VIII. En. remplaçant, en effet, sous le signe.

d'intégration, ̂  ('"^) par—"±=s-., (x) cot,a:m ^—îla-fcwm'^ (3)^devient 1 •
1 , 1 ' -y/^ 1 1 1 - 1 - ' - t . •1 -

2- - ; 1 1 1 1 • : • • 1 1 . , • 1 , 1 '.•-•-" • 1 1 . '•ï i i A i ' • i i k ' 2 K: i : i • - ' i ' - [ /'^"R"".-'- f7': . '^"•-^K^" •—.I''' -1; ̂ fc.r . 1 : . 1 . 1 1 ' 1 ' / , "11 ' 1 1 1 1

.̂  ( n ) (f := —^ . —".'•.V 1;—77 ' j sln ani.—^—.çosam —^—5-, (^)cos^..a^-, . „ ^
• • • • - . ' 1 1 . .. '^'- ' . . . 1 . '.•'.^.^^^^'."î ""y .:2 ̂ f t^;- JQ- ^ .̂•.,...1 1....-•-1.... '3':11 ...^— 1-"1.. , . . „ . - 1^ 17T I . >;- .. - 1 1 ' - 1 . 1 1 .. -•• - - 1 1 . • • 1 1

etiîoi^eH•.:;tire4ïéqllatioû:!:"^.^•).,•.;erialel^^^ signe •d^H-tégrâtïôn,11 : 1 ' ' 1 1 i ' ' ï : ' 1 ; 1

. . . • , •. . 1 . „ • • -, • •^ . ^Ksc . ' . ̂ K^ ; ; ; . . . , . 1 ' . . . • „ i - '.... . J , ' 1 1 . - \ '. ..l ! i i i l i - 1 • • • • ' 1 ; ! 1 1 1 ' • 1 • - ; . 1 1 i ' ' 1 1 1 "sin^aiïi——<"" os a ni -——" " 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' ! 1 1 - " " " i " " • : 1 ' 1 1 ' 1 1 '7: r . ,, , , • . , , ,,,, •

par son développement en série—De: nierne, en, substi.ltîà'îlt, dans l 'équation ( 3 ) ,
au lieu de

11ÂI 1 1 ' 1 ., : ' . .'• .-iK.v . ' ! . 1 • 1 1 : . : 'y. . . 1 . ; •.^•2 ( ̂  ) suir .am '———'? ••" 1 - 1 1 - ;̂,.

l'expression identiquerïîeîït;équivÂlente ^ ^ . , ;, , ,;,., ^ -"'f

î i sK^? . ''iKx— ,9-, ( x } — —=-- • 003 a m ——— • A am ——— • '9-3 ( x ),
,„ • : , . 1 , ; : ; , ̂ ,: , : , ï ' , ,,:,,;:\.^'.' -;̂ , \:\'^ih< ^-"^•'•-//,^,::.^ 1 • 1 - : : 1 • . . -:;,•l^..;l^tl;^:^^;;,•:ll. • : . ^ . ..:•;:- . ; ^ - ; ' 1 1 - 1 1 ' - • 1 ' • '
on trouve, ^ . , _ . „ , , „ . , .,, _ ^ 1 ' , ^ ,/ ,,, , , , , • , , , •.,-',.;^, lli^ ^ • : . • :

.̂ „ . 1 1 1 . : 1 1 - , 1 • . , . . , .,;.;^K' ; /ï'IÏ"^111-- :lllï.";l'.IKII:l:- •••/Mi.- ^•f-^.':.,.'. ^.:; ^K-y.;^-';:;'^1^^^."..^ 1 : 1 ' " 1 ' / 1 7 • 1 1 1 1 1 1 :
'V'F f^V^"-- —- •' i / ——"= — — . —— . i / —— j cos arn ——— Aaoi —— ô-, ^ c'os.r ̂ •,
-̂1 v / •t -:>.7r V 27: ^1 271:' Y 27: J,, 7: ..•î  ÎT, ,:.-;,,••,.:.-:- . . ,

et l'on en tire la formule XI .( Journal' clé Crelle, t. IJVIÏ, p11. 253), eu introduisant,
sons le signe d'intégratioû, le^'développement obteû-u par la différentiation de la
formule (19) , p. î 0 î ^des^ Fundamenta de Jacobi. Ainsi se trouve confirmée la con-

Âniîf'tics scf'c^d/if/ucs de /''Ecole Norincïîc supérieure. Tome III. 0(^
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jecture que j'avais émise à la fin de mon Mémoire w fe ̂ îi/'e & àw A|e/'e/tle^
kjmm (pM^s, les !iuit foriiiules se tirant toates, d'une seule tormule par
(les transformations analyfaes, îlais, au point le vue aritlimétidiie et àébridue,

V i l 1 ç? 1

ces tormules (rop p. '2^ (lu Heiiloil'ey'estent indépendantes les unes des autre?,
et contiennent explicitement toutes les nombreuses relations analogies aue m'a1 0" 1

fournies a théorie delà nniltiplicalion complexe des'tonefionsielliutiÏiies, Y coin-1 1 1 : 1 1 1 , ; , ' 1 1 '. : • ~ i, . '. , . : m ' ! ' '.! i l l i i i : 1 ' il" •' " 1 ^ '*r -' ^

pris aussi toutes-celte que M:Hêrrîïitêa données dans la 'Noté citée plus liaul
Dans une autre occasion, je (léveloppeni, ce point, ainsi (|ue les autres indications
contenues dans la présente Note. • •' u ; 1 "


