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DEUX LEÇONS DE CINEMATIQUE,
PAK M. JULES TANNERY,

M.UTRE DE CONFERENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE ( 1 ) .

Les formules et les constructions qui permettent de calculer ou de
construire les éléments relatifs à la courbure des trajectoires des points
d'un corps solide dont un plan glisse sur un plan fixe ou dont un point
reste fixe s'établissent habituellement par des procédés qui ne me t t en t
pas net tement en évidence la généralité de ces formules ou de ces con-
structions. Il en est tout au t r emen t quand on dédui t celles-ci des pro-
priétés relatives à l 'accélérat ion. Au point de vue c inémat ique , celte
voie est d'ailleurs la plus naturel le . Dans cel ordre d'idées, les démon-
strations se font para l lè lement et d 'une façon 1res s imple, soit qu'on
in terprè te les formules analyt iques , soit qu 'on reste clans le domaine
de la pure Géométrie, en s 'appuyant sur quelques pr incipes de la Géo-
métrie des segments de droite. Ces principes, dont la généralité ressort
faci lement , sont bien connus; ils ont été développés par différents
auteurs, p r inc ipa lement par Môbius. Toutefois, j 'ai cru devoir en re-
prendre ici l 'exposé systématique, afin de bien fixer le sens des nota-
tions que j 'emploierai . J'ai d 'ai l leurs, dans celte première Partie, sup-
primé celles des démonstrations qui ne présentaient aucune difficulté.

I.

Un segment (le droite est entièrement défini si l'on se donne son
w

origine A et son extrémité B; le sens de ce segment est le sens dans

( ! ) Cet article a été rédigé pour répondre à une question posée dans le programme
d'agrégation pour 1886. Il est, sauf de légères modifications, la reproduction de Leçons
faites à la Sorhonne en 1880.
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lequel il serait parcouru par un mobi le a l l an t du p o i n t A au point , B ;
un tel segment se représente par AB ou -h AB; les symboles — AB,
BA, -+-BA on t la même signification, ils r eprésen ten t un segment d o n t
l 'or igine esl B et l 'extrémité A. La d r o i t e indéf in ie sur l aque l l e est
silué le segment AB est. d i t e sa l igne d 'ac t ion . Deux segments sont
éqn ipo l l en t s si leurs lignes d'action sont parallèles, si leurs sens sont les
mêmes, si enf in ils sont égaux. Inégalité

AÏ^A^7

veut dire que les deux segments AB, A'B' sont équ ipo l len t s -
En désignant par n un nombre pos i t i f ou négat if , je représenterai

par nAB l'un que lconque des segments équ ipo l l en t s au segment AB'
a y a n t même ligne d'action que le segment AB, même sens ou sens con-
t ra i re , su ivan t q u e n est pos i t i fou négat i f , tel en f in que le rappor t des
longueurs AB' et AB soit égal a la valeur absolue de ///.

Si la l igne d'action d'un segment est p a r a l l è l e à une droite OX, sur
laquelle on ai t choisi une direction posit ive, si l 'on a en outre choisi
u n e uni té de longueur , on peu t représenter ce segment et tous les seg-
ments équipollents par un nombre don t la valeur absolue est la mesure
de la longueur du segment considéré, et le signe + ou — selon que le
sens de ce segment est ou non le sens de la direction posit ive. Si a est
le nombre qui représente ainsi le segment considéré et si PQ est u n
segment don t la ligne d'action soit OX, dont le sens soit celui de la
direction positive choisie sur OX, qui enf in soit égal à l ' u n i t é de lon-
gueur , les segments représentés d'après ces conven t ions par le nombre a
et par le symbole aPQ sont équipol len ts . Le nombre a représente ainsi
des uni tés d 'une espèce par t icul ière qui ne peuvent se réduire avec des
un i t é s d'une au t r e espèce. Si a désigne un nombre que lconque , posi t i f
ou négatif, en par lan t d 'un segment égal à a porté sur une direct ion
déterminée ou pa ra l l è l emen t à cette d i rec t ion , j ' e n t e n d r a i parler d ' un
segment AB qu i , d'après les convent ions précédentes et en regardant
la d i rect ion considérée comme la direction positive, soit représenté ou
mesurée le nombre a. Inversement, quand aucune ambiguïté n'est à
craindre, on peut désigner par AB non le segment lui-même, mais le
nombre posi t i fou négatif qui le mesure.

Un segment dont l'origine se confond avec l 'extrémité est di t nul;
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sa direction n'est pas dé te rminée ; on le représente par le nombre
zéro.

Si AA\ BB' sont deux segments quelconques ; si oa est un segment
équipollent à AA', ab un segment équipol lent à BB\ le segment ob ou
tout segment équipol lent est dit la somme géométrique des segments AA',
BB'; celle somme se représente par le symbole

on a d'ailleurs

Le symbole

AA^BB';

AA^BB^^BI^+A,^.

A A ^ — B B ^

représente la somme géométrique des segments AA' et —BB^B'B;
cette somme est aussi ce qu'on appel le la différence géométrùfue des deux
segments AA', BB'. On a

AA / — AA7 == A.K' 4- A/A == o.'

De la notion de somme géométrique de deux segments, on s'élève a
la not ion de somme géométrique de trois, quatre , . . . segments. La
somme géométrique d'un nombre quelconque d 'é léments ne change
pas quand on modifie l 'ordre de ces é léments ; au l ieu d 'a jou ter géomé-
t r iquement à un segment la somme géométrique de plusieurs segments,
on peut lu i ajouter successivement ces divers segments.

Si AA', BB', CC/, ... sont des segments que lconques et a, p, y, ...
des nombres abstraits quelconques, le symbole

aAA^h-iSBB^-yCC'-t-...

représentera la somme géométrique des segmentsaÂA', (ÏBBS yCC', ...
définis comme précédemment. Étant donnée une égalité géométr ique
(ou équipol lence) expr iman t qu 'un certain segment géométr ique est
équipol lent à un autre segment ou à la somme géométr ique de plusieurs
autres, on peut toujours faire passer tous les termes dans u n même
membre et écrire a ins i cette égalité sous la forme

( i ) aAA / ~^- (3BB / -+ •yCC / -h . . .=o ; " •

elle exprime alors qu'un certain polygone^ dont les côtés sont équipol -
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lents aux segments aAA', ^BB^^CC^ . . . , est fermé. Si cette égalité est
vraie, il en est de même de l'égalité

^aA^+^BB^ ^yCC^... = o;

où X désigne un nombre abstrait quelconque et où la, 1(3, ly, ... dési-
gnent les nombres abstraits , positifs ou négatifs, obtenus en multi-
pliant, suivant les règles de l'Algèbre, les nombres a, (3, y, ... pa r i ;
cela résulte de la considération de deux figures homothét iques, direc-
tement ou inversement, selon que 1 est positif on négatif.

Une égalité telle que (i) a un sens purement géométr ique; si les
lignes d'action des segments AA', BB', CC', ... sont toutes parallèles à
une même droite sur laquelle on a choisi une direction posilive, les
segments AA\ BB', CC', ... pourront être représentés par des nombres,
en remplaçant les symboles AA\ BB', CC', ... par ces nombres; en
effec tuant , au sens de l'Algèbre, les mul t ip l ica t ions et les addi t ions ,
l'égalité subsistera au sens algébrique.

Si l'on projette tous les segments AA^ BB\ CC', . . . sur un axe
quelconque OX, au moyen de plans paral lè les ent re eux et non pa ra l -
lèles à cet axe; si l'on désigne par a, a ' , b, //, c, c\ ... les projec-
tions des points A, A', B, B', C, C, .. ; les segments ad\ &//, ce'\ ...,
dont la ligne d'action est OX, sont dits les projections sur cet axe des
segments AA/ BB', CC', , . . ; une r e l a t i on géométr ique entre ces ser-
ments, telle que la re la t ion

y.AA' +• P ÎW -+- y CC7 + . . . =: o,

entraîne la re la t ion s u i v a n t e entre les projections

a aa' 4- (3 bb' 4- y ce' -h . . . == o ;

cette dernière relation peut prendre un sens algébrique si l'on a choisi
sur FaxejOX une direction positive, si l'on remplace les segments
aa\ b / / , œ', ... par les nombres qui les mesurent , et si l'on effectue,
au sens algébrique, les opérations indiquées .

Si l'on prend dans l'espace trois axes de coordonnées or, oy, ' 0 2 , en
par lant de la projection d'un segment sur l 'un de ces axes, on entend
que cette projection est effectuée au moyen de plans paral lèles aux
deux autres. Un segment quelconque est la somme géométrique de
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ses projections sur ces trois axes; si a, 6, c sont trois nombres repré-
sentant trois segments portés respectivement sur les directions ox, oy,
oz, la somme géométrique de ces trois segments est un segment équi-
pollent au segment dont l'origine est le point o, et l 'extrémité le
point dont les coordonnées sont a, b, c; en parlant de la direction dé-
finie par les trois nombres a, b, c, on entend la direction de ce der-
nier segment. Des conventions analogues, sur lesquelles il est inu t i le
d'insister, sont adoptées en Géométrie plane.

Si l 'on désigne les projections des segments AA7 , BB', C(7, ... sur
les trois axes de coordonnées ox^ oy, os, respectivement p a r a , & , c , .. .
pour l'axe des^, par a^ b^ c,, ... pour l'axe des y , par a^ b.^ c^ . . .
pour l'axe des z , l'égalité géométrique

(1) aA.Y+iSBB'-h-yCC.^. -

ent ra îne les égalités (géométriques ou algébriques)

' aa 4- (3& -+- yc -h .. . "-=-- o,
( 2 ) • a<%i -t- j3&i -4- y Ci •4- . . . =" o,

aas-h (3^2 -+- y<"2-+- . . . = = = o1.

Eéciproquement, ces trois égalités entraînent l'égalité géométr ique ( ï ) ;
il suffit, pour le voir, de donner aux égalités (2) la signification géomé-
trique et de les ajouter géométriquement en remarquant que la somme
géométrique des segments aa, aa^ , a^ est le segment a.AA',...

On dit qu'un plan est orienté (1) si l'on a choisi dans ce plan un
sens pour les rotations positives. Ayant pris dans le plan un po in t
arbitraire et considérant une demi-droite (2), limitée à ce point et
tou rnan t autour en restant dans le plan, on définit l'un des deux sens
dans lesquels elle peut tourner comme étant le sens positif; on con-

(1) Cette dénomination a été introduite par M. Darboux; 'voir à ce sujet, dans le
Tome XXiïï des Mcahematùc/te Ânncden, un article de M, Stephanos, Mémoire sur Ici
représentation, etc., p. 337. Il convient aussi de rappeler les notions de semi-plan, semi-
droite, cycle, etc. 7 introduites et développées par M. Laguerre dans de nombreuses et inté-
ressantes Communioations-

(2) L'expression demi-droite sera employée dans la suite pour désigner une droite indé-
finie dans un sens et limitée de Fautre à un point; une demi-droite définit une direction.

De même l'expression demi-plan désignera une portion de plan s'étendant indéfiniment
d'un côté d'une droite.
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vient, en outre, de dire de deux demi-droites situées dans le même
plan qui tournent au tour de leurs extrémités, en restant parallèles et
de même sens, qu'elles tournent dans le même sens; le sens des rota-
t ions positives est alors défini pour tous les points du plan. Si l ' on
veut, on peut imaginer un observateur, les pieds appuyés sur le plan
et regardant tourner une demi-droite à ses pieds; lorsqu'elle passe
devant lui, elle va de sa droite vers sa gauche, ou de sa gauche vers sa
droite; V un de ces deux sens correspond aux rotations positives; si l'ob-
servateur se transporte en un autre point du plan, en restant sur la même
face (la plan, le sens des rotations positives reste le même pour lu i .

Étant donné dans un plan l'angle AOB, j 'appellerai sens de OA vers
OB le sens dans lequel une demi-droite limitée au point 0, coïncidant
d'abord avec OA, doit tourner au tour du point 0 pour venir coïncider
avec OB, en décr ivant l 'angle AOB (moindre que deux droits). Deux
angles AOB, A'O'B', situés dans le même plan, ont la même disposi-
tion si le sens de OA vers OB est le même que le sens de O'A' vers O'B';
dans ce cas, on peut déplacer et déformer d 'une façon c o n t i n u e l'ang'le
A'O'B', sans le faire sortir du plan, sans que ses côtés v i e n n e n t se p la -
cer l ' u n sur l 'autre ou dans le prolongement l 'un de l ' au t re , de ma-
nière à le faire coïncider avec AOB, le côté O'A/ coïncidant avec OA,
et le côté O'B' avec OB.

Si le plan qui contient l'angle AOB est orienté, on dit que cet angle
a la disposition directe ou la disposition inverse suivant que le sens de
OA vers OB est ou non le sens des rotat ions positives.

Si un plan est rapporté à un système d'axes coordonnés o<r, oy, il,
est, par cela même, orienté; le sens des rotations positives est le sens
de (wversoy; si les deux directions oA, oA', dont l'origine coïncide
avec l'origine des coordonnées, sont définies, comme il a été expliqué
plus haut , par les quantités a, b, d 'une part, a\ ?/, de l'autre, l'angle
AoA' aura la disposition directe ou la disposition Inverse (la disposi-
tion de l'angle ocoy ou de l'angle yooc) su ivant que le déterminant
ab' — afb sera positif ou négatif.

Si A, B sont deux directions situées dans un plan orienté, pour dé-
tinirl 'angle (A, B) de ces deux directions, on procède comme il suit :
on mènera par un point arbitraire o du plan deux demi-droi tes oa,
ob parallèles aux deux directions A, B et de même sens; qu'on ima-
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gine ensuite une demi-droite ayant son origine en o et coïncidant
d'abord avec oa, et sur cette demi-droite un point m tel que le seg-
ment om ait la direction oa et soit égal à l 'uni té de longueur; si cette
demi-droite tourne toujours dans le même sens autour du point o, et
si on l'arrête à un moment où elle coïncide avec la direct ion ob, le

•nombre qui mesure la longueur de l'arc décr i t par le point m, affecté
du signe -4- ou du signe —, suivant que l'on a tourné dans le sens
posit if ou dans le sens négatif, est ce que l'on appelle l 'angle (A, B).
Cet angle admet une infinité de déterminat ions ; toutes ces détermina-
tions forment une progression a r i thmét ique , indéfinie dans les deux
sens, dont la raison est ^TT; l 'une d'elles est en valeur absolue moindre
que .TT ; cette valeur absolue est la mesure de l ' ang le des deux direc-
tions, tel qu 'on le considère en Géométrie. J 'emploierai le symbole
( A , B ) pour désigner l 'une quelconque des déterminations précédem-
ment définies; on a alors

( A , ' B . ) - h ( B , A ) = - 2 / z 7 r ,
en désignant pa ru un nombre entier positif ou négatif.

Si l'angle (A, B) n'est pas un m u l t i p l e de T^ l 'angle aob, d é f i n i plus
haut et considéré au poin t de vue géométrique, a la disposit ion di-
recte ou inverse, suivant que celle des déterminat ions de (A, B), qui a
la plus petite va leurabso lue , est un nombre positif ou Bégatif; on peu t
dire alors que l 'angle (A, B), considéré non comme un nombre, mais
comme une figure, a, suivant les cas, la disposition directe ou la dispo-
si t ion inverse.

Si l 'on se d o n n e la f igure ( A , B ) , les l ignes t r igonométr iques de
i^mgle(A,B) sont ent ièrement dé terminées .

En considérant trois direct ions quelconques A, B, G dans u n plan
orienté, on a

(A , B) -t- (B, C) -4- (C ,A) =. a/z7T,

n étant un nombre entier positif ou négatif,
Lorsqu'un plan (P) est rapporté à des axes coordonnés o.r, oy, on

rapporte souvent les directions contenues dans ce plan à la direc-
tion ox', on dit, dans ce sens, qu'une direction oA est définie par
l'angle 9, quand l 'amgle (ox, oA) est égal à Ô. •

Si les deux directions A, B, sans être situées dans un plan orienté,
Ann. de l ' É c , Normale. 3e Série. Tome III .— FÉVRIER ï886. 7



30 J. TANNER V.

sont paral lè les à un tel p lan , on peut conserver , pout ' l ' ang le (A, B)
de cesdeax directions, la déf in i t ion précédente .

Si, dans l 'espace, les deux direct ions A, B ne sont pas parallèles à
u n plan or ienté , l 'angle de ces deux d i r e c t i o n s devra encore être re-
gardé comme a d m e t t a n t une inf in i té de d é t e r m i n a t i o n s ; on les ob-
tiendra toutes en o r i en t an t un plan para l l è le à ces deux d i rec t ions , .
d'abord d 'une façon, puis de P a u l r e ; en désignant l 'une quelconque
de ces déterminations par a, elles seront toutes comprises dans la for-
mule

-h- ,

où le nombre n doit p rendre toutes les va leurs ent ières positives ou
négatives. Il n'y a pas lieu, dans ce cas, de distinguer l 'angle des d o u x
directions A, B de l 'angle des deux di rec t ions B, A ; le cosinus de
l 'angle de ces deux directions, supposées données, est e n t i è r e m e n t
déterminé; le sinus et la tangente sont dé te rminés au signe près.

Considérons deux droites sur lesquelles on ai t respec t ivement choisi
deux di rec t ions positives OX, CVX'; imaginons u n segment égal à
l ' u n i t é de longueur porté sur OX, dont le sens, enf in , soit ce lu i de la
direction OX ; soit i le nombre positif ou négat if qu i mesure la pro-
jection de ce segment sur O'X^, projection effectuée au moyen de
plans paral lè les à un plan fixe P. Si un segment porté sur OX ou pa-
ral lèlement à OX est mesuré pa r le nombre a, le nombre ci' q u i me-
sure la projec t ion de ce segment sur O^X', fa i te p a r a l l è l e m e n t au
p l a n P, sera l ié au nombre ci pa r la r e l a t i o n

€1'':=:. Cil.

En particulier, si les projections sont orthogonales, le nombre i
sera le cosinus de l'angle des deux directions OX, O'X'.

On dit que l'espace est orienté si l 'on a choisi un sens pour les rota-
tions directes.

Supposons que sur une droi te on ait choisi u n e direction; imaginons
un observateur couché sur la d ro i te , traversé des pieds à la tête par
cette direct ion et e n f i n un demi-plan l imi té à la droi te et t ou rnan t
a u t o u r ; quand l 'observateur v o i t ce plan passer devan t lui , il peu t le
voir aller de sa d ro i t e vers sa gauche ou de sa gauche vers sa dro i te ;
l ' un de ces deux sens sera dit direct; dès que ce sens aura été choisi,
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une direction quelconque é t a n t donnée sur une droite quelconque, on
saura ce qu ' i l f au t entendre par un plan qui toupne au tour de cette
droi te dans le sens direct ou dans le sens indirect , relativement à
cette d i rec t ion ; si, sur une même droite, on considère deux directions
opposées, les sens des ro t a t ions directes qui leur correspondent sont
évidemment contraires .

Considérons un t r ièdre OABC et Imaginons un observateur ayant les
pieds en 0, traversé des pieds à la tête par la direct ion OC et regar-
d a n t la face AOB; imag inons enf in un demi-plan l i m i t é à la droi te
indéf in ie (C) sur l a q u e l l e se trouve la direct ion OC. et s ' appuyan t
d'abord sur la face AOC; lorsque ce plan tourne a u t o u r de la droite
(C) de manière à veni r s ' a p p l i q u e r sur la Face BOC en décr ivant rangle
dièdre OC, mo ind re que deux droi ts , l 'observateur le voit tourner
dans un certain sens (de gauche à droi te ou de droite à gauche);
c'est le sens que j ' appe l l e r a i sens de OA vers OB pour l 'observateur
couché sur la d i rec t ion OC. Pour le même observateur , le sens de OB
vers OA" est contraire au sens de OA vers OB ; pour les observateurs
couchés su ivant les d i rec t ions OA, OB, OC, les sens respectifs de OB
vers OC, <le OC vers OA, de OA vers OB sont les mêmes.

Deux trièdres OABC, O'A-'B'C' ont la même disposition si, pour l'ob-
servateur couché suivant OC, le sens de OA vers OB est le même que
le sens de O'A' vers O'W pour l 'observateur couché suivant O'C'; s 'il
en est ainsi , on peut, en déplaçant et en déformant d 'une manière con-
t inue le trièdre O'A'B'C', sans que les trois arêtes soient jamais dans
un même plan , l 'amener à coïncider avec le trièdre OABC, O'A7 coïn-
c idant avecOA, O'B' avec OB, O'C' avec OC; réc iproquement , si ce t te
coïncidence est possible de cette manière, les deux trièdres on t même
disposition.

Les trois trièdres OABC, OBCA, OCAB ont une même disposition,
différente de celle des trièdres OACB, OCBA, OBAC.

Si l'espace est or ienté , on dira que le trièdre OABC a la disposition
directe ou inverse, suivant que, pour l 'observateur couché suiVc'mt OC,
le sens de OA vers OB est direct ou non .

Si l'espace est rapporté à trois axes de coordonnées ooc, oy, os, i l
est orienté par cela même; le sens des rotations directes est le sens
de OX vers OY pour l 'observateur couché suivant OZ.
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Un trièdre a la disposi t ion directe ou inverse, suivant qu'i l a ou
non la disposition du trièdre oxyz', si les trois directions OA, OA', OA'\
d o n t l 'origine est à l 'origine des coordonnées, sont définies respecti-
vement par les q u a n t i t é s a, b, c; a\ b ' y c ' ; a'7, ///, c'\ la disposit ion du
trièdre OAA'A" sera directe ou inverse suivant que le dé terminant

a b c
ci' b' c'

a" b" . c "

sera positif ou négatif . Si, en effet, on déplace d ' une façon c o n t i n u e
les directions OA, OA', OA'\ les quant i lés a, &, c; a\ //, c / ; a , b\ (f
varieront d'une façon c o n t i n u e ; le d é t e r m i n a n t précédent ne pourra
changer de signe et s 'annuler que si les t rois direct ions viennent dans
un même p l a n ; ' e n f i n , i l est positif quand OA, OA\ OÂ" coïncident
respectivement avec o.:r, oy, oz. En pa r t i cu l i e r , si. ces axes sont rec-
tangulaires et si les trois directions OA, OA/, OA" forment un trièdre
trirectangle à disposit ion directe, si les neuf quant i tés ci, b, c, .. <
sont les cosinus d i rec teurs de ces direct ions, le dé t e rminan t sera,
égal à -+- i , et chacun de ses éléments sera é^al au m i n e u r corres-
pondant .

Supposons toujours l'espace orienté. Considérons un p lan (P) et
une direction (D) non paral lè le au p l an ; imaginons un demi-plan
l imité à la droite sur l a q u e l l e se trouve la direction (D) et t o u r n a n t
autour de ce t te droite', relativement à celte d i r e c t i o n , dans le sens
direct ; la trace de ce p l an mobile sur le p l an (P) tournera dans un
certain sens autour d 'un po in t de (P); ce sens pourra être pris pour
le sens des rotat ions positives dans le p l a n (P); si l 'on a fa i t cette
convention, on dira que l 'orientation du (P) correspond à la d i rec t ion
(D). Le cas le plus u t i le à considérer est celui où la direction (D) est
perpendiculaire au plan. Par exemple, on peut orienter tous les plans
tangents à une sphère par cette condi t ion que, pour chacun d'eux,
l'orientation corresponde à la direction qui va du centre de la sphère
au po in t de contact»

Inversement, si l 'on se donne un plan orienté (P), on pourra, sur
chaque droite ( d ) non paral lèle au plan (P), choisir une direction
déterminée (D), qui corresponde à l 'orientation du plan. Si l'on
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marche dans une telle direction en par tant d'un point du plan (P), on
pourra dire que l 'on va au-dessus du plan (P); les deux régions de
l'espace situées l'une au-dessus du p lan orienté (P), Fautre au-des-
sous, se t rouvent , ainsi nettement distinguées.

Si OA, OB sont deux directions situées dans un plan orienté (P), si
OC est une direction qui corresponde à Forientat ion du plan (P), le
tr ièdre OABC aura ou non la disposition directe suivant, que, dans le
plan (P), l'angle AOB a ou non la disposit ion directe.

Étant donnés deux plans orientés (P), (Q), non perpendiculaires
entre eux, on dira que les orientations de ces deux p lans sont les
mêmes, si les directions perpendiculaires aux plans (P), (Q) qui
correspondent aux orientations de ces plans font entre elles un angle
aigu.

Soient AB un segment e f c O un point : le segment OC, dont la l i^ne
d'action est perpendiculaire au plan q u i passe par le po in t 0 et la
d ro i t e AB, dont la d i rec t ion OC est telle que le triè.dre OABC a i t la
disposition directe, don t la l o n g u e u r entin est mesurée par un nombre
(posit if) égal au p r o d u i t des d e u x nombres (positifs) qui m-esurent
F u n la l ongueur du segment AB, l 'autre la d i s t ance du point 0 à la
l igne (Faclion de ce segment, esî dit le m o m e n t du segment AB par
rappor t au po in t 0; la même dénomina t ion s 'appl ique à tout segment
équipol len t à OC. On peu t dire que le nombre (posi t i f ) qui mesure
la longueur OC est égal au double du nombre qui mesure Faire du
triangle AOB,

Les moments des segments AB, BA, par rapport au p o i n t 0, sont
égaux et opposés.

Supposons que sur la ligne d'action du segment AB ou ait choisi
une di rec t ion positive; soit a le nombre positif ou négatif qui mesure
le segment AB. Si du point 0 on abaisse, sur la l igne d 'act ion du seg-
ment AB^ une perpendiculaire 00^ puis que l'on fasse tourner , d 'un
angle droi t , au tour de la l igne d 'act ion de AB, dans lésons direci cor-
respondant a la direction positive choisie sur cette ligne, le demi-plan
que l imi te cette ligne et qui, contient le point 0, le segment O'O viendra
occuper une position O'O^ ; le moment du segment AB par rapport îui
point 0 sera équipollent au segment a. O'O^

Le moment de AB par rapport au point 0 est nu l si le point O^es t
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situé sur la ligne d 'action du segment AB, ou si le segment AB est n u l ;
il ne peut être nul que dans ces deux cas.

Si un segment se déplace sur sa ligne d'action, en restant d 'a i l leurs
équ ipo l l en t à lui-même, son moment par rapport à un point fixe quel-
conque ne change pas.

Si le plan des trois po in ts AOB est orienté et si sur la perpendiculaire
à ce plan on prend comme direction positive la direct ion correspon-
dante à l 'orientation du plan, le nombre positif ou négatif qui mesure
alors le moment de AB par rapport au po in t 0 n'est autre chose que ce
qu'on appel le , dans les Traités élémentaires, moment du segment AB
par rappor t au p o i n t 0.

Lorsqu'il s'agira de points situés dans un plan orienté, il n 'y a au-
cun inconvénient à employer le mot moment pour désigner soit un
segment de droi te , comme dans la première d é f i n i t i o n adoptée, soit un
nombre positif ou négat i f , comme on le fait habi tue l lement . Si l 'on
sous-entend, comme on le fera dans la suite, que la direct ion posit ive,
perpendiculaire au p l a n , sur l a q u e l l e est porté le segment, correspond
a l 'orientation du p l a n , cela revient à n ' emp loye rqu ' un mêmesymbole
pour désigner un segment et le nombre positif ou négatif qui le repré-
sente, d'après les conventions an té r ieurement adoptées.

je désignerai dans ce qui suit par le symbole (ABO) le moment du
segment AB par rappor t au point 0 ; les trois segments (ABO), (BOA),
(OAB) sont équ ipo l len t s ; il en est de même des segments (BAO),
(AOB), (OBA), qu i sont égaux et opposés aux précédents.

Le m o m e n t d'un segment AB par rappor t à u n e droite D est la pro-
jection or thogonale sur celte droi te du momen t du segment AB par
rapport à l 'un quelconque 0 de ses points; c'est encore, si l'on veut,
le moment par rapport au point 0 de la projection orthogonale A'B'
du segment AB sur un plan mené par le point 0 perpendiculai rement à
la droite D ; l 'équivalence manifeste de ces deux déf ini t ions mont re
bien que la première est, comme la seconde, indépendante du point 0.
Si l'on a choisi sur la droite D une direction positive, le moment de
AB p^r rapport à la droite D sera mesuré par un nombre positif ou né-
galif. Le momen t d'un segment par rapport à un point 0 est la somme
géométrique des moments de ce segment par rapport à trois droites
rectangulaires passant par ce point.
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Etant donnés dans l'espace un système que lconque de segments et un
p o i n t 0, on appelle moment résultant du système par rappor t au point
0 la somme géométrique des moments par r a p p o r t à ce point des divers
segments qu i composent le système,

Considérons d'abord u n système de segments tels que leurs l ignes
diction passent par un même poin t ; je conv iendra i d 'appeler résul'
teinte de ces segments un segment équ ipo l len t a la somme géomé-
t r ique des segments donnés et dont la ligne d'action passe par le po in t
commun aux lignes d 'action de tous ces segments.

Étant donné un système de segments, tels que leurs lignes d'action
passent par un même po in t , le moment résu l t an t de ce système par
rapport à un po in t que lconque est é q u i p o l l e n t au m o m e n t , par rappor t
au même po in t , de la résultante du système.

Si l'on admet ce théorème, on voit, en p ro je tan t o r thogonalement les
moments sur u n e droite passant par le po in t par r appo r t auque l on
prend les moments , que la somme géométr ique des moments des seg-
ments du système considéré, par r a p p o r t a une droi te que lconque , est
égale au moment , par r a p p o r t a la même droite, de la r é su l t an te du
système.

Inversement , si ce second théorème éta i t é tabl i , le premier en résul-
terai t immédia tement , puisqu'il serait prouvé que les projections sur
une droite de direction que lconque des deux segments dont on a à
prouver Féquipollence sont deux segments équipol len îs . La démon-
stration du premier théorème est donc ramenée à celle du second, qui
va résuller fac i lement de la remarque suivante .

Soit (P) un p lan orienté, soient dans ce p lan AA^ un segment et 0
un poin t ; soit, t ou jou r s dans le p lan , OX une direction telle que
l 'angle (OA, OX) soit égale à 4- ^; considérons OX. comme la direction
positive choisie sur la perpendiculaire à OA ; la projection Oa, du seg-
ment AA, sur celte droi te sera représentée d'après nos conventions par
un nombre positif ou négat i f ; soit enfin r i e nombre positif qui me-
sure la longueur OA ; on aura

( A A i O ) = = / ' x O^i,

en désignant par (AA,0) , Oa, les nombres positifs ou négatifs qui
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représentent;, d'après nos conventions, les segments que désignent les
mêmes symboles.

Ceci posé, considérons dans le plan (P) des segments en nombre
quelconque dont les lignes d'action passent par un même point A ; on
peut, pour l 'évaluation de leurs moments , supposer que tous ces ser-
ments a i en t pour origine le p o i n t A; désignons-les alors par A A , ,
AA^, . . . , AA^ ; soil AS leur résu l tan te ; soient toujours 0 le poin t par
rappor t auquel on prend les moments et OX la direction te l le que
l 'angle (OÂ,OX) soit égal à -j- '-', on aura, en adop tan t toujours les
mêmes convent ions et en désignant par a^ a^, . . . , a^, s les projections
sur OX des points A.,, A^, . . . , A,/, S,

( A A i O ) •=:/• x O^i,,

(AA,,0)=rx Oa,,
(ASO) =:rx0^

0 s =: 0 a^ -h () ci^ ~r. . . -4- 0 a,,.

On en conclut

(ASO) = (AA^O) + (AA^O) +.. .-h (AA,,0).

Cette égalité est une égalité entre des nombres ; elle exprime ce fait
géométrique que le m o m e n t de la résul tante par rappor t à la perpen-
diculaire au plan (P) menée par le point 0 est égale à la somme ^'éo-
mét r ique des moments par rapport à la morne dro i te des éléments du
système. C'est, dans le cas pa r t i cu l i e r où tous les segments sont dans u n
même plan, le théorème don t on a besoin.

Si l'on considère maintenant un système quelconque de segments
dont les lignes d'action passent par un même point A et une droite
quelconque (D), il suffira, pour obtenir le théorème général, d 'appl i -
quer le théorème particulier que l 'on vient de démontrer au système
de segments formés par les projections orthogonales des segments
donnés sur un plan (P) perpendiculaire à la droite (D), en prenant les
moments par rapport au point 0 où la droite (D) perce le plan (P).

Soient AA< un segment, 0, 0' deux points quelconques; la diffé-
rence géométrique (AA^O7)— (AA,0) enire les moments du segment
AA, par rapport aux points 0' et 0 est égale au moment (0^ 6 ' ) par
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rapport au po in t (Y d'un segment Oa, équipo-l lent à AA^ ei ayant le
p o i n t 0 pour origine.

Soit en effet Aco un segment équ ipo l ien i à 00'et ayant pour origine
le po in t A; AC/ é t a n t la résul tante des deux segments Aco et AO, on
aura , en d o n n a n t aux signes ==, 4~, — le sens géométr ique,

( ra i l l eurs

donc

(A ( yAO^ (AcoAO+(AOAO;

(AA.cn^-^AcyAo,
( A A i O ) —'-(AOAi).
( A A ^ G . ) ) = - (AG: )A , ) :

(AAïO^-^A'AïO^-^AA^). -

Mais, comme on peut passer de la figure formée par les trois points
A, A^ ûû à la figure formée par les trois points 0, a^ 0' par u n e trans-
lat ion égale à AO, il est c la i r que le segment (AA,co) est équipol len t
au segment (O^CV) et le. théorème est démont ré .

Il résulte de là que, si Fon considère un système quelconque ('2)
de segments et deux poin ts 0 et CY, la différence géométrique entre
tes moments résultants de ce système par rappor t aux points (Y et 0
sera égale au moment par rapport à (Y d'un segment équipol lent à la
somme géométrique des éléments de (2) et dont la l i g n e , d'action
passe par le point 0. En particulier, si la somme géométrique des élé-
ments de (2) est nulle, le moment résul tan t de (2) par rapport à un
point est indépendant de ce point . C'est ce qui. arrive, lorsque (2)
se rédu i t à un couple, c'est-à-dire à deux segments dont les lignes dic-
tion sont paral lèles, qui ont des longueurs égales et des sens opposés.
Les moments résul tants d'un couple par rappor ta deux points quelcon-
ques sont équipollents ; ce moment constant, équipoilent par exemple
au moment de l 'un des éléments du couple par rappor ta un po in t s i tué
sur la l igne d'action de l 'autre, est ce qu'on appel le Vaxe du couple.

Deux systèmes de segments (2), (^/) sont dits équivalents si la
somme géométrique des éléments de l 'un est équipôl iente à la somme
géométrique des éléments de l 'autre , et si, en outre, 'Je moment résul-
tant de l 'un par rapport à un po in t 0 est équ ipo l len t au moment résul-
tant de l 'autre par rapport au même point.

Àrm. de l*Èc, Normale. 3° Série. Tome ilï. — FÉVRIER 1886. 8
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II résulte du théorème précédent que cette déf ini t ion ne dépend pas
du choix du point 0.

Deux couples dont les axes sont équ ipo l len t s consti tuent deux sys-
tèmes équivalents.

Un ensemble de couples est équivalent à un couple dont l'axe serait
la somme géométrique des axes des couples donnés.

Enfin un système quelconque est équivalent au système que forment ,
d 'une part, un couple dont l'axe est le moment résultant du système
par rappor ta un point arbi traire 0, de l ' au t re , un segment équ ipo l len i
à la somme géométrique des éléments du sysleme et dont la l igne d'ac-
t ion passe par le point 0. Si ce po in t peut être pris de manière que
le moment résultant soit nul , le système est équivalent à u n segment
un ique qui est d i t la résultante du système.

Supposons que l'espace soit rapporté à des axes coordonnés rectan-
gulaires ox, oj, oz, et soient A^ A^deux points ayant pour coordon-
nées respectives <x-Y,y^ s,, ; ̂  j^, ̂  : le moment du segment A ,A^
par rapport à l 'origine o sera le segment qui va du poin t o au point 1
dont, les coordonnées sont

Jl ^â —— J 2 ^1 ; ^1 ^2—— ^2 -^1 ? ix! ,/2 -~ -^âjl ?

la direction oles ten effet perpendiculai re aux deux d i rec t ionsoA( , oA^,
le trièdre c A ^ A ^ I a la disposition directe, puisque le dé t e rminan t

•^1 -^2 .71^——72^1

,Yi }'2 z! ̂ ï ~~ •^a'21!

^i •z •2 a' i y 2 """""' ••'̂ 'a,}' i
est pos i t i f ; enfin le nombre qui mesure 01 est bien? comme il esl aisé
de le voir, le double du nombre qui mesure l'aire du triangle o A < A^.
Les nombres y ^ z ^ — y ^ z ^ z ^ x ^ -- z^x^ ^ -^ya—^yi mesureront les
moments du segment A^A^ par rapport, a u x droites ox^ oy, oz.

Considérons un corps solide (S) q u i t o u r n e a u t o u r d 'une droil.e (D)et
un denii-plan l imité a la d ro i t e (D), invariablement lié au corps (S) ;
soit Aa la valeur absolue de l'angle in f in iment petit décrit par le demi-
p l a n , à partir de l'époque t pendant l ' intervalle de temps in f in imen t
pet i t A<?; la vitesse angulaire du corps solide à l 'époque t est un seg-
ment d o n t la longueur est mesurée par le nombre positif qui est la
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l i m i t e de -,-î dont la ligne d'action est la droite (D), dont le sens est
tel, que l'observateur couché sur la droite (D), traversé des pieds à la
tête par la direction du segment, voie la rotation s'effectuer dans le
sens direct. Si sur la droite (D) on a choisi une direction positive,
le segment qui représente la vitesse angulaire sera mesuré par un
nombre positif ou négatif ; on donne aussi à ce nombre le nom de
zntesse eingulaire»

Quand un corps solide tou rne autour d'une droite (D)^ la vitesse
d'un quelconque de ses points, à l 'époque t, est le m o m e n t par rapport
à ce point de la vitesse angulaire à l 'époque t.

Cette remarque, les théorèmes précédents 'sur les monienis et la
proposition relative à la composit ion des vitesses clans le mouvement
relatif permettent de constituer fou le la théorie de la composit ion
des rotations.

Un segment peut être variable; il peut être regardé comme une
fonc t ion d 'une variable numérique, si, pour chaque valeur de cet te
variable, il est déterminé, au moins en grandeur et en d i rec t ion . Si l 'on
désigne par t la variable n u m é r i q u e , on peut représenter pary'(^) un
segment qui dépend de cette variable; ce symbole désigne, bien en-
tendu, non une fonction numérique, mais une fonction géométrique-

Si à chaque longueur donnée S correspond un nombre posi t i fs , tel
que la différence géométrique f(t^ + À)— fÇ to ) ^ i t une longueur
moindre que à, pourvu que le nombre À soit en valeur absolue moindre
que s, la fonction géométrique/^) sera dite continue pour t == ^o-

D'après les conventions adoptées au début , le symbole

j,[j\t^h)-f{t^

ou A est un nombre et où le signe — a le sens géométrique, désigne
un certain segment; s'il existe un segment f'Çt), tel que, à chaque
longueur donnée S corresponde un nombre positif £, tel que la longueur
de la différence géométrique

A^^-fW ^,.,.__^——.._ -y ^)
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soit moindre que à, pourvu que le nombre À soit, en valeur absolue,
moindre que £, on dit que le segment/(^) admet une dérivée géomé-
trique. Cette dérivée géométrique est le segment/'^). De la not ion de
dérivée géométrique première on passe à la not ion de dérivées géo-
métriques seconde^ troisième, etc.. . .

Dans le cas où la ligne d'action du segment f(t) reste paral lèle à
une droite fixe, sur laquelle on a choisi une direction positive, on peut
donner,, d'après les conventions expliquées au début, une signification
numérique au symbole/^) ; la dérivée numér ique de la fonction nu-
mérique/^) représente alors, d'après les mêmes conventions, la dé-
rivée géométrique du segmentyf^).

Si A , B , C , . . - désignent des segments géométriques, fonctions d 'une
variable t, adme t t an t des dérivées géométr iques A', B\ G 7 , . . . , et si
a, p, y , . . . désignent des nombres constants , la somme géométrique

aA.+?S5+yC+ . . .

des segments aA, [SB, yC, . . • admett ra pour dérivée géométrique la
somme géométrique

^ A/ 4- |3B/ -1-7 (:/•+-...

des segments aA', PB' , -yC' , . . . 9 dérivées géométriques des segments
aA, PB, yC, ... ; la démonstration est identique à la démonstrat ion
du théorème correspondant d'Analyse. On peut même supposer que
les nombres a, ^ y, ..., au lieu d'être des constantes, sont des fonc-
tion numériques de la variable t\ en désignant alors par y/, f^,
y' leurs dérivées numér iques , la, dérivée géométrique du segment
aA -+- PB -+- yC -\- ... serait le segment

ffJK + (3T> + / C -+•...+ aK' + .(SB' -h y ̂  4-.. •,

le signe 4- se rapportant toujours a l 'addit ion géométrique.
Il résulte de ce théorème et de ce que, si l'on a pris trois axes coor-

donnés ooc, oy, oz^ tout segment peut être regardé comme la somme
géométrique de ses trois projections sur ces axes, que si les projections
sur ces trois axes d'un segment variable ont des dérivées (géométri-
ques ou numériques), le segment a une dérivée égale à la somme géo-
métrique des dérivées de ces projections; inversement ces dérivées sont
les projections sur les axes de là dérivée géométrique du segment.

On voit de même que, si l'on projette le segment sur le p lan des^ry
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par exemple, au moyen de parallèles à l'axe des z , la dérivée géomé-
t r i q u e de la projection est la project ion de la dérivée géométrique d u
segment, considéré.

La vitesse d 'un po in t mobile est la dérivée géométrique, par rappor t
au temps, du segment qui va d'un p o i n t fixe quelconque au point
mobile, l 'accélération est la dérivée géométrique de la vitesse.

Supposons que le segment /(f) admette pour dérivée géométrique
le serment f(l) et que, lorsque t varie de a à &, la longueur de ce
dernier segment reste infér ieure ou égale à une longueur fixe L, la
l ongueu r du segment

fW^-fW
b—a

sera au p lus égale à L ; clans cette formule le signe — au numéra teur
a le sens géométrique; le numérateur est un segment qu i doi fc être
multiplié, au sens expliqué plus haut, par le nombre jj-zTa' Si l'on
suppose que le segment/^) ait une origine fixe el que l'on regarde
la variable £ comme' représentant le temps, cela revient à dire que,
pendant un intervalle fini, la vitesse moyenne d'un mobile ne peut.
pas être constamment supérieure à la vitesse de ce mobile; sans
insister davantage sur cette proposition, dont il serait bien facile de
rendre la démonstration rigoureuse en supposant que la fonction géo-
métrique/'^) soit continue, je remarquerai qu'elle peut jouer, dans
bien des cas, le même rôle que, dans l'Analyse, la formule des accrois-
sements finis.

On trouvera, de même, une interprétation géométrique de la for-
mule de Taylor et du terme complémentaire (*) ou de diverses formules
analogues.

Je me contenterai de renvoyer le lecteur au Mémoire de M. Darboux
Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable (Journal
deLiowille, 3e série, t. II, p. 291). Sans doute les problèmes qu'à traités
M. Darboux paraissent très différents de ceux que je signale, mais la
méthode qu'il a suivie s'applique a ces derniers, avec des modifications
insignifiantes.

( 1 ) La significaLion cinématique de la série de Tayior a été signalée par Môbius, Journal
de Crelle, t. 36.
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I I .

Considérons un plan fixe (p) et un plan mobile (P), qui se meu l sur
le plan (p) en coïncidant constamraentaveclui ; supposons leplan(/ / )
rapporté à un système d'axes coordonnés rectangulaires ox, oy. Soient:,
à l 'époque t, x , y les coordonnées d 'un point que lconque M invaria-
b iemen t l ié au plan P ; a, v les coordonnées du centre nus t an l ané de
rotation ï ; soit enfin co la vitesse angulaire de rotation du p lan (P).
En désignant par AB une direction quelconque i n v a r i a b l e m e n i liée
au plan (P) et par a l 'angle (ox^ AB), on a

d^.
Ci) =r: —— ;

d t '

co est un nombre positif ou négatif. Cette défini t ion coïncide avec la
déf in i t ion donnée antérieurement de la vitesse angulaire comme un
segment porté sur la direct ion perpendiculaire au p lan (P) qui corres-
pond à l 'orientation de ce plan.

Ceci posé, les project ions ̂ , ̂  sur les axes ox, oy de la vitesse du
point M sont données par les formules

clx f ^ \
- , •== — (,) (y — f) =r= c,,) r COS © 4- - ?
eu \ 3 /

- == r,) {x— u) =: G) /• si,n ( o 4" 7r ) ?ui, \ ' •^ ï

'en désignant par r== + ̂ ^-^--^^ ^ nombre positif qui
mesure la distance IM et par ç l 'angle {aoc, l 'M), défini par les égalités
(2 ) , ^ — u ==: r ces 9, y — (/' ==: r sin 9.

On déduit des équations (ï), en prenant les dérivées par rapport
à t,

d'^V . r/v
-^=:^C./(j-.)-f-^./^.)^:.

<r / / , , dx—— -==. vy{x—u)—(,yu1-^^—,alt dt

où o^, ?/, ^ sont les dérivées de œ, ^, v ; en posant
(3) ^=:Vcos0, p '^Vsinâ,
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et en tenant compte des équations (i), les valeurs des projections sur
les axes ox, oy de l'accélération du point M deviennent

\ -— =r. f^r cos (o -4- 71) +• (x)V cos ( Q — t- ) -4- c^r ces ( © + - ) ,
^ s a^ \ 2/ V 2 /

i ^â >'' ') • / \ xr • //-, ^ / < / 7T\f -,~r == G)- r sin (o -4- TT) + o.)V sin [ Q — — -+- G,)' 7' sm o -i- - •[ eu- • / \ ay v 27
Ces fo rmules s ' interprètent immédia tement (y^'.i) ; ia direction définie
par l ' angle ç "+• TT est la direction Ml; l'angle 6 défini t , sur la tangente

Fîg, ï .
K |

/'

\

c o m m u n e en I aux deux courbes (C'), (C), l ieux du centre ins tan tané
dans les plans (p) et(P), une direction déterminée JT, telle que l 'angle
{ox, 1T) soit égal à 9 ; Y esî< un nombre positif ou négatif qui mesure
un segment porté sur cette direction. Ce segment n'est autre que 3a
vitesse avec laquel le se déplace, dans le plan/?, le centre instantané de
r e l a t i on ; l 'angle 6 — - définit sur la perpendiculaire à IT une direc-

tion IK, te l le que l'angle (IK, IT) soit égal à 4- ^; enfin l'angle <p -h ^
défini t , sur la perpendicula i re à IM, une direction IN telle que l 'angle
(IM, IN) soit égal à + 7C : ceci posé, l 'accélération du point M est ma"

3

ni fes tement la somme géométrique de trois segments ;
i° Le segment oc^MI ;
2° Un segment mesuré par le nombre coV por t é sur la di rect ion ÎK ;
3° Un segment mesuré par le nombre o/r porté sur la direction IN.
Cette proposition s'établit facilement par des considérations géomé-

triques qui , si l 'on y regarde d 'un peu près. sont absolument équiva-
lentes aux calculs d'ou on l'a déduite .
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Déterminer l'accélération du point M, c'est trouver la dérivée géo-
métrique de sa vitesse.

Soient
in, m' deux positions, dans le p lan ( p ) , aux époques l c i t -}- -X^ du

point M du plan (P) ;
i ^ y <^/ les vitesses de ce point ;
co et œ 4-Ao> les vitesses angulaires du plan (P);
1 et F les centres instantanés de ro ta t ion aux mêmes époques.

11 s'agit d'avoir la limite, pour Lt == o, du segment

^'///' — ^'//
~—^~~

soit t4, la vitesse qu 'aura i t , au temps t, le point du plan (P) qui, à ce
moment , coïncide avec le point m' d u plan ( p ) : on a, en d o n n a n t aux
signes le sens géométrique, comme dans la formule précédente et dans
le reste de la démonstration,

^ / n ' ^ f i f ___ ^// / '— f///' ^ ^in' — ^in
~^t "1"' —^— -•" ^— •

Considérons la deuxième partie : on obtient les segments v^ et ̂  en
faisant tourner de l 'angle 4- îr les segments colm, coW; l eu r diffé-
rence géométrique ̂  — ^ s'obtiendra donc en faisant tourner du
même angle le segment

G.)(IW/~- î/n) =-- &). mm1'.

D'ailleurs le segment7^- n'est autre que la vitesse moyenne, pendant
l'intervalle de temps U, du point M; la limite de ce segment s'obtient
en faisant tourner de l 'angle + ^ le segment co Im, par conséquent

la limite du segment!^^ s'obtiendra en faisant tourner de l'angle
Tt TT
^ •+" 3- == Tc le segment œ2 \m : cette l imite n'est autre que le segment
oj2 wl. Considérons maintenant la première partie

^ZL .̂
M 3
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on obtient v^' en faisant tourner de l 'angle -h ^ le segment
(co -h- Aco) V m\ en sorte que le numérateur de l'expression d o n t on
cherche la l imite s'obtient en faisant tourner de l'angle 4- 7L le ser-
ment

( G,) -4- AG) ) Ï' m' -— G.) 1 m' =-- r,) ( F m' — I /^/ ) -.1- AGJ F /;?/ -^ r,j 1' 1 -\- AÛJ F m' -,

on aura donc à faire tourner de l'angle -+- ^ la l imi te du segment

uï'î A^_, ,
^+^ÎW. •

Or-. est la vitesse moyenne du centre instantané de rotation pendant
r inlerval le A^ ; la l imite de ce segment n'est autre chose que la vitesse
I R d u centre ins tan tané ; la l igne d'action de ce dernier segment est la
tangente commune en 1 aux deux courbes (C) et (G 7 ) , la l im i t e du
serment co -.-" = — œ — sera

•-G)IR=:Û)M.

On aura à faire tourner ce dernier segment de l 'angle 4" ;" ou, si l 'on

veut, le segment OJÏR de l 'angle — ^; enfin le segment— IW aura
manifestement pour limite le segment o/Iw; on aura à le faire
tourner de l'angle "+- ^L; on a ainsi retrouvé les trois parties dont l'ac-
célération du point M est la somme géométrique.

On observera que la dernière partie n ' in te rv ien t pas dans l'expres-
sion de l 'accélération normale du point M. Quant aux deux premières
parties, il est naturel de les composer de la façon suivante : soit (fîg^ r),
sur la no rmale commune a u x deux courbes (C), (C') un segment IG
qui , en prenant IK pour direction positive, soit mesuré par le nombre
y
— : le poin t G est dit souvent pôle des inflexions. Les deux premièrespar-
ties don t se compose l 'accélération du p o i n t M sont les segments
o^MI, OL^IG dont la somme géométrique est (^MG, en sorte que, si l'on
désigne par y la projection orthogonale du point G sur OM, l'accéléra-

AIÏIÎ. de URc. Normale. 3° Série. Tome ïil. — FÉVRIER 1886. 9
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tlon n o r m a l e du po in t M sera le segment O J ^ M Y ; de la const ruct ion de
l 'accélération normale, il sera bien facile de dédu i re la construction du
centre de courbure de la trajectoire du poin t M ; mais, avant de m'oc-
cuper de ce sujet, j'ai besoin de faire une courte digression.

Supposons que, h l 'époque t, on fasse, correspondre à chaque poin t
M du p I a n ( P ) le centre de courbure M' de la trajectoire de ce point.
Si l 'on considère deux points i n f i n i m e n t voisins M, M , , les points cor-
respondants M', M^ seront infiniment voisins, puisque, en ver tu de ce
qui précède, la différence géométrique entre les accélérat ions normales
des points M, Mi est i n f i n i m e n t petite.

I I résul te de là que, si l'on considère une courbe ( F ) , i n v a r i a b l e -

Fig. 2.

ment liée au plan (P), et la courbe (F') enveloppe des positions que la
courbe (F) vient occuper dans le p lan (/?), en sorte que, d'après une
proposition bien connue, la courbe (F) touche à l 'époque t, la courbe
(F') au pied A de la normale IA abaissée du centre ins tantané de rota-
tion 1 sur la courbe (F), le centre de courbure W de la courbe (F'), re-
latif au point A, correspondra au sens que je viens de dire, au centre
de courbure M de la courbe (F) relatif au même po in t A. Il suffi t , pour
s'en convaincre, (le jeter un coup d'œil sur 1a fig. 2.
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(F) et (F/) son t deux positions de la courbe (F) aux époques
t et t •+• A^; 1 el F ies centres instantanés de rotation aux mêmes épo-
ques; TA, l'a, sont les normales abaissées respectivement des points
I, F sur les courbes (F), (F<) , qui touchent leur enveloppe (F') en
A et G^ ; a est le point de (F) qui, à l 'époque t -+- A^, vient en a^ ; la
normale à (F) en a coupe la normale ÏA en A au point p, in f in imen t
voisin du centre de courbure M de la courbe (F) relatif au point A, la
normale Fo^ en a^ à la courbe (F,) coupe la droite IA en un point [j/
inf iniment voisin du centre de courbure M' de l'enveloppe (F7), puisque
les deux droites IA, Fa^ sont deux normales i n f in imen t voisines à cette
enveloppe ; d'ailleurs à l 'époque t -h A^ le segment ap. v i e n t 'occuper
la position a, [j-, sur la normale en o^ à la courbe (Fi), en sorte que la
droite [ j^a^F est la normale en [ĵ  à la trajectoire [f.[j^ du point (JL; par
suite, le po in t [j/ intersect ion de deux normales in f in iment voisines à
cette trajectoire est aussi i n f i n i m e n t voisin du centre de courbure de
la trajectoire du po in t M ; par suite enfin, le point M' correspond bien
au poin t M.

En particulier, le poin t C centre de courbure de la courbe (C), relat i f
au point! où cette courbe touche son enveloppe (C), a pour corres-
pondant le point C' centre de courbure de la courbe (C') relatif au
même po in t I.

Ceci posé, conservons danslay?^". 3 les mêmes nota t ions que d a n s
\'àfig. i , en sorte que, M é t an t un po in t q u e l c o n q u e du plan (P), 1 le
centre de courbure à l 'époque t, G le pôle des inflexions, y le pied de
la pe rpend icu la i re abaissée du po in t G sur IM, o^My l'accélération
normale du point M; soit M' le centre de cou rbu re de la t ra jec to i re du
point M; supposons enfin que sur la droite IM on ait pris u n e direction
positive que lconque . On aura , en écrivant que le p rodui t de l'accélé-
ra t ion normale par le rayon de courbure est égal au carré de la vi tesse
du point M,

^ M Y X M M ^ C ^ M P ;

dans cette égalité MM/, M'y, Ml représentent, avec leurs signes, les
nombres qu i mesurent les segments de mêmes noms ; cette égalité
équivaut à la construction suivante du point M'. Soit S le point où la
droi te MG rencontre la perpendiculaire IN à IM; par le po in t S menez
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une parallèle à IG, le point où elle rencontrera la droi te 1M sera le
po in t M'; la figure montre en effet que l'on a

M Y MG- _ Ml .
Ml ""' MS """ MM/ 3

d'où

( 4 ) M Y x M M ^ M I 2 .

Cette même égalité mont re comment le po in t M'var ie q u a n d le po in t M

Fiff. 3.

se déplace sur la droite ly ; je ne m'y arrêterai que pour remarquer que
le poin t M'est à Finfini lorsque le point M est en y ; le point y est donc,
en général, un point (Fintlexion de sa t ra jectoire; d'où le nom de cercle
des inflexions donné au cercle/ l ieu du point y, décrit sur IG comme
diamètre.

Si l'on prend le point 1 pour or ig ine des segments, l 'équat ion f4 )
prendra la forme

( l Y • - I M ) ( I M / — I M ) = : î , M ' ^
o u ! ! ! ' ^ ! ! . ! !

"i.
m

i,
ÎM7

i
h'
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qui met en évidence le caractère homographique de là correspondance
entre les points M' et M sur la droite IM; les deux points doubles sont
confondus avec le point I; au point y correspond le p o i n t à l ' i n f in i , au
point à l ' i n f i n i correspond le po in t y , , symétr ique du p o i n t y par rap-
port au po in t I. Si l'on considère une droite quelconque perpendicu-
laire à IM comme faisant partie d u plan (P), elle touchera son enve-
loppe au point où elle rencontre la droite ly : comme son centre de
courbure est à l ' i n f i n i sur cette droite, le centre de courbure de l'enve-
loppe de cette droite sera le point y, correspondant à l ' inf in i ; en par-
t icul ier , si la droite passe par le po in t y ^ , ce point sera en général un
point de rebroussement de l 'enveloppe de la droite, d'où le nom de
cercle des rebroussements donné au cercle? lieu du point y ^ , symétrique
du cercle des inflexions par rapport au point 1 et le nom de pôle des
rebroussements donné au point Gi symétrique du poin t G par rapport au
point I.

Une équation analogue à l 'équation (5) relie deux points correspon-
dants quelconques, nécessairement situés sur une droite passant par
le point I; on peut , en par t icul ier , appl iquer l 'équation (5) sur la nor-
male commune IK aux deux courbes (C) et ( C V ) ; le point G remplace
alors le pointy, c'est le po in t auquel correspond le point à l ' in f in i sur la
droite. A ce point à l ' inf in i correspond le point G ^ ; puis donc que le
point C', centre de courbure de (C'), correspond au po in t C, centre de
courbure de (C), on a

(6)
I ï I ô)

AC ~ W^ ÎG = V^

enfin, si l'on désigne p a r c l ' angle de la di rect ion positive choisie sur
IM et de la d i rec t ion positive sur la normale commune; on aura, à cause
de la relation

ÏY'-rrIGcosœ,

(7) Je ~~ n7 ^COSÎF (m "' îM7)^_ _V
UM 'IJVr/1

Ce sont les re la t ions (6) et (7) que j 'avais principalement en vue;
d'après la façon d o n t elles ont été établies, elles ne prêtent à aucune
équivoque.
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A la formule (7) équivaut la construction géométrique connue sous
le nom de Saçary, que je vais développer.

Soient A, A ' d e u x points correspondants quelconques Çfîg. 4)? que
je regarderai comme fixes; si les p o i n t s correspondants M, M' se dépla-
cent sur la droite ly, les deux rayons AM, AW engendreront deux
faisceaux homographiques. Puisque deux rayons homologues, à savoir
AI et A'I, sont situés sur une même droite, on voit que le l ieu des
points d ' intersection des deux rayons homologues AiM, A'M' est une

ms. 4.

dro i te ; en particulier, le rayon homologue du rayon A'yB sera le rayon
A'Tî parallèle à l'y, et le rayon homologue du rayon AC parallèle à ly
sera le rayon A ' y ^ C ; la droi te , lieu des intersections de deux rayons
homologues, sera la droite BC, q u i , en vertu d'un théorème de Géomé-
trie é lémentaire , passe par le mi l ieu 1 du segment yy^.

Enfin il convient de remarquer qu'on re t rouverai t la même droite BC
si l'on avai t remplacé les deux points A, A' par deux autres points cor-
respondanis Ai, A', situés sur la même droite AIA'; il suffit, pour s'en
convaincre, de regarder les points M et M' comme fixes, les points A, A'
comme variables sur la droi te ALV, les rayons homologues MA, M/A7

devront se couper sur une droite passant par le po in t I, etc. Une fois
qu'on a construi t la droite BC, il est aisé d 'obtenir le point M\ corres-
pondant à un autre point M^ de la droite IM; ce point M^ est le poin t
où la droite IM est rencontrée par la droite qui joint le point A' au
point ou la droite AM^ rencontre la droite BC.

La première construction qu'on a indiquée pour déduire le po in t M'
du point M Çfg. 3) rentre dans celle que je viens d ' indiquer ; elle con-
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siste au fond à employer, au lieu des points A et A\ le p o i n t G et le
point à l ' in f in i sur la droite IG; elle met en évidence ce fait que la
droite qui remplace alors la droite BC est la pe rpendicu la i re menée par
le point 1 à IM. Cette remarque faite, on peut remplacer le point G et le
point à l ' in f in i par deux poin ts correspondants quelconques sur la nor-
male commune aux deux courbes (C) et (C), par exemple par les
points C, C/ et appliquer la règle suivante : le p o i n t M' est le poin t où
la droite IM est rencontrée par la droite qui joint le point C' au p o i n t
où la droite CM rencontre la perpendiculaire en 1 à la dro i te IM.

Diaprés cela, lorsqu'on se donne deux couples de points correspon-
dants M, M' et A, Af, on peut construire la normale c o m m u n e aux deux
courbes^et^), sur cette normale d e u x p o i n t s correspondants C | , G ^
et, par conséquent , ensuite le poin t qui correspond à un p o i n t donné
quelconque.

Soit, en effet, G, le point cherché où la droite AM rencont re la nor-
male commune; soient a et m les points où la dro i te AM rencon t re les
perpendiculaires élevées en 1 aux droites IA, IM, les droites A'a, Wrn
se couperont aux points C\ : cette construction a été ind iquée par
M. Gi lber t .

Enfin il convient d'examiner le cas où le point M se t r o u v e sur la
tangente commune en 1 aux deux courbes (C) et (C). On voit, en se
reportant à l'expression ou à la construction de l 'accélération normale,
que le centre de courbure de la trajectoire est en I; on peut dire, si
l'on veut , que la construction de Savary supplique encore.

La transformation qui fait correspondre le poin t M7 au poin t M n'est
pas hoinographique; elle appart ient à cette classe de transformations
auxquel les le nom de M. Cremona est attaché. Si l 'on prend pour axe
des x la direction à IT Çfig. i) et pour axe des y la direction telle que
l 'angle Çoc^y) soit égal à -h -i c'est-à-dire là direct ion opposée à 1K,
on a u r a , entre les coordonnées .r, y, .r', y ' de deux points correspon-
dants, les relations

.,,./ ..̂  ^J^!Ï____. , y/ „=, ^——-^Z2———— ,
,y2 -)- y 1 4- a y ' " A12 -i- y 1 -+- a y

• — ax' y' _ — Ct.y1'1lz> ̂  ̂ ^?T^--^? y — ^Tr^rya'zray'7 ?
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en posant
V
(».)

Les projections de Faccéléralion lotale des po in t s x, y sur ces axes
sont respectivement — ^x — ( .u 'y , — co^y-^- o/.r ~ coV; celles de
l'accélération normale sont —oj 2 ^ , — co2(y4- — ) ; ces axes convien-
nent dans les diverses questions on l'on se propose de déterminer, a
l 'époque t, les points du plan qui jouissent d'une propriété donnée
relativement à l 'accélération ou à la courbure de leur trajectoire.

J 'a joutera i enfin que les formules qu i d o n n e n t l 'accélération d 'un
point que l conque du plan (P) ou le théorème qu i d o n n e les trois com-
posantes de cette accélération montrent que la différence géométr ique
entre les accélérations de d e u x points M, IW^ est égale à l 'accélération
qu 'aura i t le p o i n t M si le plan (P) tou rna i t au tou r du point M , avec la
vitesse angulaire co. On obt ien t un résultat par t icul ièrement simple si
l'on prend pour le p o i n t Mi le point qui a une accélération n u l l e ; ce
point, situé sur le cercle des in f l ex ions , a pour coordonnées dans le
dernier système d'axes

VrW __ ...,„,-VG^
û^T'û?2 ? J ̂  ̂ r^r^î '

Considérons ma in tenan t un corps solide qui se meu t au tour d 'un
poin t fixe 0. Soient Ox, Oy, Os trois axes coordonnés fixes rectangu-
laires d o n t l 'origine coïncide avec le p o i n t 0; soit a l 'époque t u n e
direction OJ prise sur l'axe instantané de rotat ion, direction définie par
les trois coordonnées a,b, c du point ' J, liées entre elles par la relat ion

a2 -h- V14- c2 == i,

en sorie que OJ soit égal à l ' un i t é de longueur . La vitesse angula i re est
un segment dont la ligne d'action est la même que celle du segment OJ.
Soit œ le nombre qui mesure ce segment quand on prend la direct ion OJ
pour la direction positive; soit, enfin, M un poin t invariablement lié
tïu corps solide, dont les coordonnées à l 'époque / soient oc^ y, s. On
aura, pour les projections ̂  ̂  ̂  de la vitesse du point M sur les
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axes O.y, Oy, 0^

, , dx , , , dy .^ ds ,
(.1) ^- = ̂ >( <^ — ^j)» ^ ̂  û.)(c^ — az ) , ^ -=- ^{ar — b^);

en prenant les dérivées par rapport à t, remplaçant ensuite dans les
seconds membres —y? —'5 <— par les valeurs (ï), désignant enfin par
co', a ' , b\ c les dérivées de œ, a, &, c, on obtient, pour les project ions
sur les axes 0<z*, Oy, 0^ de l 'accélération du p o i n t M,

' d2 œ
1 ..'— = c,)2 [ a ( (̂  .37 -4- ÀJ + es) — x} •+• w ( b'z — c^}' ) 4- c./ ( ̂  ̂  — cy ),

1 ^2 y
(a) , —i- == ̂ [b{ax -+- ôj -l- c-s) —j] 4- ^(c^ — a'J) + w' (ex ~ az ),

f _^. ̂  ^^[^(^•or -t- by + c^) — -3] -4- w(a'j' — b'x) + w' {av — /^r).
<î'? i;"'

Ces formules s ' interprètent immédia tement {fig.6)\ ax -h by -4- c^
est le segment 01, projection orthogonale sur OJ du segment OM; par
conséquent aÇcix 4- by 4- cz) est la projection sur Qœ du segment 01,
et aÇax 4- by 4- c z ) — A ? est la projection sur Qx de la d i f f é r ence
fféométr ique

O I ~ O M = = M Ï ;

f/^ _ c ' y est la project ion sur le même axe du m o m e n t par rappor t au
point M du segment qui va du point 0 au point dont les coordonnées
sont a\ b\ c ' ; enfin ^(bz — cy) est la projection sur le même axe d u
moment par rapport au point M d'un segment égal à co' porté sur la
d i r ec t ion OJ.

En résumé, l'accélération du point M est la somme géométr ique de
trois segments :

1° Le segment co2 Ai l ;
2.° Le segment (^(OAM^OÀ étant un segment égal à

V _ \/a^'^~W-^ c 1 ' 1

f.) "" ry>

porté sur la direction définie par les trois quantités a', b'\ c^ direction
Ami. de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome îlï. — MARS 1886. Io
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perpendiculaire à OJ; (OAM), conformément a u x no ta t ions antérieure-
ment expliquées, est le moment par rappor t au p o i n t M du segment OA;

3° Le segment (^(OJM).
Ce résul ta t s 'é tabli t fac i lement par des considérations géométr iques,
Soient Çfig, 5) OJ, Oî, les di rect ions de l'axe i n s t a n t a n é de ro t a t i on

aux époques t, t ̂  A^'; soient co, a) -+- Aoo les vitesses angulaires cor-
respondantes. Soient M, M, les posi t ions du po in t M a u x époques

Fig. 5.

"A

/, / -hA^; p^, ç^ les vitesses do ce point aux mêmes époques; soit
enfin ̂  la vitesse, à l'époque t, du point du corps solide, qui, à ce mo-
ment, coïncide avec le point M, ; on aura, en donnant aux signes le sens
géométrique,

^1"" t^ -^ ^——t^, Ç^-- ̂^ ^^ -+- ^—.

Considérons le second terme du second membre : on a

^=G)(OJM), <==c.)(OJMi);

la différence géométrique (OJM) - (OJM,) est équipollente au mo-
ment par rapportau point M, d'un segment MF équipollent à OJ- on -i
ainsi a chercher la limite, pourA^ = o, de l'expression

oĵ MJ^Mi) ___, (MM.,31)
M ———^—^—-
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D'ailleurs il est clair que '———/ es téquipol lentau moment par rapport

à J' du segment—.— 1 ? segment qui représente la vitesse moyenne du
point M p endan t l ' intervalle de temps A^, et dont la limite est le seg-
ment œ M N , en supposant MN === (OJM); la l imite cherchée est donc
-— ojr(MN,r) == (^(MJ'N). Puisque OJ est é^al à un, on obtient le seg-
ment (OJM) en faisant t ou rne r le segment IM d'un angle droit, dans
le sens direct , au tour de la direct ion OJ ou, ce qui revient au même,
en faisant tourner le segment Mî d 'un angle droit , dans le sens indi -
rect , a u t o u r de la direction MJ'; le po in t I, après ce de rn i e r mouve-
ment , v ient donc en N ; mais, puisque MJ' est égal à un , on obtient le
moment (MJ'N) en faisant t o u r n e r le segment MN perpendiculaire à
M.T, d 'un angle droit, dans le sens direct au tou r de la direction MJ\
ce qui ramène le point N en I; f ina lement la l i m i t e cherchée est le
segment (J^ML

Cons idé rons m a i n t e n a n t l'expression

A^'
elle est éffale à

^±^^ Î̂ lrLa^^ ̂  ̂ [(OJ.MO - (OJM,)] + ̂  (OJA).

Si Oa est un segment équipollent à } î ^ , on aura

(OJiMi) — (OJMi) == (OaMi) ;

d 'a i l leurs la l imite du segment — n'est au t r e que le segment coOA, en
conservant à OA la même signif icat ion que dans la démonst ra t ion ana-
lyt ique ; puis donc enfin que la l innte du p o i n t Mî est le point M, on
voit que le segment

^[(OJ,MO-(OJMO]

a pour l imi te le segment (^(OAM); enfin le segment-^ ( O J i M i ) a
manifestement pour l i m i t e o/(OJM).

On retrouve donc bien les trois parties de l 'accélération.
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On a ici à faire les mêmes observations que pour le mouvement d'un
plan sur un p l an ; soit des équat ions (^), soil de leur i m e r p r é l a t i o n
géométrique, on d é d u i t que la différence géométr ique entre les accélé-
ra t ions de deux points M, L du corps solide est équipollente à l'accé-
léra t ion qu 'aurai t le point M si le corps solide t o u r n a i t a u t o u r du
po in t L au lieu de tourner au tour du po in tu , les éléments du mouve-
ment é t a n t d ' a i l l eu r s les mêmes. Toutefois , dans le cas ac tue l , si V et co'
ne sont pas nuls, le point 0 est le seul à avoir u n e accélération n u l l e .

Dans Faccélération normale du point M (/^- ^)' ^es ^e û x premières
composantes de l 'accélération interviennent seules : si le point M est

Fig. 6.

situé dans le plan AOJ la première In t e rv i en t seule, en sorte que l'accé-
lé ra t ion normale du point M s'obtient en proje tant le segment o^MI sur
le plan normal à la t ra jec to i re du po in t .M; cette accélération normale
est donc le segment OJ'^MI lui-même : on conclut de là imméd ia t emen t
que le point 1 est le centre de courbure de la trajectoire du point M.

Supposons maintenant que le point M soit quelconque: le segment
OA, perpendicula i re à OJ, peut être regardé comme la résultante de
deux segments OA', OA^, l ' u n perpendiculaire au p l an MOI, l ' au t re
situé dans ce plan ; on a alors

(OAM^^OA^-^OA^M),

et le second segment (OA^M) n ' in terv ient pas dans l 'accélération nor-
male, qui est la somme géométrique des deux segments o^MI et (^OR,
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en supposant. OR équipollent à (OA'M); le segment ORest situé dans le
plan MOI normal à la trajectoire du point M et est perpendiculaire
à OM. Soit IRi im segment équ ipo l l en t à OR : l'accélération normale
du po in t M sera

f^MI+û^IR^c^MRi;

en écrivant que le p r o d u i t du nombre qui mesure l 'accélérat ion nor-
male par le nombre qu i mesure le rayon de courbure est égal au carré
du nombre qui mesure la vitesse, on aura , après avoir supprimé le
facteur oj2,

M ^ x M R i = = M P .

Dans cette égalité [j-désigne le centre de courbure de la trajectoire du
poin t M; Mp, MR< sont les nombres qui mesurent les segments de
même nom, portés sur u n e même d r o i l e M ( x R ^ , sur laquelle d'ailleurs
la d i r ec t ion posit ive est a rb i t r a i re : Ml est aussi le nombre qui mesure
la l o n g u e u r du segment de même nom. Il résulte de cette égalité que
la droite Op est perpendicula i re sur MR< ; si l'on désigne en effet par
F, H les points où la droite IR< rencontre les droites OM, 0(J-, on aura,
puisque IF est la hau teur du tr iangle rectangle MIOy

MP=MFxMO
et, par conséquent,

M ^ x MR,=MF xMO.

Les quatre points 0, F, p, B.i sont donc sur un cercle et, puisque l'angle
OFR, est droit, il en est de même de l 'angle O ^ R ^ ; 0;^ est donc per-
pendiculaire au plan osculateur , q u i n'est a u t r e que le plan qui passe
par les lignes diction de l 'accélération normale et de la vitesse, c'est-
à-dire le plan mené suivant la droi te MR^ pe rpend icu la i r emen t au p lan
MOJ ; Op- est donc l 'axe du cercle osculateur de la t ra jectoire du
po in t M. C'est aussi l'axe du cercle osculateur de la t rajectoire d ' u n
po in t quelconque invar iab lement lié au corps solide et situé, au temps t,
sur la droite OM : cela résulte de la construction précédente; il est
d'ailleurs évident a priori q\iï\ en doit être ainsi.

Au l i eu de construire ainsi le po in t [x, on peut procéder de la ma-
nière suivante : substituons au segment OA le système équiva len t de
segments obtenus en lui adjoignant les deux segments égaux et opposés
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la, la^ dont le premier est équipol lent à OA, en sorte que les deux
segments OA, la' forment un couple. Soit IG l'axe de ce couple; le
moment (OAM) sera égal à la somme géométr ique d u segment IG et
du m o m e n t ( laM); ce dernier serment est pe rpend icu la i re au plan (P)
mené par le po in t M pe rpend icu l a i r emen t à l 'axe i n s t a n l a n é , en sorte
que la projection de l 'accélération normale sur le plan (P) s^obt iendra
en pro je tan t or thogonalement sur le p lan normal MOI la somme géo-
métrique des deux segments c^MI et (JL^IG ou le segment o^MG; si
donc on abaisse du point Gla droi te Gy pe rpend icu la i r e su rMî , la pro-
jection sur le plan (P) de raccélération normale sera OL^My ; pa r con-
séquent la droite R ^ y est perpendiculaire sur la d r o i t e MIy ; si m a i n t e -
n a n t on désigne par M'le po in tou la droi te 0 (x rencontre la dro i te M'I,
i l est clair que les quatre points M', [x, R.(, y sont sur u n cercle et que,
par conséquent , l'on a

MW x M-( == M p x MRi == Ml2,

en sorte que, dans le plan (P), le po in t M' correspond au p o i n t M,
abso lumen t d'après la même loi qu i permet de dédu i r e , dans le mou-
vemen t d 'un p l an sur un plan, de chaque point du plan mobile le
cen t re de c o u r b u r e de sa trajectoire; dans Ia/?^', 6, les poin ts M, M',
I, G, y j o u e n t le même rôle que les points de mêmes noms dans la fig. 3.

Dès qu'on a le point M\ on a l 'axe du p o i n t osculateur de la trajec-
toire du p o i n t M el le centre de courbure de cette îrajectoire.

Imaginons m a i n t e n a n t une sphère (S) de centre 0, de rayon égal
à u n , i nva r i ab l emen t liée au corps sol ide; elle co ïnc idera cons tamment
avec u n e sphère fixe (,?). A l 'époque t, le p o i n t J est, si l'on veu t , le
centre instantané de rotation sur la sphère (S), dont le mouvement , s'il
étai t connu, ferait conna î t r e entièrernent ' ie mouvement d u corps solide.
Les l ieux des centres ins tan tanés de rotation sur les sphères (S), ( s )
sont des courbes (C), (C) q u i , à l 'époque t, sont tangentes en J et qu i
roulent l ' une sur l 'autre. A chaque poin t m de la sphère (S), fa isons
correspondre le centre de courbure sphérique m' de sa trajectoire sphé-
rique; les po in i sw, Useront, en vertu de ce qu'on vient de démontrer,
les perspectives sur la sphère (S) de deux points correspondants sur le
plan (P), l'œil étant supposé en 0; les perspectives sur la même sphère
des lignes d'action des segments la, IG sont les grands cercles respec-
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t i vemen t t angen t s et normaux en 1 aux courbes (C) et (C^). Si l 'on dé-
signe par c et c' les centres de courbure sphériques de ces deux courbes
relatifs au point J, les deux points c et c' seront, sur la sphère (S), deux
points correspondants, comme on le voi t par un raisonnement i d e n t i q u e
à celui qu i a été donné dans Fétude du mouvement d'un plan sur u n
plan. Les deux points C, C, perspectives sur le plan (P) des points c, c\
sont donc des points correspondants sur le p l a n (P); oh pourra donc
effectuer, sur le plan (P), les constructions de Savary si l'on connaî t les
deux points G et CI ou, si l'on veut, les constructions correspondantes
sur la sphère (S) si l'on connaî t les points c\ c\ Le point m', corres-
pondant au point m, sera le point d'intersection du grand cercle îm
avec le grand cercle qui jo in t le point c' au point où le grand cercle,
mené par le point J perpendicu la i rement au grand cercle îm, ren-
contre le grand cercle cm. On voit de même comment, connaissant
deux couples de points correspondants sur la sphère, on pourra con-
struire le point correspondant a un point quelconque.

Enfin, la propriété des deux figures sur le plan (P) et la sphère (S),
d'être en perspective, fourni t immédiatement les relations entre la vi-
tesse angulaire û), la vitesse Y avec l aque l l e se déplace le centre instan-
tané J, les rayons de courbure sphér iquejc , Je' des d e u x courbes et les
arcs de grands cercles Jm, îrn' qui vont du p o i n t J à deux points cor-
respondants.

Supposons, pour simplif ier un peu, que le point 1 coïncide avec le
point J, en sorte que le plan (P) soit le plan tangent en J à la sphère (S).
On voit sans peine que, si l^or ien ta t ion de ce plan correspond à la
d i rec t ion 01, Rangle des deux directions (la, IG) est égal à — -• Ceci
posé, la l igne d'action du segment la est la tangente commune aux
deux courbes (C) et (C'). Supposons qu'on ait choisi sur cette droite
une direction quelconque IT, la vitesse de déplacement du centre
instantané de rotation sera représentée alors par un nombre positif ou
négatif p = ± V . Si, sur la perpendiculaire à cette droite dans le
plan (P), on choisit comme direction positive la direction IK te l le
que l'angle (IK, IT) soit égal à + 7r? on aura

IG=^
û>)
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puis, si l 'on choisit sur l'arc de grand cercle tangent à IK, c'est-à-dire
sur l'arc de o;rand cercle no rma l aux deux courbes (G), ((7), la direc-
t ion positive qui correspond à la d i rec t ion 1K, la fo rmule (6) de h
page 69 montre que l'on a

(9)
i i _ i _ v

tanglc tanglc' ÎG G ) '

Si, enfin, on prend sur le grand cercle Imune direct ion posit ive quel-
conque et que l'on désigne par y l 'angle que la tangente à cette direc-
t ion menée par le po in t Ï fai t avec la direct ion IK, on au ra

(lO) " -———— — -————— r= cOSCp( — I !1 ^
ftri0' S r. ta no' 1 /'/ T \ t * »langlc tangl^ J ' ' \ t a n g l m tangW/

Les arcs le, lc\ Im, Im' sont déterminés à un mul t ip le de K près.
J'ajouterai enfin que, si l 'axe Oz coïncide avec la direction OJ, si

l'axe Ose est paral lè le à la direction lï et de même sens, si enf in l'axe Oy
est déterminé par cette condi t ion que le trièdre Oxyz soit trirectîui^ie
et a i t la disposit ion directe, en sorte que Oysoit paral lè le à la direc-
t ion 1K et de sens contraire, les project ions sur ces trois axes de l'accé-
lérat ion totale et de l 'accélération normale du po in t , dont les coor-
données sont oc, y , z , seront respectivement, en faisan t ^ == -i-,

Cx)

— u'y — o.)2 x^ ^x1 — G)2 ( À z + y), (^ lr ;

^——(^^.y^^^ _^^(^+^^^^^ ̂
^2+^2^ • J • -J h ^^.yî

On trouvera aussi facilement l'équation du plâû oseulateur et les
coordonnées du centre de courbure de la trajectoire du même point .


