
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

KRONECKER
Sur la résolution de l’équation de Pell au moyen des fonctions elliptiques

Annales scientifiques de l’É.N.S. 1re série, tome 3 (1866), p. 303-308
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3__303_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1866, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3__303_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


. . - . - : , - ! !. . . , . : - „ : „ - „ , S . U - R . 1 . 1 - ^ 1^:'1 ' • . ,^ ..... 1-11. . ' 1 1 1 -...:1

LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DE PELL
AC MOYEN •• • 1 1

' ^ • ' ' • ^ E S - ^ F O N ' C T ^ ^ ^ ^ ^ ^ : : . ' " :

"PAR M'/'KRONECKER/

[ Mojwtsbcricht der Âkademic cicr ï^is^enschnften zu Berlin, vi janvier î863.)

TRADUIT PAR M. HOUEL,
P a 0 F E S S E U:n"1 •X"' L A , FACULTÉ DES S C I E N C E S DE BORD E A U X.

• j e vais doirner.ici quelques indications sur Ses- méthodes employées pour. cel
objet, etiai^elconIlaître;,en,,même,te•mps ceux: des; résultats obteniis qai peuvent .se
représe.nter par desn-otationssiai p ies . , . , . . , . .., , , - ,^, , , . ' ' i i ' ' ' ^ , _ ^ ; ^

Soient ;P et "Q ..deux., nonibres Impairs positifs, sans facteurs " .carrés, et dont le
premieï1,.soit' plus'" gra,p.d.' que. Tunité.;, supposons,,,.de plus,, q.,ue, ron, attribue ^ux
lettres m et 7 2 , successivement toutes les valeurs entières .-e^positives, premières
avec 2P:et ûQ'respecllvement..La i 'vaieu^ que prennent les deux séries

'^V---^^^ /—Q'\._l_1 1 ^fLY1-——'' ̂•^V^^'m.r^.^-,,^w/;,^t--+-p,,,^ Vj?-;•„./...fô1^1^1,.:,,,;., ^ ,..• ; . , . „ . . . , . : . . - . . ... 1 , : .

pourp .̂ = o', résul.tç,1mmédiatemeQt .du Mémoire'"de Dirichlet inséré ̂ aux , tornes XIX
et. XX,l du Journal, de Crelle.^ Où1 a, Câpres cela, ', , , ,,_,.. ^ ,,^ _.. ; • _ . ^,,.,. ,

1 1 1 1 1 1 1 ''.'^^"^•'v'rÊV:-!-' Y^r^Y. ^tl^l-^^:H..(:l~Q)'HI(p.5;log"'(T VP), " 1 -
• ^p = ̂  •^m^^^^ „•À,V:•^. ./:•...^î..-^.ff.-l..!. 4.^D1 1 -1 1 - - - 1 1 - - • ] 1 : - 1 - : l i ' : 1 - • 1 1 ' • •:- ^ t - 1 • • ; 1 1 • 1 : :- - 1 • '

en posant P .Q=D, et désignant'par H(~.,,Q},H^P);/les,,Bomhreç,^^
classes de formes quadratiques proprement primitives de déterminants - Q et P,

/|0.
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et par Tel U les plus petits îiaffîbresfaiir.lesquels-'OH.^ai-t- .

F'.-P.U2:

II faut observer encore que FÛQ devra prendre H ( — 1 ) == -1-.

Dans le cas où D est sans facteur carré et de la forme 4^ 4- i ? le produit de ce?
deux séries, ou, ce qui est la même1 chose, la-série "double

P\ /-Q\ iVY(£
^d^ \ mm/ \ n j ^nny^p

peut se transformer en

•XiOSî_. j ̂ p „ 2 . y a yy__—L
2° -^ F \ K ! \ ̂  [_ï\] ̂ ^ ( a^ -h 2 bxy ^'c^]1^

Dans cette foriniule, on devra faire- ^Bégal.à^P-.ou-à. 'Qy snivaiit .que P sera = i
ou ̂  3, mod. 4? le preiiiier signe de sommation se rapportant à toutes les formes
proprement prmiidves' non équivaientes (a , -&, •c)y '-de -déteriïnnant •— D ; le
signe [- désignant le caractère de la forme correspondante pour tous les facteurs
premiers de R, de sorte que l'on a . . . . . . . . „

/ . , ; rai, . - . / a ' \ . 1 , 1 1 ] , . , ^
:ll•••^.:.l•-71'..-?jl^

lorsque (a^È', c^ ,estune 'forme :'eqBiy9îênte•l,:à,:(a^^, c) dont le .premier, coefficient
a' n'a pas de facteur -eanïïnun. avec K-; et .enj&n'les. :deKx .derniers-.signes, de som-
ination s'étendant à toutes les valeurs entières, positives et négatives, de x et dey,
à l'exception:.du^ênL.systèmede'val x^o,.,y^^, 11 vipu-t, d'après ^ela,.

—.lI(~-,Q.J...H(P).Sog,(ï^UV&).,,, . . , , . , . . „„ .„ , . ,....„.....„, . . . .
VD 1 1 • 1 1 1 1 i - 1— - : 1 • 1 1 • • 1 1 1 1 • I L : 1 1 : - : l • l • i l 1 1 1 1 • • • 1 - 1 - 1 1 1 ' ' ; - ' 1 1 / 1 1 • 1 : : 1 -l••:ï,•l•;' i- 1 1 . . . . . - . - . : . 1 • . 1 -^- .^ . : ; . ; . : 1 1 : • 1 1 1 1 • : . : 1 • 1 - 1 -.• i l i

( / 2 \ ) lim. v.,^^ra1 „„ . „ i!. lim- y^vrît
) .p.̂ .̂ ^̂ .̂B.J,B;) .p..̂ .̂ A^ .̂.̂

. Pour déterminer Ja •va]e^r^;tmit^_4u,.seœ .ïïi.fïïibrê d.e cett^,,equatio:îi,. cher-
chons la valeur de . . • : . ; . . ,"^. . ,.,..,. :,^,^.^,.,,.., r,..,..., „,„.. ."-. . „ , . . , .., .. \

lim. ^^ ^7rz(^-4-^r)
P ==: 0,,.,̂ ^^1+,̂ '̂4-̂  ^

pour le cas oùo-, T, a^è , cspnt des quantités réelles quelconques, satisfaisant ton-
tefois^à'iacondifîon'"0'"''1'1^ l- l :" ;•• l- l l• : l l i• i• i l- l l l l• l l- l —^ — i^^-1^ —• ^ ^ ^t-'^ ,Ç=E^ :•.,,,^.::J:ll;;i...

' • 1 , 1 1 1 1 ' 1 - 1 1 ' 1 " ' 1 ' 1 1 1 • • - 1 " • " 1 • 1 1 ; • : ' : • 1 • 1 : 1 1 ; ' : • 1 • • - - . 1 - 1 . 1 1 , 1 : ^ ae—^^y^o: ' . ; ' 1 1 1 ^ ; 1 ^ 1 ; : L • ' 1 ' . 1 ^ ^ ^ !rl:'1^..' :•^••l^••:....JII :-I.T.-:l•l^„i :!::' , ^ 1 . ' 1 : . 1 - .
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Cette valeur se trouve exprimée -de la 'lïîâmëre.-suiv-ante : • • , , ; ; : • ^ ,

^7^+^.log[—^ f(o,c.)J.^(o,^)^ l-—-lo§[^(T+^^^
rt 3^1) 14^" ' J \ïî

en représentant par 9- (.s, o) la série
/i, == -r- CO / 1 \ s . - .

, 1 1 , l : i i • ' i . n - r - - - j .UTîi-^i^fî-r-îjsm ' , 1 1 - .
-<.^(-^ ^

/2 == — OC . , —.... ^ , i l ' --- 1 -

et par ^ la dérivée de cette série par rapport à '.z, et posant, pour abréger,

— b 4- i\l~ë -r- b -4- ^ ^D
aii == ———————î --M-j'^^ •————•:———• •__a_ - l-: l;- lt•-, l•• l ; .̂  , 1 1 1 1 , ;1 ' _ ^ ; ̂ ^

Au moyen de cette expression, qui sert de base à toutes mes recherches sur ce
sufet, on trouve que ia'valeur-de.la'difÏéreuce''... ' i i . 1 " " : - ^ . . , , , . • , , ... . . .

• ' ^Jù [a^'^^^^'c^ ^^Zt (̂ Ï̂'I'Ô^ '(Tf^ ' î ' 1 ,':' ' "..:' -

(a, é, c), {a\ b\ c'} étant deux formes différentes, de déterminant — D, a pour li-
mite

_^_ ^ ( a^.. ̂ •(°^b )^'( Q^ 0V
3^5" ^Va^^' ^ /(o,tô>j..^(o,^y 7'

û coïrvergeaîif vers zéro, •el ^\ ̂ '^g' étaBt^-aesqua'ûtîtés'fôrffîées en ̂ ^ b'-, ,c', cooirne
o^ o}2: le^sont'eii a, b^ ç.-EQ^coBséqacïice, 'oïl -a, l l ' : lpour lD : I^I, ' l :môd. 41 l'équation

H( - Q-) . H ( P ) . log--( T + U' ̂ ) -==1 J ^ - (j) ̂  [l]:foêll'liK^^^ î

dont le second membre, d'après ce qu'on'a: vu plus'haut, est-égal à "

^"v r^i ï" : : - . 1 1 ; ̂ ^_ • • : ! 1 : ": ; • '" : " i : -
" 1 ' ' • ; 1 - 3 2^ |_ÎJ" ^(••0, ̂ )^'(o^f • • ] i ' 1 '

lorsque P=E=I , mod.' 8, 'et au'fnpïe de'•'"cétte•¥aleur:^ôr^q^e;P=lSFffî:o tandis
que ce second, membre devient égal à ^ ' " •

ï^J^J^^^^^2 ̂  r a 1. -, ̂ .̂.. -.•.a^^'^.^-.'-.^ :. =
3 2^ |_Qj !0& ^(o, ̂ .^(o, M.)'

lorsque Q^7» mod. 8, e t ' a u 'triple '(le "cette1" (îemière valeur, lorsque Q..== 3,,
mod. 8, Dans toutes ces formules, les...sommations doivent être étendues à un sys"
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îhïie quelconque de formes 11011 équivalentes, de • déterminant-1— •D, 'eï'"'îe facteur

. H ( P ) . l o g ( î + U V P ) .

fiaiis le premier membre de l'équation précédente, peut, d'après Dirichlet, être
remplacé par une expression formée au moyen-dés racines (4?)'""^ de l 'unité.

De même, la valeur de
ÎI(-Q,). .H('P}.log :(T-U :Vy). ' : • . ' - : . , • ' • • : - • .

peut , à l'aide de la formule précédente, s'exprimer.au moyen des fonctions ellip-
tiques, pour toutes les autres formes des nombres'P" et Q, et même dans le cas où
ces nombres auraient un facteur commun.

En remarquant que, pour" les formes reehdtes (a, ' / ) , c), on' peut, ' avec-une cer-
taine approximation, se contenter de prendre le-premier-terme de 1-a. série â - f o , oo) ,
on voit aisément que la valeur de . " : . . . - ; ' . • ' " . • • . , • • . . • i • • , . : i ' ' 1 • • . • • • 1 •

1 1 : ' H t - O . H C P y . t o g Ç T - h U ^ P ) - - ' .—•-

pour expression approchée

ilyr'l8!VZ^iJ <
f^ vw (^^ R ^ i ' À L i d v 3^ 1 loga

la soimnation. s'étendant à toutes les valeurs a des premiers coefficients des diverses
tbmies réduites. On obtiendrait sans peine une plus "''grande exactitude, en pré-
liant quelques termes de plus de la série's7; mais la première approximation que
nous venons d'indiquer est déjà d'un haut intérêt, parce que, d'une part, elle per~
iïset, de la manière la plus simple, dé 'se''faire1 une idée 'de ' là ' grandeur des noiïi-
hres T et U , ' e t que, 'd'autre part, l lelle' 'donne :qae llq lués reriseigneMents sur le par-
tage l '(^es nombres'a ëntrenes-différenteà'espèces. 1': """ IJ " :oo;" :j . • : ' ' : : ' . . l • ù l ; , - . . ^ • : l l " • „ . ^ l • , ;,, • . 1 : : ,

' Pou r éclaircîrp'ar quelques-exemples ^ettè •rêîàtiOA ^iTém'âtqû'àfcle^de'ces d'eux
expressions nuniériques reposant SÛT des •défiîiitïons'^eïitiÏiTëiïîënt''drffî
nonsd/ab'ord les'cas suivants'^111111:1 ' : - 1 • 1 : • : • 1 ' 1 1 1 • 1 1 • - 1 , 1 1 ; - - : ; • • 1 1 • : - - 1 : 1 : 1 - : \ : ' • • - " . • 1 . . ^ - ' . " ^••- . -1.''1- • - - 1 . . " . - , 1 . 1 ' . 1 1 ' . - 1 ^ -1'

, ,,... : ^ , ^ ^ , . ,^ïp^D'=5, l l . ,P.,^D,^ :^3^.^P\^

(ïù les valeurs iiumériques correspondantes," " i " ' J " - " 1 " ' ' /:'" ' " 1 : : r ; : : l" : '-••:11'-;••" • - 1 1 • 1 • ' 1 ! '

: 1 1 1 1 ' 1 1 • 1 : : • ^ ; 1 • ; . • : 1 • 1 - . . . 1 - 1 : -•.:•.•.-•,-12i:^V5•y:.;''•IB^51-V^,.:;^ 1 1 : 1 1 1 • • • • 1 : : - ; , 1 . • ! 1 1 1 1 . • •

soîil l'eprésentées^âpprQximativeffîent.par les::yaleiirs deja,m.eme expression,

.'- .;.1--.11:—— - --u:-.:-) -n1^:-.-1:.;.:,. ..•-..I-^^.^L,. zac^-i :, .„ ,.,„„. ̂  .jn.i.n.s.,..-.1.:



AU MOYEK ÇEâ FOIN'CTIONS ELLIPTIQUES. 3o'J

Comme autre exemple, les solutions fondamentales deTéquadori ^

p_ p . ï j 2 ^ _ _ ^ .,

dans le cas,de P == 17 et de JP== 97, c'est-à-dire les, valeurs.
1 1 ^ -... ^17 , 56o4 -h 069^/97 ?" '

sont exprimées approximativement par les fonnules

î^, 2.^^, '
• 1 1 : 1 - 1 .1 1 1 . 1 ' 1 . 1 1 . : 9. '• . ' . 49 . „ . . - -. 1 1 - ^ ! . 1 1 . . . . 1 • .. '

en faisant encore Q == i dans les fbra'îulcs^précéde.ntes..
Entin, pour D = 85,. suivant que l'on prend Q == i, 5 ou 17, on trouve pour le?

solutions fondamentales des équations „ ; . ;: - ; - : ; '

T — 85 U-' = — i , T2 — 17 U2 -== — ;ï, T2.— 5 U2 == - i,

c'est-à-dire pour les valeurs

3^78 + 41 '/85, ! 4 — V'"^. ; , 2 — V'S -

les expressions approchées

, ^7:^ I — — 7 T ^ , — — . T V ^
- ' -e1 0^ • , —e10 : , - ^u

1 8 ' , . ,. V^

Les diverses formes cilié l'on obtient de cette manière poiir une seule ci méine.
solution de l 'équation de, Pell (coîïîme ceile que l'oii vient d'obtenir, dans les
exemples précédents, pour 4 -4-^^7) donnent lieu à un grand nombre de remar-
ques intéressantes. Mais,les conséquences théoriques, qui découlent des résultats
précédents sont bien plus importantes., O.ïi.j découvre non-seulement une liaison
surprenante entre les formes quadratiques correspondantes à deuxdétenninanis
opposés; mais, de plus, on aperçoit encore ici cette décomposition des équations
aux modules singuliers, qui formait l'objet principal de Ta Note que j 'ai présentée
en ju in 1862. Cette même décomposition a fait reconnaître aisément la possibilité
de représenter, au moyen des modules singuliers des fonctions elliptiques, certaines
solutions de l'équation de Pell. Aîais^ .poilr obtenir la - relation intéressante qui
existe entre cette décomposition et la solution fondamentale correspondante, il
nous a fallu' faire'usage des méthodes de^irîchlet, 'aux'quelles l'Arilhmétique
transcendante doit tant de beaux résultats, et qui se montrent encore ici tellement
fécondes pour l'Algèbre. En effet, la nature-algébrique des expressions 3- intro-
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duites dans ies développements précédents est d'une haute importance pour la
théorie des modules singuliers des fonctions elliptiques en général, bien que, dan?
certains cas particuliers, ces expressions puissent être remplacées par ces modules
eux-mêmes. Il nous suffira de citer comme exemple une des formules qui ont lieu
pour D == 8/? + 5, . ,

. w,
si"-n __n ' ^ n ^ ^ . / s
. pî^

; , : -/•; 1 .:!. :s ln ! ^• ; - : - ; - — • . - . „ ,
dans laquelle a et ? désignent tous les nombres moindres que D, pour lesquels on
a respectivement

M - •- WY. ; •
(Dh^ l̂D)^

tandis que le signe de produit du second membre s'étend à un sixième (convena-
blement choisi) de tous les modules x pour lesquels se fait la multiplication com-
plexe par \ /-D. La liaison caractéristique des deux théories algébriques diffé-
rentes, qui était contenue dans tous les résultats que nous avons indiqués jus-
qu'ici, ressort de la manière la .plus évidente de cette..formule particulière, qui
donne une relation immédiate entre lesracineside l'unité^et les .modules sin^jliers
des fonctions elliptiques^ ^ : , . . . • ; , . , -^^j,^^ , : 1


