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SUR UNE CLASSE

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
N O N H O M O & È N E S ,

PAR M. G. FLOQUET,
PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

I l est d'usage, dans les Cours d'Analyse, lo rsqu 'on s 'occupe des
équations différentielles l inéai res pourvues d 'un second membre, de
ment ionner un cas très s imple où l ' intégration s'effectue immédhite-
ment : c'est celui où, le premier membre é tan t à coefficients constants ,
le second est représenté soit par u n p o l y nome mul t i p l i é par une exponen-
t iel le , soit par une expression tel le que a wspx •+- b s\npx. On m o n t r e
qu ' i l existe alors une intégrale part iculière, consis tant soit dans le pro-
d u i t d'un polynôme par l 'exponentiel le , soit en une expression, tel le
que Acos/^r + Bsinp;r, mul t ip l iée par une puissance entière, n u l l e ou
positive, de oc\ c'est-à-dire que, dans les deux cas, cette so lu t ion par-
t icul ière rentre dans le type

^(,r) =:7,o0) -+- ̂ Xi^') + xï %2(^) +• • •-+- ^7.s-(^1),

où les coetBcients //•^) sont uni formes et se reproduisen t a un niêinc
facteur constant près s lorsqu'on augmente x d 'une constante co. Ces
fonc t ions y.Çoc) peuvent s'appeler, par abrévia t ion, des fonctions pério-
diques de seconde espèce, de période o et de muUiplicateur s; s est le
degré de ^(.x*).

Cette forme d 'une intégrale n'est pas spéciale aux équa t ions consi-
dérées, et il est facile de l ' é tendre à toute une classe d 'équations l i -
néaires pourvues d 'un second membre, en se reportant aux propriétés
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des équat ions différentielles l inéaires homogènes, à coefficients pério-
diques (1).

1. Soit l 'équation l inéaire
d'11 Y ^rn—i y
J^n -^Pl J^m~=\ + • • • + Pm.y = ^0 (^) -+- ^ ̂ l(^) -+-...-+- ̂ fl W/, {x),

don t je représenterai le premier et le second membre respect ivement
par P(r) et CT'(.T). Les coefficients p^ p.^ ..., p^ sont supposés uni-
formes, avec le seul point s ingul ier essentiel x === ce, et en outre pé-
riodiques, depér iodeco . Les coefficients nTo, î^,, ..., rs^ seront aussi des
fonciions uni formes de SG, sans a u t r e singulari té essentielle que l ' i n f i n i ,
mais périodiques de seconde espèce, de pér iode oj et de même mult i -
plicateur £.

Parmi les équations d i f fé ren t i e l l e s l inéaires homogènes, à coefficients
uniformes et périodiques, de période co, qui a d m e t t e n t le second
membre rs(x} comme intégrale, je cons t ru i s la p lus s imple , celle
d'ordre min imum.

Soit
rw N d^y d^rQ (j) = ̂ rf-i + ̂  ̂  +• • • + qn^y= o

cette équation, qui est (Fordre n -+-1.
Considérons I n é q u a t i o n composée

Q[|:>(y)]=o,
c'est-à-dire

"W^-S^^,^ -»-...-. ̂ ,»(y)=..

Elle est linéaire, homogène, d'ordre m 4- n -4- ï., et ses coefficients
sont exactement de même nature que les coefficients p et q.

Nous supposerons que l ' in tégrale générale de B(y)==o est u n i -
forme, avec le seul point s ingulier essentiel x == ce, ce que l'on saura
reconnaître, d'après les principes posés par M. Fuchs. Il en sera alors
de même des intégrales de P(j) == o et de P(j) = v^Çx}, car toute so-
lution de chacune de ces équations satisfait à R(y) = o.

'(r) Annules de P École 'Normale supérieure, 9f série, t. XII.
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2. On sait que R(y)==o admet, comme intégrales distinctes,-
m 4- ^-+-ï polynômes de la forme $(^), dont les divers mul t ip l ica teurs
sont les racines de l 'équation fondamentale A^==o, relative à la pé-
riode a). On peut mêjne supposer qne m de ces polynômes, convenable-
ment choisis, satisfont à P(r) = o-

Soit doncy , ,y2 . —. y,n\ym^. ••-7/^4-1 le système fondamenta l ,
ainsi cons t i tué , don t les m premiers éléments ji, 72' • - • Vin. annulent
P(j). Les expressions P(j,^), PÇy^), . . . » P(j,^^i)> qui sont évi-
demment des polynômes de même forme quej^i ,r;^, . . ,jm^-n » s00!
alors différentes de zéro, et en outre satisfont àQ( r )=o . De plus,
elles sont l i n é a i r e m e n t indépendan tes ; car une relat ion l inéa i rehomo-
gène entre ces quan t i t é s e x p r i m e r a i t q u ' u n e combinaison l inéaire de
Jm-M, y,n^ —,J^-.M sa t i s fa i t à P(r) = o, de sorte que le système j,,,
j^, .•.^y/rt-w.n ne serai t , pas f o n d a m e n t a l .

De là plusieurs conséquences :
Les polyîiôm€^sP(r^,,),P(r^.,^). ..., PCr^.4-7M-i)appa^enant évidem-

m e n t aux mêmes mul t ip l i ca t eu r s quey,/^, , y , n ^ " s • • <,y/n^-(-n ̂  m n i t i p l i -
cat(Hirsdeji,j^ ...,r,^^, se composeront de ceux dc^y^ja' • • • ^ y m ei

d e c e u x (ieP('y^^)» V(ym^). . . . < P(j/^M-,)- Au t r emen t di t Jes racines
de r équa l ion f o n d a m e n î a l e A/,==== o sont les racines des é q u a t i o n s fonda-
menta les Ap^ o et Aç== o, qu i , r e l a t i v e m e n t à la période oj, répondent
a P(y ) == o et à Q(j)-= o. C'est ce que j 'a i établi a i l l eurs en d é m o n -
t r a n t que , si u n e expression d i f f é r e n t i e l l e l inéaire est composée de
plus ieurs autres , le p remie r membre de son équa t ion fondamenta le est
le p rodu i t des premiers membres des équa t ions fondamenta les relatives
aux é q u a t i o n s composantes , ces premiers membres étant écrits sous la
forme hab i tue l l e .

Comme les intégrales POw^ V(y^), ..^ P(r,/z^) <^ QC,/) == 0

possèdent é v i d e m m e n t toutes le m u l t i p l i c a t e u r £, i l en est de même
dey^<,y,,^ -.Jm^ E" o"^ comme l 'équat ion fondamenta le
A/== o, de degré n+ i, admet la seule racine £, si cette q u a n t i t é est
rac ine de degré de mul t ip l ic i té p. de A^= o, on voit que £ sera racine
m u l t i p l e d 'ordre n + [J. -+• i de A/,== o, et que, par conséquent, ceux des
po lynômes y,, y^ ..., r^-^ qui appar t iennent à ce mul t ip l ica teur ,
sont d ' u n degré égal ou infér ieur à n + p..

Ann. de l ' É c . Normale. 3e Séné. Tome IV. — AVRIL 1887. îï)
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3. C'est cette association, dans un même système fondamental , de
722 polynômes œ(^) satisfaisant à P(j)==o, avec n+i polynômes
y^y,n^ ...,J^^,,,lelsqueP(y^O,P(y^),.../P(j^^<)satis
fassent à Q(y) == o, qui montre immédiatement,que l 'équation pro-
posée P(y) = îîï(^) admet toujours comme intégrale au moins un po-
lynôme de la forme ûe^).

On voit d'abord qu'il existe toujours une combinaison linéaire de
r^.. yrn^ • ..Ym-^-u ^ une seule, qui coïncide avec une parei l le
intégrale.

En effet, puisque, par construct ion, CT'(^) est une solut ion de
Q(y) = o, et que P(y^.). P(y^), • . . . P(.y^,-.0 en sont n + i in-
tégrales distinctes, il existe un groupe l^ l^ . . . , ^4-1 de constantes, tel
que l'on ait

m ( x ) --= Zi P (y^-n) + k P (ym+â ) 4-...-+- ^+1 P (j/«,+^4-i) ?

ce qui s'écrit
P ( lifuî-^i -t- 4j//i-(-2 4- ... -h ^+iJ/rt+/i-n) ̂  CT ( •zl ) ^

c'est-à-dire que ̂ y^ + 4j/^2 +... 4- ^-Mjm+./^i satisfait a
P(j)=ïn(^),

II n'existe aucune autre combinaison

î'^ y/f^i -t~ ^.7/^4-2 + • * • "+" ^+1 ym-^n^-i

qui soit dans le même cas; car

i\ P (j//i-n) + ^P (y^+s) +• • • + ^4-1 P (y^+/^i)
serait aussi identique à ^ ( ^ ) , ce qui est impossible.

Je désignerai par ^Çoc) cette combinaison unique . Elle est bien
de la forme $(^), de mul t ip l i ca teur £,

i>(^)==îpo(^) 4-^yi(.^)+...+^>.9X(^).

Quant à son degré À, il est au plus égal à n-^r p-, puisque, avons-
nous vu , y^,,y,n+2^ —,y^-M sont au plus de degré n+ [j., [x dési-
gnant le nombre de fois que £ est racine de Ap== o. Ce degré À n'est
d'ailleurs pas inférieur à n; car ropération Py que l'on effectue sur le
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polynôme ^(.r), pour le rendre identique l\ ̂ (a?), ne peut pas élever
son degré. Ainsi, l'on a

n $ X 5 n -+- [ji,

LL étant au plus égal à m.
Maisî^^) ne sera pas toujours le seul polynôme, de la forme (E ) ( . r )>

qui satisfasse à l 'équation proposée. Pour satisfaire à cette équa t ion ,
un pareil polynôme n'a pas besoin d'être une combinaison l inéaire des
seules intégrales ym^^ym^ ? - • • . jm-^-M? mais bien de toutes celles des
intégrales^, ja, ...,y^+.^-n qui admettent le mult ipl icateur c d e TD'(.T).
En désignant donc pary , , ja, ..., y^ les p- solutions de P(j) = o qu i
appartiennent à ce multiplicateur, l'expression générale du polynôme
cherché sera

F Çx) -==. €>(.£•) 4- Ciji 4- CâVâ 4-... -4- C^rp,,

les C représentant des constantes arbitraires.
Remarquons que, même en fixant les constantes C, le degré du poly-

nôme CiVi -(- €2^2-+-•••+ C^y^ peut varier de o à p- — i. Si £ n'annule
pas tous les mineurs du premier ordre dans A^,, ce degré est p-— i. Si
£ a n n u l e tous les mineurs jusqu'à l 'ordre [JL exclusivement, ce degré est
zéro. En tout caSy il est infér ieur à p. Or on a

À 5 n 4- pi ;

par conséquent, si v désigne le degré de l'expression totale F(^),
degré qui peut être mal déterminé, v sera toujours égal ou inférieur à
n 4- (J-, quelles que soient les valeurs particulières attribuées aux con-
stantes arbitraires, de sorte qu'on a, comme pourX,

n^v ^n 4- fJL.

De là les conclusions suivantes :
Véquation proposée P(j) == ^(oc) admet toujours comme intégrale un

polynôme de la forme $(.z*), et nécessairement de multiplicateur £.
Si l'équation privée du second membre n'a aucune solution du multipli-

cateur e, ce polynôme est unique et son degré est n.
Si, au contraire^ P(y)==oap. solutions fondamentales appartenant au

multiplicateur £, les coefficients du polynôme renferment linéairement p,
constantes arbitraires. Il y en a donc une infinité qui répondent à la c/ues-
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tion; mais leurs degrés sont tous comprù entre n et n 4- [J-, ou égaux à
F un de ces deux nombres.

Observons encore que , si la partie arbi traire Ci j, -t- Caj^+•--+" C^j^
de F(^) est d 'un degré in fé r ieur au degré ~k de la part ie déterminée
^ (x ) , le degré v est déterminé, c'est-à-dire que tous les polynômes
F(<r) ont le même degré, l 'un des nombres n, n 4" i, ..., n -I- p- C'est,
ce qui aura lieu nécessairement si [M ne surpasse pas ^, et a fortiori si
l'on a

m ^ /î.

4. Lorsque n est n u l , c'est-à-dire lorsque ^Çoc) se rédui t a une fonc-
tion pér iodique de seconde espèce, Q( j )es tdu premier ordre etB(y)
d'ordre m -+-1. On a alors, en conservant les mêmes no ta t ions ,

F(.r)=:<î)(^) -h C^+ C,y^. .. -hCp,j^
€)(^)=Zij,^i.

Si P(j) == o n'a aucune intégrale appa r t enan t au mul t ip l ica teur £,
l ' équa t ion proposée a d m e t une s o l u t i o n pér iodique de seconde espèce,
et il n'y a pas d'autre expression ^(.r) q u i satisfasse à l ' é q u a t i o n .

Si, au con t ra i r e , P(y) == o a [x intégrales fondamen ta l e s de m u l t i p l i -
ca teur £, les constantes arbi traires apparaissent , e t i l existe une in f in i t é
de solut ions $(^), d o n t le degré ne peut surpasser p-. Par exemple,
lorsque s est racine s imple de A^ = o, on a

V(x)=C,y.^l,y^,^.

Or y, est une fonct ion périodique de seconde espèce À(.r); /i.y,^i
ou ^(À) se réduit à ço(^) ou a 90 (.r) -+-.r^(^) suivant que, dans A,., £
annule ou n 'annule pas tous les mineurs du premier ordre. On a donc

F(^)=Ci/À(^) +yo(.r) -t-",r;cpi(^),

^ pouvant être ident iquement n u l .

5. Voici une proposition qui est la général isat ion d 'un théorème que
j'ai établi pour les équations différentielles linéaires homogènes, telles
que P(y) = o, et qui donne souvent des indications sur la na ture des
coefficients d'une solution $(^?). De plus, elle va donner, pour le degré v
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de celte so lu t ion , une l imi te supér ieure qu i , t o u t en dépendan t tou-
jours u n i q u e m e n t de n et du premier membre PC.v), sera en généra l
p lus p e t i t e que n -h- a.

Si l'expression

F(.r) -=: ̂ (.y) 4- x '̂  (.r) 4-.. . 4- ̂  ^v(^),

supposée de la forme çî 'r ), est une intégrale clé l'équation P(y) == ̂ {x ),
ÀY^ v dérivées successives, prises en considérant les coefficients ^ (oc) comme
des constantes, satisfont respectivement aux v équations que l'on déduit
successivement de la proposée en dérivant de la même manière son second
membre rrr(.z1).

Employons, en effet, la caractéristique ô pour représenter ces déri-
(W (PF 6^ F ôm <PCTvees —» -.—; > • • • ? .—? y-» .—; ? • • • •<Ĵ .1 (/.y ôx' ôx ûx"

Puisque F(^) sat isfai t à P(.r) = nT(.y), F(.r +• Aco), quel que soit le
nombre entier &, satisfera à

P(j)=rn(^+Â-,)),
c'est-à-dire à

p^,)^.^.^^^^^^^^...^-^^[ i (/.r 1.2 àx- î . . ' 2 . . . n àx'1

Or on a
p / , , /. '",.. AT,) <)F ( / - G ) ) 2 ^F (À-O)^ ^F'
F (.2- •4- A-G.)) z= s7- F -4- —— -y- + -——- -,— + . . . 4- ———— ——

1 </.y ! . 3 W- 1 . 2 . . . V ().V/

En I d e n t i f i a n t , il v ien t

P(F).-Â-Pff).-^^P(ÇI)4-...-,- ̂ ^ P^)' ' r \ d^; / i . '>- \ àx^ ] 1 . 2 . . . ^ \ r};r '' /
Â-^) <)î57 (AT,))2 fPCT (Â-r,))^' <^7ÎT

== CT -4- —— —— -1- "———- ———, -h . . . -h -————— ——- -
X ÔX 1.3 (7.2" 1 .2 . . . H O^C

Comme cette ident i té a l ieu pour une inf in i té de valeurs de ÀO), on en
c o n c l u t

p f^\ ̂  ̂  p fà2^ ^ à2^
\à.v} ~àx^ ' \^^2 y "' àx2' î

Nous avons vu que le degré v de la solution ¥ ( x ) ne peut être infé-
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rieur à /?. Cela résulte d 'a i l leurs de l ' ident i té précédente. Deux cas
peuvent donc se présenter : v === n ou v ^> n.

Lorsque v est égal à n, on aura

p / ^ F \ ^ p/^F\ ^zn\ p^1^ - àtt^
\àx) - à œ ' • l \à^} ~ J ^ ) ' " " < 3 l {J^'1} ~ ̂ "

Mais, lorsque v sera supérieur à n, on aura, outre ces égalités, les
suivantes

/^+-îF\ ^/^^FN n/^1^p(d^-}==o? ^^J^ - p(^}-o-
qui montrent que les v — n dernières dérivées de F(.r), prises comme
on l'a dit, satisfont a Inéquation privée du second membre P(y) == o.

Une solution de l'équation complète peut ainsi faire connaître des
intégrales de Inéqua t ion privée du second membre. Il peut même arriver
qu'elle les fasse connaître toutes. Inversement, lorsque v est supérieur
à n, la connaissance des intégrales de P(.y) === o entraine celle de. cer-
tains coefficients dans le polynôme F(^). Ainsi, si nous nous reportons
au cas examiné au n° 4, où n é ta i t nu l en même temps que e annulai t
à.p sans annuler tous les mineurs du premier ordre dans A,., on avait
trouvé

F(^)==CiA(.a?) -4- yo^) + ^pi^')-

Par suite de notre théorème, y-, == cp^ (.r) est une intégrale de P(j) === o.
Elle est alors nécessairement de la forme

9i(^)==^(^) ,

/ é tan t une constante déterminée; d'où

F(^) = <po(.z-) + (Lr 4- Ci) /^(.r).

6. On vient de voir que, si la solution F(.r) est d'un degré v supé-
^re-np à^-^'F ^ Frieur a n, les dérivées ^^p ^-Tr • • • 5 ̂  sont des intégrales de

P(y) =o. Or soit x^'^ la plus haute puissance de x qui figure expli-
ci tement dans les polynômes y^ y^» • • • » y^ de lisultiplicateur e, qui
satisfont à P(y) == o, auquel cas p.' est au plus égal à p,. Comme la
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première des dérivées en question est du degré v — n — ï , il faul que
l'on ait

y — ^ — i ^ ̂  — ï, c'est-à-dire v 5 n -}- pJ ;

(l'on une nouvelle l i m i t e supérieure du degré v, plus basse en général
que la précédente et qu i est, comme la première, d i rec tement en rap-
port avec P(r).

Le degré est toujours compris entre les nombres n et n 4- [^ , ou égal à
l'an cFeux.

Par exemple, si £ a n n u l e tous les mineurs de Ap jusqu 'à l 'ordre [x ex-
clus ivement , on aura [j/==i et, par conséquent , le degré v sera égal
a n o u à n +• ï .

7. Lorsque les coefficients CT'()(^), vs^x), . . . , ^n(oc) detî7(.r), ou au
moins l'un d'eux, sont variables, et que ceux du premier membre P(r)
sont des constantes, on peut considérer ces derniers comme pério-
diques de première espèce, de même période co que CT^, CT^, ..., CT .̂
On est donc, dans lô cas étudié, sous la condition d 'uni formité imposée
toujours aux intégrales de R(y) == o.

Ici, l'on connaît immédia tement les racines de l 'équation fondamen-
tale A « = = o ; car leurs logarithmes, divisés par co, sont les racines de
l 'équation algébrique

/(p) == p771 + pi p7"-1 -l-^p^-2 + . . . ̂ pm-i P ~+-Pm •===- 0.

Le nombre p/ est en outre bien facile à obtenir. L 'équat ion A^=== o
ayant p solutions égales à s, /(p) == o a (x racines égales à —^1; mais,
à cause des valeurs mult iples de legs, ces [M racines ne sont pas néces-
sa i rement égales entre elles : elles peuvent différer de mult iples entiers
(1 Q ÎJEy-I-L ̂  p/ représente le nombre de celles qui sont en plus grand nombre

égales entre elles. Si, en effet, pi est leur valeur commune et s ce nombre,
^--i ̂  e^t celle des intégrales^, j^» • • -».y^ qi11 t 'enferme x expl ic i te-
ment avec le plus baut exposant, de sorte que s coïncide avec p/.

Si, en particulier, l'équation /(p) ̂  o a toutes ses racines inégales, ^/
sera égal à l'unité.
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Considérons, par exemple , l 'équation

—^ ^-a^r^cosp.z',dx1 '" '

pour laquel le on a £ == ï , œ == :3— Les racines de/(p) = o sont ± a\A—7;
_^ 2 w.a ̂ ~\

par suite, celles de A^ == o sont e P .
Si donc a n'est ni n u l , ni un m u l t i p l e ent ier de p, l ' équat ion admet

une solution périodique, de période ^- Si a, n ' é tan t pas nul, est on
m u l t i p l e k^ de (3, comme alors (JL' est P u n u é , v sera égal à zéro ou à i .
Enfin, si a est n u l , \î! est égal à 2, et v p e u t être o ou i ou 2. C'est ce
q u i se vérifie, puisque, dans le premier cas, on a

;^-y

dans le second,

F ( y } ^ ^P-2'.l.^.).^^-^,

F (a.') •=:. C, cos/-(3.r 4- C. sm/-|3.r -+- -̂ ê̂̂ L...,,
(Â-^-«)^

ou
F(.r1) - C, cos?^ 4- Ç, sin p.z1 + ̂ ut3^,

suivani que k est d i f fé ren t de l ' un i l é ou égal à Pu in l é ; et e n f i n , dans le
troisième,

r/ ., ^ .•., cosB.rI-(.r)=Ci^+C,- - 1 ^ ^ ^ ^

OU

F(,z-)=Cpr+(L+'^,
9.

su ivant que ? est d i f férent de zéro ou n u l .
Voici encore une remarque qui se rapporte a u cas ac iue l et qui est

souvent ut i le .
Lorsque ^(.r)/étant pér iodique, de pér iode co, est décomposable en

i parties séparément périodiques, mais dont les périodes ç^, , co,, ..., œ.

soient toutes des sous-mult ip les de (o, si aucun m u l t i p l e de ^/-
r.)i
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de —v——, ..., de 3Jrt^—1- n'est racine de/'(p), l'équation P(j)==CT(.^)
admet toujours une intégrale périodique, de période œ.

Considérons, en effet, l 'équation obtenue en égalant P(j') à l 'une
des parties, de période coy. Puisque /"(?) n'a pour racine aucun multiple

de ^7rv—ï-, celte équation possède une intégrale périodique, de période
coy, qui admet aussi la période CD, vu que coy en est un sous-mult iple .
Toutes les équations pareilles obtenues en donnant à j les valeurs
ï , 2, 3, .. -, i ont donc une solution de période co. Leur somme, qui est
une intégrale de P(y) •==• cï(.r), est par conséquent dans le même cas.

8. Supposons enfin que, p^ p^, ..., p^ étant encore constants, le
second membre soit de la forme•

e^ ( €IQ -4- ai x + a-a x^ -+- . . . 4- cift ̂ n)y

les a et a désignant des constantes déterminées.
On aura

...,, , d'^r /î"+-i d^r ( n ^ i ) n ^d^y . ,,„^-d^^ —^ +4~-^^^^+...+^
P(y) et Q(,y) étant tous les deux à coefficients constants, R(j) est aussi
à coefficients constants, de sorte que l 'intégrale générale d e R ( y ) = = = o
est d'elle-même uniforme.

On peut regarder les quantités p^ /^, ...,/^ comme périodiques
de période arbitraire co, et les coefficients tï'3'o, ^i, ..., ̂  comme
périodiques, de seconde espèce de la même période <^, le multiplica-
teur étant e^\

L'équation
/-(p) =r p^ +^i p7»-1 -^^âp7"-112 + . . . +/^-i P -+- /̂ . ̂  0

et l 'équation analogue pour Q(j)» savoir
(p—a)^- l- l--=:o,

ont respectivement pour racines les logarithmes, divisés par co, des ra-
cines des équations fondamentales A^,== o et Ay== o. L'équation

/(pKp-ay^^o
Ann. de l ' Ê c . Normale, 3* Série. Tome IV. — A.VRIL 1887. J^
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a donc pour solutions les logarithmes, divisés par oo, des racines de
A,==o.

Pour que l'éq nat ion fondamentale A^,== o ait p. racines égales à e^\
i l faut et i l suffit que p. racines dey(p) •==• o soient égales à a, ou au

moins que leurs différences avec a soient des mu l t i p l e s de ^-7T-^--~—Î•
Or, ou étant arbitraire, on peut toujours supposer qu ' aucune des diffé-
rences en question n'est un de ces multiples. La condi t ion est donc
que p, racines soient égales à a, et le nombre p/ est par suite égal à y..

Cette condit ion étant remplie, l ' équat ion

/(p)(p-a^^=:o

possède alors / z - h i + j ^ racines égales à a, de sorte que R ( y ) = = o
admet les n •+-1 4- [J- intégrales

6^ xe^, .r2^, ..., ^^e^,

dont les pi premières appar t iennent évidemment à P(,y) == o.
Il résulte de là que la combinaison l inéaire désignée au n° 3 par

^(x) est ici
<D ( x ) -= e^ ̂  ( ly -h- ^ x 4- 4 ̂  -h.. . 4- l,, x11 ),

les / étant des constantes déterminées. Actuel lement , son de£çré X est
toujours égal à n-h [x, c'est-à-dire que 4 "^^t jamais n u l . En effet,
d'après la proposition du n° 5, il faut que —^ satisfasse à

(j\X!

P(j)=:ï .2 .3 . . .nane^.

Or cela ne pourrait avoir lieu si \ était égal à n + ^ — 4 m'étant
pas n u l ; car alors la dérivée -j-^ appar t iendra i t au degré p. — i, et,
comme e l l e e s t un agrégat addit i f de termes de la forme

C^'e^,
elle annulerait P(j).

Quant à l'expression générale de l ' intégrale $(a?), elle est

F(^)=:<ï»(^) -^^(Co'4- C,x + C^4-...+ G^i^-1).

Elleest, par conséquent, de même nature que le second membre ^(o?).
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Jamais ici p- ne peut surpasser X, de sorte que (n° 3) le degré v deF(^)
est parfaitement déterminé, quelles que soient les constantes arbitraires
C, et toujours égal à n 4- p..

En résumé, on voit que, si a annule les dérivées de f(p) jusqu'à l'ordre
[M exclusivement, l'intégrale F(^) est le produit de e^ par un polynôme
à coefficients constants, de degré n -+- p., où les [x coefficients de cc^~~\
-r^, .,. sont arbitraires. On sait bien d'ailleurs comment s'obtiennent
les autres coefficients.

APPLICATION.

9. Dans Pétisde des forces centrales, on suppose souvent que la force
ne dépend pas uniquement de la distance du mobile au centre d'action.
Jacobi a s ignalé une loi par t icul ière oîi la force est exprimée par le
r a p p o r t

f{Q)

r désignant la dis tance au centre, pris pour pôle , et 0 l ' angle polaire.
M. Darboux en a dédui t une proposition intéressante, consignée dans
la Note XI du Cours de Mécanique de Despeyrous.

Je vais, à l'aide des considérat ions qu i précèdent, é tudier la forme
que présente la trajectoire lorsque la fonct ion ,/(ô) rempl i t certaines
condit ions.

On sait que, si C est la constante des aires et si l'on pose

cette l igne peut être obtenue par l ' intégration de l 'équation linéaire

C) ^+5=^)-

Conformément à mes notations, j ' appel lerai R(-s) ie r é su l t a t de la
i ,., . , d^z i i / - dz f'{Q)substitution de ^ + z dans 1 expression -„. •— ——/s.
Supposons que, pour un état initial dé terminé , l 'équation de la tra-

jectoire soit
,^=ç(^ • - • • • • • - 1.,. 1 • • • •
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ç(ô) étant uniforme avec le seul point singulier essentiel oc === oo. I/é"
quation ( r ) montre qu'alors y(9) est dans le même cas, et il en est de
même de l'intégrale générale de K(^) == o. Supposons qu'en outre
ç(0) soit périodique, .de période 211; /(6) admettra aussi la période
2'TC.

Observons que, pour tout autre état initial, la trajectoire aura pour
équation

z == Ci ces Q -+- Ça sin 0 -h y ( Q ),

et par conséquent possédera les propriétés attribuées à la première.
Réciproquement, /(O) et l 'intégrale de R(^) == o é tan t uniformes,

sans autre singularité essentielle que l ' i n f in i , si l'on suppose que/YO)
soit périodique, de période SSTC, la valeur de ren fonction de 6 admettra--
t-elle aussi celte période ?

Pour répondre, il suffit de remarquer que l'équation (i) est de celles
qui ont été examinées au n° 7. L 'équat ion en p est ici

p2 "t- Ï ==: 0.

Ses racines étant toutes deux de la forme / c \ / ~ ï , ^ est égal à a ;
mais, ces racines étant inégales,^'est l ' u n i té. L'expression du poljnôme
désigné par F, et qui coïncide ici avec l ' intégrale générale de l'équa-
tion (i), sera donc du degré zéro ou du premier degré en 0. Comme,
dans le second cas, le coefficient de 0 doit satisfaire à l 'équat ion privée
du second membre, on voit que l'équation générale de la trajectoire
est toujours

C2

r :Ci cos@+ C 2 s i n 0 + y ( 0 ) 4- ô(acos^-+- bsïnO),

où ç (0) est périodique, de période ^TC, où C^ et C^ sont des constantes
arbitraires, et a et b deux constantes déterminées qui peuvent être
nulles.

Les égalités
a = o, b •= o

expriment précisément que r est périodique.
Par conséquent, la loi considérée /^. /(6) remplissant les condi-
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tiens indiquées, ne conduit pas toujours à une valeur périodique der.
Elle peut donner naissance à deux catégories de trajectoires, suivant
la nature de/(0), mais quel que soit l'état initial.

Dans l'une, il n'existe sur chaque rayon vecteur quun seul point de la
courbe, de sorte que, si ce rayon/ait un tour complet dans un temps fini,
à chaque révolution, le mobile reprendra le même chemin.

Dans r autre, un rayon vecteur donné (6) rencontre la trajectoire en un
nombre infini clé points, mais de telle façon que les points où il coupe la
courbe inverse sont équidistants, la distance constante étant

± 2Tc(acosQ -+- &sin6).

On va préciser les conditions.auxquelles doit satisfaire/(9), pour
que la trajectoire appartienne à l 'une ou à l 'autre de ces catégories,
dans le cas où/(0) est une fonction rationnelle de sinO et de cosQ, ce
qui est le type des fonctions périodiques.

10. Supposons d'abord que/(0) soit une fonction entière d u sinus
et du cosinus.

On sai t que, si A, B, A/^, B/^ et G désignent des constantes, et K un
nombre entier supérieur à l'unité et f ini , une pareille fonction se met
sous la forme

A cos0 -+-B sm0 -+- G -4- V, (A/, ces A-Ô 4- B/,smA-0)JB—/:
et d'une seule manière.

Pour obtenir une solution de l'équation (i), il suffît de trouver une
intégrale de chacune des équations

( '?. ) — •+- z == A ces 0 -+- B sin Qy

(3) ^f+.^G4, y (A^.cos/^+B/.sin/cô),
09- Ari /,.

et de les ajouter.
Or on sat isfai t à l'équation (2) en posant.

ft
z=: ^ (A sin à — Bcosô).

3
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Quan ta Inéquat ion (3), son second membre admet la période arc;
mais il est composé de parties séparément périodiques, dont les périodes
-^sont toutes des sous-multiples de ^TT; en outre, aucun mul t ip le de

k\l—i n 'annule p2^-!. Nous sommes donc assurés, par la r emarque
qui termine le n° 7, que l'équation (3) possède une solution pério-
dique, de période 271. Au surplus, on connaî t bien cette solution, qu i
peut s'écrire

/-, 1̂ A/, cos k Q 4- BA. si n k Q^=:(j--l->. ————-——-p,————.
Ad/, l — A -

L'intégrale générale de l 'équat ion (i) est donc

r, n n - r ^ ^ Az. COS k Q 4- B/c Sin/f ô 9 , , . . ^ ,,z -r=: (^ cos0 -+- Ci sm0 4- G -+- ̂  1————.—^——— 4- - (A smô — R cos 9).

On voit qu'elle est uniforme, c'est-à-dire que la condit ion d 'unifor-
mi té imposée à l'intégrale générale de R(-s) === o est ici remplie d'elle-
même. Mais on aperçoit en outre l'origine du terme en 0. On a

r / ^ — B , ^•=-4- A.

Par conséquent :

Parmi les forces centrales ^^^^/(O) ^W^nan^ une/onction entière de
,.^

sin 0 et de cos 6, celles qui se composent de la forme newtonienne -^ et de

forces centrales, telles que -^^^Ai^J^i^ /^ ̂ ^ ̂  entier supérieur à
l'unité, produisent la première catégorie de trajectoires ; toutes les autres,
qui s'obtiennent par l'adjonction d'une force A~œ^^^^^^^ donnent
naissance à la seconde.

Par exemple; si/(0) est du second degré en s inO et cosô, pour être
dans le premier cas, i l sera nécessaire et suffisant que, pour deux po-
sitions symétriques du mobile (par rapport au centre d 'action), la
force prenne la même valeur.

On voit, en particulier, que, parmi les lois

A cos<3 4- B sin0 4-G
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la loi de la nature est la seule qui puisse^ à chaque révolution^ ramener le
mobile dans les mêmes positions.

11. Supposons enfin que/(6) soit une fonclioû rat ionnelle de sin6
et de cos9.

Une telle fonction se décompose toujours de la manière suivante :

cl cot ——— d^ cot —;—:

/(0)==H(^+AoCOt-^+A,—--^^+.. .+À,,——^——-

^ c o t — " ^cot—^
^Becot-^--^——^2_+.. .+B,——^——

4 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

, «, d cot —— dP cot ——:
Q — À - 2 .. i34,LoCot—^- -hLi——^——+. . .+L^——^——->

H(6) représentant une fonct ion entière de s inO et de cosO, qui peut
être regardée comme la partie entière dey(O), a, (3, ... \, les A, les
B, ..., les L étant des constantes*

Considérons l 'équation
^ ^a d^-=^ ^cot^

(4) ^+^^AoCot-^-a4-A, ——^-2- +...+A,,——^——-•

On reconnaî t aisément qu'elle est satisfaite en posant
tj _ ^ ç _ ^

dcol——— d^-^coi——
.J •=: pA'5() COt —•——— 4- aAoi ————/-û——— + . . . ~i~ oRo,«-2 ————"yû^Tâ———

-4- Jl^.-i asin ( ^ — a ) logsin——a • — 0 cos (0—-a)

-h JL//,, 2 c o s ( 0 — a)logsin——a +- 0s in(0-— a) -+-1 ,

ou ^o» ̂  • • «A>mSont des constantes déterminées et où l 'on a
jl.,^_i= 2A^-—2A4^2, ^,^==2A.^-+t—.2A4/4-3 (î=:o, i , , 2 , 3 , . . . ) .

/*>
En é g a l a n t , — 4- z aux groupes pareils en [3, . .* \ on a des équa-
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t ionsqui admetiront des intégrales analogues. En ajoutant toutes ces
solutions avec une intégrale de

(5) .. ^ f+^H(0), ,

on en conclut une intégrale de l'équation ( î) . On voit donc, puisque
toute solution de (5) est uniforme (n° 11), que, pour que notre solu-
tion de (i) soit uniforme, il faut et il suffit que l'on ait

2À4/== 2Â4/.4-2, 2A/,^1 = 2;A.4H-.:5,

2( B '^t === 2 B 4 /+.â » ^ •D .'»• i-\- î'^ »-ii'ï 4 /'-(-;} ?

ï L', i == ï L.', ̂ ..4-â, 2 JL -̂t-i == 2 L/,/-^;{.

Supposons remplies ces conditions, qui équivalent à la condi t ion d'u-
niformité imposée aux intégrales de B(s) = o.

Les termes logarithmiques disparaissent alors dans les solutions des
équations telles que (4). Mais j 'observe que les termes en 0^ non pé-
riodiques, disparaissent en même temps; d'où il résulte que les termes
du premier degré en 0, dans l ' intégrale générale de l 'équat ion (i), pro-
v i e n d r o n t uniquement de là part ie ent ière 11(0) du second membre. Et
par suite :

Si fÇ^y désigne une fonction rationnelle ^siïlO et clé cosO, telle que les
'f {fl\intégrales de R(^) == o soient uniformes, la force centrale "-^produira

une trajectoire appartenant à la première ou à la seconde catégorie, sui-

vant que la partie entière ~4~ ̂ ^ dans le premier cas ou dans le second.

Il ne s^est agi, dans ce travail, que de fonct ions s implement périodi-
ques. Mais il est clair que les mêmes choses peuvent se répéter d'une
manière entièrement analogue pour une équation linéaire dont le pre-
mier membre serait à coefficients doublement périodiques^ tandis que
le second affecterait la forme d'un po lynôme aux deux variables oc et
Z(^), ayant pour coefficients des fonctions doublementpériodiquesde
seconde espèce.


