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SUR LES SURFACES
ET LES

COURBES TETRAEDRALES SYMETRIQUES,
PAR M. T. JAMET,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES Ail LYCEE DE NANTES,
ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

I N T R O D U ' G T I O N .

En i865eti866, de la Gournerie présentait à l 'Académie des Sciences
trois Mémoires ayan t pour objet l 'étude des surfaces désignées par lui
sous le nom de sur/aces tétraédmies symétriques el représentées par
l 'équat ion

a y" / p \ " 1 / y V / o v "_ ) 4- Ç -4- -L 4- -, = o,a \b \c \dj

où a, 3^ y, û désignent les coordonnées d'un po in t , mobile sur la sur-
face, par rapport aux plans des quatre faces d ' un tétraèdre, d i t tétraèdre
de symétrie. Le dernier de ces Mémoires, ayant pour objet de généra-
liser les résultats obtenus dans les deux Mémoires précédents, au sujet
de courbes et de surfaces du quatr ième et du hui t ième ordre, renfer-
mait au début? une .é lude des courbes planes représentées par l'équa-
tion • ' 1! ^-^r^^v

/ a \ m / S \ m ( y \ m // ̂  î'^ ̂ ^.^.(B) ( ̂  + h- - n =; o^1 ,̂,̂  •••^••, v
' \a•) 1 [ W ^^ /^/" <$. , y y

courbes dites triangulaires. La seconde Partie ^tafit contrée à ^Lu^ier
divers modes de généralion des surfaces tétra&l^les, le$f;;degrê,'|eur
équation tangentiel le, les droites qu'elles renfô^^ leS^ys^m:ès,-de

"'̂ ^.XM:0'-'1 •
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courbes triangulaires qu'on peut tracer sur ces surfaces, et enfin les
systèmes de courbes à double courbure, dites tétraédrales, définies par
l ' intersect ion de deux surfaces tétraédrales de même exposant, ayant
le même té t raèdre de symétrie. De la Gournerie é ta i t condu i t a regarder
une te l le courbe comme l ' intersect ion de deux surfaces coniques trian-
gidaires, représentées chacune par une équat ion de la forme (B), où
l'on supposerait que les équa t ions a = o, p === o, y = o représentent
des plans. Nous nous servirons f r é q u e m m e n t de cette considérat ion.

Enf in le Mémoire don t il s'agit ici se t e rmina i t par l ' é tude des sur-
faces réglées tétraédrales et de divers modes d'association de ces sur-
faces.

Mais l ' é tude d ' u n e catégorie de surfaces courbes est un sujet de re-
cherches i l l i m i l é , et l 'on ne saurait le considérer comme épuisé tant
qu'on ne conna î t pas les propriétés infini tésimales de ces surfaces.
Nous nous proposons d'exposer ici quelques-unes de ces propriétés :
on trouvera, dans la première Partie de notre t rava i l , une propriété
des rayons de courbure des surfaces de la Gournerie : nous en dédui-
rons un théorème re la t i f aux rayons de courbure des courbes t r iangu-
laires. Mais nous espérons donner à la fois plus de cohésion et d'exten-
sion à l 'exposition de ces propriétés, en nous posant le problème qui
nous a condui t à ce résul ta t , non seulement au sujet de la fonct ion de
deux variables i n d é p e n d a n t e s déf in ie par l 'équat ion d 'une surface,
mais encore au sujet d 'une fonction d 'un nombre quelconque de va-
riables indépendantes . Cette manière de procéder nous conduira, d'ail-
leurs, à étendre le résul tat obtenu à d'autres surfaces et no tamment ,
dans un cas singulier, aux surfaces définies par l 'équation

La. T a» T v.& î c(< _ A//i^2!^4.!^"—A,

et aux courbes planes représentées par l 'équation
î ûti ï v-î T «a _ AA.^1 JL^.Ly8 — A,

où l'on suppose que L^ L^, La, L/, sont des fonctions linéaires des coor-
données, et ou la somme des exposants est nulle. Ce sont des courbes
et des surlaces étudiées par MM. Klein et Lie à un point de vue tout
différent (^Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 10 j u in
1.870). , ' . ' , , , , , ^
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La propriété des courbes triangulaires, que nous avons démontrée,
consiste en ceci : Par chaque point P d'une courbe triangulaire passe
une conique qui lui est tangente et qui est circonscrite au trian ̂ /e de sy-
métrie; les rayons de courbure de la conique et de la triangulaire sont dans
un rapport constant. La seconde Section de notre travail est consacrée
à la démons t ra t ion d'un théorème qui est l'extension du précédent à
la théorie des courbes tétraédrales, les coniques tangentes étant rem-
placées par des cubiques gauches osculatricos. On v t rouvera , en outre,
la recherche des points singuliers des courbes t r iangula i res , recherche
que de la Gournerie n 'avait fa i t qu ' ind iquer sommairement , puis la
réduct ion à des types simples, des intégrales abéliennes de première
espèce appar tenan t a u x courbes tr iangulaires : celte réduct ion nous
permettra de savoir à quelles condit ions ces intégrales s 'expriment,
soit par les fonct ions élémentaires, soit par les intégrales el l ipt iques.
Nous t e rmine rons cette Section en examinan t , en par t icul ier , quelques'
courbes t r i angula i res du troisième et du qua t r i ème ordre, afin d'en
dédu i r e u n e démonstrat ion, i néd i t e , nous l'espérons, d ' un théorème
déjà démon t r é par MM. Bonnet et Beltrami {Nouvelles Annales, ^ série,
t. IV), et dont nous avons donné nous-même u n e démonstrat ion ana-
ly t ique (Comptes rendus, mai i885).

Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales sont connues de-
puis longtem ps (vo i r Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques.
t. I, notes de la page 355). Aussi n'insisterions-nous pas au t rement
sur la recherche de ces lignes, si cette recherche ne pouva i t être ratta-
chée à celle des lignes asymptotiques des surfaces ayant pour équation

( G ) / i (L,M)=/s(N,P),

où/1,/2 sont des fonctions homogènes, de même de^ré, L, M, N, P
des fonctions linéaires des coordonnées A', j, z. Cette forme d 'équat ion
comprend, comme on le voit, l 'équation des surfaces tétraédrales pro-
prement dites et aussi de la p lupar t des surfaces qui en dérivent par
la méthode exposée dans la première Section. Nous chercherons, dans
la troisième Section, les lignes asymptot iques de ces surfaces limites.
En outre, la recherche des lignes asymptotiques des surfaces (C) con-
duit à faire subir à ces surfaces une transformation d'un nouveau ffenre,
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/ î .
qui s'effectue à l ' a ide d'intégrales de la forme ,p? T désignant une
fonction de t, qui dépend, de l 'équation (C). En app l iquan t cette trans-
formation aux surfaces tétraédrales et aux surfaces qui en dér ivent ,
nous avons été condui t à étudier les deux intégrales suivantes :

' eu r eur d t - rj^,.' ^i+^ i i
J (1-4-^

Nous espérons qu^on trouvera quelque intérêt à voir comment celle-ci
se transforme en une intégrale à différentielle rationnelle, dans le cas

où p- est de la forme ±: -^—— '

Enfin les deux derniers paragraphes de la troisième Section sont
consacrés à l'étude d'un cas particulier, où la surface représentée par
l 'équation (C) est du quatr ième ordre, et à la recherche de la surface
transformée, obtenue par la méthode dont nous venons de par ler .

PREMIÈRE SECTION.
FORMATION DES FONCTIONS FONDAMENTALES. CONSÉQUENCES CrÉOMÉTRÏQUES

IMMÉDIATES.

1. Soient L^ L^, L;», . . . , L^ n fonctions linéaires de plusieurs va-
riables ,r, x-^ x^ ^3, ..., Xp.^, de [elle sorte qu'on ait iden t iquement

L;=: âiX -4- ai^x^~\~ a^x^-\- ...+ ctip-~\Xp...^.

Si l'on donne les n coefficients a ^ , a^ a;.,, .. *, a^, l 'équation

/ \ V c€i — al -L- a2 -i ^ an —n( î ) li^-^^E;^''^^^0

déûnit une fonction algébrique oc. des p — i variables indépendantes
x^x^ ^3, ..., ocp^. Si l'on donne une seconde fonction s des mêmes
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variables indépendantes et si le nombre n des coefficients a.,, a^, a^ . „ . ,
a/, est supérieur ou égal au nombre total p des variables qui figurent
dans l 'équation (i), on pourra toujours , d'une ou de plusieurs manières
différentes , -déterminer ces coefficients, de tel le sorte qu'à un système
de valeurs attribués aux variables x^, x^, ̂ 3, ..., ^_., répondent, pour
x et z , deux valeurs égales, et que chaque dérivée part ie l le de la fonc-
tion se ait la même valeur que la dérivée part iel le de z par rapport à la
même variable. Car, si l'on appelle ̂ , CT^, 1^3, . . . , ̂ ^ les dérivées
partielles de z par rapport aux variables ayant le même indice, il suffira
qu'on ait

<" 2?,-»'
et en même temps

(3)

^ si,(a,CTi-i-
^ Lî

^1 a,-(a;OTî-4-
^ L!
^ cti(a,T33+
^ LÎ

^ l ï }

a^)

a^ ^^

pourvu que, dans ces équations, la lettre x désigne la valeur coirimune
aux deux fonctions oc et z.

Or les équations (2) et (3) const i tuent un système de p équations
homogènes et do premier degré par rapport aux paramètres a,, a^,
ag, ..., a^, et la détermination de ces paramètres est toujours possible.
Nous a l lons maintenant chercher à déterminer la fonction z'^ de telle"
sorte qu 'e l le jouisse des propriétés ci-dessus énoncées et que, en outre,
toutes ses dérivées du second ordre soient dans un rappor t constant et
donné avec les dérivées du même ordre de la fonction s, par rapport
aux mêmes variables. Nous supposerons, d 'ai l leurs, le nombre n infé-

, ^ p ( p -h r )rieur ou égal a "———-•
Désignons par p^/,. la dérivée, par rapport à .2 .̂, de la dérivée de ^ par

rapport a x^ Soient aussi r^ la dérivée de a? prise, successivement, par
rapport aux mêmes variables, m le rapport constant et donné, de telle
sorte que r/^=== Tnp^. Dans les équations (3), on peut regarder les
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lettres^ comme désignant les dérivées de la fonction ce par rapport aux
diverses var iables indépendantes , de te l le sorle que

<)gA

à^/,
1 ^A-

On en conclut que la fonction oc et ses dérivées premières doivent véri-
fier les équations ci-après

ÏiL îZ^AZIL2^^
L?

^ JLu-a,/'/^— 2^0,57^-1- a/:/,^ a,OTA.-4- <^)2^ai —————n————— '= oy

où l'on suppose
<•' •^n 1, 2, 3, . . . , n,

h
k

-. i , a, 3, . . ., (j9 — i),

mais ou Fon ne fait varier la combinaison des deux lettres A, k que
d 'une équat ion à l 'autre . Par conséquent , la fonction z doit vér if ier :
i ° l ' é q u a t i o n (2), où l 'on aura remplacée par ,s; 3°Ies équations (3);
3° les équat ions représentées p a r l a formule su ivante

(4) ^ .ma^P^~ 2(aiOT^"ta^•)(a^CT^~i'•"^^) ,.-̂

pourvu qu 'on remplace également^* par z dans les équat ions (3) et (4)-
Mais le nombre des équations (4) est égal au nombre des combinaisons
complètes de p— i lettres deux à deux, savoir : '^^^/^. Donc la fonc-
tion z et ses dérivées du premier et du second ordre doivent vérifier,
en tout, p "4" J>^l~^ ou bien ^'-^Ï-' équations, homogènes et du pre-
mier degré par rapport aux n paramètres a ^ , 0-2, a;), ..., a^. De l'élimi-
na t ion de ces n paramètres résulteront .̂ ^t^ — n -h i équations, que
l'on pourra obtenir comme il suit : dans les équations (2) et (4)» rem-
plaçons a^/,-4- dif^ par —L et a;p/^ par -.—'——, puis groupons n quel-

! , , . , • C/'V/t ^''y/t. 0 3C jf . !

conques des équations ainsi obtenues : le déterminant de ces n équa-
tions devra être n u l . Mais ce déterminant est run quelconque de ceux
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qu'on peut former avec n lignes horizontales du Tableau ci-après :

i
r,
àî^
à^i

L,
àî^
àx^

LÎ
àL,
àx^

H
àî^
Ax'a

1 •
•L;
àï^
^'ï
TT
4L.
av.

H Lj u
âL, àL, àL.

à.v^ àVp-î à.r'^p-i
ï 2-L,l LJ L2

^L, /àL,\2 ^L, fàLA2 , à^L, /àLnVmLi-r— — a -.— mL,—— -— 2 -.— niL^——1 — 2 -—1

__^j_ \à.Tj ~ àx^ \ô.rJ lï àjc\ \à.z\}.' " ï'î L | • • • n —
^r-^1--^^ ^L,--^-A^2 ^ ^L, ^L^L.
__ à^i ^^•g .̂̂ 1 (^•2 _ _ ^i^2 1 ^i J^g ^ j^'i Ar, ' ̂ ^i /?^-a. ^ ^ - ^ , _ . „ . „ , .. . — — — — — — — ^

-^1 -^2 L^

^L. ^L, àL, ^L, <)L, ̂  ^L,, àL,, àï^
f f t - l j i [ •\ \ - •» ^ '— •l•u'•'> ""i————^—— —— •"' ""ï——— '~^—— /'t'ij.. —————-—— —— ;?. ———• ———•
__^/^à^- à^ àxi, _ à-r/, àxf,__^'/L^ -̂-J ĵ!L^^ f)xh àxk

fT '"" f ïî ' ~" ' " ' * ' " fiAji -La .L,.

Nous al lons voir que toutes ces équations a d m e t t e n t une intégrale
commune, dépendant de n — - 1 constantes arbitraires. En effet, m u l t i -
plions tous les éléments de la première colonne verticale d'un tel déter-
minan t par L^1, de la deuxième par L^\ et ainsi de suite, puis obser-
vons : î °que la première l igne horizontale du Tableau (A) ainsi modifié
renferme les fonctions L^, L^, L^, ..., L;"'; 2° que les p — i lignes sui-
vantes renferment, dans le même ordre, les dérivées partielles, du pre-
mier ordre, des mêmes fonctions, les dérivées d'une même ligne étant.
prises par rapport à la même variable (nous faisons abstraction du
facteur ;x, qui est le même pour tous les éléments d'une même ligne);
3° que chacune des lignes suivantes renfermera (à un facteur près,
identique pour tous les éléments d'une même ligne) les dérivées se-

Ann. de V te. Normale. Tome IV. 36 Série. S . 2
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condes des mêmes fonctions, par rapport aux mêmes variables,si nous
choisissons ^, de telle sorte qu'on ait

m s

OU
i ^.-i

m — 2
V-~=——n~-

Supposons donc m différent de 2 et, par conséquent, ^ différent de
zéro; chaque ligne d'un des déterminants considérés renfermera, soit.
les fonctions L^, LS;-, 4, ..., H, soit leurs dérivées premières par rap-
port à la même variable, soit leurs dérivées secondes par rapport aux
deux mêmes variables. Mais, si l'on désigne par A , , A a , Ag, ..., A,,
n constantes arbitraires, on pourra substituer à l'une quelconque des
colonnes de ce déterminant une colonne formée avec la fonction

A1LÏ+A2H+A3UH-. . .+A/.LK

soumise aux dérivations précitées. Donc, pour que le déterminant
considéré soit n u l , il suffira que l'on ai t
(5) AlL t;•-^-A2^-^-...-^-A„^•-=o.

Telle est l'intégrale dont nous voulions établir l'existence, et telle est
aussi l'équation qui définit la fonction cherchée.

2. Avant d'examiner le cas où m-=. i, cherchons ce que devient.
l 'une des équations tirées du Tableau (A), et aussi ce que devient son
intégrale, quand , par suite d'une hypothèse faite sur les coefficients
des fonctions L, deux ou plusieurs d'entre elles deviennent identiques.
A cet effet, supposons que les coefficients de 4, par exemple, s'expri-
ment en fonction d'un paramètre t, de telle sorte qu'ils deviennent
respectivement égaux à ceux de L,, pour une valeur déterminée /<, de
ce paramètre, et soient

es-),.- m.-— ^\="• •- w—
Soient aussi
a.r-t-^^+^^+•••+^-la•/-' :=M= :(^), et ^=---L,+AL,.
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Alors, quand on aura mult ipl ié par L^\ H4"1, .;., L^1 les éléments
de la première, de la deuxième, ..., de la n1^6 colonne verticale d 'un
déterminant tiré du tableau (A), la seconde colonne de ce détermi-
nant ne contiendra que des éléments d'une des trois formes suivantes:

i° (Ll+ALO!^LÏ+A(LÏ)=^+f^+£)A^=^4-(^L^ lM+
\ ufc 7

a. à^±^=^+^=à^+(àîïs,+,'}M.
àxh àx/t àxii. àxit \àx,tà't " j

r /<?L?\ ~|
^^p^^jA^^+r'^^
àx^ \_ àxf, J àï't. L ()x'' J

30 '̂ diA^ = àîL^ + ̂ -^L} == ̂  + ( àsL^ 4- A A(
àxf,àxi: ~ àaciiàx,, \àj;hàxj,) àx/tàs',, \à.xiiàxkàt " ) '

r f0^'r v f01^} î" V à r ) , ^ \^ J!1L [̂̂ .(M:
L àx^à.fk & J ^^// à^k L ^^A ri

à^ ,rw.,,L_ y-^ .{-^(LÏ-M) /|
-„——-_—— -̂ . î —-——„——^. ^ & .1C— -.——^— -r —^——-^——— n- c -A('»
ôxkàx^ L àx^à.fk J àx/tô^k \_ o^/iO^k

£, € , ^ t endan t verszéro avec A/.
Si donc on retranche des élémentsde la deuxième colonne les élém ente

de la première, et qu'on divise tous les é léments de la colonne restante
par A^, on constate que celle colonne se compose, d'éléments qu i ,
lorsque At t end vers zéro, tendent eux-mêmes vers l'expression (J.L^M
et ses dérivées, du premier et du deuxième ordre, par rapport aux
variables,^, a^, ̂ 3 , . . . , .r^.Donc on trouvera, par les considérat ions
précédentes, l 'intégrale

A^+ A^Ï-'M 4- A3U4-. . .+ A,,H= o,.

Si plusieurs fonctions, autres que L;;, tendent vers Li et que leurs dé-
rivées par rapporta ^soient , pour t= t^ différen tes de M, la recherche
de l 'intégrale ne présente pas de diff icul té 2 on est c o n d u i t à remplacer,
dans l 'équation (5), un ou plusieurs termes par des expressions de la
forme 1 A.Lr^
Ui désignant un polynôme linéaire par rapport à cp, x^ x^ . , . , .y^,.
Mais, sil^etL;? par exemple, tendent à devenir ident iques a Lp et que
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leurs dérivées premières par rapport à t soient identiques, pour t == ^,
après avoir écrit chaque élément de là deuxième colonne sous l 'une des
formes précédentes, on écrira ceux de la troisième colonne comme il
suit :

/ÏT p- T //m p- \
(I.i-t-ALi)'=LÎ+A(LÏ)=LÏ+'-lA(+-(——i-t-«, Al',

~St""^î^~~St't

,w\ r,,.wî) 1h! -r-^,o <)iLL±^L^ ^^1' + V^7 A ^ + ^ -X^^ ^ A^
Ar/, " A^/, àt 2 L <5^ ^J

^ ̂ \ \y( ^-\ 1
3o ̂ J^^ =: ...̂ L. ̂  V î̂  + 1 J-^^^ -,. é, A^.

àx^àxj, àx^àx/, ôt 2 L ^2 J

Si ma in t enan t on retranche des éléments de la deuxième colonne ceux
de la première, puis des éléments de la troisième ceux de la première
et ceux de la deuxième, et qu'on divise tous les éléments de la troisième
colonne ainsi modifiée par ^A<î 2 ; si l'on observe, en outre, que £, s/, € '
sont i n f i n i m e n t petits par rapport à ht et que s,, ^, i\ sont i n f i n i m e n t
petits avec A^, on verra que les é léments de la troisième colonne pren-
nen t , pour A^ = o, l 'une des trois formes suivantes :

^.î^
"^î

ô^^}\àxJ^ __^——,

„ ^( w \3 v {à^â^J
à£2

et si 1 on suppose
/^LA :(3^,-4- l3i^i4- pâ^2-+-- - '•+- ̂ -1^-1 ̂ N,V ^ 2 A/^

ces trois expressions deviendront , au facteur [j. près,
^ H'"2^^— QM^LiNJ^y^,^ ,^ , ..., .^-1),

2^

3°

^9
r^r/tî

ĵ̂
^A^.^A'
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Donc enfin, par les mêmes considérations que précédemment, on verra
que l'intégrale devient

AlL^A2L^ IM+A3L^2[(^~ï)M2+LlN]4-A,MÏ4-..--A/,L^o.

Ces exemples suffisent pour montrer la marche à suivre lorsque plu-
sieurs des polynômes Li , La, Lg, ... deviennent identiques à l'un
d'eux, et que les dérivées successives de quelques-uns d'entre eux,
par rapport à t, jusqu'à celle de l'ordre z — i , sont identiques pour
t=tQ. Si, par exemple, ces polynômes s o n t L , , L^, 1:3, ..., L^, les
14" ï premiers termes de l 'équation (5) devront être remplacés par

\ r^i W^ .-A /'à'L^\ ^ A f^H\ , /^mAJ.^A^-^+À3^^^A^^

et l 'équat ion (5) ainsi modifiée sera encore une intégrale commune
aux p { p + x; — n -h ï équations du problème.

3. Arrivons ma in tenan t au cas où m== s. Si, dans un dé te rminan t
de n colonnes, tiré du Tableau (A), nous mul t ip l ions lous les éléments
de la première colonne par L( , de la deux ième par La, de la troisième
par La, et ainsi de sui te , nous aurons formé un d é t e r m i n a n t d o n t tous
les éléments de la première ligne seront égaux à ï , si toutefois le
dé te rminant considéré contenait la première ligne du Tableau. Les
éléments de toutes les aut res lignes appa r t i end ron t à l 'une des formes
ci-après :

^(log'L,)
,1 ° —————T,———————— 1ôx^

^(logL,)
^0 ! ! - ————————.—————y

àx/.àxk

h et/c étant les mêmes pour une même ligne. Si donc nous choisissons
n constantes, A < » A^ Aa, ..., A^ ayant entre elles la relation

(6) Â1-+-A2-+-A3-4-. . .4-A^-=o,

nous pourrons subs t i tuera l 'une des colonnes de ce dé te rminau l une
colonne dont tous les éléments seront ident iquement nuls, si nous assu-
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jetîissons la fonction .rà remplir la condition

Ai logLi -h Ag logL.2 •+- As logLg -)-... -i- A,, lo^L,, == i.

Celte condition r en fe rmera s— i constantes arbitraires, et l'on pourra
récrire comme il suit :

T Ai T A» T Ag T A), — p .A.^1 .L -̂ JL^8 . . . i^//' — ^,

Si main tenant on suppose que deux des polynômes proposés deviennent
identiques, sans que leurs dérivées deviennent identiques pour t == ^,
i l faudra., dans l 'équation (7), remplacer le terme qui se rapporte à
l ' u n d 'eux, L/^ par exemple, par la fonction A/,((~o^-^) ' Cette fonc-

\ vi / / oM .t ion est de la forme A/,..-? M désignant une fonction l inéaire des varia-
bles oc. Si z - r - r polynômes , savoir 1^, L^ L;n . . • » L^i deviennent
ident iques , et que leurs dérivées successives par rapport à ^ jusqu 'à
celles d'ordre i inclusivement deviennent ident iques pour t=t^, on
remplacera les termes correspondants par

A lo-î ^ 4 P00^1^ 4 A \y^W ^ p)/-(logL/^)1A,logL, ̂  A, ̂ —^—J^+ A3 ̂ ——^-^^ . . . 4- A,,, [^——^—— J^,

et l'on aura encore u n e intégrale commune aux ^-/^—ï- — n + i équa-
tions du problème.

4. Dans les développements qui précèdent, nous ne pouvons pas
supposer que les coefficients a^- de l 'équation (i) restent t inis quand
deux ou plusieurs polynômes L dev iennen t identiques, car cette hypo-
thèse reviendrai t à suppr imer un ou plusieurs termes de l ' équat ion (i),
et, par conséquent, au tan t de termes de l 'équat ion (5) ou de l 'équa-
t ion (7).. Mais on peut supposer que certains coefficients dépendent
de ty de tel le sorte que l 'équation (r.) présente des dégénérescences
analogues à celles des équations (5) 01(7). En effet, supposons que
les deux polynômes ï^ et L^ deviennent identiques dans les condi t ions
indiquées ci-dessus. Posons

ia/ ..,„.-„.„ a 1
,,.„ ̂

yîâ, . -• ,
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et écrivons l 'équation (r) comme il suit :

Pi . ^ . P3 . ^ , , P.
F" 4" r _, A T + T + T + - - - + T - = OL-l JLi-4-ÛJLi L.3 JH L^

ou bien encore

ou enfin
Ê Î̂ )̂ ...,.̂

-L! \-»-î/ ^3 ^n

^AP.+- . 1 \LJ . . } . . . h , , ?„
L7-+L*-+8JA '+L:4-•+LÎ=».

£ t endant vers zéro avec A^.
Supposons que les coefficients

(3,4-ï, ^ P,, ..., ^

soient inf in iment petits avec A^ et posons

limê^———^ lnn|-;=7^ .- lim^=7--

quand àt tendra vers zéro, l 'équation précédente se transformera comme
il suit

y, i /àLA 7.3 y,,
— — f^{ —— -h ,'— 4- . . . -h- —— == 0,Li L ^ \ ^ //, Ls L/,

et nous pourrons écrire cette dernière équat ion sous la forme

/dLA
01 -L. Ô v (H / /n -4- ^ -L- -̂ ^ —— 0•j— -t- 03 -, 3 -t- ,. , . . . -h- — 0,
A^l A-j^ JL3 JL^

^, §2? 03. • • • ? ^ désignant des constantes.
Supposons encore que Lg devienne identique à L, et que sa dérivée

par rapport à t devienne identique à celle du polynôme L, p o u r ^ = ^ .
Posons Q± === ti et écrivons l 'équation précédente sous la forme

W •^-(..-^^-^[^-•l^-È---^.-»-
Supposons £,--h i , £4, £ 5 - • • • » ^ inf in iment peti ts du même ordre
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que Aï2. Supposons aussi £; == — A< -+- «A?2, u tendant vers une l imi te
finie Mo quand h.t tend vers zéro, et posons

nm-^-=:?i,

lim è = Kl'

""̂  =^

l ' équat ion (8) deviendra, p o u r A ^ = = o ,

. ,.,il|0j ̂ P^)L^^...^=o,,-4 ]̂-Hi°] ̂ -̂ ...̂Li L a i J t, a L à£- J /, 1.4 Ls L,,L ^^ J ̂  ^ L <^^ J /o L4 Ls L,,

et nous pourrons écrire cette dernière équation sous la forme

., K-ai p'fât ".^^_\^^^^^^+^rji \^i7 1 1 \^i7 1 "̂  "^•1 ^//r-h^ —)7- 4"^ —^ +^+-^4"...+- /==0,^i L aA J /i, L <^ ..I /o •aJfr ^5 s-'^

7]^, r^, . . . , Y]^ désignant des constantes.
En con t inuan t de la sorte, on voit qu ' i l est possible de faire corres-

pondre au cas où plusieurs polynômes 1^, L^ . . . , L^^ deviennent
identiques, le cas où l 'équation (i) serait remplacée, dans le problème
précédent, par

Kr)1 P(r)1Wi-4-^J,i^r) ^ r
^ -L-/Y Y1''-7 -. » 1 ^L1/ / 1^ + „ |_-^-j ̂  ̂ L-^-J ,

[ \.Liy | OC/-4-2 a^4-a^ ^ .Z ^__l^,..^_=o. .
oh J /(i Jl^-4-2 .Lf/î

On peut appliquer des considérations analogues à l 'équation

ai 'î:i + ̂  L\ + ay H +. . . + a/, 1^ = o,

mais nous ne croyons pas utile de les développer plus longuement.

5. Si l'on veut maintenant appliquer les considérations précédentes
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à h géométrie à trais dimension?, on feraj?=3, ^^6; mais on suppo-
sera aussi n ̂ p. Alors les équations (i) et (5) représenteront des sur-
faces ayant en comîïîun les propriétés suivantes: en vertu de l'équa-
tion (2), elles au ron t un point commun; en vertu des équations (3),
elles seront tangentes en ce po in t ; enfin les équations (4) expriment
les condi t ions pour qu'en ce point elles aient les mêmes directions
asymptotiques, et que les rayons de courbure des deux sections faites
dans ces deux surfaces par un même p lan normal soient entre eux dans
un rapport constant m. En effet, les conditions

<k ^JJ __ ^JJÎ __ ^22

Pli Pl2 °â2

mont ren t que les équat ions qui définissent les cosinus directeurs des
tangentes aux lignes asymptot iques des deux surfaces, sont les mêmes.
En outre, si l'on appelle a et [3 les angles que fait, avec Ox et Oy, une
tangente commune aux deux surfaces, au point considéré, on voit que
le rapport du rayon de courbure de la section faite dans la surface (5)
par un plan normal passant par cette tangente, au rayon de courbure
de la section faite dans la surface ( î) par le même plan, est égal à

7'n COS2^ +• 27'ig COSa COSj3 -4- Fgg COS2^

pli COS2^ -t^âp^ COS^COS'p -+- p22 COS2 (3 ?

c'est-à-dire égal à m.
Ce résultat peut s'énoncer de la manière suivante :
Étant donnée une surface représentée par V équation

2=Â-

(9) 1;̂ =°-

où les lettres A^ Aa, ... désignent des constantes, les lettres L des poly-
nômes linéaires par rapport à oc, y, 5, la lettre k l'un des nombres 3, 4i
5,6, par chaque point pris sur cette surface on peut faire passer une sur-
face représentée par une équation de la forme

t=.k

^ ^t(10) 2ir,=°'
i=i

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome IV. S.3
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tangente à la première au point considéré, ayant, en ce point, les mêmes
directions asyrnptottques, et dont chaque section normale a un rayon de
courbure dont le rapport au rayon de courbure de la section faite dans (a

surface par le même plan est égal à ——^ -> quelque soit le point de contact.

Si l'on appelle A'^1110 terme dégénérescent de A/L^ l'expression
//U-J V \

AÂ^( -r*!1) ? calculée en supposant que les coefficients du polynôme Li-
sent des fondions données de t, le théorème subsiste quand on rem-
place quelques-uns des te rmes de l ' équat ion (9) par des termes dégé-
nérescents de l 'un d'eux, pourvu qu'on remplace aussi dans l 'équa-
t ion (10) les termes correspondants par les termes dégénérescents, de
même rang, de AJ^.
' L'équation (7) c o n d u i t à une interprétat ion analogue, et l 'on en

dédui t un théorème qui diffère du précédent, un iquemen t en ce que
l ' équa t ion (9) y est remplacée par (7), et le rapport '—^ des rayons
de c o u r b u r e , par ^ La même i n t e r p r é t a t i o n subsiste a l 'égard des
formes dé^'énérescentes de l ' é q u a t i o n (7).

Si, dans l 'équat ion (9)» on suppose que le nombre de termes se ré-
dui t à q u a t r e , on obt ient les surfaces tétraédrales de la Gourner ie ;
s'il se rédui t à trois, on obtient le cône tr iangulaire symétrique, é tudié
par le me me au t eu r .

(x Si l 'on coupe les deux surfaces représentées par les équat ions (9)
et ( ïo ) par un plan passant par leur point de contact, plan qu'on
peu t prendre pour plan des x^x^ (ou des oy), on obt ien t , sur cette
surface p lane , deux courbes représentées parles mêmes équations, où
la le t t re L désigne des polynômes linéaires par rappor t aux coordon-
nées .'r, y. Ces deux courbes on t , au point de contact, des rayons de
courbure dont le rapport est l—^; car ils sont respectivement égaux
aux projections, sur le plan sécant, des rayons de courbure des sections
faites, dans les deux surfaces, par un même plan contenant leur nor-
male commune , et la tangente commune aux de ux sections. Cette re-
marque nous donne la so lu t ion du problème que nous nous étions posé
au débu t . En effet , si l 'on suppose que le nombre de termes se rédui t
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à trois, les deux équations se réduisent à

(n) AiL^+A^Lf-hAJ^o

eî
a! -JL- ^1 -L. a3

Li 1 L , L 3 o.

De la le théorème suivant :
Par chaque point d'une courbe plane triangulaire passe une conique

circonscrite au triangle de symétrie, et tangente à la courbe : son rayon
de courbure est au rayon de courbure de la courbe dans un rapport égal

à ——"-y [j. désignant l'exposant de la courbe triangulaire.

D'ail leurs il est bien clair que, si l'on cherche toutes les courbes qui
jouissent de cette propriété par rapport à un tr iangle donné, l 'équa-
t ion (n) fourni t la solution générale du problème, car Féquation diffé-
rent ie l le qui défini t ces courbes est du second ordre et l 'équation (i î)
renferme deux paramètres arbitraires.

Si l'on suppose que deux polynômes La, L^ deviennent ident iques,
on obtient un théorème analogue, re la t ivement aux courbes définies
par l 'équation

AiLÏ-4- A.M-+- AaLF'M = o

et aux coniques don t l 'équation générale est

^1 . ^î . ^3M__

r^L^Tr-0

ou bien
aiL|-+-a2LiL2-4- a^lLi-=o,

M désignant une nouvelle fonction linéaire de a? et dej. Ce sont les
coniques tangentes à la droite fixe L,=o, au point où celle-ci ren-
contre une autre droite fixe L^== o; elles passent en outre par le point
fixe 1^== o, M == o.

7. On pourrait traiter de la même manière le cas où les trois poly-
nômes L^ La, La deviennent identiques : mais l'interprétation des ré-
sultats obtenus sera facilitée par les considérations suivantes. Dans le
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cas actuel, nous devons supposer que toutes les coniques du réseau
considéré passent par un po in t fixe, et qu'elles on t , en ce point, la
même tangente et le même rayon de courbure R. Si nous prenons ce
point pour or igine, et cette tangente pour axe des .r, l 'équat ion géné-
rale de ces coniques sera

• 2 Ry -t- a;ry + Pjr2 == o
o LI

^ - — a R y x (3-L H- a-^ -4- - ==o.r y~ y
Or on peut regarder cette équat ion comme provenant de Inéquat ion

suivante :
6 ' Pi (3,i- 4- j— + L2 -= o,
J Ji Jâ

dans l 'hypothèse où les trois polynômes y , y,, y^ deviennent iden-
tiques, avec les condi t ions

mL^J/.,•^j I
ai' k

'^1 ^ ^1 „ ,.
.àt \^ . à t \^•~t 9

4R.

Mais, si l'on applique à cette équation la méthode exposée aux n08 1
et 2, on trouve l 'équation différentiel le

y^

dyV'

d^yV'

\'ôvv'~[
iàt },,

,[àYV-~}

L àt J/.
^W

L àt J,.

fip.rv-'}'i^ J,,
rfl'^'l"L^J/,,
^r^.^1L^J/. ,

ou, après réduction,

-1:-̂ ,. - • AlJ24-At^y^A3[(p.—ï,).^2^4R7]=<>
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ou encore
^ij'2 ~l~ aï xy 4"xï — 2 77Î '̂ j''=: 0 ?«

rz , , 03 désignant des constantes arbitraires.
Cette nouvel le équation représente un réseau de coniques tangentes,

à l'origine, aux coniques du réseau primitif, et dont le rayon de cour-
hure est égal à 7?zR.

De là ce théorème, dont la démonstration directe ne présente pas de
difficulté, et que nous énonçons en vue de nos recherches ultérieures :

Si deux coniques sont bitangentes, leurs rayons de courbure, aux deux
points de contact, forment une proportion.

8. L'équation (8) donne lieu à une interprétation analogue. Réduite
à trois termes, elle se présente sous la forme

ai logLi+ Oâ logLa— (^i •+•^2)10^.^3= ï
ou

L^L^L^^^e.

On reconnaît là les courbes qui on t fait, par t ie l lement du moins,
l'objet du Mémoire de MM. Klein et Lie, que nous avons déjà cité, et
l'on voit qu'elles jouissent de la propriété suivante ;

Si par un point d'une telle courbe on fait passer une conique qui lui soit
tangente et qui soit en même temps circonscrite au triangle des coordon-
nées Lj , La, L,^, le rayon de courbure de la conique au point de contact
est la moitié du rayon de courbure de la courbe.

Ce résultat simple est susceptible d 'une démonst ra t ion géométrique.
On sait, en effet, par les travaux de MM. Klein et L i e / q u e chaque

tangente à cette courbe forme un faisceau harmonique avec les trois
droites qui joignent le po in t de contact aux trois sommets du triangle
fondamenta l , de telle sorte que les points de contact de deux tangentes
menées à cette courbe par un point de son plan sont sur une con ique
qui passe par ce point et par les trois sommets du triangle fondamen-
tal; soient N ce point , M et M' les points de contact de deux des tan-
gentes issues de ce point . Si on les suppose in f in iment voisines, les
normales en M, M' à la courbe se coupent en un point 0, tel que la
distance MO a pour l imite le rayon de courbure de cette courbe, et que
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la distance ON a la même l imi t e . Mais ON est le diamètre du cercle cir-
conscrit a u quadr i la tè re MNM'O, et celui-ci tend vers le cercle oscilla-
teur de la conique, l imite de celle qui passe par les sommets du
triangle des coordonnées et par les points M, Rf, 0. Donc le rayon de
ce cercle osculateur est la moitié du rayon de courbure de la courbe :
c'est ce qu'il fallait démontrer.

Ajoutons que les courbes actuel lement étudiées donnent l ieu aux
dégénérescences suivantes, analogues à celles que nous avons déjà
trouvées :

i ° ai lôg LI 4-' Og logLg -~ ( «i -4- c^) y- ̂  ^ ?
JLa

. ,, M , , L i N — M 2
••î° ai iog Li -4- a^ y- — ( a^ + r^ ) .————— = i.

L i JL î

DEUXIEME SECTION.
NOUVELLES PROPOSITIONS SUR LES COURBES TRIANGULAIRES

ET TÉÏRAÉDRALES.

9. Nous sommes amené à nous demander si les courbes tétraédrale?
jou i s sen t , relativement à leurs rayons de courbure, d'une propriété
qu'on puisse considérer comme l'extension de celle que nous avons
établie à l'égard des triangulaires planes. A cet effet, considérons le
faisceau des cubiques gauches représentées par les équations

( 1 2 )

a 6 y
L ^ M -^N^
a! ̂  ÊJ + Zl - o
L ( M • P '"' 9

dans lesquelles a, [Ï, y, a^ , j^, yi désignent des constantes arbitraires,
L, M, N, P, des fonctions linéaires des coordonnées x, y , s. Remar-
quons, incidemment, que toutes ces cubiques passent parles quatre
sommets du tétraèdre dont les faces sont dans les plans représentés
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par les équations L = o, M = o, N == o, P === o; et proposons-nous de
chercher une courbe telle que la cubique appar tenant au faisceau (12),
qui passe par un quelconque de ses points et lu i est tangente en ce
po in t» ai t , en ce même point, le même plan osculateur, et que son rayon
de courbure soit au rayon de courbure de la courbe dans un rapport con-
stant et don né ik. Nous trouverons, comme on va le voir, des courbes
té t raédra les . En effet, soient x\ y\ z ' les coordonnées d'un po in t de
la courbe cherchée. Elles doivent vérifier les équations suivantes :

03)

04)

dx _ dy dz
Z? ^ ty' = dz ' î

d^x __ d'\y _ d'^z
^rr/ -^rp -^p5

• - /^4-^4~^\2 /(^^y—^/^^^+t^^^^^^[ l 1 } ) \^/^^z^2^ y(^^yzr^^

Mais, si l 'on désigne par u la valeur c o m m u n e aux trois rappor t s qui
f igurent dans les équations (i3), par v la valeur c o m m u n e aux trois
rappor ts qui entrent dans les équa t ions ( r 4 ) , l 'équat ion ( ï 5 ) se
r é d u i t à

^•=2 AV.

D'ailleurs, si l'on désigne aussi par l,m^ n,p les valeurs que prennent
les polynômes L, M, N, P, quand on y remplace x , y , z par x^ y, z\ les
équat ions (i3) et ( i4 ) scrcnl équivalentes aux équat ions suivantes

dL_dM_cm_dï^__
dl dm dn dp

el
^ L _ ^ M _ ^ N _ ^ P
^7 '"" dhn. "~ d^n ~~ dîp

D'a i l l eurs , en chaque point de la cubique, les fonctions L, M, N et
leurs di f férent ie l les vérifient les équations

dL . dM d^
ar?+PIÏi+7"Ni :=0' L2 r M2 / N2

et
L^L ~ s^L2 . M^M ~ a^M2 N^N - â^P,__^_- +p———^-_ +7———^—— =o.
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Par conséquent, on doit trouver, en chaque point de la courbe
cherchée,

a (3 y
7 4- — -4- /- = 0,l m n

(̂  .- ^/7Z l̂

'•J+^^+y•^=(>

et
^^_ap^

^

o z<2 /??. <:Z2 m — 2 t' <^m2 u2 n d^n — <^/i2
(3 ——————————;^———————— -4- y ———————^——————r ^ s y^

OU
kicl^ l—dl9' /, Â-m d1 m — ̂ z2 /c/î d2 n — cin2-

a———^——+P-——^———+y———^———=o.

Éliminant a, ?, y entre ces équations, on trouve

(16)

1
7.
dl
71

k l e P l — d l 2

(ï

ï
/?i
dm
/n2'

km d2 m — dm'2'
m3

ï
n
dit
Tp- •

knc^n—df^
n3

qui admet Finlég'rale
a/E-'-.-i- bm^-^- cnV'~=.o,

où ^3 -^ désignent des constantes arbitraires, [J. é tant égal à —— "
On démontrera de même que les coordonnées de chaque point de la

courbe cherchée doivent vérifier la re la t ion
a^ l^ + &i m^ -h c^p^ == o,

dans laquelle ^? -1 désignent aussi des constantes arbitraires.^'i ^i
10. Écrivons l'équation (16) de la manière su ivante :

IV' m^ n^'
d(l\1) d(?n^) cl(n^
dï{lv') d^m^) d^n^)

07)

et supposons que les deux plans définis par les équations 1= o, yn = o
tendent a se confondre; en d'autres termes, que les coefficients du po-
lynôme m soient des fonctions d'un même paramètre ^ choisies de
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telle sorte que, si l'on y fait t == ̂ , ces coefficients deviennent identi-
ques à c-eux du polynôme /. Les cubiques du réseau passent alors par
deux points fixes, et toachent une droite fixe en un point, également
fixe. Appl iquons à l 'équation (17) la méthode exposée au n° 2 de la
première Section, en y remplaçant les dérivées partielles des poly-
nômes /, m, n par leurs différentielles, calculées en regardant deux de
ces variables comme des fonctions de la troisième; nous t rouverons
l'intégrale
(18) . al^^-bl^-^ +C7iP-.-=o,

où -3 - désignent deux constantes arbitraires, U une fonction linéairec c
des coordonnées oc, y , z. Donc, chacune des courbes cherchée estrepré-
sentée par l 'équation (18) jointe à l 'équation

ai^-i- ^/P--1!! 4- Cip^=.o,

que l'on élabl i t de la même manière.

i l . Si maintenant on suppose que, les deux plans / == o, m =o
tendant à se confondre en un seul, les deux plans / i==o, p= o ten-
dent également à se confondre, de telle sorte que toutes les cubiques
du réseau passent par deux points fixes et touchent, en chacun d'eux,
une droite fixe, l 'applicat ion de la même méthode donnera les deux
équat ions intégrales
( 19 ) a^-^-bl^l] -+-c/^==o,

( 20 ) a^ l^ 4- &i n^ 4- c^ nV-1 V -==- o,

et l'on remarquera que celles-ci représentent une courbe si tuée sur une
surface du second ordre, ayant pour équation

al^+blV 4-c(U2-i- lV)~=o.

Cette surface cont ient les deux tangentes tixes au réseau des cubi-
ques considérées.

Mais il peut arriver aussi que les trois plans 1= o, m = o, n == o se
confondent et que le plan p=o ne se confonde avec aucun d'eux.
Alors il faudra remplacer l 'équation (^9) par
( 2 1 ) a/2-h bIV -^(IP-i- lY)=o

Afin. de FÉc. Normale. 3e Série. Tome IV. S. 4
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qui représente une surface conique du second ordre. Les équat ions ( 19)
et (21) représentent alors la courbe cherchée.

Nous consacrerons, ul tér ieurement , un paragraphe spécial au cas où
les quatre sommets du tétraèdre fondamenta l se confondent dans des
condi t ions déterminées.

12. Le procédé d'intégration dont nous avons fait usage à l'égard de
l'équation (16) tombe en défaut, au cas où / c = = i . Mais alors cette
équation se rédui t à

(22)

1

cil
l

l d 2 1 -- dl^
1^

ï
dm
m

m. d"1 m — dm^
/7l2

1

dn
H

n d^ n — dn2-
n^

et, si l'on choisit deux constantes ^ -^ telles que a + />-+- c = o, onc c
voit que l 'équat ion (22) admet l ' intégrale

cf. log / -h b logm -l- c log/2 =. o
OUOU

^,^^-(«+-//)^ ̂

En outre, si l'on suppose que les deux polynômes l, m tendent à deve-
nir identiques dans les conditions indiquées au numéro précédent,
l'équation (22) se transforme comme il suit

(23)

1

cil
~T

I d ^ l — d ^
l2

d

d*

0

fàlogl\
\ ai. },,
/<)lo^\
^ àt },,

I

dn
n

n d^ n — clfi2'
n2

'àl^et, si l'on suppose ( — ) == U, on voit que l'équation (^3) admet l'inté-
grale

a( log^—log/ î ) - l -ô -y -hc==o ,

a? - désignant deux paraïnètres arbitraires.c . c
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Si l'on suppose également que les deux plans n == o, p == o tendent
a se confondre, de telle sorte que les cubiques du réseau aient un se-
cond point fixe et une tangente fixe en ce point, 51 faudra remplacer la
seconde des équations servant à définir les courbes obtenues par

(^4 ) a i ( log /—log/z)+ b^ 4-Ci=o,

V désignant encore une fonction linéaire des coordonnées.
Mais on peut supposer aussi que trois sommets du tétraèdre fonda-

mental tendent à se confondre en un seul. Si les trois plans qu'on sup-
pose confondus sont /== o, m = o, n = o; on sera conduit à remplacer
l ' équa t ion (2.3) par

î
dl
~T

(à\^r\ .,f^\^i\
^-jr^ ^~^À

l^l-^dP ^(àlogl\ /^log-A——^—— d [-^-)^ d {-y)^

et cette dernière équation donnera lieu à l'intégrale suivante

(à\^l\
r\. àt A

'^o^\
. à^ A

^ ^ étant arbitraires. Si l'on posec c

'àl^
. à t , ^-U,

'à^
.àt2 A

:W.

cette dernière équation deviendra

[j / w — U 2

a — -^ h ——^—— + c == o

ou

(a 4 b18) alV 4- b(lW — U2) 4- c/2^ ô,

et l'on reconnaî t que cette dernière équat ion représente un cône du
second ordre. Quant à l'équation (a4), il faudra la remplacer par Fin-
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savoir

(25)

dl
l

Icin—
/2

o
/<?log/\
\ àt À

d^ ^fàïogl\
' ^ àt A.

, / , U
ffilog, +&iy

1

dp
P

p d^-p — dp^
P\

+ Cl== 0.

Chacune ries courbes cherchées est alors définie par deux équations,
[elles que (^4 bis) et (ss-S).

13. Revenons ma in tenan t au cas où trois des sommets du tétraèdre
fondamental sont confondus en un seul. On doit supposer qu'en ce
point toutes les cubiques du réseau ont le même plan oscillateur et la
même tangente , de telle sorte que , si l'on prend pour axes des x, des
y et des ̂  la tangente , la normale principale et la b ino rma le com-
munes à toutes ces cubiques, en ce point , chacune d'elles sera sur un
cône du second ordre, tangent, suivant Ox^ au plan ocQy, et contenant
la droite qui jo in t l 'origine 0 au quatrième sommet A du tétraèdre fon-
damental. Soient a, &, c les trois coordonnées de ce point , l 'équat ion
de ce cône sera de la forme

ac (Ay2 +- yV ̂  4- Bys ) — ( A ̂  4- .V c2 + B bc) xz == o

OU

^r-^'
A! L
A. a^

c- x
a ,

B c (
Aa^- : o.

Supposons que le point A se rapproche du point 0 en décrivant une
courbe, osculée, en ce p o i n t , par le p lan xQy^ et soient a lors

lim l i m - ^ = p ,a-
A/

A

l 'équation d 'un tel cône prendra la forme suivante
o^yï—ç^^s 4- ^a/s2-^ ^asy^ o



SUfl LES SURFACES ET LES COURBES TÉTRAÉDRALES SYMÉTKÏQUES. S. 2C)

OU

( ̂ 6 ) my^ — xz -h u ̂  -+- y .s y ==: o,

m désignant la constante ~ Je dis que toute cubique gauche, tracée
sur ce cône, tangente à l'origine à la droite Qœ et admettant le plan
xQy pour plan osculateur, a, en ce point, un rayon de courbure et un
rayon de torsion dont le rapport est constant. En effet, soit r son rayon
de courbure au point 0; la perspective d 'une telle cubique, sur le plan
xOy, par rapport au point où elle coupe la génératrice du cône (26)
qui est située dans le plan xQz^ sera une conique osculatrice au cercle
d o n t les équat ions sont

•:r2 -h y 1 — 2 ry -==. o,

et, si l'on désigne par h l 'ordonnée -s du sommet du cône p r o j e t an t ,
l 'équation de ce cône sera

(27) h{.r — USY--+- ai h{x— us)y-+- j3i/zj2— 2r (À— ̂ )j=o.

Posons
^

l 'équat ion (26) devient
_ (/7Z-4- P0-4- uô'^y

^-———————————————Q———————————————:

d'où
x — u z : (m -+- F@)y

Substi tuant cette valeur dans l'équation (27), il vient

2/ -Ô 2

j==
ir

m2 4- (2r-h-ai)w^- i-(^4-aî^4- |3i/i)^4- — Ô3

OU
_ _____ar<92_____

y "- ̂  ̂  A Q 4- B e2 ̂ 'c^?

A, B, G désignant des constantes.
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On en conclut
9.rQ3 ar Q(rn 4- vQ -\~ uQ3)^ - - ^^ 3 .2'

' "". w2 -h A @2 -t- B 02 -(- C ̂  ~~~ m1 -+- A Q -4- B 02 -h G ̂ :i

On en conclu t aussi que, pour 0 = o,

dx a / " ^Py a/* ^s _ ï 2 / '
^" "" T^5 Tffi """ î2 5 ^T ~~ "7^ "

Or, en ver tu de nos hypothèses, l 'expression du rayon de torsion se
rédui t à

f^\ (^L\
Vĵ J^^
(^ 5

\dQ^),
t , . T , 3 /•<' esl.-a-dïre îi 77 - — •3 m

Donc le rnppor t <lu rayon de courhure au rayon de torsion se r é d u i t
i» -^—'•1 ce q u i démont re l 'énoncé. Donc, en dé f in i t ive , les équa t ions (^6)
et (27) , ou ron suppose que r, m sont des cons tantes , dé f in i s sen t u n
réseau de cubiques, (aî)^entes, au po in t 0, a la droi te Qoc, a d m e t t a n t
le p lan xÇ)y pour plan oscula leur en ce po in t et, d 'a i l leurs , ayan t loules
le même rayon de cou rbu re et le même rayon de torsion en ce po in t .
En outre , l 'équalion (26),

, ' ,, n ( ) y m y2 — ..r-s
m y'"— xz -+- u^ •+- ^zv =: (.) ou, "- ~\- —-" + —-—:—— •= û,

peut être regardée comme provenan t , par voie de dégénérescence
(T6 Section, n° 4), de l ' équat ion

a oc, a»)
^ "h — 4- — ̂  <>
Z Z[ Z^

dans l 'hypothèse où les t rois polynômes s, z^ z^ deviennent iden-
t iques, avec les condit ions

(^\ ^f^} -/^V^ .t /^\ ^.i
\ à t ) ^ \àî)^~\àt A,'"7 el' { à ^ j ^ m ^ 9

Mais l ' équa t ion ci-dessus, t rai tée par la méthode dont on a déjà parlé
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aux il05 2 et 10, donne lien à l'intégrale

A^A/^) -.A^) =o
\ ôt / /„ \ àt1 J t ,

ou bien
V ^ x - " ~\

Ai ̂  4- A., zy 4- As ̂  4- ( ̂  — i)j2 == o

ou encore

(28) m y2 — k xs -h- //i -32 4- pi 5 r := o.

14. Cette équation ayant été établie indépendamment de l 'équa-
tion (27), nous avons à nous demander si celle-ci donne l ieu à une
nouvel le intégrale, ou si toute courbe tracée sur le cône représenté par
l'équation (28) rempli t toutes les conditions du problème vis-à-vis des
cubiques représentées par les équations (26) et (27). Je dis qu 'on doi t
s'arrêter à celle dernière conclusion. En effet, traçons sur le cône (28)
une courbe quelconque. Soit M un poin t de celle courbe, et soit
y — 'kz === o l 'équation du plan MO.r.

Écrivons l 'équation (28) comme il suit

m ( y — À .2 )2 — k.vz -h ( ii'i — m A'2 ) ̂ 2 -4- ( v^ 4- 2 m A ) s •}'==. o.

Nous voyons que le plan, langent suivant OM, a pour équat ion

— kx 4- ( Ui — mA2)^ -h- ( ri 4- 2 WA)^' = o,

et, si l'on veut que le cône (-^6) soit tangent à celui-ci suivant la même
droite OM, i l faut et il suffi t que

t _ u — m'}2 (•' -4- a rn A
/€ Ui — 771 À2 ('î 4- 2//À A

Ces condi t ions permettent de déterminer u^ ç en fonction de u^ ^ et
de ^, de telle sorte que les surfaces (26) et (28) se touchent su ivant la
droiteOM, et, par conséquent, pou rqu 'on puisse trouver sur lecône^ô)
une cubique, tangente, en M, à la courbe donnée. Soi tT la trace de la
tangente, en M, à cette courbe, sur le plan xQy. On obtiendra une
cubique osculalrice à la courbe donnée au p o i n t M, en coupant le
cône (26) par un second cône du second ordre, tangent, suivant MT,
au plan, osculateur en M à la courbe donnée; la trace de ce cône sur
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le plan xOy louchera, en T, la trace de ce plan oscillateur, et, si on
l 'assujetti t , en outre, à toucher au p o i n t 0 la droite Ox, de manière
que son rayon de courbure en ce point soit égal à r, on obtiendra une
des cubiques du réseau (^6), (17). Je dis que le rapport du rayon de
courbure, au point M, de la courbe considérée, au rayon de courbure,
au même point, de la cubique considérée, est égal à 2 k. Il résulte, en
effet, du théorème de Meusnier, que le rapport de ces deux rayons de
courbure est égal à celai des rayons de courbure des sections faites
dans les deux surfaces par leur plan normal commun au point M, ce
plan contenant la droite MT. Mais, d'après le mode de dé te rmina t ion
de la surface (28), ce rapport est égal à 2^.

15. En résumé, les développemenis précédents nous o n t ûut con-
naître une nouvelle propriété des surfaces îétraédrales, des courbes
gauches tétraédrales et des courbes planes triangulaires, étudiées,
comme nous l'avons déjà di t , par de la Gournerie. Dans un travail de
cette nature, il n'y a pas lieu de revenir sur les résultats antérieure-
ment acquis par cet éminent géomètre, à moins que ce ne soit pour
présenter sous un nouvel aspect certains points de la théorie, ou pour
compléter cjuelques points de cette étude à peine indiqués. Aussi nous
proposons-nous d'étudier les points singuliers des courbes tr iangu-
laires algébriques, en appliquant un procédé de calcul, qu'on ne trouve
pas dans les Mémoires o r ig inaux , à la recherche des points singuliers
s i tuéssur les côtés du triangle de symétrie : nous y ajouterons la re-
cherche des points doubles non situés sur les cotés du triangle, re-
cherche qui n'a été faite que dans un cas particulier.

'16. Supposons, en premier lieu, p, ==-+- p-, p y q étant des nombres
entiers premiers entre eux; et observons que la courbe dont il s'agit
peut être regardée comme la figure homographique d'une courbe dé-
finie par l 'équation

ÎL p

^î 4- y7 == i.

Celle-ci coupe l 'axe des a? en des points dont les abscisses sont les racines
de l'équation

, ! 1 ! ! , , ! , se? ==: i.
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(Un seul de ces points est réel, on deux seulement sont réels, suivant
que p est ou n'est pas un nombre impair.) Soit XQ l'une de ces racines;
posons

y —— iZ^o «4"" ^ 9

l 'équation de la courbe se transformera comme il suit ;

jy=I~(^4-^

09) y^\ t - ^ 1 ^ "

Parmi les diverses déterminations de
p

.^V
^q 1 j 4- ——

0 V ^n

p- ( x1 \i
\ 1-4- —
\ ^'o/ .,

nous n'avons à considérer ici que celle qui, pour od'==0, se réduit à i,
et nous pourrons désigner celle-ci par

f ,r'\V/
i4-~ p

Or, on peut toujours supposer le module de x ' inférieur à celui de x^
et par conséquent développer cette expression comme il suit :

r_
i l . oc' \y/_ p x p(p - q) x^ (̂iLrLîK-̂ JZL l̂ ̂  ̂
\\ ^^ "" ^^ ̂ 'T^.^ ^+ •' 1 .2 .3.^ ^"r""-

Alors l ' équat ion (29) deviendra

'?=. (î^Y f^V r- i - p ^ € l ^ - { p ' - q ) ( p - ^ q ) ̂  _,^ ^ 1\
-) ~~\(j) \^J L I î . 2 . y ^o i . 2 . 3 . < y 2 ^S "'J

Or, dans le second membre, la série écrite entre parenthèses repré-
sente u n e fonction uniforme de ^'. En élevant cette fonction à la puis-
sance q, on trouvera une nouvelle fonction uniforme de la même va-
riable, et l'on pourra écrire l'équation précédente comme il snil :

yPz=zJcf^(oco+ ^t^'•J^ as^2-}-. • .).
Ann. de UÉc\ Norm. 3° Série. Tome III. S.5
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Donc, l 'ordre de mul t ip l ic i té d 'un tel point est le plus petit des deux
nombres/?, q. Il n'y a, en ce point, qu 'une seule tangente, parallèle à
Oy ou confondue avec Qx, su ivan t q\iep est supérieur ou inférieur à q.
Dans le premier cas, elle peut être regardée comme la réunion de p
tangentes et a p points communs avec la courbe, confondus en ce
point. Dans le second cas, elle représente aussi;? tangentes confondues,
mais elle a, au p o i n t de contact, q points communs avec la courbe.
Enf in , le point ana ly t ique dont il s'agit est, par rapporta la fonction y ,
un point cr i t ique au tour duque l p valeurs de la fonction forment un
système c i r cu la i r e unique.

g; ^=:— /?, on écrira l 'équation de la t r iangulai re sous la forme
p p p p r p

xix^+xïx.ï+x.^x.ï=o.
Xi == o, X^ == o, Xy == o sont ici les équations des côtés du triangle de
symétrie. On voit que la courbe passe par les trois sommets du triangle
et n'a a u c u n autre point commun avec ses cotés. L'équation des tan-
gentes, au sommet Xa==- o, X^= o, se r édu i t à

p p
X^+X.,î=o.

Lenomibre des tangentes est donc p, et comme la classe de la courbe
e s t p ( p -+• y) ( 1 ) » chacune d'elles représenter -h q tangentes confon-
dues. En outre , si l'on suppose que l 'équation de l 'une d'elles est
X,2== ^X;p on voit que le coetïicienU rempl i t la condi t ion

(3o) ^-(-(—ly^o.

Cela posé, cherchons les points d'intersection de la courbe avec une
droite représentée par l 'équation

X,:^X3. ,

Ces points font partie du lieu géométrique ayant pour équation
p 2^ / p\ p ^

ffl-^ + \ i + ( y i ) y ^ -n ̂  o

(^) DE .LÀ GOURNERÏE, Recherches sur les surfaces tétrciédrcdef!, p, 199; formule ( 5).
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OU
A ?

V/ ( î^ X^=: (~- l)^ ' î -r- ^// Xî -= 0.

Si 6 est donné, cette équat ion représente q groupes de /) droites
issues du point X, == o, X ; { = = o , chaque groupe répondant à l 'une des

p
déterminat ions de 67. Donc le nombre to ta l de ces points est pq.

Mais le degré de la courbe étant égal a 2pq (\), le point considéré
compte pourp^ points d'intersection avec la droite.

E.
Si, Q11 étant choisi, on fait varier 0 d'une manière cont inue , de tel le

sorte que ce coefficient tende vers l 'une des racines de Féqua l ion (3o),
on voit que les p droites correspondantes tendent à se confondre en
une seule, X:; = o, et la tangente qui correspond à cette racine a
avec la courbe p po in îs c o m m u n s de p lus que t o u t e autre droite issue
du même point singulier. En t o u t p{q 4- î ) po in t s communs .

Considérons ma in tenan t la courbe
/î /» p ?

.r'74-y^==.^j^

homographique de la proposée, et résolvons son équation par rapport
à y. Nous trouvons

i( ^Y
j:=(~i)^i-—^/ .r

ou 7
/ ^y

^O^V, ! -—^ 7 / î

^ désignant une des racines de l 'équation (3o). Si nous observons
î

/ / p' \p E.
qu^ ( ( î ^ ( / i } ) est une fonct ion un i forme de oc'1, nous en conc luons
qu'à chaque valeur de ̂  correspondent q va leurs dej formant un sys-
tème circulaire. Donc l 'origine est, par r appor t à la f o n c t i o n j, un
point critique au tour duquel on t rouver systèmes circulaires de q ra-
cines, ou bien à chacune des langenies à l'origine, réelles ou imagi-
naires, correspondent q branches, réelles ou imaginaires, delà courbe,

( î ) DE L.V GOL'RNERÎE, !îcc/iei\'he^ .^ir le^ .w/foces tétraédrcile^ p. w>..
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C'est ainsi que l 'hypocycloïde à trois rebroussements a, aux trois
sommets du triangle de symétrie, trois points de rebroussement ordi-
naires.

17. Au sujet des points mul t iples des triangulaires non situées sur
les côtés du triangle de symétrie, de la Gournerie s'exprime ainsi :
« En comparant l'ordre d 'une courbe à celui de sa corrélative, on re-
conna î t que toutes les tr iangulaires possèdent des points mul t ip les ,
sauf celles qui o n t pour exposant!, -— ï , ou bien un nbmbre ent ier et
positif. » Nous allons montrer, en effet, que toute triangulaire, d'ex-
posant ±-p"> a -̂liî̂ ^ points doubles, non situés sur les
côtés du triangle de symétrie. Étant donnée une triangulaire d'expo-
sant ± ^5 écrivons son équation comme il suit

p p p
x^+x^+xï^o

et posons

il vient
Xi=:X.3^, X.,==X3(.^

UP-}- (^+ I ==0.

Pour qu'il y ait, en un point de la courbe, deux tangentes distinctes,
il faut que ce point corresponde, séparément, à deux systèmes de va-
leurs (^o? ^o)' (^o ^) de u et de v, remplissant les condit ions sui-
vantes :

(3i)
,4=< • (^==^,

<-+-^o4-i==o,

Or de ces quatre équations les deux premières donnent

Ui= UQCC, ^i == t'o(3,

a, p désignant deux racines de l 'équation ^= î , différentes l 'une et
l 'autre de î .

Substituant ces deux valeurs de ^ ,» ^o dans la quatrième équa t ion ,
puis retranchant membre à membrey l 'équation obtenue et la troisième
équation du système ci-dessus, on trouve

(3a) ( i—a^)^"+-(i— (3^)^=o.
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Dès lors, on trouvera les valeurs cherchées de Uy, (^ en résolvant le
système formé des équations (3i ) et (32). D'ailleurs, on vérifie sans
difficulté que la courbe représentée par l 'équation (3i), où l'on
regarde UQ, ^o comme des coordonnées cartésiennes, n'a aucun po in t
m u l t i p l e , et que les tangentes menées de l 'origine à cette courbe
sont représentées par l'équation (3s) où l'on a fait a = = { 3 . Donc les
valeurs de u^ P(P correspondant à a = ? doivent être exclues de notre
recherche* Donc le nombre des équations de la forme (32) qui doivent
entrer en ligne de compte est égal au nombre d'arrangements de
y — i objets deux à deux. Mais chacune d'elles fourni t? 2 systèmes de
valeurs de u^ ç^, vérif iant ensemble les équat ions (3r) e l ( 3 u ) . Le
nombre to ta l de ces systèmes est donc p2 ( q — j ) ( q — 2 ) . Toutefois, si
l'on él imine (^ p^ exemple, entre (3i) et (3:2), et que l'on répète la
même opération en faisant varier a et ^ de toutes les manières pos-
sibles dans l ' é q u a t i o n (3^); si l'on fait ensuite le produit des pre-
miers membres des équations obtenues, ce produi t s 'annulera quand
on y remplacera l ' inconnue soit par la valeur Uo, soit par la valeur ^,
correspondant à l 'un des points doubles cherchés, car l'équation

Ui= UQ(X

donne
UQ-=: u^a^y

y/ désignant comme a une racine de l 'équation ^ = i. Donc le nombre
des racines dâ l 'équat ion résultante sera deux fois plus grand que le
nombre des points doubles cherchés. Donc ce nombre sera, comme
nous l'avons annoncé,

p ^ g — ^ ^ / — ^

18. Du résultat que nous venons d'obtenir on peut déduire, par voie
de dua l i t é , le nombre des tangentes doubles d'une courbe triangu-
laire. 11 résulte, en effet, des recherches de de la Gournerie, que toute
triangulaire d'exposant [A est corrélative d 'une autre tr iangulaire dont
l'exposant est —^— Si donc la triangulaire donnée a pour expo-

sant + p? la triangulaire corrélative a pour exposant —p—; et si p
est supérieur à q, le nombre de ses points doubles, non situés sur le
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tangente à la première au point considéré, ayant, en ce point, les mêmes
directions asyrnptottques, et dont chaque sec/ion normale ci un rayon de
courbure dont le rapport au rayon de courbure de la section faite dans la

surface par le même plan est égal à ——^5 quelque sou le point de contact.

Si l'on appel le Jè^^ terme dégénérescent de A/L^ l'expression
/ à ^ ' î ^-\AA^( -J.T') ? calculée en supposant que les coefficients du polynôme L;

sont des fondions données de t, le théorème subsiste quand on rem-
place quelques-uns des termes de l ' équat ion (9) par des termes dégé-
nérescents de l 'un d'eux, pou rvu qu'on remplace aussi dans l 'équa-
t ion (10) les termes correspondants par les termes dég'énérescents, de
même rang» de A^-L^'

• L 'équation (7) c o n d u i t a une in terpré ta t ion analogue, et l 'on en
dédui t un théorème qui diffère du précédent, un iquemen t en ce que
l ' équa t ion (9) y est remplacée par (7), et le rapport —^ des rayons
de cou rbu re , par ^-. La même i n t e r p r é t a t i o n subsiste à l'ég'ard des
formes dé^énérescentes de l ' é q u a t i o n (7).

Si, dans l 'équat ion (9), on suppose que le nombre de termes se ré-
dui t à q u a t r e , on obt ient les surfaces tétraédrales de l a G o u r n e r i e ;
s'il se rédui t à trois, on obtient le cône tr iangulaire symétrique, é tud ié
par le méiïie au t eu r .

6. Si l 'on coupe les deux surfaces représentées par les équat ions (9)
et ( t o ) par un plan passant par leur point de contact, plan qu'on
peu t prendre pour plan des x ^ x ^ (ou des ocy), on obt ient , sur cette
surface p lane , deux courbes représentées parles mêmes équations, où
la le t t re L désigne des polynômes linéaires par rappor t aux coordon-
nées x, y. Ces deux courbes on t , au point de contact, des rayons de
courbure dont le rapport est •3^- '̂; car ils sont respectivement égaux
aux projections, sur le plan sécant, des rayons de courbure des sections
faites, dans les deux surfaces, par un même plan contenant leur nor-
male commune , et la tangente commune aux d e u x sections. Cette re-
marque nous donne la so lu t ion du problème que nous nous étions posé
au débu t . En effet , si l 'on suppose que le nombre de termes se rédui t
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constante égale à i, de tel le sorte que

^ ^___[^_ _ ^ „_ ^___ _ i
" •1 A u^ -h B ̂  Ï'C? 2 ~ A ̂ 4- B t^ -r- C ' 3 " A^'T^^+'C '

Résolvant deux de ces équa t ions par rapport à x, y, on trouve

^ ̂  -^iufl^- RI ̂ -^ Ci _ A^ifI7+]ï^l~}" ̂
11 - — "AII^I•4„•-c'^'--+--C"l"î Jl' " -^^^^-ç- >

puis

dv -= ̂ ••̂ !±]̂ ^ M^1 ̂  4" Bl^yZ^^h- ̂ ^^±1? i ̂ ± Ci) (A «^-l ̂  -h B f/-l (M
'—' "'~"-1~~ (A/^+"0^^4-0 ):^ ~ ' " " ~ " ~ '

et, comme

(34) uf)-+-v!)-+- ï :=o,

on pourra remplacer dv par — ^^-du, et, par suite, t ransformer l ' in-
tégrale proposée en une au t r e intégrale de la forme

fp/ ', ^JK^^^-r

F désignant une fonction ra t ionne l le des variables M, v, assujetties à
vérifier l 'équation (34).

Sur la fonction ¥ ( u , ç'), effectuons la transformation qui permet de
la remplacer par une autre fonction rationnelle dont le dénomina teur
ne renferme que la variable u, et dont le numéra teur est de degré p — i .
(TO^BRÏOT et BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques^ p. 663 et su iv . ) .
Nous verrons même, au cours de notre calcul, et conformément à u n e
remarque fai te par les mêmes auteurs, qu'on peut la supposer dede^ré
/ } — a. Supposons ensuite la nouvelle fonction rationnelle décomposée
en u n e somme de termes, dont les uns sont de la forme

les autres
A^"^,

V
l^-^o}^

A, UQ désignant des constantes, h un nombre entier, V une fonction
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entière de ^; et sous le signe /, considérons, en par t i cu l i e r , le terme
s u i v a n t :

(34) A^T^. .

»/m-+-l
Si n •==• p — i, ce terme est la différentielle de A ———? et nous pour-i f m -t-1 '

rons faire abstraction des termes où v entre avec l 'exposant p — i .
Dans le cas contraire, /z est inférieur â p — i; donc / j — n — i est po-
si t if et inférieur à 7? — T ; soit/? — n -— i == r.

Considérons aussi l ' i den t i t é
f{T ILzJ^} f^-L ^/c^-p-î

—— [//^(i .4- ( f P ) P | == /t-^'-1 ( f --t- ^^) /î -h (/;» — /•) ——————^
( I .4- «/^^

_ Â7^-1 + ( A' + p — ^) ^^-+-/;-l

( l+ .^^)^

remplaçons-y / £ • + • / ) — i par m et, par conséquent , /c par m -h i —/};
nous t rouvons

cl f ^»-1 [ _ ( m + i - p ) u^-^ + ( ni -+• î — /•') //w
^w-H-/^! _^. ^ / /^ ^ j r=: -...-.-...-———————————_-̂ .;._.....,...,,.,...,..,.,,..._ 3

r^/

puis, en .intégrant,
(î -î- opy

^l— ["' u^^du. ? i t " 1/ "'u^^du. ? i t " 1

- P ) ——————-r + (^^ + f — /') • / ——————-7
,, (i+^)^ ,y (I-+•M;Q/)

(f.^^-Pd ^. UP) p ^(^-^.ï^-^) j ———^ 4- (/^, -)-f-^/.). ^ ————-";,^

et, par suite,
Y" u^du. r ? i^-Pda

(33) ( m ^ r Y — r ) I ————-;. =: ^W+-1-^(I-4- ^)^ —- (m -+-! —/?) ^ —————;,
/' ^^^^^

,, î a ___^^. _ »—— / /W
/ ^ f ————~ /• —— u

f ^^.{^)PJ (i-v-u^y J (\-+'u')f

Sur l ' intégrale qui f igure dans le second membre de ce t te nouve l l e
égali té , opérons la mémo réduction plusieurs fols de suite, jusqu ' à ce
que nous t rouvions une intégrale de la forme

u^ du

J (^'^r
k é tan t plus petit quep; nous en conclurons que toutes les intégrales
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analogues a celle qui f igure dans le premier membre de l 'égalité (35)
se ramènent a des intégrales de même forme, où m est remplacé par
u n nombre entier qu i lui est inférieur. Si toutefois m est de la forme
a p — i , nous saurons, par là même, évaluer l ' intégrale proposée en
termes finis.

Si m a i n t e n a n t nous observons qu 'une telle inlégrale admet pour
d i f fé ren t i e l l e le terme (34) du développement considéré, on en con-
clut que toutes les intégrales abél iennes de première espèce, appar te -
n a n t à la courbe donnée, admet t en t , pour partie non intégrée, une
fonct ion l inéa i re d ' intégrales de la forme

/ ( ï -4- i^')/'

où r peut recevoir les valeurs ï , 2, 3, . . . , ( p — ï) , et k les valeurs
o, r , -a, 3, . . . , ( / ? - — a). En outre, une tel le intégrale ne devra devenir
in f in ie que par l ' addi t ion d 'un nombre in f in i de périodes. Si l'on sup-
pose, comme cela est toujours possible, que sa l imite inférieure soit
zéro, elle restera f in ie pour toutes les valeurs de u égales aux racines
piùmes ^]^ _ , ^ ^ç pourra devenir i n f i n i e qu'avec la variable indépen-

dan te . Posons donc n= -1? l ' intégrale ci-dessus va se transformer en

/" dh

/ ^H-2-~''(^4~I')^

r t , pour qu'elle reste f i n i e lorsque £ dev ien t n u l , il faut que k 4- i — /'
soit négaiif , et que, par conséquent , on ait

k < /• — ï.
Donc

r == ï ne donne pas clé solution,
r == 2 donne la solution /• == o,
/• :~- 3 donne les solutions k •== o, k -==• ï ,
/• = 4 » k ~= o, A' -=. \, /• ~ •î,
. . . . . . . . . . . . . . . . . ' . . » . • • • • • • • * • • * • • • • * • • • • • • • • 5

/ •== / ;— ï )) k •=-. o, /• == i , k == 9., .. ., À- == p — 3.
Aim. de l'Èc. A'or/nale. 36 Série. Tome. IV. s)•u
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Le nombre total des intégrales qui restent finies sar toute la sphère
est donc

,4-.^3+...+(7.-.)-^^^^ï).

20. M. Halphen a d é m o n t r é ^Comptes rendus, t. LXXV111, p. i833 et
sulv., année 1874) que, si l'on désigne par m le degré d'une courbe
algébr ique , par c sa classe, par ,^ la somme des mu l t i p l i c i t é s de ses
points singuliers, par T la somme des nombres de systèmes circulaires
qui leur correspondent , par ^'son genre, on doi t tou jours trouver

;î ( ̂  — s ) •=. c — f>- in -h ̂  — T' •

Vérif ions la concordance clés résultats précédents avec le fai t gé-
néral que nous venons de s ignaler :

i° Supposons [J. positif et plus pet i t que i, et soit (x === -+- /-* Alors,
m = p q , c •== 2p(y -"- p ) : les 3p points multiples si tués sur les côtés
du î r i a n g l e de référence sont de m u l t i p l i c i t é /?; les •^.•--...•.7..".^x^--
au t res poin ts singuliers sont des points doubles ordinaires, de sorte
que

,X^3^^^(^_^(y_3) ,

A chacun des 3p points s ingul iers situés sur les côtés du t r i a n g l e
des coordonnées correspond un seul système circulaire : à chacun dos
au t re s points correspondent deux systèmes formés chacun d ' une seule
rac ine ; donc

ï:=3/y-4-p2(r/~I)(.7~--2).

Donc, d'après la formule de M. Halphen,

^-,)=^-3), ^(/^J)^),

ce qui conf i rme notre résul ta t .
a° Si [x == -t- p et si p est > q, nous trouvons

m =jw/, c =p{p — q), X == ï p r / -1-^(7 — î ) ( y — '% ),

ï=:3p+J?2(r / - ï )( / / -^) ,
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et nous trouvons encore

2(^-1)=:^--3).

3° Si u.==—^,
7

m = 2/^7, ^ -=^(/^ + </), X == 3/?<7 -1-^(^7 — i) (// — 2),

T=3y,+^(^-i)(y-2);
d'où

^•--O-^/^--^).

Si maintenant nous voulons savoir pour combien de points doubles
i l fau t compter chacun des points singuliers situés sur les côtés du
t r iang le de référence, nous désignerons par S le nombre cherché, et
nous supposerons successivement

I " , u =r 4- A\
q

^=-^.
q

En vertu d'une formule connue, qu i complète celles de Plùcker, nous
aurons

,o ^ ~^JLz~2) — (W ~ ̂ (w "-û) /^(^ — 1 ) ( < / ~ 2 •) ^ ,^ _ —————^————— ̂  —————^————— _ 3^^

^_ 0 — i ) ( 7 — i )
0-————^————^

( ^ _ j ) ( ^ _ ^ ) _ (3^—i) (2^_o) p2( ,y ._ i ) ( y_3)

' ——————""2—————— ^- —————————2————————— ^ ———————,———————— - û °-

ô = ̂  (/^y2 -h P^ ~ a ? ZLgrîl0.
2

21. De la fo rmule établie au n° 19, il résulte que la courbe (33) est
du genre zéro, si p = i ou si p = 2; il est facile, dans ces deux cas,
d 'expr imer les deux coordonnées d 'un po in t de la courbe par des fonc-
t i ons rationnelles d'un même paramètre. En effet, 1° •si p== i, l 'équa-
tion (34) devient
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et l 'on t rouve, entrer etj*, l 'une des deux séries clé relat ions

(a) Xi= u^X,, X,=: (~ 1 ) ^ ( 1 -H u^X,;

(^) x,-==^Xi=-(—i)'7(t+ U.YI,

su ivan t que (x est posit if ou négatif .
2° Si p== i,x e t / sont des fonct ions ra t ionnel les de deux va r i ab l e s / / ,

t7, entre lesquelles il y a la r e l a t ion
tfï 4- (,24, i^o,

relation q u i sera vérifiée i den t iquemen t si l 'on f a i t

/ a ^ — J .^^-^^
' "~" ï"^:"^-' ——— ———— ^-Q^————— '

Donc x et y seront des fonctions ra t ionnel les de 0.
On voit encore que la courbe sera du genre T , si p = 3. Conformé-

ment à un théorème de Clebsch (Journal de Crelle, t. 64, p. 210), nous
chercherons à exprimer x ety en fonction r a t i o n n e l l e d 'un paramètre ,
et de la racine carrée d ' u n polynôme entier , du quatr ième degré par
rapport à ce paramètre. Evidemment , il suff i td 'exprimer ainsi les deux
variables u, ^, qui vérifient la re la t ion

u4 ~\- ^ 4"- i "= 0.

A cet effet, posons
u. 4- À u. — ~h

a =. —J-——— î (' — -- • *
•i/2(jJ.+l) —'\/2(p+ï)

Pour que l 'équation précédente soit vérifiée, il faut qu' i l y a i t , en t re 'A
et ?j., la relation

3 ̂  -+- 3 ( i — A2 ) p. •4-- ï = o,

équivalente à
„_ 3(^ 2— ̂ ĵZIJ"^

Les variables^, ^, par conséquent aussi les variables a9, y , seront des
fonctions rat ionnelles de X et de

\/[V3 -h (^ —^^JIVS — (a^v'3)^]-
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Des lors, toute intégrale abélienne appar tenant à la courbe donnée se
décompose en une somme d'intégrales qu'on peut exprimer, les unes
par des fonctions élémentaires (algébriques, circulaires et logarithmi-
ques), les autres à l'aide d 'une des trois intégrales elliptiques simples

/̂ __,,.,.._^^^^^^^
j ^^7j1-^-1^-^---^ ^ ̂ ^j?

/_____ __^7:________
j ^yj--^^^

r cTh__________
, / ( v- -- Àj ) ̂ /F-^--^-^^

En vue du calcul numérique, on transformera ces intégrales en d'au-
tres intégrales ayant un module réel et plus peti t que i, par la substi-
tu t ion

S; désignant une nouvelle variable, et l'on trouvera de nouvelles inté-
grales ayant pour modu le

\/3 4-^3 $11175°== 0,965928....

22. Comme nous l'avons annoncé, nous terminerons cette partie de
notre travail en examinan t quelques cas particuliers relatifs aux courbes
du troisième et du quatrième ordre.

Soient m = ^ et, par conséquent, p. = — ̂  Nous obtenons alors une
courbe du quatrième ordre à trois rebroussements, et nous concluons
que le rayon de courbure d 'une telle courbe, en chacun de ses points,
est égal aux |^du rayon de courbure de la conique qui la touche en ce
point et passe par les trois points de rebroussement.

Si les deux polynômes L^L^ tendent à devenir identiques, l 'équiUion
du faisceau de courbes du quatr ième ordre dégénère en

(36) . AiL^+AâL^'M+AsLT^o,

et l ' équa t ion du faisceau de coniques, en
ai a«» agM^) î-+L:+T^:=:o•
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On voit que l 'équation (36) représente le faisceau des coniques tan-
gentes, en un p o i n t f ixe, à u n e dro i te fixe (L^= o). Elles passent, en
o u t r e , par un point f ixe La = o, M = o.

Enfin, si les trois polynômes d e v i e n n e n t identiques, l ' équa t ion (37)
devient

ai a, ( L i N — 2 M:2 ) 03 M _( ̂ ) ^ + __,^^^^^^^^^^ + ̂  „ o

et, après réduc t ion ,

( 3()) , ,ai Lf 4-- ^2 ( LI N — 2 M 2 ) -h a.,M:Li = o. a

De même, Féq na t ion (36) devient

(/p) , A i . L ^ + A 2 ( L i N — | M : 2 ) 4-A,iLiM=:o.

Les coniques représentées par l 'équat ion (39) ont, au poin t L ; = = o ,
M = o, un rayon de courbure cons tan t , et, conformément au théorème
du n° 7, les courbes représentées par l ' équa t ion (4o) o^, au même
point , un rayon de courbure égal aux ^ de ce rayon constant.

23. Considérons m a i n t e n a n t une cubique gauche S, et soit 2 la sur-
face développable qui admet celte cubique pour arête de rebrousse-
ment. Toule section plane de 2 est u n e courbe du quatrième ordre
ayant trois points de rebroussement , situés aux trois points ou son
plan coupe la courbe S. La projection conique de celle-ci, faite, par
rapport à l ' u n quelconque, P, de ses points, sur le plan de la section
est une conique passant par les trois poinis de rebroussement de la
quart ique considérée, et tangente à celle-ci, au po in t où son plan est
rencontré par la tangente en P à la cubique; son rayon de courbure,
en ce poin t , est égal aux ^ du rayon de courbure de la qua r t i que ; mais,
si les trois points d'intersection du plan considéré avec la cubique
t e n d e n t à se confondre, de manière que ce plan devienne osculaleur à
la cubique, la quarl ique dégénère en une droite double (tangente à la
cub ique) et une conique C, bi tangente à la conique su ivant laquelle la
cub ique estprojetée. Aux deux points de contact le rapport des rayons
de courbure de ces deux coniques est le même, savoir |~. Mais la co-
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nique perspective de la cubique a, au po in t de contact avec celle-ci,
le même rayon de courbure; car elle est l ' intersection du plan oscilla-
teur de la cubique, avec le cône du second ordre sur lequel elle est
tracée. Donc tout plan oscillateur à une cubique gauche coupe la surface
déyeloppable dont elle est F arête de rebroussement suivant une conique dont
le rayon de courbure, au point de contact, est égal aux ̂  du rayon de cour-
bure de la cubique.

Le théorème de MM. Bonnet et Bel trami, auquel nous avons fait a l -
lusion, consiste en ce que le rayon de courbure de la section faite
dans une surface développable par un de ses plans tangents est, au
point de contact de cette section avec l 'arête de rebroussement, éa;al
aux ^ du rayon de courbure de l 'arête . La proposition que nous venons
de démontrer en est, on le voit, un cas part iculier , et l'on peut en dé-
duire, comme il suit, la proposit ion générale : considérons le p lan os-
cillateur, en un point 0, à une courbe gauche S, et la cubique S' qui
rencontre cette courbe en un p o i n t P la touche en un second point A,
et passe par trois points O i , 0^, Og pris sur la courbe dans le voisinage
du point 0. Si ces trois points tendent à se confondre avec 0, la
courbe S et la cubique limite au ron t , an point 0, le même plan oscil-
la teur et le même rayon de courbure. En outre, les sections faites par
ce même plan osculateur dans les deux surfaces développables, a y a n t
pour arêtes de rebroussement les courbes S et S', au ron t un second
point commun p , trace de la tangente commune en P sur le plan oscu-
la teur en 0. Les sections faites par ce dernier p lan dans les deux cônes,
avant pour sommet A et pour directrices S et S7, passeront aussi par un
même point To, perspective du point P par rappor t au point A. Si P
tend à se confondre avec 0, les sections faites dans les deux développa-
bles obtenues auront, en ce même point, même rayon de courbure, et
les sections faites dans les deux surfaces coniques auront aussi le
même rayon de courbure, lequel est égal, d 'une part, au rayon de cour-
bure de la cubique, et d 'autre part , à celui de 1a courbe S. Donc enfin
ce rayon de courbure est égal aux j - du rayon de courbure de la section
faite dans la surface développable considérée, par son plan tangent.



S.48 V. JAMET.

TROISIÈME SECTION.
DES LIGNES ASYMPTOTfQUES DES SURFACES TÉTRAÉDRALES : GÉNÉRALISATION.

24. Nous nous proposons m a i n t e n a n t de former l ' é q u a t i o n différen-
t ie l le des lignes asymptotiques des surfaces définies par l ' é q u a t i o n (9).
Dans le cas par t i cu l ie r des surfaces té t raédrales , cas où le nombre de
ses termes est égal à qua t re , on sait en effectuer r i n t ég ra î i on , comme
l'a mont ré M. Darboux (Bulletin, tome I, no te s de la page 355). Aussi ,
après avoir montré c o m m e n t cette intégrat ion résul te i m m é d i a t e m e n t
do la forme de l 'équation di f férent ie l le a laquel le nous parviendrons ,
nous montrerons encore comment on peut la ra t tacher à l ' équat ion
d 'une classe de surfaces assez étendue, surfaces dont on sait d é t e r m i n e r
les l ignes asymptot iqueâ, et don t les dégénérescences de la surface (9)
sont des cas par t icul iers . Soient donc, su ivan t une n o t a t i o n consacrée,
p , q les dérivées par t ie l les , par rappor t à ;r, y, de la fonct ion ^ d é f i n i e
par l ' équa t ion (9). De cette équat ion , nous déduirons

Ia/L^ I• l(a/+c^p)=ro, :Sa/(^4- c,f/) = o,
puis

( f\ i,) i ff.i H • ! a dp 4- - ( ̂  "-i)I a/ H -2 ( ai + Ci p ) d L/ -::--: o

et

( / l î î ) ^çy.iV-^^Cidq + (pL — l')ïy,l^"•t2(ô,-}- ^(y)â?L/= o.

M u l t i p l i a n t les deux membres de l 'équation (4i) par dx^ de l 'équa-
tion (/p) par cly et observant que, tout le long d 'une même l igne
asymptot ique, on doi t avoir

cipdx -h dqdy =r: o,

SaiH-^dLf^o,

Telle est l ' équa t ion différentielle cherchée.

on trouve
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Si l'on écrit l 'équation (9) sous la forme ïX^== o, et si l 'on pose
X^== ^j, on reconnaît que celle équation di f férent ie l le se r édu i l à

2^==o.

Si, d'autre part, le nombre de ses termes est égal h quat re , l 'équa-
tion (9) se réduit à

(43) ^-+-Ç|-hÇj+^=o,

et l 'équat ion différentiel le de ses lignes asymptot iques à

(44) <î -r- ̂ | + d'Ei 4- cî^ = o.
Or l 'équation (43) est vérifiée si l'on y fait

1 ^W^^^^W^)

(45) et, en même temps,

( ç^^^r-^^^^^v/^Q,

k désignant une constante, choisie à volonté. Mais les différentiel ies
des coordonnées d'un point, mobile sur la courbe définie par ces deux
dernières équations, vér if ient les équations ci-après

<^1 —— ^2 V^"1 = /{ (^î -+- d^ V7—— ï ) ?

^ - d'E^~i = ̂  (^a- ̂ ^/z:^î)

et, par suite, aussi réqua t ion (44)- Donc les équat ions (45) représen-
tent une l igne asymptotique de la surface (43)- Si l'on y regarde k
comme une constante arbi t ra i re , on obtient une première série de
lignes asymptotiques. Les lignes de la seconde série sont représentées
par l 'une ou l 'autre des deux équations

Si+W^^O^ -W^)»
(46) . , ,—— ~ X 7 , . y———^

^—^—ï== -^(^^V—V.

où À désigne une constante arbitraire.
A cause de la relation X^== a,L^= Ç;, on peu t écrire les équa-

Ann.de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome IV. 8.7
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l ions (45) sous la forme
_ p- __ ^ / _ ^ _ v_\

/a.L'f 4" ̂ - a^Lj = À\v/a3Lj 4- V/~ a,L^,

_ ^ __ ^ _ ï / _„ ^ __ Ï \
^L^v/--a,L|=-^--^/^Li~V/:~^L^,

et les équat ions (46)

25. Les surfaces a u x q u e l l e s nous avons fait allusion dans le numéro
précédent sont représentées par l ' équat ion

(47) / i (L,M)=/ ,(N,P),

wf^fï dés ignent deux fonc t ions homogènes, de mênie degré, des po-
lynômes L, M, N, P, l inéaires par rappor t à x, y , z. On voit immédia-
tement que les surfaces télraédrales sont représentées par une équation
de cette forme, et nous allons montrer comment la recherche des lignes
asymptol iques des surfaces définies par une telle équation se ramène a
deux quadratures. A cet effet, posons M == tL^ P == ^N, et soit m le
degré commun aux deux fonctions/,,/^. Soient aussi

[/,(r, ̂ =T, [/2(ï^)]^=U;

Féquation (47) équivaut à l 'équation suivante

(48) TL=UN.

Désignons par T, T^, U^ IT les dérivées des deux prenaiers ordres, de
T par rapport à /, de U par rapport à u. En nous servant des notations
précédemment adoptées, nous trouverons

T ( ^ + C l 7 ^ + L T / ^ = U ( ^ + c ^ ) + N U / ^ •
v iX! (/••V

D'ailleurs,
€^-\~ c^p = t{a^ Ci/?) + L j-
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et
, -,.. ait

^•4" c^p -== ̂ 3-4- Csp) -h IS ̂ -

Donc on peut remplacer l 'équation précédente par

T(^i4- Ci/?) 4-T7[>2-i- c^p—£(b^Cip)]
=U(&3-h-C3^) -h ir[ b', 4- 0;, y — ^(^--(-^y)]-

On en déduit, par differentiat ion,

Tci dp + T^^— Ci Q dp -4- T^Oâ-i- Ça;-? — ^(ai •4- Ci/.?)] ̂
=UC3^9-{- U /(^~C3^/)^-^-U / /[<74-4-C47?•--- u ( a ' , - ^ C s p ) ] d t ,

On trouverait, de la même manière,

Tci dq -4- T'(c^-c^) dq -4- T/[^-4- Ca^ — t(b^ c^q)] dt
=.\]c^dq +U /(c^—C3^/)^7-l-U^^+c^ — u{b^ c^q)} dit.

Mul t ip l i an t les deux membres de la première é q u a t i o n par dx\ de la
seconde par dy, et a j o u t a n t membre à membre; observant , en outre,
qu 'on doit avoir, en tous les points d 'une même l igne asymplo t ique ,

on trouve

ou

dp dx -\- dq dy ==- o,

T// (^M — tdL) dt = 17 (dP — il ^/N ) du

T'Ldt^^W^di^

et, à cause de la relation (47)»
rr^r r-fff

T^=ir^2

OU

26. Telle est l 'équation différentielle cherchée. Comme nous l 'avons
annoncé, elle permet de ramener la recherche qui nous occupe au calcul
des deux intégrales _

MTIt

^dt,
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intégrales qu'il est facile de connaître, en tant qu'il s'agit des surfaces
tétraédrales, el des dégénérescences qu'elles présentent, quand on leur
appl ique la méthode indiquée au n° 4. En effet, i° on peut supposer
l ' équat ion d 'une surface tétraédrale mise sous la forme

LM-MP-^W-hPP-.
Ici

• •i i~i 1-.
T=:(i4-^-)!\ T/:--=(I+^)"- ^-ï, ^^(^—lîCi-i-^)^ t^-\

De même,
i - j_ ,

U ;-=. (I -i- U^, {]"=. (^ — l ) ( l + //SJ-)!A""^^--•>.

De là l 'équation différentiel le

E1 P-
^'~ àt i ^ " 1 d u
ï + ̂  i + uV1

Si l'on pose ^== O 2 , ^•=. î^2, cette équat ion devient

d6 _^^_
TT^ ' ~" i - t -ç 2 '

e t i ^ o n trouve, en intégrant,

arc tang0 ±: arc LangÇ == arc tang/',

/' désignant une constante arbitraire*
On en déduit ,

^?.

ou
i ± % "

^ i1r^M2

^ il
Ï.±^U'Î

ou enfin
U. (A ÎA (A / P- ^ P- P-\

L?Ni± P?M'â= /cVM:2^^ P^L2/ ,

et cette forme est identique à celle que l'on trouve en mul t ip l iant
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membre à membre les deux équations
^ _ ^ / ^ ____ p;\

L2-r- \ /— ï M2 == À \N2 + y — 1 P2 A
/ p; _ ^\ ^ P-

^N^^-iP^^L^V^M2,

obtenues par la méthode précédente.
^° Une des formes dégénérescentes de l'équation considérée est

(49) L^D^R^N^-hP^,

R désignant une nouvelle fonction linéaire des coordonnées <r, j, z. Ici
je pose R = <?L, et je trouve

l l
T=(i-i-^, U=:(i-h^^)^.

J'en déduis
i i _^

T//^ Ir̂  (i 4- ^)?~'2, u"^ (^ — i) (i + ̂ t1"'^-2 ;

l'équation différentielle des lignes asymptotiques est alors
_ p:_^

\f— i dt _ uî_€!lu

^ l -\-'t i -f- zz^

et l'on obtient immédiatement l'intégrale
t——— p. /—

^ ' ~ I log(i-i- 0 -==- ± arc tang <^ -+- v—^logC,

C désignant une constante arbitraire.
On en déduit

_ V- •

î -+• t == Ce^^-1 arciang//? ^

d'où
^

L+R^C.L^"^81'"311^'^'.

On remarquera que cette équation est algébrique, chaque fois que le

nombre [J. est commensurable; car, si l'on pose arc tangua ç, on
trouve _

i-t- t-==C(cos^±.\/— î sinpt.9).
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D^Uleurs, cos^y et sin(J-y sont, ici, des fondions algébriques de cosç
et de siny, par conséquent aussi des fonctions algébriques de tangç,
par conséquent aussi des fonctions algébriques de u.

3° Une seconde forme dégénérescente est

( 5o ) LP- -4- L^1 R == N^ -4- N^-! S,

dans laquelle R, S dés ignen t encore des fonct ions l inéaires des coor-
données.

Nous trouvons ici des surfaces réglées, car on peu t considérer l 'équa-
t ion ci-dessus comme résu l tan t de l ' é l imina t ion d 'un paramètre 0 entre
les deux équa t ions su ivantes

L + R = 0(N + S), LP-1 == - W-1.

La dernière représente des plans, dont deux au plus sont réels. On voi t ,
en outre, que les génératrices d'une telle surface rencon t ren t deux
droites fixes : la dé t e rmina t ion des lignes asymptol iques des surfaces
réglées jouissant de cette propr ié té a été fa i te p;ir Cremona ÇAnncdi di
Matematiccipura ed applicata, t. I) et généralisée par M. Picard, dans
son Mémoire : Sur l'application clé la théorie des complexes linéaires à
l'étude clés surfaces réglées (1877). Dans le cas s imple qu i nous occupe,
la méthode que nous avons exposée nous condu i t à faire

i i
R=^L, S = = ^ N , ï :^(x-+•/)^ U==( i - i - u)T\

et nous trouvons immédiatement, pour l 'équation di f férent ie l le des
lignes asymptotiques,

dk du
ï 4-7 """" 1-4- u9

puis, en intégrant,
I,0g(ï 4- t) ± l()g'(l + ^) ==logC.

Cette formule donne, outre la série des génératrices rectilignes, les
courbes dont l 'équation générale est

( ï4 -^ ) ( i~h^)=C
OU

(R-4 -L) (N4-S)= :CLN,

situées, chacune, sur un hyperboloïde à une nappe. Tous ces hyperbo-
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loïdes ont deux couples de génératrices fixes, appar tenant chacune à
deux systèmes différents, savoir :

. ( i° R=-=o, L==o;Premier couple. . . . . . . <A ( 2 ° S==o, N=o*
( 1° R4- L==o, N = = o ;

Second couple. . . . . . . . <
( 2° N -h S •==. 0, L = 0.

4° Enf in , si les trois polynômes L, M, N deviennent ident iques dans
les conditions indiquées au n° 4, l 'équation de la surface tétraédrale
va dégénérer en

"-^•(s),-^^'),.-^-'^-^)'-^'0'
et l'on peut transformer cette dernière équation comme il suit

L^-â (L â —SR)4-P^^o ,

S, R désignant deux polynômes l inéaires en oc, y , z.
Celle-ci se transforme, à son tour, en

L^4-P^
(5 l ) b K — — -j^_2 -?

et les deux membres de cette équation sont des fonctions homogènes,
du second degré, de deux polynômes l inéaires. Conformément a notre
méthode, nous poserons

R = ^ S , P = = ^ L
et, par conséquent ,

T = ̂ , U = (i -4- /^'A

Par conséquent aussi,

T.- ^-t n^^^Llli)̂ ^1 ""•""" 4 v ? 4 . 1
' {ï-^-U^

Donc l 'équation différentiel le des lignes asymptotiques est

.r— dj, ̂  ̂  ̂ V^EIÎ ^^v — i ^ — — v ̂  ^ ^_ ^^
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ou bien
V. JAMET,

^f=±V/,-(ï^)V^^-^

où l'on a fait2—^^ === a. De là une première transformation, i/ == 0,
qui nous donne ^^^^^^,
puis, par la nouvel le transformation 0 = \/a——===, nous trouvons

V/i — ̂

_,,- /^r (a->)^ , _^^-]
V .̂ [ i4-(a-J)^ • i-^j

et, en intégrant,

ïogi — log<o— ± a i/3-"^ ̂  —7 are tang^ + :'. log -'

-^ are lang£ + logt/^—^ )

ou

t^tf^V1''^^^^, (i±l\ ^LZ^^^ELY 1 — ? / v—y i+y
D'après cela, on trouve des lignes asymptoliques algébriques, chaque

fois que le nombre ̂ -^ est de la forme p^, ce qui exige que

— ^y2
v'~ y^'+'y2'

p , q é tant deux nombres entiers, qu'on peut toujours supposer pre-
miers entre eux.

D'ai l leurs , la surface dont il s'agit ici peut être regardée comme en-
gendrée par le mouvement d'une conique définie par les équations

P=ÂL, SR==(i+Î.P-)L2 ,

ou \ représente un paramètre arbitraire. Cette conique est constam-
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ment tangente aux deux plans fixes R == o, S === o, en deux points fixes,
situés sur la droite L == o, P == o, et s'appuie sur la courbe définie par

3,p'-+- p^les deux équations S == ^R, ^R2 = y g ? où ^ désigne une constante,
choisie à volonté.

27. Nous avons étudié, en second l ieu, les surfaces définies par
l 'équation

r ai T a» r cx.3 r 04 T a» — A.Li^JLa-.Lig3!^-*. . .AJ^«— A,

ou l'on suppose a^ -h- a^ -+- 03 -+-.. .-r- a^== o. Dans le cas particulier où
n == 4» notre méthode permet encore de trouver leurs lignes asympio-
tiques. En effet, si l'on suppose, comme cela est toujours possible,
A == î , on sera condui t à étudier les surfaces représentées par l'équa-
tion

(52) L^ M^ = N-^ P-^.,

et, à cause de l'hypothèse faite sur les exposants, les deux membres de
cette équation seront du même degré a^ -+- a^. Dès lors, on sera conduit
à poser T = ^, U == i^\ après avoir fait, pour abréger,

- ^ == k. -a—— = k1

a,i -4- ocg ' ^3 -i~ 5^4

et l'équation différentielle des lignes asymptotiques sera

V/T(T=-x)^ ̂ V'FT^T) ̂ -

On irouvera immédiatement l'intégrale
^h[k—i} ̂ ^ (] ̂ \/A'^''=T)

OU ___
/^y^o^ /p.A^-asa.

(.M) :=CW

C désignant une constante arbitraire.

28. Mais l'équation (5û) présente, en vertu des remarques faites au
n° 3, diverses formes dégénérescentes que nous allons étudier.

S.8Afin. de FÉc. Normale. 3e Série. Tome IV.
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i° Si l'on suppose que deux des polynômes linéaires qui y figurent
deviennent identiques, on obtient une première formedégénérescente

ai logL -4- ̂  -j- + as logN -t- a^ logP == logA,
JL

et cette équation est équivalente à
R

L^N^P^^^A.

On-ne trouve plus ici la forme

/ , (L,M)=/2(N,P)

ou, du moins, les deux fonctions homogènes, auxquel les on peut ra-
mener les deux membres de Inéqua t ion , ne sont plus de même degré.
Mais les propriétés des figures homographiques vont nous permettre de
simplifier la recherche des lignes asymptotiques. En effet, si l'on ap-
p l ique ce mode de transformation, en faisant correspondre au poly-
nôme L une constante, aux polynômes N, P, Ries nouvelles variables^,
y, s, et si l'on pose

îl-^a a4.-——/,"— ..„„_— a, -_ —— 6>,
a^ a^

on est conduit à chercher les lignes asymptotiques de la surface ayant
pour équation

,7;-̂ = A 6^,

équation d'où l'on déduit

ax^"1^^ Aé^jo = xaybp'y
d'où

ap-==.^

De même,
bi

•^7
Donc on trouve, pour l 'équation différentielle des lignes asympto-

tiques,
dx^ , rfy2

a —— + b -^r == o
x^ y2
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r- dx . ,—- dr .i/ a — ±: v— b — •== o,
• ' a) y

équation dont l'intégrale est

x^y^^^C,

G désignant une constante arbitraire.
2° Si l'on suppose que les deux polynômes L^ N deviennent iden-

tiques, ainsi que les deux polynômes N, P, on trouve l'équation sui-
vante :

L^^^AN-^^,

où R, S désignent deux polynômes enliers et linéaires. On remarquera
d'abord que cette équation représente une sur face réglée; c a r i e plan
qui a pour équation N = tL coupe la surface suivant une ligne, définie
par l 'équation suivante :

,, R „ J,
ï^e ^-^Kt-^e 4 t L

ou
R L \,.a^+a^=H,

H désignant un coefficient qui dépend uniquement de t. A chaque
détermination de H correspond une droite, rencontrant la droite fixe

L = o, N == o,

et la surface considérée a une directrice rectiligne. Donc elle appar-
tient à une catégorie de surfaces dont on sait, d'après M. Picard (lac.
cit.), dé terminer les lignes asymptotiques. Dans le cas particulier ac-
tuel, il suffit de faire correspondre, par voie d'homographie, au poly-
nôme L une constante, aux polynômes R, N, S les nouvelles varia-
bles z , x , y . On est alors ramené à déterminer les lignes asymptotiques
d'une surface définie par une équation de la forme

y
^aex=^ Aez.

On trouve alors
y . , I

ex{axa-^—3C(l-~^y')^Kezp^=.xae:vp,
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d'où

De même
ax — y-==^px\

y. y.
^a~l e3^^- Ke^q =: xaexq^

d'où
qx ==i.

Par conséquent ,
(y — ax^dx — x d'y , dx

dp^==.~—————————îL, dq-=i——;-,
x^ x^

et l'équation des lignes asymptotiques devient, après la suppression du
facteur dx,

( 2 y — a x ) dx — 2 x dy == o
ou

xd'y— ydx dx2—^—^.——^a—==o,
^2 ^

et l'on trouve, en intégrant,

-^ -r-alo^=:logC

ou bien
ir

x^-e^ ==C,

C désignant une constante arbi traire.
De la comparaison de cette équation avec celle de la surface pro-

posée, il résulte que chacune des lignes asymptotiques de la surface
est sur une surface du second degré, définie par une équation de la
forme

y—Ci .a? 4-^-3 == o,

Ci désignant une nouvelle constante, qu'on peut regarder comme arbi-
traire, à condition d'en faire dépendre C.

3° Enfin, si les trois polynômes L, M, N deviennent identiques dans
les conditions précitées, on trouve l 'équation

, K . LS-R2

^2 r -)- Ss -L^e Î L s Ls =:AP-"^,

et, si Fon pose — a! = a, puis si l'on considère une surface homogra-
phique de la surface donnée, telle qu'au plan L === o corresponde le
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plan de l'infini, aux plans P = o, a^R -h- 038 == o, R == o, les plans
z = o, ^ == o, j/= o, on est ramené à chercher les lignes asymptoti-
ques de la surface définie par une équation de la forme

e^^y^Az.

En chaque point d'une telle surface, on trouve

(POU

aé^^-fo^A^,
. apy^+py^Aç; 1

a ̂ -^-(a dx -h 2 p Jy) == A€^,
2 j3 e^4-^2 (6-/y + ay^? 4- 2 (3j'<fy) == A<^/.

Donc, en tout point d 'une même ligne asymptotique, on doit avoir

ry^oLdx^^- 3(3y dx dy)-{- 2[3(4y2 +• o(.y dx dy 4- 2py2<^J2)=: o

OU
( a dx -+- 2 Pj <^y)2 4- 213 ̂ y2 = o

ou encore
a doc -h à pj" <^y dr ^/— 2j3 <^y == o

ou enfin
a^' 4- (3y2 ± ̂ — 2 |3y == C.

Les projections des lignes asymptotiques, sur le plan des xy, sont
des paraboles : sur le plan des zy, on trouve la courbe représentat ive
de la fonction exponentielle.

29. L'équation

(53) / i (L,M)=/,(N,P)

comprend, au nombre de ses formes particulières, l 'équation des sur-
faces tétraédrales, et aussi les équations (5o), (5i), (Sa). Les surfaces
définies par cette équation jouissent, relativement à leurs plans tan-
gents, d 'une propriété remarquable, qu'on peut énoncer ainsi : « Tous
les plans tangents à cette surface, aux divers points d'une section faite
par un plan passant par la droite JN = o, P= o, coupent, en un même
point, la droite ayant pour équat ions L == o, M = o. ))

En effet, soient /, m, n, p les coordonnées d'un point de la surface;
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le plan tangent en ce point est représenté par l 'équation

^L+^M^N^P.OL à m on dp
s

Ce plan coupe la droite L == o, M == o en un point situé dans.le plan
qui a pour équation

^N+^P^o,
an àp

et la direction de celui-ci, au tour de la droite N == o, P == o, ne dépend
que du rapport- : ce qui démont re l'énoncé.

La réciproque de ce théorème est vraie : pour la démontrer, choisis-
sons pour axe d é s o l a droi te L === o, M == o et supposons la droite
N == o, P == o située dans le plan x ( } y , paral lè lement à l 'axe Oy, de
telle sorte que ses équations soient z = o, x — a = o. Si l'on désigne,
comme précédemment, par/?, q les dérivées partielles, par rapport
à x^ y , de la fonction z définie par l 'équation de la surface, on voit
que le plan tangent au point x^ y^ z coupe l'axe des s à une distance
de l 'origine égale à

.px^qy.

Donc, pour que les plans, tangents à la surface aux divers points de la
section faite par un p l a n passant par la seconde droite donnée coupent
l'axe des z au même point , il faut que

z - . p x — € / y : ^(î—»)-
/désignant une fonction donnée.

Avant d'intégrer cette équation aux dérivées partielles, nous pose-
rons

z =r: t ( x — a )

et nous la transformerons comme il suit :

(54) ^^+(^-a)(^^^-j^)==/(0.

Alors nous serons conduit à intégrer le système des équations diffé"
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reiitielles simultanées

dx _ dy _ — dé
^(^•—a) "~ y ( x — a ) ~" at •4-/CQ

OU
dx dy

(55) œ y
} dx ~dt

x{x —a) ~ at-^/Çt)

La première des équations (55) admet pour intégrale

j=C^
et la seconde

-.C^^^'{lt^(\

C, Ci désignant deux constantes arbitraires.
Donc l'intégrale de l'équation (54) est

a dit^VJ^^ iJ.\^at-^f(t}
< \ ;y» / •'^ — Q, i \ 3 C

ç désignant une fonction arbitraire. Si maintenant on pose

_ r fldt / ^ \
Ç Jat+/\l)^^ç^=^{-————},

^ v / ' ̂  — a)

on pourra mettre l'équation précédente sous la forme
1 \ ( z \ ï (v\— — — — — ( L — — — — = - (p .̂ ,

x — a ' \x — a/ x ' \x )

et l'on voit que les deux membres de cette dernière équation sont des
fonctions homogènes, de degré — ï , le premier de z et de x — a, le
second de oc "et dey; ce qui démontre l'énoncé.

De plus, la forme même de l'équation (53) montre que les deux
droites L == o, M == o sont réciproques l 'une de l 'autre, c'est-à-dire que
toute surface dont l'équation est de la/orme(53) peut, de deux manières
différentes, être considérée comme U enveloppe d'un cône dont le sommet se
meut sur une droite fixe, tandis que la courbe de contact est dans un plan,
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mobile autour d'une autre droite fixe. C'est là l'extension d'une propriété
des surfaces tétraédrales, démontrée par de la Gournerie.

On dédui t aussi, de la proposition ci-dessus, la propriété suivante
des lignes asymptotiques des surfaces (53) :

Les plans oscillateurs à une telle ligne, aux points où elle est coupée par
un plan passant par l'une des droites FONDAMENTALES, rencontrent l'autre
droite au même point.

30. Revenons ma in t enan t à l 'équation

qui représente les lignes asymptot iques des surfaces définies par l'équa-
tion (53). Chaque fois que nous saurons intégrer cette équation, nous
saurons trouver les lignes asymptotiques, non seulement de la surface
proposée, mais aussi d 'une autre surface dont l 'équation sera de la
même forme, mais ou l 'une, au moins, des fonctions T, Uau ra été rem-
placée par une fonction ^ de t ou par une fonction -o de u, remplissant
la condi t ion suivante :

^ rp/ ^ff -^

i^T (m ^=-r

La recherche des surfaces transformées dépend donc de l'intégration
des équations ci-dessus, et l 'intégration de chacune d'elles dépend,
comme on va le voir, d'une seule quadrature. En effet, l 'équation

^ — r

équivaut à

ou
T^—rr^ô

T^-©r==A,
A désignant une constante arbitraire. On en déduit

Ï^-^T „ A ,——^——dt^^dl,
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et, par conséquent,
5=AT/"^

^o

^o désignant une nouvelle constante arbitraire.
En définitive, la recherche des surfaces transformées se ramène au

calcul de l'intégrale
r'dt
^ T"

et nous nous proposons d'effectuer ce ca lcu l , dans les divers cas étudiés
précédemment, en commençant par ceux où la détermination de notre
intégrale est la plus simple.

31. L'étude de l'équation (5o) nous a conduit à poser
i

T=:(l4-^.

Ici, l'on trouve

f*1 if f*1 2- r p -—2 p.— s']
\ —= (i4-^-?^=_^[(i4-^F~-(r4-^)"^~l<

J^ JL J^ ^ — 2

et la fonction ^ correspondante est

y—i i
<B==A(l4-^ ^ 4-B(l4-Q^

A, B désignant deux constantes arbitraires.
Cette conclusion tombe en défaut, au cas où p. = 2. Mais alors on a

^=A\/ i+^r T^^Afi^-î^Wr^
^o \ 1 0 /

Nous avons également rencontré, à propos de l'équation (5»i) , la fonc-
tion T== \/z; nous en déduisons

^^A^f^^A^iog^
^o t to

Ann. de VÉc, Normale. 3e Série. Tome IV, î">.9
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Plus généralement , à propos de l'équation (53), nous avons trouvé

T = f/1 •

d'où
r €u.__ Ç f-ïk r j f —— I l^-'-lk__/l-âA-v

J. T2^, ' ^--I~.2Â-^ ^ )

et
Ç^A^-^+B^

32. Pour étudier l 'équat ion (53)

L^+l̂
^=-T?=i-^

nous avons fait

Nous en déduisons
U -=. \j i. -4- I/.P-.

^at)==:A\/i-i~ «^ .̂. <^-

Pour les valeurs incommensurab les de (J., l ' intégrale qui figure dans
cette équat ion ne peu t pas s'exprimer en termes finis : nous nous pro-
posons : i° de montrer qu ' i l est possible de l'exprimer en termes finis,
(chaque fois que [ jcesteommensurable; 2° en dehors de cette hypothèse,
de la développer en série convergente, dans divers cas où ce développe-
men t est possible.

i° Si [j. == + ^ ( p , q étant deux entiers premiers entre eux), nous
poserons ic = ô^, et nous obtiendrons

r' j^ - c^.̂̂ L,— • f00!!̂j T^r^'^^j T^jp''j ^a^^j,

Si [M == — ^7 nous écrirons l ' intégrale proposée sous la forme
. ^/ —-.

J î 4- ^/

et nous poserons encore u == 0^. Nous trouverons, pour l ' intégrale pro-
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posée, répression
r^QP^-^dQ

U,̂ '̂
Dans les deux cas, nous sommes amenés à calculer l'intégrale d ' une

différentielle rationnelle.
2° Si le nombre p. n'est pas commensurable, nous supposerons

d'abord q u ^ i l est positif, et nous écrirons Fidentité

—— î—^^î^ i^^.ueiV'—u^+. . .^(—l)^--^—,
ï -4- u^ i 4- uV-

(roù

r" du u^ u2^ u3^1 , , r 1 1 i/w ,a ______. —i. // _„ _____ 1^. .. ,_„ _______ _i_ _i ( ,_,.,„ y \ft s ______ n i l^ T^-^-11 ^-i^^+i s ^ + r ^ " ^ ^ ï ) j, i+^uu-

Si l 'on suppose le module de u inférieur à l'unité, la série
^-4-1 ^4-1

*» ^^^ ______________ ^ I,,, ______i_,.n,,L.L.-r—^ _-__

pL-hî 2^-hl

est convergente, et l'intégrale

r 1 1 u^ ,I ———- du
Jo l+^

tend vers zéro, quand n est de plus en plus grand. Donc la série pré-
cédente déf in i t une fonction de u, égale à l'intégrale proposée. .

Si l'on a t t r ibue à u une valeur dont le module est égal à r , on obtient
une série dont les termes ont des modules qui vo-nt en décroissant,
mais forment une série divergente; en effet, si p. est. infér ieur à ï , les
ternies de la série

Ï 1 I
T _i _______ __L ________ _ L^ _«.—————— —L_

p. -4- ï 2 p. -+- ï 3 p. -+- ï

sont respectivement plus grands que les termes de la série harmo-
nique. Si, au contraire, p. est supérieur a ï , on constate que 7?a-+- ï
est inférieur, quel que soit n, à (n"+"i);x; de là l'inégalité

ï ï
/l^-4-l ( / î -+ - l )^"



S. 68 V. JAMET.

Donc la somme des modules desp premiers termes est plus grande que
I / I I î l \r4 - . - . -« i - -4 - ^4 - . . . - { -— ,
^ \2 3 4 p j

ce qui démontre la proposition.
De la divergence de la série précédente, on ne peut r ien conclure, eu

égard à cette circonstance, que ses termes tendent vers zéro, quand
leu r rang est de p lu s en plus élevé. Toutefois , il est facile de voir que
l ' intégrale proposée devient inf in ie , quand u t end vers l 'une des racines
de l ' équat ion u^' + î = o. En effet, soit M() cette racine, et soit

I -i- U^-:.

On trouve
î

du. _ (-— ï)^ /^0 dzç . du _ ̂  (-')'' / ^
,4 I + ̂  ' ^ y\ + u^ ~~~ /î

(ï:+.^)l;-

et l'on reconnaî t sans diff icul té que cette dernière intégrale est inf inie .
Le développement précédent permet de calculer l 'intégrale proposée,

entre deux limiles u^ et ^, d o n t le module est inférieur à ï . 11 suffit de
remarquer que l ' intégrale, prise le long du contour Qu^u^Q est nul le ,
et que, par conséquent, l ' intégrale, prise dans les limites considérées,
est égale à la différence des valeurs de l ' intégrale, prise entre 0 et u^
d'une part , 0 et u^ d 'autre part .

Nous pouvons aussi développer l 'intégrale proposée en série conver-
gente pour les valeurs de u dont le module est supérieur à l 'unité,
pourvu qu'on ait en même temps ;x>i. En effet, posons u=u-),
UQ désignant l 'une quelconque des racines de l'équation î 4-^=0,
nous trouvons

r ' 1 du r'du r^t^cU
i T^-110^, ̂ . ^x ^ , 4, ̂

Mais
^-2 //îa-a
^^ = ̂  - ̂ -4- ̂  -. . . ̂ (- t)- ̂ p;;

donc
C ^ t ^ ^ d t ^ ' - ' t ^2(A-1 w-1 (^t^-^citl ————— —-- ———— — ————— -4« ^_____ „_ ^L-, /'-— -rVî- I ______ .

J^ t+tV- y.—i 2 f J . — î 3 ^ — 1 " •^" ' J, i-h^
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D'ailleurs, le dernier terme du second membre tend vers zéro avec -1-?
et l'intégrale proposée est égale à la somme de la série convergente

V(-^J^L.
Âaà v / Hp.—— ï
n = 1

Ceci permet, comme précédemment, de calculer la valeur de l'intégrale
prise entre deux limites dont les modules sont supérieurs à ï .

Enfin, si ^ est négatif et égal à — v , on a

r " du __ r " i^dii
J^ i-^u^^j^ I-h^'

D'ailleurs
,,V »,/îV

———— == ^— ù^-t- l^—. . .+ (— ï)71 ————^
1 4- l^ 1 +" «v

donc
Ç 1 1 ^du _ u^\ _ u^^ ^^v+l _ r^u^clu

j^ T^~u^ ~" 7^7 ~~ 2v 4-1 + 3v+ i " •~ i ~^ ^ ^ i+/^'
/* " ̂ w ^^

Or, pour les valeursde u dont le module est infér ieur à î , j ~z~^
^/o '

tend vers zéro avec — Donc
/<E-

ra=oo
/* " ,,v //„ ^— J/"^^1

/ —— m V^ f__i)/l4-l_-_____.
J l+ ^v ^ ^ -' / ÎV4- I

/t==l

33. A propos des surfaces tétraédrales proprement dites, nous avons
posé

T=(î4-^)?,

et nous trouvons ï- r 1 cU^=1(1^^)^ / ———r
J^ (i+^)^

L'intégrale qui entre dans celte équation peut se transformer comme
il suit : si v est une variable, dépendant de t par la relation

î+ ^~h ^===0,
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F1 rïf
l ' intégrale est égale à j •^•3 et, par conséquent, si pi = ±-^ ou si

•o JE"̂

^ = ± ^ (P désignant au nombre entier), on peut la ramener au calcul
d 'une intégrale à différentielle rationnelle (voirn0 21). De même, on
peut la calculer à l'aide d'intégrales elliptiques, si (JL == ± 3.

Nous signalerons encore un cas où le calcul de cette intégrale se
ramène au calcul d'intégrales ell iptiques; c'est celui où a = ±= —/4—.

1 1 r a k .+-1

En effet, si p, = •+- —•—, on trouve

/^^ '_^__^ r 1 ,__^L, „ _
(i+^)? ^ (i^^)Vï+^

et, si l'on pose t == O^4-1,

/ t / ^ , , , r^ e^de
S — — — — — — = = ( 2 /C •+• 1 ) / —————————=====:,.̂  (i+^ A (ï+^)Â•/^:^/^ (î+tV')^

=(2Â"+JÊ)
0^,0 r_-^_1. ̂ ^yv^ ^^^v02-"^

Posons encore

nous trouverons

de ——f^-^ „ I 2 , i ^
T :=- ̂ T=^5 ^ 0 =:: ̂  ^+ 0. = Ï ~ 2

&) •
ïk+.i W i i V' ^^/ l7-i+——^

î j , < î î— s'-)2 J^ \ 2 2-S-J ^_^){1-S,^)'
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dès lors il n'y a plus de difficulté à décomposer celte intégrale en une
somme d'intégrales elliptiques de première et de troisième espèce, de
module —=•

V-2

Si p. = ——, on trouve

/-» < k-i--'-

f1-1——^ (-^) ^
..̂  (i+^ "°

et, si l'on pose
t^gi/c+^

l 'intégrale proposée devient

(^-+i)^+&W^^^-(^+.)^ (y+^^/^ ^^,

puis, par la substitution 0 = ——'L—^î

2Â:+i /""^—a^y-4-1____jd^___
2 J^ \ ^ ) ^(T3r^y(Y-rF^5

et l'on trouve encore une somme d'intégrales elliptiques, de première
et de troisième espèce, et de module —-:•

\/2

Enfin il sera possible d'effectuer l'intégration par les séries, chaque
fois que p sera positif. En effet, donnons d'abord à t une valeur dont le
module soit infér ieur a i .

Nous savons que

^f2^) 'f'-^ÏÏ2 +^)(,.^H.)--^-.I^^ )^-v-\v- )\v-—Lt^+...
> ' p. 1 . 2 1 . 2 . 0

^^.Y2-^-.)
+(-1)^^ ,/,.3^,————^^O+a),
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£ étant une fonction de t, qui tend vers zéro avec — • Donc
2 / 2 \

r 1 -1 2 ^+î iivil'4"/ ^M-1
/ (i+^) t^==^-2- i— +M—^^-_^...

,/o f ^ ^ + I 1.2 2^-4-1
2 / 2 \ /2 \
- f -4- l ) . . . ( - + / î—l )

^(_i)^^X^——Z—v^—————L ^ ^(ï.4_e)^
ï . 2. ô » . . n J^

On voit immédia tement que la série ainsi définie est convergente; on
voit aussi que le dernier te rme du second membre tend vers zéro avec
-; car» si l'on désigne pa rR la plus grande valeur que prenne le mo-
dule de ï -4- c quand t varie depuis zéro jusqu'à la l imi te de l'intégra"
l ion , le terme considéré a un m o d u l e plus petit que celui de

2 / 2 \ / 2 \ /2 \

^^(^I)(^2)'^ ^ ^ •
ï . 2 .3.. . n n [j. -{" ï

et celle expression est le terme général d ' une série convergenle. Donc
on peut regarder l ' intégrale proposée comme une fonction de /, égale
a la somme de la série

2 / 2 \ / 2 \ /2 \

"y.-.. ̂ +Q(,.+3)•^+/^-I) ̂
^ad " / ï. 2 .3 . . . n n [j. -\- ï. ;'"

n == 0

Parmi les valeurs de l dont le module est ï , il en est qui permet tent
de ramener le calcul de l'intégrale proposée à celui d'une intégrale
eulérienne de première espèce, ou de deux intégrales de seconde
espèce; ce sont les racines de l 'équation ^-+-1 == o. Posons, en effet,

i-^-^^Q,

et soit ^o l 'une des racines de l 'équat ion ci-dessus; nous trouvons
^" ^l j /-11„J. l̂

1 (ï -+- t\3-) v' dt ==— - \ 6 ^{ô — i)^ clQ
J Q V'JQ

j î i r 1 .,1 1^
=:_ i(—i)P- i Q ^(i^ô)P. dQ

[Jf JQ

^-i^^-Bfi-2^).
V- \ ^ V-)
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Mais
\ r { i — ^ i r i - i . > - . . - , s in-^

B «-^l^A-^W^rf.-^nrfl^2—^.
^ ^ î  lYi—.1-^ v ^ L v^/-l 7Î

\ v - )
Donc on trouve, pour l'intégrale proposée,

(-^i^r^^fr^T.p- 7T \ ^ /L wJ
Dans le cas où le module de t est supérieur à i, on ramène, comme

il suit, le calcul de l 'intégrale au calcul précédemment effectué. Soit
t = - (^ désignant encore une racine de l 'équation i •4-^=0); on
trouve

r ' dt

J, (i+^

Donc, si l'on adopte comme limites de l 'intégration deux valeurs de 0
dont les modules sont compris entre + x et -h oo, on sera conduit à
multiplier par t^ la différence de deux des valeurs de l'intégrale que
nous venons de développer en série convergente. Supposons, en parti-
cul ier /que \L soit commensurable : la transformation faite au n° 19
montre qu'en chaque point (lu plan l'intégrale proposée a au tan t de
valeurs distinctes qu'il y a d'unités au numérateur de la fraction p., mais
que deux d'entre elles diffèrent uniquement par un facteur égal à l 'une
des racines de l'équation i -4-^=0; la même conclusion subsiste dans
le cas actuel. Si p. est incommensurable, le nombre des valeurs dis-
tinctes de l'intégrale, en chaque point du plan, est inf in i ; deux quel-

-- , / , . 2À7T /——— . 2/171: jconques d entre elles ont un rapport égal a cos—— 4- V — î sin—-?A
désignant un nombre entier positif ou négatif.

34. Nous terminerons cette Partie de notre travail en signalant un
cas où la surface définie par une équation algébrique de la forme

/,(L,M)==/,(N,P)
Ann, de l ' È c . Norm. 3e Série. Tome IV. S. 10
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a des lignes asjmptotiques algébriques d o n t la connaissance permet de
connaître aussi les lignes asymp loti < jues d'une autre surface, d o n t l 'équa-
tioïi est transcendante. Supposons, en adoptant les mêmes nota t ions
que précédemment , qu'il y ait , entre T et t, une relation résu l t an t de
l 'é l iminat ion d 'un paramètre 6 entre les deux équations

(58) a^f--\- ïb^Q 4- Ci
""" a^2 4-2 (30 4-y

Posons, pour abréger,

ai 02 + a b^ 0 "h Ci == G, ^3 O'14- 2^6' 4- c

et soient

a2024-2^0-^-c,
a024~ ^(3(5 4-y

=11, a^4- 2(3^4-y :K,

2(a^4-ôl)=:G /,
2^G^

^(a^+^ î^ ï r ,
a^^IF,

2(^4-P)==K / ,
aa-rK^.

Nous t rouverons

^ <-/T . cU _ KG^-GK/
• ="' " d e : de ^ Kg7r:-iii[:/3

r^ (KH' - HK7 ) ( K(:7 - G K" ) - ( IW -~ GK' ) ( Kl-r — H K" )
(Kir-HK')3

G ïl K
G1 IF K' K3
G' H' K^

K.2

'"(Kjr'" ""HK.7)3

puis
G II K
(y ir K^
G^ H^ K"

^iiTirH^)^^
Or

dQ.

G II K
G' ir .K7

"G" H" K^

c^ O2 + 2 ôi Q 4- Ci ^2 9^ 4- 2 //2 0 4- c'2 a ̂ 2 4- 2 j3^ -h y
2 ( €li Q 4"- ^i ) ! 3 ( 0/2 9 + &2 ) 3 ( ̂ 9 -h- (3 )

2 ̂ i 2 a^ , a a

^ 1 ^ 4 - C i ^g9 4- ̂  (3^ 4-y <^i ag a
^1 th ? =4 ^i ^2 P
<^i ^2 a Ci Ça y
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D'ailleurs, l 'expression
(lar—HK^G

est, par rapport à 0, une fonction entière du quatr ième degré. Si on"
l'écrit sous la forme

A + B ô - h C ^ + D ^ + E ^ ^ F ^ ) ,

on en conclut que la différentielle i / " dt est de la forme

____jn_^ • __ ___

^A4^B''ê'"TT^14--î)^ '

Si maintenant on suppose qu' i l y a i t , entre U et u, une relation pro-
venant de l 'é l iminat ion du paramètre a entre les équat ions

,., , Oi cr2 -h 2 b^ G 4- c^ , Os cr2 4- 2 b^ a- "4- 0.2
U — A" ———,————-————— 5 u ~=- K ———_———-—————— 5

ao---t-2pcr-4-y ^y2--^-2pcr•4-y

on trouve, pour l'équation des lignes asympiotiques,

d0 ± da^^^^^^^^^ .- ̂ ..̂ ^̂ _ .̂̂  ̂  ̂ ^ ̂ -̂

et l'on sait que l'intégrale de celte équation est

\/î^6) ± \/F(o^ == (0 — a) V^+DC^+O") +E(04-(r)2,

a désignant une constante arbitraire.'
On se rend compte, comme il suit , du mode de génération de celle

surface; des équations (58) résulte, entre T et t, une relation de la
forme

aT^abl^-h c^+2cU 4--2seT-+-f=o,

et, puisque t == y-9 on en déduit

(a l T 2 •4-•2e^4-f )L 2 4-2(bT-^-d)LM4-cM 2 ==o.

D'autre part, TL == UN; on en déduit aussi

aUW-i- 2eUNL-+- fL2^ abUNM -+- sdLM 4- cM^o
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ou bien
a UW4- 2 (eNL 4- bNM)U 4- fL2-^ 2 d LM 4- cM2:.... o.

ou enfin
(aUN 4- eL 4- bM)2^- aC-fL2-^ adLM 4- cM2) — (eL -h bM) 2 = o.

Celte équat ion est celle cTun cône du second ordre, qu i touche les
deux plans fixes représentés par I n é q u a t i o n

(59) a ( f L 2 " + - 2 c l L M : + c M 2 ) — ( e L + • b M ) 2 = : o .

Le sommet de ce cône est le point d ' intersection des trois plans fixes
L == o, M = o, N == o. Sur ce cône el sur la surface cherchée est si-
tuée une conique, d o n t le plan a pour équa t ion P ==aN. Ce plan passe
par une droite fixe, P ==o,N ==== o; celle-ci coupe la surface du cône en
deux points fixes, situés dans les deux plans définis par l ' équat ion

f I^+^dLM+cM^^o.

Donc la surface considérée est décrite par u n e conique passant par
deux points fixes, et tangente à deux plans fixes : pour définir entiè-
rement le mouvement de cette conique, il suffi t de connaî t re le lieu des
points où elle touche l'un de ces plans. Or les points de contac t de cette
conique avec les deux plans représentés par l ' équat ion (SQ) se trouvent
dans deux plans qui ont pour équations, l 'un

l 'autre
a UN -h- e L 4- b M ̂  o,

P=aN.

Entre U et u il existe une relation du second degré
9 ( U , ^ ) = = o ,

et F élimination de U, u, entre ces trois dernières équations, conduira
nécessairement à l'équation d'un cône du second degré? sur lequel se
trouvera le lieu cherché. Donc enfin la surface dont il s'agit est
engendrée par le mouvement d'une conique qui se déplace en passant
par deux points fixes et touchant deux plans fixes, chacun, en un point
situé sur une conique^ fixe dans ce plan» Ces deux coniques sont en
perspective par rapport à l'un des points doubles de l'involution définie
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par les deux points fixes A, B, qui appart iennent aux deux coniques
génératrices, et les deux points où la droite AB rencontre les deux
plans fixes.

La réciprocité des droites L = o, M = o et N == o, P == o montre que
la surface a quatre plans tangents singuliers; sur chacun d'eux le con-
tact a lieu suivant une conique : les deux points A, B, et les deux
points A , , BI qui leur correspondent sur la droite L = o, M == o, sont
des points coniques de la surface; en chacun d'eux, le cône des tan-
gentes est du second degré.

35. l/équation

\/¥(0~) ± ̂ T(ff) = ( 0 — a) ya 4- B~(~Q 4- G-) -}-•E(0-^•o•)â

conviendra également aux lignes asymptoî iques de la surface définie
par les équations

M==^L, P = M N , SL=t)N,

avec les conditions

^4 •f'^-^de, ^A^ r^^-^^
AtJ^ (jr •"-i^ -Ï

où l'on a conservé les mêmes notations que précédemment, et où l'on
a fait, en outre,

^(aïO"2-}- 2^i(7 -h Ci) =GI,

k^a^-}- ib^ff -r Ça) =Hi,
ao-2 4- 2 pcr 4- y = Ki.

Si l 'on pose
C=:ai(0~@0(0--A),

et si Fon décompose en une somme de fractions simples la fraction
rationnelle écrite sous le signe /, on voit que cette somme de fractions
simples est de la forme

^ . ^ , ^ ( î _-V
(0-0,)2 ,(0-^)2 ^-0i 9 - Q j 5

donc
r 9 (KIF— W)dQ ^ ^ ^ , . 6 — Q, .

^ -———Gi--——=-^^-^^--I^



S. 78 V. JAMET.

(C désignant une constante, qui dépend de 60), et
. G / - .A.> ili) ^ , Q - 0, .\

^^^-r^-5^^;-4-^
En désignant par A ^ , B^ deux nouvelles constantes arbitraires, on

peut écrire cette équat ion comme il suit

,(A,BK+B,G)=^+^+Slog^.

D'ail leurs, la recherche des coefficients ^,, ifc, s donne lieu aux équa-
tions suivantes :

2(a ,P - b\a) ̂  * +ti!) + ©(ôi -h ^),
2(aiy"Cia)="-2A0â--^^(5i+©(^"" 0 ? ) »
2(6iy-c^)=Jl.,01+^0^-e0î^(02-^);

•et la fonction s est définie par l 'équation

la fonction '0 par une équation analogue

Oi (3 — 61 a ï i
ai y —" Ci a -— 2 erg — 2 cri
&iy""Ci(3 o-i o^
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