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SUR LES SURFACES

ET LES

COURBES TETRAEDRALES SYMETRIQUES,

Psar M. V. JAMET,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES AU LYCEE DE NANTES,
ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPKRIEURE.

B

INTRODUCTION.

En1865et1866, de la Gournerie présentait 4 I’Académie des Sciences
trois Mémoires ayant pour objet 'étude des surfaces désignées par lui
sous le nom de surfaces tétracdrales symétriques et veprésentées par
I'équation

o () ) (1) ()=

ou 2, B, v, ¢ désignent les coordonnées d’un point, mobile sur la sur-
face, par rapport aux plans des quatre faces d’un tétraedre, dit tétraédre
de symétrie. Le dernier de ces Mémoires, ayant pour objet de généra-
liser les résultats obtenus dans les deux Mémoires précédents, au sujet
de courbes et de surfaces du quatrieme et du huitieme ordre, renfer-
mait, au début, une étude des courbes planes représentées par I’équa-
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courbes dites triangulaires. La seconde Partie etaut consgerée i et.udler
divers modes de génération des surfaces lclraé@é[m leaedegré; eur
équation tangentielle, les droites qu’elles renfé m‘enl ]esfswtemes de
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courbes triangulaires qu’on peut tracer sur ces surfaces, et enfin les
systemes de courbes & double courbure, dites zéiracdrales, définies par
I'intersection de deux surfaces tétraédrales de méme exposant, ayant
le méme (étraedre de symétric. De la Gournerie était conduiti regarder
une telle courbe comme 'intersection de deux surfaces coniques trian-
gulaires, représentées chacune par une équation de la forme (B), ot
on supposerait que les équations « = o, § = o, vy = o représentent
des plans. Nous nous servirons {réquemment de cette considération.

Enfin le Mémoire dont il s’agit icl se terminait par I'étude des sur-
faces réglées tétraédrales et de divers modes d’association de ces sur-
faces.

Mais I'étude d’une catégorie de surfaces courbes est un sujet de re-
cherches illimité, et 'on ne saurait le considérer comme épuisé tant
qu’on ne connait pas les propriétés infinitésimales de ces surfaces.
Nous nous proposons d’exposer ici quelques-unes de ces propriétés :
on trouvera, dans la premiere Partie de notre travail, une propriété
des rayons de courbure des surfaces de la Gournerie : nous en dédui-
rons un théoréme relatif aux rayons de courbure des courbes triangu-
laires. Mais nous espérons donner alafois plus de cohésion et d’exten-
sion a 'exposition de ces propriétés, en nous posant le probleme qui
nous a conduit & ce résultat, non seulement au sujet de la fonction de
deux variables indépendantes définie par lI'équation d’une surface,
mais encore au sujet d’une fonction d’un nombre quelconque de va-
riables indépendantes. Cette maniere de procéder nous conduira, d’ail-
leurs, & étendre le résultat obtenu & d’autres surfaces et notamment,
dans un cas singulier, aux surfaces définies par 'équation

LAuLE Lt LA = A,

et aux courbes planes représentées par I'équation
L4 LaLt = A,

ol1 'on suppose que L,, L,, L;, L, sont des fonctions linéaires des coor-
données, et o la somme des exposants est nulle. Ce sont des courbes
et des surfaces étudiées par MM. Klein et Lie & un point de vue tout
différent (Comptes rendus de I Académie des Sciences, séance du 10 juin
1870).
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La propriété des courbes triangulaires, que nous avons démontrée,
consiste en ceci : Par chaque point P d’une courbe triangulaire passe
une conique qui lui est langente et qui est circonscrite au triangle de sy-
métrie; les rayons de courbure de la conigue et de la triangulaire sont dans
un rapport constant. La seconde Section de notre travail est consacrée
a la démounstration d’un théoreme qui est 'extension du précédent a
la théorie des courbes tétraédrales, les coniques tangentes étant rem-
placées par des cubiques gauches osculatrices. On y (rouvera, en outre,
la recherche des pointssinguliers des courbes triangulaires, recherche
que de la Gournerie n’avait fait qu’indiquer sommairement, puis la
réduction i des types simples, des intégrales abéliennes de premiere
espece appartenant aux courbes triangulaires : celte réduction nous
permettra de savoir 4 quelles condilions ces intégrales s’expriment,
soit par les fonctions élémentaires, soit par les inlégrales elliptiques.
Nous terminerons cette Seclion en examinant, en particulier, quelques
courbes triangulaires du troisieme et du quatrieme ordre, afin d’en
déduire une démonstration, inédite, nous I'espérons, d’'un théoreme
déja démontré par MM. Bonnet et Beltrami (Nouselles Annales, 2° série,
t. IV), et dont nous avons donné nous-méme une démonstration ana-
lytique (Comptes rendus, mai 1885).

Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales sont connues de-
puislongtemps (voir Bulletin desSciences mathématiques et astronomiques,
t. I, notes de la page 355). Aussi n’insisterions-nous pas autrement
sur la recherche de ces lignes, si cette recherche ne pouvait étre ratta-
chée  celle des lignes asymptotiques des surfaces ayanl pour équation

(©) JSi(L, M) =/2(N, P),

ou f,, f» sont des fonctions homogeénes, de méme degré, L, M, N, P
des fonctions linéaires des coordonnées 2, y, z. Cette forme d’équation
comprend, comme on le voil, I'équation des surfaces tétraédrales pro-
prement dites et aussi de la plupart des surfaces qui en dérivent par
la méthode exposée dans la premiere Section. Nous chercherons, dans
la troisieme Section, les lignes asymptotiques de ces surfaces limites.
En outre, la recherche des lignes asymptotiques des surfaces (C) con-
duit a faire subira cés surfaces une transformation d’'un nouveau genre,
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dt o
T T
fonction de ¢, qui dépend de ’équation (C). En appliquant cette trans-
formation aux surfaces tétraédrales et aux surfaces qui en dérivent,
nous avons été conduit & étudier les deux intégrales suivantes :

*dt dt
I+ ¢’ 2"
(I -+ t[L)lJ

Nous espérons qu’on trouvera quelque intérét & voir comment celle-ci
se transforme en une intégrale a différentielle rationnelle, dans le cas

it
ok 1

Enfin les deux derniers paragraphes de la troisieme Section sont
consacrés a I’étude d’un cas particulier, ou la surface représentée par

I’équation (C) est du quatrieme ordre, et & la recherche de la surface
transformée, obtenue par la méthode dont nous venons de parler.

qui s'effectue a I’aide d’intégrales de la forme désignant une

ou 1 est de la forme =

i 05 i

PREMIERE SECTION.

FORMATION DES FONCTIONS FONDAMENTALES. CONSEQUENCES GEOMETRIQUES
IMMEDIATES.

1. Soient L,, Ls, Ly, ..., L, 7 fonctions linéaires de plusieurs va-
riables x, @, x,, 2;, ..., x,.,, de telle sorte qu’on ait identiquement

Li=a;z + anx)+ apzs+ . . .+ QGipy Zp -
Si I’on donne les n coefticients «,, a,, «,, ..., o, I'équation

243 oy (22}

) L=L L

%n

lJIL

0

définit une fonction algébrique 2 des p — 1 variables indépendantes
Xy Xyy X4y ..., Xpy. Sion donne une seconde fonction s des mémes
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variables indépendantes et si le nombre n des coefficients «,, «,, «;, .. .,
a, est supérieur ou égal au nombre total p des variables qui figurent
dans I’équation (1), on pourra toujours, d’une ou de plusieurs maniéres
différentes, déterminer ces coefficients, de telle sorte (u’a un systéeme
de valeurs attribués aux variables z,, «,, 23, ..., x,_, répondent, pour
x et 5, deux valeurs égales, ct que chaque dérivée partielle de la fone-
tion x aitla méme valeur que la dérivée partielle de = par rapport a la
méme variable. Car, si I'on appelle @,, ®,, @, ..., @, les dérivées
partielles de = par rapport aux variables ayant le méme indice, il suffira
qu’on ait

%
(2) E—-O

et en méme temps

| Z o (@ -+ a;y) —o,

L?
(@i ap)
(3) DR -
d,'(tl,"ﬁ)'3+ al’.’l) —_
> L? =

pourvu que, dans ces équalions, la lettre 2 désigne la valeur commune
aux deux fonctions x et z. r

Or les équations (2) et (3) constituent un systeme de p équations
homogenes et du premier degré par rapport aux parametres o«,, a.,
Uy, « ..y Oy el la détermination de ces parametres est toujours possible.
Nous allons maintenant chercher & déterminer la fonction z, de telle
sorte qu’elle jouisse des propriétés ci-dessus énoncées et que, en outre,
toules ses dérivées du second ordre soient dans un rapport constant et
donné avec les dérivées du méme ordre de la fonction z, par rapport
aux mémes variables. Nous supposerouns, d’ailleurs, le nombre n infé-

: s plp
rieur ou égal 2 B(PT—)

Désignons par gy la dérivée, par rapport & x, de la dérivée de = par
rapport & x,. Soient aussi 7, la dérivée de x prise, successivement, par
rapport.aux mémes variables, . le rapport constant et donné, de telle
sorte que r,,= mpy. Dans les équations (3), on peut regarder les
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lettres o comme désignant les dérivées de la fonction 2 par rapportaux
diverses variables indépendantes, de telle sorte que

On en conclut que la fonction « et ses dérivées premieres doivent véri-
fier les équations ci-apres

2 a_Liairhk_ 2(@;wp+ aip) (@@~ i)
13

L; == 0,
olt 'on suppose
[."_::I, 2, 31 seey 1T,
]1,"
A-SZ:I’ 2, 3, R ] (1)-——[),

mais ot I'on ne fait varier la combinaison des deux lettres 4, £ que
d’une équation & Pautre. Par conséquent, la fonction z doit vérifier :
1° 'équation (2), ot 'on aura remplacé x par z; 2°les équations (3);
3° les équations représentées par la formule suivante

ma;L; 2 W~ &) (& - ain)
(4) Zai idiPnr 2(a; ;L'::- a'l,)_(u._‘.’.»g_/f__l ,a,}_’!) —o,
]
pourvu qu’on remplace également x par z dansles équations (3) et (4).
Mais le nombre des équations (4) est égal au nombre des combinaisons
. .. . D — 1)
completes de p — 1 leltres deux a deux, savoir : (—1—7)—[ Donec la fonc-

tion z et ses dérivées du premier ct du second ordre doivent vérifier,

(J—Q—i}iff ou bien 22 1) équations, homogeneset du pre-

en tout, p -+ 5
mier degré par rapport aux ~ parametres o, ¢y, %y, - .., o,. De I’élimi-

rip+n
2

nation de ces 22 parametres résulteront — n + 1 équations, que

’on pourra obtenir comme il suit : dans les équations (2) et (4), rem-

: oL, L, .
lagons a;o7), + a;, par 5— ; Onk PAL s r n quel-
plag i @i, PAT 5o et @0 PAT 55 5 PUis groupons 7 ¢
conques des équations ainsi obtenues : le déterminant de ces n équa-

tions devra étre nul. Mais ee déterminant est ’'un quelconque de ceux
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qu’on peut former avec » lignes horizontales du Tableau ci-apres :

S.9

X X T
L, L. L,
oL, oL, oL,
C).Z‘l ()‘Z.i dll'.l
LT 0;
oL, JL, oL,
dz'g 01‘2 —dl'g
()L[ dL"_} dL”
0,y 0y 0xp,_y
L3 L2 L2
iﬂL, oL, 0L, (dL.l 2 - 0L, oL, \?
mly d.x? “(dx,) mL, ort ﬁ) mLy oxt 2(()1'1)
L? L3 L7
0*L, ()L, dLl 0%L, ()L» JL, L, JL, JL,
mL‘d 7, 02y oz, | 0y mLyg~ dz, 0z, 0z, d.v., 7Ly 02, 00s Oz, 0z4
Li 3 L:
0Ly ()L, Jdly 0*L, oL, JL, a*l, OL,, dL,
P om0 0w " Gram, % 0w, 0w, " S0, 0w, 0w
L LS L

...............

Nous allons voir que toutes ces équations admettent une intégrale

commune, dépendant de » — 1 constantes arbitraires. En effet, multi-
plions tous les éléments de la premiere colonne verticale d’un tel déter-
minant par L¢*, de la deuxieme par Li*, et ainsi de suite, puis obser-
vons : 1° que la premiere ligne horizontale du Tableau (A) ainsi modifié
renferme les fonctions L¥, L,, LY, ..., L¥; 2° que les p — 1 lignes sui-
vantes renferment, dans le méme ordre, les dérivées partielles, du pre-
mier ordre, des mémes fonctions, les dérivées d’une méme ligne étant
prises par rapport & la méme variable (nous faisons abstraction du
facteur w, qui est le méme pour tous les éléments d’'une méme ligne):
3° que chacune des lignes suivantes renfermera (a un facteur pres,
identique pour tous les éléments d’'une méme ligne) les dérivées se-

Ann.de U’ Ee. Normale. Tome 1V, 3° Série. S.2
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condes des mémes fonctions, par rapport aux mémes variables, si nous
choisissons ., de telle sorte qu’on ait

ou-
m—2

P="
Supposons donc m différent de 2 et, par conséquent, p différent de
zéro; chaque ligne d'un des déterminants considérés renfermera, soit
les fonctions L¥, L¥, L¥, ..., LY, soit leurs dérivées premieres par rap-
port & la méme variable, soit leurs dérivées secondes par rapport aux
deux mémes variables. Mais, si 'on désigne par A,, A,, A,, ..., A,
n conslantes arbitraires, on pourra substituer & 'une quelconque des
colonnes de ce déterminant une colonne formée avec la fonction

ALY+ A LY+ ALY ...+ A, LY

soumise aux dérivations précitées. Donc, pour que le déterminant
considéré soit nul, il suffira que I’on ait

5) ALY A L¥ 4. .= A, L =o.
1

Telle est 'intégrale dont nous voulions établir I'existence, et telle est
aussi ’équation qui définit la fonction cherchée.

2. Avant d’examiner le cas ol 7 = 2, cherchons ce que devient
'une des équations tirées du Tableau (A), et aussi ce que devient son
intégrale, quand, par suite d’une hypothese faite sur les coefficients
des fonctions L, deux ou plusieurs d’entre elles deviennent identiques.
A cet effét, supposons que les coefficients de L,, par exemple, s’expri-
ment en fonction d’un parameétre ¢, de telle sorte qu’ils deviennent
respectivement égaux a ceux de L,, pour une valeur déterminée z, de
ce parameltre, et soient

day,\ das \ (dagy™ ((lcq,,,_, o
<-‘&Z2 )/., = < dt )10 o ( dt )10 - N A ), e

Soient aussi

oL
X - oy Xy azac,—-i—...+a,,~1.1-',,“,=M:<-()—? et Lo== L,+ AL,.
0
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Alors, quand on aura multiplié par L', L¥*, ..., L¥* les éléments
de la premiere, de la deuxieme, ..., de la ni®®¢ colonne verticale d’un
déterminant tiré du tableau (A), la seconde colonne de ce détermi-
nant ne contiendra que des éléments d’une des trois formes suivantes:

1 (L AL)F=LE+ A(LY) = L“+<dl“ s)At:L*ﬁ—i—(yLﬁ*"M—!—e)Al,

. OL+AL)*  JL¥ LY oLY aLY ’
’ d‘l‘ﬁ - d'rla A d‘z:lt d‘r/l (()JC/, 02 e >At
dLl

gLk OLE  TO(uLEM) 7

- ()7/; + ()‘Z‘/; At= dxy, L oz, e ] AL
g PLi+ AL L LY/ oL ) LY ( FLE ,,)Al

()l’/, ()(I‘/; - 0.1'/L ()J-‘/ dxr /l().l 3 Jx A dx & ()J(‘/, ()l‘/_ at
» (01#)
QLY o) e e remry
OJ,LOJA dtzr,,()‘r:,&._kc Ar= dr,0xy L dl‘/gdxi Tt _\ a4

¢, ¢, ¢ tendant vers zéro avec Az.

Sidonconretranche deséléments de ladeuxiemecolonneles éléments
de la premiere, et qu’on divise tous les éléments de la colonne restante
par Az, on constate que cette colonne se compose. d’éléments qui,
lorsque At tend vers zéro, tendent eux-mémes vers I'expression p.L¥+=* M
et ses dérivées, du premier et du deuxieéme ordre, par rapport aux
variables x,, @y, @,, ..., ,-,. Donc on trouvera, par les considérations
précédentes, I'intégrale

ALY A LS M 4+ A LY 4+ A, L =0,

Si plusieurs fonctions, autres que L., tendent vers L, et que leurs dé-
rivées par rapporth ¢ soient, pourz = ¢, différentes de M, la recherche
de I'intégrale ne présente pas de difficulté : on est conduit & remplacer,
dans I'équation (5), un ou plusieurs termes par des expressions de |a

forme
Ai LE‘L—I 1wl’y

M; désignant un polyndme linéaire par rapport & o, x,, &s, \,., T,_,.
Mais, si L, et L,, par exemple, tendent a deveniridentiques a L, et que
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leurs dérivées premieres par rapport a ¢ soient identiques, pour ¢ = ¢,,
apres avoir écrit chaque élément de la deuxieme colonne sous I'une des
formes précédentes, on écrira ceux de la troisieme colonne comme il
suit :

2§ ¥ N\
1° (l’al“— ALl)y': [au“*_ A(L[L) ——-L“_‘f— ()I“l A <()—0“£I‘:;l +51)Atﬂ,
N 1 ) dLl> o (08 -

o ) ( L+ I” )p' . (_)I_Ji’ ()‘Z./L I ()‘Z‘h L s
dxy, - dxy, + ¢ _ At -+ —2- ()lq T A,

oL ( 02 >
’3(’ 4)2(IJI+AT11)[J' s ()QIJ!:V + dl/,()l/ ()I],()Z'/ + o Atz
) dx;,0x T Qapdxy ol o E :

Si maintenant on retranche des éléments de la deuxieme colonne ceux
de la premiere, puis des éléments de la troisieme ceux de la premiere
et ceux dela deuxiéme, et qu’on divise tous les éléments de la troisieme
colonne ainsi modifiée par 2As%; si on observe, en outre, que g, ¢, ¢
sont infiniment petits par rapport & Az et que ¢, €|, €, sont infiniment
pelits avec Az, on verra que les éléments de la troisieme colonne pren-
nent, pour A¢ = o, 'une des trois formes suivantes :
oLy
ae*
()2(()LI >
()L/L
T
2 .
30 P LY
0x,0x)
Jt ’

IO

9‘0

s

et si I’on suppose
J*L ; ‘
<_0—H—1>; =Bx -+ B+ Baxa+. ..+ Bpoyxp =N,

ces trois expressions deviendront, au facteur p. pres,

10 LI [(p— M2+ LN]=o (2, 2, Zy, ..., Zp_y),
. I)CP
2 ()a:/,
2
30 ek

(}JL‘/, ().l‘k
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Done enfin, par les mémes considérations que précédemment, on verra
que I'intégrale devient

AL+ A LB o+ A L2 [(p — )M+ L, N]+ A, ME . .+ A, L= o.

Ces exemples suffisent pour montrer la marche a suivre lorsque plu-
sieurs des polyndémes L,, L., L,, ... deviennent identiques 2 I'un
d’eux, et que les dérivées successives de quelques-uns d’entre eux.
par rapport a ¢, jusqu'a celle de 'ordre ¢ —1, sont identiques pour
t=1,. 81, par exemple, ces polyndomes sont L,, L,, L;, ..., L;,, les

{1 premiers termes de 'équation (5) devront étre remplacés par

oL L P L HLE
e 4“‘ Fs ¥ —’“1‘ . ! EE
_ml+x,( = >10+A3<—~—-—0tz >10+ A, ( ) (G

et I'équation (5) ainsi modifiée sera encore une intégrale commune

X /L(_f_’_z_‘*‘_ll — n + 1 équations du probleme.

3. Arrivons mainlenant au cas ot m = 2. Si, dans un délerminant
de n colonnes, tiré du Tableau (A), nous multiplions (ous les éléments
de la premiére colonne par L, de la deuxiéme par L,, de la troisieme
par Ly, et ainsi de suite, nous aurons formé un déterminant dont tous
les éléments de la premiere ligne seront égaux & 1, si toutefois le
déterminant considéré contenait la premiere ligne du Tableau. Les
¢léments de toutes les autres lignes appartiendront a I'une des formes
ci-apres :
d(logLy)

T oz,

2 (logLy)
dxn0zy

ID
20

h et % étant les mémes pour une méme ligne. Si donc nous choisissons
n constantes, A,, A,, Ag, ..., A, ayant entre elles la relation

(6) .Al—i"Az—*".Aa—l—...—*—_‘&n:O,

nous pourrons substituer 3 'une des colonnes de ce déterminant une
colonne dont tous les éléments serontidentiquement nuls, si nous assu-
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jettissons la fonction 2 4 remplir la condition
AjlogLl;+ Ay logLl, + AzlogLg—+-.. .+ A, logL, =1.

Celte condition renfermeran — 1 constantes arbitraires, et 'on pourra
Pécrire comme il suit :
LA LA LA . Ly =,

Si maintenant on suppose que deux des polynomes proposés deviennent
identiques, sans que leurs dérivées deviennent identiques pour ¢ = ¢,,
il faudra, dans I’équation (7), remplacer le terme qui se rapporte a
: . dlogl;
'un d’eux, L, par exemple, par la fonction A,‘<-~-—-0’;v~—’—> - Cette fonc-
4y

. M ;e , . . .
tion est de la forme Azy—> M désignant une fonction linéaire des varia-
p

bles «. Si 7 +r polyndomes, savoir L,, L,. L,, ..., L;,, deviennent
identiques, et que leurs dérivées successives par rapport a ¢ jusqu’a
celles d’ordre ¢ inclusivement deviennent identiques pour ¢ =¢,, on
remplacera les termes correspondants par

d(logl. “0*(logL,)” Y (log L)
/\1 lOth 4= Agl. ( ()”,""‘—L)][u 4 A;; l-( (()-‘;7;‘"—-*)' ) Io—}‘. e A[+1 [i—-(—'gzl———m lu;

pp-+1)
2

¢t 'on aura encore une intégrale commune aux — n —+ 1 équa-

tions du probleme.

4. Dans les développements qui précedent, nous ne pouvons pas
supposer que les coeflicients «; de I'équation (1) restent finis quand
deux ou plusieurs polynémes L deviennent identiques, car cette hypo-
these reviendrait & supprimer un ou plusieurs termes de’équation (1),
et, par conséquent, autant de termes de 'équation (5) ou de I'équa-
tion (7). Mais on peut supposer que certains coefficients dépendent
de ¢, de telle sorte que I'équation (1) présente des dégénérescences
analogues & celles des équations (5) et (7). En effet, supposons que
les deux polynomes L, et L, deviennent identiques dans les conditions

indiquées ci-dessus. Posons

%
T,
Oy P
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et écrivons I'équation (r) comme il suit :

B Bs . B Bn

3 —_—
L1+L,—1—AL1 LtL L=

ou bien encore
+1 ,
ﬁ’ +A<L>—I—E§—l—...+§—l:0
1

L, L, L,
ou enfin
0 I
Bi+1 L, Ps B
- ¢ | A¢ A=
L S -+ L. ot =o,
e tendant vers zéro avec Az.
Supposons que les coefficients
61"1‘7» 537 B -oor Ba
soient infiniment petits avec Az et posons
. Bir B ‘ i
hmT:y“ hmﬁ =71 A Ilm-—' =3

quand Az tendra vers zéro, I'équation précédente se transformera comme
il suit ‘

n_ L JL, Y - SRSy J g—

L, oi\oc/,, L L,
etnous pourrons écrire cette derniere équation sous la forme

<0L1>

~ Y 2 ~

N N at /. (e Jpn
o0y, 2l - 2 =0
-Ll - 14'1' .L3 ’

8.y 82, 04, ..., G, désignant des constantes.
Supposons encore que L, devienne identique & L, et que sa dérivée
par rapport a ¢ devienne identique 2 celle du polynome L, pour = ¢,.

Posons 3 = ¢, et écrivons I’équation précédente sous la forme
O3 .

<|!> 2( I>
- 51—{—1 1 1 [‘1 [V Y 2_-_.5_'1 . En == QO
(8) . -+ (&, -+ At) ; 4+ - T —T—,- AVAR i, ...+LH = 0.

Supposons &, -1, €5, €5 .. 1,y &y infiniment petits du méme ordre
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que As®. Supposons aussi €, = — A¢ + uA¢?, u tendant vers une limite
finie u, quand A¢ tend vers zéro, et posons

g+ 1

1 ALl - zi’
. g

lim i = .,
. e

lim A"o =&a;

I'équation (8) deviendra, pour Az = o,

(@) [
& o, Ly +1 L, g, &5 [

— ] 22 2t =
()t ty 2 ()t' ty ]44 + L5 IJ,I ’

et nous pourrons écrire cette derniere équation sous la forme

w &) ()] . .
1 5 41 \ g 1 + n; - U

Ll 4, T T T T, T
MNis Tjas vovs Mo (lésignant des constantes.

En continuant de la sorte, on voit qu’il est possible de faire corres-
pondre au cas ol plusieurs polyndémes L,, L,, ..., L;,, deviennent
identiques, le cas ot ’équation (1) serait remplacée, dans le probleme
précédent, par

1\~ I
(@) [
“q + o <IJ1> o IJ}_—

[ RarTanl PR a7t PR
(1)
Ay Clito Cn
-+ o —— e -+ “+ese =t T == 0.
bt ()ti 0 Li+2 Ln

On peut appliquer des considérations analogues 4 I’équation
oy LY 4+ ot LY -+ ety LY +. . .+ er, LY =0,

mais nous ne croyons pas utile de les développer plus longuement.

5. Silon veut maintenant appliquer les considérations précédentes
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a la géométrie & trois dimensions, on fera p=3, 2 <6; mais on suppo-
sera aussi nZp. Alors les équations (1) et (5) représenteront des sur-
faces ayant en commun les propriétés suivantes : en vertu de I'équa-
tion (2), elles auront un point commun; en vertu des équations (3),
clles seront tangentes en ce point; enfin les équations (4) expriment
les conditions pour qu'en ce point elles aient les mémes directions
asymptotiques, et que les rayons de courbure des deux sections faites
dans ces deux surfaces par un méme plan normal soient entre eux dans
un rapport constant 7. En effet, les conditions

~

A I'1 I'1s

P11 P12

23

e

0

1

3

montrent que les équations qui définissent les cosinus directeurs des
tangentes aux lignes asymptotiques des deux surfaces, sont les mémes.
En outre, si 'on appelle « et B les angles que fait, avec Ox et Oy, une
tangente commune aux deux surfaces, au pointconsidéré, on voit que
le rapport du rayon de courbure de la section faite dans la surface (5) |
par un plan normal passant par cette tangente, au rayon de courbure
de la section faite dans la surface (1) par le méme plan, est égal 2

'y CO8* o+ 27, COSa COS B —+ 755 CO32[3
011 COS? & + 2Py COSCLCOS 3 - Pgg COS2H

c'esl-a-dire égal a m.
Ce résultat peut s’énoncer de la maniére suivante :

Etant donnée une surface représentée par I’ équation

(9) D All¥=o,

ot les lettres A, A,, ... désignent des constantes, les letires L des poly-
némes linéaires par rapport & x, Yy, =, la lettre k l'un des nombres 3, 4,
5, 6, par chaque point pris sur cette surface orn peut faire passer une sur-
Jace représentée par une équation de la forme

i=k

%
10 — =0

(10) I, )

i=1

Ann. de 2’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1V. 8.3
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tangente a la premz'c‘/'e au point considere, ayant, en ce point, les mémes
directions asymptotiques, et dont chaque section normale a un rayon de
courbure dont le rapport au rayon de courbure de la section faite dans la
I—

2

surface par le méme plan est égal a > quel que sout le point de contact.

Si P'on appelle e terme dégénérescent de AL’ Pexpression

3

IFLY . . .
Ak-a.-i(_()_ﬁ.-i r calculée ensupposant que les coefficients du polyndome L;
0

sont des fonctions données de ¢, le théoreme subsiste quand on rem-
place quelques-uns des termes de I'équation (g) par des termes dégé-
nérescents de I'un d’eux, pourvu qu'on remplace aussi dans I'équa-
tion (o) les termes correspondants par les termes dégénérescents, de
méme rang, de A;L7'.

- L’équation (7) conduit & une interprétation analogue, et I’on en
déduit un théoreme qui differe du précédent, uniquement en ce que

I"équation (g) y est remplacée par (7), et le rapport 5;3 des rayons

de courbure, par ;. La méme interprétation subsiste & 1I'¢gard des

formes dégénérescentes de 1'¢quation (7).

Si, dans I"équation (9), on suppose que le nombre de termes se ré-
duit & quatre, on obtient les surfaces tétraédrales de la Gournerie;
s’il seréduit & trois, on obtient le cone triangulaire symétrique, étudié
par le méme auteur.

6. Sil'oncoupe les deux surfaces représentées par les équations (9)
et (ro) par un plan passant par leur point de contact, plan qu’on
peut prendre pour plan des x,x, (ou des xy), on obtient, sur cette
surface plane, deux courbes représentées par les mémes équations, ol
la lettre L désigne des polynomes linéaires par rapport aux coordon-
nées x, y. Ces deux courbes ont, au point de contact, des rayons de
courbure dont le rapport est L_;f—'; car ils sont respectivement égaux
aux projections, sur le plan sécant, des rayons de courbure des sections
faites, dans les deux surfaces, par un méme plan contenant leur nor-
male commune, ct la tangente commune aux deux sections. Cette re-
marque nous donne lasolution du probleme que nous nous étions posé
au début. En effet, si 'on suppose que le nombre de termes se réduit
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a trois, les deux équations se réduisent a

([]) .'\lL{i"-i" .\2L§+ _’\3LE‘;‘:O
et
@, mm
LI . IJ! LZ! -

De la le théoreme suivant :

Par chaque point d’une courbe plane triangulaire passe une conique
circonscrite aw triangle de symeétrie, et tangente a la courbe : son rayon
de courbure est au rayon de courbure de la courbe dans un rapport ¢gal

v I —
a £

——, @ désignant I’exposant de la courbe triangulaire.

D’ailleurs il est bien clair que, si ’on cherche toutes les courbes qui
jouissent de cette propriété par rapport a un triangle donné, I'équa-
tion (r1) fournit la solution générale du probleme, car I'équation diffe-
rentielle qui définit ces courbes est du second ordre et I’équation (i1)
renferme deux parametres arbitraires. .

Si 'on suppose que deux polynomes L,, L, deviennent identiques,
on obtient un théoreme analogue, relativement aux courbes définies
par I’équation

AL+ ALY+ A, LM =0

et aux coniques dont 'équation générale est )
oy oy . azM
—_— —_ — 0
L TL T

ou bien

aiLg -+ a2L1L2+ agl\ILl: 0,

M désignant une nouvelle fonction linéaire de et de y. Ce sont les
coniques tangentes a la droite fixe L,= o, au point ol celle-ci ren-
contre nne autre droite fixe L, = o; elles passent en outre par le point
fixe L.;_:: o, M=o.

7. On pourrait traiter de la méme manigre le cas ol les trois poly-
nomes L,, L,, L, deviennent identiques : mais I'interprétation des ré-
sultats obtenus sera facilitée par les considérations suivantes. Dans le
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cas actuel, nous devons supposer que toutes les coniques du réseau
considéré passent par un point fixe, et qu’elles ont, en ce point, la
méme tangente et le méme rayon de courbure R. Si nous prenons ce
point pour origine, et cette tangente pour axe des x, I’équation géné-

ale de ces coniques sera

z*— 2Ry + axy +Py*=o

B

+ =
Y

»
ou

x*—aRy o 3%

y? b

= 0.

Or on peut regarder cette équation comme provenant de ’équation
suivante :

B B
YN

== 0
Yo ’

dans I’hypothese ou les trois polyndémes y, y,, y, deviennent iden-
tiques, avec les conditions

D] [ o[
. ' ot T Loc Lo |,
Pyl o,
o |, 4R

Mais, si l'on applique a cette équation la méthode exposée aux n° 1
et 2,-on trouve I'équation différentielle

5], 15
Nt
ayw T2y .
[ ] d[ a9 ]’u -
e ufi] o

a laquelle correspond I'intégrale

J¥

Ayt + 1\2[0(;/

ou, apres réduction,

]+
fo

My s+ Azy + A[(p— 1) 2>+ 4Ry] =0
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ou encore
)yt axy+ax*—amRy=o,

@,, a; désignant des constantes arbitraires.

Cette nouvelle équation représente un réseau de coniques tangentes,
a origine, aux coniques du réseau primitif, et dont le rayon de cour-
bure est égal a mR.

De la ce théoreme, dont la démonstration directe ne présente pas de
difficulté, et que nous énoncons en vue de nos recherches ultérieures :

St dewx coniques sont bitangentes, leurs rayons de courbure, aux deux
ponls de contact, forment une proportion.

8. L’équation (8) donne lieu & une interprétation analogue. Réduite
a trois termes, elle se présente sous la forme

a; logL, + aylogl,— (@ + a,) logLy;=1
ou
L'{lL’éﬂL;(”H‘“:): e.

" On reconnait I3 les courbes qui ont fait, partiellement du moins,
I'objet du Mémoire de MM. Klein et Lie, que nous avons déja cité, et
Pon voit qu’elles jouissent de la propriété suivante :

St par un point d’une telle courbe on fait passer une conique qui lut sott
~ tangente et qui soit en méme temps circonscrite au triangle des coordon-
nces L, Ly, Ly, le rayon de courbure de la corique aw point de contact
est la mottié du rayon de courbure de la courbe.

Ce résultat simple est susceptible d’une démonstration géométrique.

On sait, en effet, par les travaux de MM. Klein et Lie, que chaque
tangente & cette courbe forme un faisceau harmonique avec les trois
droites qui joignent le point de contact aux trois sommets du triangle
fondamental, de telle sorte que les points de contact de deux tangentes
menées 4 cette courbe par un point de son plan sont sur une conique
qui passe par ce point et par les trois sommets du triangle fondamen-
tal; soient N ce point, M et M’ les points de contact de deux des tan-
gentes issues de ce point. Si on les suppose infiniment voisines, les
normales en M, M’ & la courbe se coupent en un point O, tel que la
distance MO a pourlimite le rayon de courbure de cette courbe, et que
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la distance ON a la méme limite. Mais ON est le diamétre du cercle cir-
conscrit au quadrilatere MNM'O, et celui-ci tend vers le cercle oscula-
teur de la conique, limite de celle qui passe par les sommets du
triangle des coordonnées et par les points M, M‘, O. Donc le rayon de
ce cercle osculateur est la moitié du rayon de courbure de la courbe :
c¢’est ce qu'il fallait démontrer.

Ajoutons que les courbes actuellement étudiées donnent lieu aux
dégénérescences suivantes, analogues & celles que nous avons déja
trouvées :

10 aylog Ly +a, logly, — (@, + a,) }\I

. M — 1
00 a; logL,+ A== (et + ay) ~—— =1.
-1

DEUXIEME SECTION.

NOUVELLES PROPOSITIONS SUR LES COURBES TRIANGULAIRES
ET TETRALEDRALES.

9. Nous sommes amené a nous demander si les courbes tétraédrales
jouissent, relativement & leurs rayons de courbure, d’une propriété
qu’on puisse considérer comme ’extension de celle que nous avons
établie & 1'égard des triangulaires planes. A cet effet, considérons le
faisceau des cubiques gauches représentées par les équations

o E ¥y
SE+M TNT
(12) 3
1 —
EFET

dans lesquelles o, 8, v, «,, B,, v, désignent des constantes arbitraires,
L, M, N, P, des fonctions linéaires des coordonnées «, y, z. Remar—
quons, incidemment, que toutes ces cubiques passent par les quatre
sommets du tétraédre dont les faces sont dans les plans représentés
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par les équations L=o0, M= o, N= o, P = o; et proposons-nous de
chercher une courbe telle que la cubique appartenant au faisceau (12),
qui passe par un quelconque de ses points et lui est tangente en ce
point, ait, en ce méme point, leméme plan osculateur, et quesonrayon
de courbure soit aurayon de courbure de la courbe dans un rapport con-
stant et donné 2£. Nous trouverons, comme on va le voir, des courbes
tétraédrales. En eflct, soient &', y/, 5’ les coordonnées d’un point de
la courbe eherchée. Elles doivent vérifier les équations suivantes :

dx dy ds

(13} s :;[}-, _—_a—,—;-,,
) dz _dy _ds

a2 T d*y' T ds

(15) <r,l.L‘2 -+ dy* <+ dz? T Nd' Ay —dy 5+ (da' P 5'—d3' B2+ dy' d* o' —de' d2 y'y o/
e+ dy"*+ds"” (dsd?y —dy 3V + (de d*s — ds d*x )+ (dy Pao —de d?y)?

Mais, sil’on désigne par zlavaleur commune aux trois rapports qui
figurent dans les équations (13), par ¢ la valeur commune aux trois
rapports qui entrent dans les équations (14), I'équation (15) se
réduita

ur=12ky. -

D’ailleurs, sil’on désigne aussi par [, m, n, p les valeurs que prennent
les polynomes L, M, N, P, quand on y remplace x, y, z par ', ¥/, 2, les
équations (13) el (14) scront équivalentes aux équalions suivantes

d_an_ N _av_
dl T dm dn dp =4

d*L_ d&*M _ d*N P

T = Tm = &n =&y

D’ailleurs, en chaque point de la cubique, les fonctions L, M, N et
leurs différentielles vérifient les équations

d_L_i_”@_*_-E[_:S——
RTINS

et
Ld Ll —adl? B;\Idﬂl—zd;\ﬁ L. Nd2N — 2dN* -0
* L3 + M2 w7 N¢ -
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Par conséquent, on doit trouver, en chaque point de la courbe

cherchée,
a -
—+E+¢:m
14 m n

di dm ) [_l_'.l_—

o — — o
2 + B m? n?
et
u wldil—ovdi? +B wmdim—a2edm? - u*nd*n —dn?
» m? 7 n3 -
ou

kld? — dl* 8 kmd*m — dm? knd?n — dn?
* & - m? - n*

Eliminant «, B, v entre ces équations, on trouve

1 1 1
1. m n
(16) a dm dn —o
' 2 m? n? ’
ld?l—di kmdim—dm? knd?*n— dn?
3 m? 73

qui admet Pintégrale .
alt+- bm—+ cnP—=o,

k—1

a b oy, . e . , s
ol > - désignent des constantes arbitraires, 1 étant égal & —

L

On démontrera de méme que les coordonnées de chaque point de la
courbe cherchée doivent vérifier la relation

a ¥+ bymb—cyp*=o,

ay by oy, - . co s
dans laquelle =, — désignent aussi des constantes arbitraires.
1 1

10. Ecrivons I'équation (16) de la maniere suivante :

o mb- nk
(17) Ay d(mey  d(n¥) |=o,
A2(lwy  dP(mi)  dR(nw)

et supposons que les deux plans définis par les équations /=0, m = o
tendent a se confondre; en d’autres termes, que les coefficients du po-
lynéme m soient des fonctions d’'un méme parametre ¢, choisies de
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telle sorte que, si I’on y fait # = ¢,, ces coefficients deviennent identi-
ques & ceux du polyndome I Les cubiques du réseau passent alors par
deux points fixes, et touchent une droite fixe en un point, également
fixe. Appliquons a I'équation (17) la méthode exposée aun® 2 de la
premiére Section, en y remplacant les dérivées partielles des poly-
nomes /, m, n par leurs différentielles, calculées en regardant deux de
ces variables comme des fonctions de la troisieme; nous trouverons

intégrale

(18) alt+ bl—1U + cn¥=o,

ca b o, . . . . .
ol = = désignent deux constantes arbitraires, U une fonction linéaire

des coordonnées x, y, z. Donc, chacune des courbes cherchée estrepré-
sentée par I’équation (18) jointe a I’'équation

ay -+ b, 10 + ¢, p¥ = o,

que 'on établit de la méme maniere.

11. Si maintenant on suppose que, les deux plans /=0, m =o
tendant & se confondre en un seul, les deux plans n =0, p=o0 ten-
dent également a se confondre, de telle sorte que toutes les cubiques
du réseau passent par deux points fixes et touchent, en chacun d’eux,
une droite fixe, I'application de la méme méthode donnera les deux
équations intégrales

(19) alt + o110 4+ cnP=o,

(20) ay M4 by ¥+ c nb—tY = o,

et I'on remarquera que celles-ci représentent une courbe située sur une
surface du second ordre, ayant pour équation

al?+ blU +c(U2+ V) =o0.

Cette surface contient les deux tangentes fixes au réseau des cubi-
ques considérées.

Mais il peut arriver aussi que les trois plans /= o0, m =0, n = o se
confondent et que le plan p=o ne se confonde avec aucun d’eux.
Alors il faudra remplacer I’équation (1g9) par
(271) al?+ blU +~c¢(U*+ V) =0

Ann. de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IV.
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.
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qui représente une surface conique du second ordre. Les equallons (19)
et (21) représentent alors la courbe cherchée.

Nous consacrerons, ultérieurement, un paragraphe spécial au cas ou
les quatre sommets du tétraédre fondamental se confondent dans des
conditions déterminées.

12. Le procédé d’intégration dont nous avons fait usage a I’égard de
I’équation (16) tombe en défaut, au cas ou £=1. Mais alors cette
équation se réduit &

l 1 I I |
(22) l m n =o,
ld2l—dir mdim—dm? nd*n—dn?
2 m? n? |

. .. a b
et, si ’on choisit deux constantes It telles que @ + b + ¢ =0, on
voit que I’équation (22) admet I'intégrale

alogl -+ blogm —+clogn=o

ou
lemb p—larb) =1,

En outre, si l’on suppose que les deux polynomes /, 7 tendent a deve-
nir identiques dans les conditions indiquées au numéro précédent,
I'équation (22) se transforme comme il suit

I 0 1
. af 2log! dn
(23) ) ) at Jy, n = o0,
ld?l— dl? 2 dlogl nd*n —dn?
;2 ) dJde ),0 n?

al

05) = U, on voit quel’équation (23 ) admet I'inté-

et, si l’on suppose <
grale

a(logl—logn) + b-l—lJ “+c==o0,

a by, . - .
=» — désignant deux parametres arbitraires.
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Si 'on suppose également que les deux plans n = o, p = o tendent
a se confondre, de telle sorte que les cubiques du réseau aient un se-
cond point fixe et une tangente fixe en ce point, il faudra remplacer la
seconde des équations servant & définir les courbes obtenues par

(24) a,(logl—~logn)+bl;l—+c,:o,
V désignant encore une fonction linéaire des coordonnées.

Mais on peut supposer aussi que trois sommets du tétraedre fonda-
mental tendent & se confondre en un seul. Si les trois plans qu’on sup-
pose confondus sont /= o, m = o, n = o, on sera conduit & remplacer
I’équation (23) par

I O O

dl 0 log! 0* log i

T d<“—d—[- -,u (i( dt'}. —)In = 0,
ld*l—di>  (dlogl ./ 0*log!

(), (%),

et cette derniere équation donnera lieu a I'intégrale suivante

dlogl 0*log .
a<._—d‘ )/u+ b( 052—)/0—}—6“0’
a

b, T .
~> - étant arbitraires. Si I'on pose

LIA 0%( ,
(5).=v  (5)=w

cette derniere équation deviendra

U (W —U?
a— —~-b——p—+c=o0
l >
ou
(24 bis) alU + b(IW —U2?) + cl2=o,

et on reconnait que cette derniére équation représente un cone du
second ordre. Quant a 'équation (24), il faudra la remplacer par I'in-
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tégrale provenant de

1 o 1 |
dl d d logl) ap
T at 1o P =0,
ld?l—di , /dlogl pdip—dp?
a? 5
(2 o¢ 1, P
savoir
x loo 4 J; J —
(25) ay Ocﬁ-*— by + e =o.

Chacune des courbes cherchées est alors définie par deux équations,
telles que (24 bis) et (25).

13. Revenons maintenant au cas ol trois des sommets du tétraedre
fondamental sont confondus en un seul. On doit supposer qu’en ce
point toutes les cubiques du réseau ont le méme plan osculateur et la
méme tangente, de telle sorte que, si ’on prend pour axes des a, des
y et des =, la tangente, la normale principale et la binormale com-
munes h toutes ces cubiques, en ce point, chacune d’elles sera sur un
cone du second ordre, tangent, suivant Oz, au plan 20y, et conlenant
la droite qui joint I'origine O au qualrieme sommet A du tétraédre fon-
damental. Soient a, b, c les trois coordonnées de ce point, ’équation
de ce cone sera de la forme

ac(Ay?+~A' 22+ Byz) — (AD*+ A+ Boc)xs=o
ou

17k at a

¢, 11'11 +A’c ( c‘l\+Bc A .
— Y = 25— =55 — - — —5ly——=)=o.
Y A @\ ) A Y=z

Supposons que le point A se rapproche du point O en déerivant une
courbe, osculée, en ce point, parle plan Oy, et soient alors

/
—AT = u, - =¥y,

.¢ .b
lim =% lim =i g,

’équation d’un tel cone prendra la forme suivante

ayt— 25 + woz vosy == 0
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ou
(26) my?*— x5+ us’+ sy =—o,

m désignant la constante % Je dis que toute cubique gauche, tracée
sur ce cone, tangente & l'origine & la droite Ox et admettant le plan
20y pour plan osculateur, a, en ce point, un rayon de courbure et un
rayon de torsion dont le rapport est constant. En effet, soit 7 son rayon
de courbure au point O; la perspective d’une telle cubique, surle plan
2Qy, par rapport au point ou elle coupe la génératrice du cone (26)
qui est située dans le plan x0z, sera une conique osculatrice au cercle
dont les équations sont

I=o0,

224 y*—ary=o,

et, si Uon désigne par 2 I'ordonnée = du sommet du cone projetant,
I’équation de ce cone sera

(27) h(x —uz)~+ o h(x—us)y+ B hy*—2r(h—s)y=o.

s=10y,

Péquation (26) devient
(m—+9v0+ub?)y.
X = 0 I

d’ol
m-¢f
T —uz=—= m+e0)y,

Substituant cette valeur dans I’équation (27), il vient

2162

Y = .
N 2r
mr4 (2r-+oy)ml —+ (v 4+ ot 0+ B A)YP2+ —l;’-é"

ou
. 2762
Y R F A B GO

A, B, C désignant des constantes.
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On en conclut

arf? i arf(m—+ o6+ ub?)

R FACLBRECH T AL BREL G

On en conclut aussi que, pour 0 = o,

dx _ ar d*y _ar dis __ 12r

as = m’ diE T mE dir — m?

Or, en vertu de nos hypotheses, I’expression du rayon de torsion se

réduit a
( dx ) A%y
dj ), \ do?* ),

diz ’
<W>ﬁ .

Done le rapport du rayon de courbure au rayon de torsion se réduit

Iz
n

¢’ est-h-dire A 5 -

[SCIRS]
~

Coam Ny . , TR , . N
i =, ce qui démontre'énoncé. Donc, en définitive, les équations (26)

et (27), ot 'on suppose que r, m sont des constantes, définissent un
réscau de cubiques, (angentes, au point O, & la droite O, admettant
le plan 20y pour plan osculateur en ce pointet, d’ailleurs, ayant toutes
le méme rayon de courbure et le méme rayon de torsion en ce point.
En outre, 'équation (20),

2 2 w ey my*— xs
My — 23 -4 U3 4= 05y =20 ou = 4 =
z 5

<

=0,

,

peut éire regardée comme provenant, par voie de dégénérescence
(I'* Section, n° 4), de I'équation

Q

oy

+—

jsanil 0}

2N

[A
[

1

dans I'hypothese ol les trois polyndmes =, z,, 5, deviennent iden-
tiques, avec les conditions

5 __(()z," (05 . _ X d*’z\ _ 2
()= =)= o (5)ae

. / N

Mais I'équation ci-dessus, traitée par la méthode dont on a déja parlé
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aux n* 2 et 10, donne lien a 'intégrale

. a [95* (92zH\
A‘“QT‘\2<W>,,,+A3( dtﬂ) ©

. \ (u—
ou bien
R 223 2
AP+ Assy + Ag -, Flp—ny?=o

ou encore

(28) my?— ks - u, 3%+ ¢ 57 = o.

L4. Cette équation ayant été établie indépendamment de I'équa-
tion (27), nous avons & nous demander si celle-ci donne lieu 4 une
nouvelle intégrale, ou si toute courbe tracée sur le cone représenté par
I’équation (28) remplit toutes les conditions du probleme vis-a-vis des
cubiques représentées par les équations (26) et (27). Je dis qu’on doit
s’arréter & cette derniere conclusion. En effet, tracons surle cone (28)
une courbe quelconque. Soit M un point de cetle courbe, et soit
y — Az = ol’équation du plan MOx.

Ecrivons 'équation (28) comme il suit

m(y — r3)?— kas + (u;— mi?) s + (¢, +2amd)sy =o.
Nous voyons que le plan, tangent suivant OM, a pour équation
— kx4 (uy—mI)s + (¢y+ 2mi)y =o,

et, si 'on veut que le cone (26) soit tangent a celui-ci suivant la méme
droite OM, il faut et il suffit que

1 w—mk o+ ami

kT wuy—mit T g 4 2ml

Ces conditions permettent de déterminer «, ¢ cn fonction de u,, ¢, et
de 2, de telle sorte que les surfaces (26) et (28) se touchent suivant la
droite OM, et, par conséquent, pour qu’on puisse trouver sur lecone (26)
une cubique, tangente, en M, & la courbe donnée. Soit T la trace de la
tangente, en M, a cette courbe, sur le plan 20y. On obtiendra une
cubique osculatrice & la courbe donnée au point M, en coupant le
cone (26) par un second cone du second ordre, tangent, suivant MT,
au plan, osculateur en M & la courbe donnée; la trace de ce cone sur



S.32 V. JAMET.

le plan 20y touchera, en T, la trace de ce plan osculateur, et, si on
I’assujettit, en outre, & toucher au point O la droite O, de manieére
que son rayon de courbure en ce point soit égal 4 », on obtiendra une
des cubiques du réseau (26), (27). Je dis que le rapport du rayon de
courbure, au point M, de la courbe considérée, au rayon de courbure,
au méme point, de la cubique considérée, est égal a 24. Il résulte, en
effet, du théoreme de Meusnier, que le rapport de ces deux rayons de
courbure est égal & celui des rayons de courbure des sections faites
dans les deux surfaces par leur plan normal commun au point M, ce
plan contenant la droite MT. Mais, d’apres le mode de détermination
de la surface (28), ce rapport est égal a 24.

15. En résumé, les développements précédents nous ont fait con-
naitre une nouvelle propriété des surfaces tétraédrales, des courbes
gauches tétraédrales et des courbes planes triangulaires, étudiées,
comme nous I'avons déja dit, par de la Gournerie. Dans un travail de
celte nature, il n’y a pas lieu de revenir sur les résultats antérieure-
ment acquis par cet éminent géomelre, & moins que ce ne soit pour
présenter sous un nouvel aspect certains points de la théorie, ou pour
compléter quelques points de cette étude a peine indiqués. Aussi nous
proposons-nous d’étudier les points singuliers des courbes triangu-
laires algébriques, en appliquant un procédé de caleul, qu’on ne trouve
pas dans les Mémoires originaux, a la recherche des points singuliers
situéssur les cotés du triangle de symétrie : nous y ajouterons la re-
cherche des pomts doubles non situés sur les cotés du trnngle, re-
cherche quin’a été faite que dans un cas particulier.

16. Supposons, en premier lieu, p. = + ;’{i, P, g étant des nombres

entiers premiers entre eux; et observons que la courbe dont il s’agit
peut étre regardée comme la figure homographique d’une courbe dé-

finie par I’équation
r P
a +y7/ =1.

Celle-ci coupe ’axe des « en des points dont les abscisses sont les racines

de Uéquation
axP=1.

R RS T m s oy
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(Un seul de ces points est réel, ou deux seulement sont réels, suivant
que p est ou n’est pas un nombre impair.) Soit x, I'une de ces racines;
posons

=2+ ',

I"équation de la courbe se transformera comme il suit :

P4
' z 2" \7
(29) P:[z.—:mg <1-|— E}) ] .

Parmi les diverses déterminations de

P

P x'\7

a9\ 1+ — | >
0 &y

nous n’avons i considérer ici que celle qui, pour &'=o, se réduit i 1,
¢t nous pourrons désigner celle-ci par

(=2

Or, on peut toujours supposer le module de 2 inférieur a celui de x,,
et par conséquent développer cette expression comme il suit :

,)
T AN — ) o — @) (p—aq) a®
(<x+i>> 2T o= pp=g)p—2g) 2
. Zy q Z, 1.2.¢* a3 1,2.3.9 x}

Alors I'équation (29) deviendra

(/’>" (.1,-’>f1[ p—qgx  (p—q)(p—2q) z? :}’[
yl): ’ o T zo Ty T e .
) g Zg

1.2.q X 1.2.3.4° &}

Or, dans le second membre, la série écrite entre parentheses repré-
sente une fonction uniforme de 2. En élevant cette fonction a l2 puis-
sance ¢, on trouvera une nouvelle fonction uniforme de la méme va-
riable, et 'on pourra écrire I'équation précédente comme il suit :

YP=2'(ag+ oy &'+ o™ 4. L ).
Ann. de UFe. Norm. 3° Série. Tome 1L 5.5
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Done, Vordre de multiplicité d’un tel point est le plus petit des deux
nombres p, g. Il n’y a, en ce point, qu’une seule tangente, parallele &
Oy ou confondue avec Ox, suivant que p est supérieur ou inférieur aq.
Dans le premier cas, clle peut étre regardée comme la réunion de p
tangentes el a p points communs avec la courbe, confondus en ce
point. Dans le second cas, elle représente aussi p tangentes confondues,
mais elle a, au point de contact, ¢ points communs avec la courbe.
Enfin, le point analytique dont il s’agil est, par rapporta la fonetion y,
un point critique autour duquel p valeurs de la fonction forment un
systeme circulaire unique.

. Y ’ . ’ . . .
Sip=— f?’ on éerira I'équation de la triangulaire sous la forme

propop Pop

XI X + X X{+X{X] = o.

X,=o0, X,=0, X, ==o0 sont ici les équations des cotés du triangle de
symétrie. On voit que la courbe passe par les trois sommets du triangle
et n’a aucun autre point commun avec ses cotés. L’équation des lan-
gentes, au sommet X, = o, X, == o, se réduit a

4 r
o .
X7+ X7 =o,

Le nombre des tangentes est done p, et comme la classe de la courbe
est p(p +¢) ('), chacune d’elles représente p + ¢ tangentes confon-
dues. En outre, si 'on suppose que 'équation de I"une d’elles est
X,=1tX,, on voit que le coefficient z remplit Ia condition

(30) P - (—-1)7= 0.

Cela posé, cherchons les points d’intersection de la courbe avec une
droite représentée par 'équation
Xy = 0X;.

Ces points font partie du lieu géométrique ayant pour équation

L (e
07X 7 + 1+ 67) X7 XT = o

#

(3) DE 1o GOURNERIE, Recherches sur les surfaces tetraédrales, p, 199, formule ( 5).
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ou
(veoi)
G Xh—=(—1)? »r—:——fj’/,) X{=o.

i 0 est donné, cetle équation représente ¢ groupes de p droites
issues du point X, = o, X, = o, chaque groupe repondanl a l'une des
P

déterminations de 07. Donc le nombre total de ces points est pg.
Mais le dedre de la courbe étant égal & 2pg ('), le point considéré
compte pourpq points d'intersection avee la droite.

Si, O" élant choisi, on fait varier 0 d'une maniere continue, de telle
sorte que ce coefficient tende vers I'une des racines de I'équation (30),
on voit que les p droites correspondantes tendent 2 se confondre en
une seule, X, = o, et la langente qui correspond & cetle racine a
avee la courbe p points communs de plus que toute autre droite issue
du méme point singulier. En tout p(¢ -+ 1) points communs.

Considérons maintenant la courbe

r r ror
- J'l—l—)4~—- z'/)‘/
homographique de la proposée, et résolvonsson équation par rapport
a v. Nous trouvons

== w)
ou
7

(i ai)
=\l — Lr’l) s

1, désignant une des racines de I'équation (30). Si nous observous
q

/ PP P
que ((1 — 17)) est une fonetion uniforme de 7, nous en concluons
qu’a chaque valeur de ¢, correspondent ¢ valeurs de y formant un sys-
teme circulaire. Donc 1'origine est, par rapport a la fonction y, un
point critique autour duquel on trouve p systemes circulaires de g ra-
cines, ou bien & chacune des tangentes @ l'origine, rcelles ou imagt-
naires, correspondent g branches, réelles ou imaginaires, de la courbe.

1) DE LA GOURNERIE, Recherches sur les surfaces tétraédrales, p. 200
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C’est ainsi que I'hypocycloide a trois rebroussements a, aux trois
sommets du triangle de symétrie, trois points de rebroussement ordi-
naires.

17. Au sujet des points multiples des triangulaires non situées sur
les colés du triangle de symétrie, de la Gournerie s’exprime ainsi :
« Bn comparant 'ordre d’une courbe a celui de sa corrélative, on re-
connait que toutes les triangulaires possedent des points multiples,
sauf celles qui ont pour exposant ;, — 1, ou bien un nombre entier et
positif. » Nous allons montrer, en effet, que toute triangulaire, d'ex-

posant i—g, a Pla—1(g—2) points doubles, non situés sur les

2
cdtés du triangle de symétrie. Etant donnée une triangulaive d’expo-
sant == ’q—o, écrivons son équation comme il suit

i
q

r p
= + - =~
X7+ X,7+X,9=0

et posons
Xi sy X:; ll:t//, X‘g = X3 Vt,/,

il vient
UP ~~ P 4~ 1 == 0.
Pour qu’il y ait, en un point de la courbe, deux tangentes distinctes,
il faut que ce point corresponde, séparément, a deux systemes de va-
leurs (w,, 95), (4, 9,) de w et de ¢, remplissant les conditions sui-

vantes :
] — - —_— i
ul=ul, ol =97,

(31) ) ul) 4 P+ 1=o,
ul + vl 41=o0.

Or de ces quatre équations les deux premieres donnent
U=y, vy = ¢ 0,

a, (3 désignant deux racines de I’équation z7=1, différentes I'une et
Iautre de 1.

Substituant.ces deux valeurs de u,, ¢,, dansla quatrieme équation,
puis retranchant membre 2 membre, I’équation obtenue et la troisieme
équation du systeme ci-dessus, on trouve

(32) (1— aP)up+ (1 — BP)vf=o0.
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Deés lors, on trouvera les valeurs cherchées de u,, ¢, en résolvant le
systeme formé des équations (31) et (32). D’ailleurs, on vérifie sans
difficulté que la courbe représentée par I'équation (3r), ol I'on
regarde u,, v, comme des coordonnées cartésiennes, n’a aucun point
multiple, et que les tangentes menées de l'origine a cette courbe
sont représentées par I’équation (32) olt I'on a fait « = B. Done les
valeurs de u,, ¢,, correspondant & « = {3 doivent étre exclues de notre
recherche. Donc le nombre des équations de la forme (32) quidoivent
entrer en ligne de comple est égal au nombre d’arrangements de
g —1 objets deux A deux. Mais chacune d’elles fournit p* systemes de
valeurs de u,, ¢,, vérifiant ensemble les équations (31) et (32). Le
nombre total de ces systemes est donc p*(g — 1) (g — 2). Toutefois, si
'on élimine ¢,, par exemple, entre (31) et (32), et que 'on répete la
méme opération en faisant varier o et B de toutes les manieéres pos-
sibles dans I'équation (32); si I’on fait ensuite le produit des pre-
miers membres des équations obtenues, ce produit s’annulera quand
on y remplacera I'inconnue soit par la valeur «,, soit par la valeur #,
correspondant & 'un des points doubles cherchés, car I'équation

Uy = Uyt

donne
Ug=u, o',

o/ désignant comme o« une racine de I’équation =7 =r. Donc le nombre
des racines de ’équation résultante sera deux [ois plus grand que le
nombre des points doubles cherchés. Donc ce nombre sera, comme

nous 'avons annoncé,
Plg—nlg—-2)
2

18. Du résultat que nous venons d’obtenir on peut déduire, par voie
de dualité, le nombre des tangentes doubles d’une courbe triangu-
laire. 1l résulte, en effet, des recherches de de la Gournerie, que toute
triangulaire d’exposant . est corrélative d’une autre triangulaire dont

’exposant est ”FL -+ Si donc la triangulaire donnée a pour expo-
. . ’ . ) .
sant —+ g; la triangulaire corrélative a pour exposant —£—; et si p

est supérieur & ¢, le nombre de ses points doubles, non situés sur le
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tangente a la premicre au point considére, ayant, en ce point, les mémes
directions asymptotiques, et dont chaque section normale a un rayon de

courbure dont le rapport au rayon de courbure de la section jfaite dans la
I— 1L
%

surface par le méme plan est égal a s quel que soit le point de contact.

’ ’

Si 'on appelle A“me terme dégénérescent de A;L? l'expression
IRLY , . A
A,m(—()—ﬁi K calculée ensupposant que les coefficients du polyndome L,

0

sont des fonclions données de ¢, le théoreme subsiste quand on rem-
place quelques-uns des termes de I'équation (g9) par des termes dégé-
nérescents de 'un d’eux, pourvu qu'on remplace aussi dans I'équa-
tion (10) les termes correspondants par les termes dégénérescents, de
méme rang, de A;L7'.

- L’équation (7) conduit & une interprétation analogue, et I’on en
déduit un théoreme qui differe du précédent, uniquement en ce que
' -l p . ABAD TG " a3 I——IJ' Ty 3
I"équation (g) y est remplacée par (7), et le rapport —= des rayons

de courbure, par ;. La méme interprétation subsiste & I'égard des
formes dégénérescentes de I'¢quation (7).

Si, dans I'équation (¢), on suppose que le nombre de termes se ré-
duit & quatre, on obtient les surfaces tétraédrales de la Gourneries
s’il seréduit & trois, on obtient le cone triangulaire symétrique, étudié
par le méme auteur.

6. Sil'oncoupe les deux surfaces représentées par les équations (g)
et (o) par un plan passant par leur point de contact, plan qu’on
peut prendre pour plan des x,x, (ou des xy), on obtient, sur cette
surface plane, deux courbes représentées par les mémes équations, olt
la lettre L désigne des polyndmes linéaires par rapport aux coordon-
nées x, y. Ces deux courbes ont, au point de contact, des rayons de
courbure dont le rapport est —I———;—’J, car ils sont respectivement égaux
aux projections, sur le plan sécant, des rayons de courbure des sections
faites, dans les deux surfaces, par un méme plan contenant leur nor-
male commune, et la tangente commune aux deux sections. Celte re-
marque nous donne la solution du probleme que nous nous étions posé
au début. En effet, <i 'on suppose que le nombre de terues se réduit



dr—

n

SUR LES SURFAGES ET LES COURBES TETRAEDRALES SYMETRIQUES. S.39

conslante égale a 1, de telle sorte que

. q i
Xl — IC_‘"—“ X { ~—T , X I

T Awi+Ber+C *T Xui Bei O
Résolvant deux de ces équations par rapport a 2, v, on trouve

. A w4+ Byt G, A+ Byt 4+ Gy

— T P , —_
Aut+ Ber+-C ’

T AW B0

puis

g(Au?+Be74- C) (A w?'du~+B =1 de)— g (AL w4+ B 074+ C) (A w?=' due + B9~ di)

(Auw?+Ber+C)?

et, comme

(34) ul 4¢P 1:=0,
2t . ,.
on pourra remplacer dv par — -——du, et, par suite, transformer I'in-

tégrale proposée en une autre intégrale de la forme
. du
/.l‘(ll, “) ;};T[’

F désignant une fonction rationnelle des variables u«, ¢, assujetties &
vérifier I'équation (34).

Sur la fonction F(u, ¢), effectuons la transformation qui permet de
la remplacer par une autre fonction rationnelle dont le dénominateur
nerenferme que la variable «, et dont le numérateur est de degré p — 1.
(Vour Briot et Bovquer, Théorie des fonctions elliptiques, p. 663 et suiv. ).
Nous verrons méme, au cours de notre calcul, et conformément & une
remarque faite par les mémes auteurs, qu’on peut lasupposer de degré
p — 2. Supposons ensuite la nouvelle fonction rationnelle décomposce
en une somme de termes, dont les uns sont de la forme

N
Aumon,

les autres
v

u— ug)?’

A, u, désignant des constantes, £ un nombre entier, V une fonction

N
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entiere de ¢; et sous le signe [, considérons, en particulier, le terme

suivant:

wm
pp—n—1 du.

(34)

17225
13

Sin=p — 1, ce terme est lu différentielle de A » et nous pour-

m —+ 1
rons [aire abstraction des termes ol ¢ entre avec l'exposant p — 1.
Dans le cas contraire, n est inférieur 4 p — 15 donc p — n — 1 est po-
sitif et inférieur 4 p — 1550itp — n —1 =r.

Considérons aussi I'identité

o por” n_r whrp—1
e Wy ul) P = hab~ Y1+ ul) P+ (p—r) ——

(14 ur)r
lewt

+(k+p—r

1
. A— .

(1 + lt”)f;

)u/.~+p—l

i g

remplacons-y £+ p — 1 par m et, par conséquent, £ par m + 1 — p;
nous trouvons

’ P (M1 = p)um=2 = (=1 — 1) ™
um+l--p<l —+ ll") id T e e s e e

LS— - - P

du r
(1~ wur)yr

puis, en intégrant,

L o [Tumrdu u
M= (e Py o= (A1 p) e A= (A — 1) —. du
(1 wr)r o (i ur)r

e

et, par suite,

x o " umdu o ‘ wn-rdu
(30) (m—1—1r) e P (1 P ) — (M =1 = ) —
[ ;

(1 =+ wr)r Jo(i+ur)

(¥

Sur U'intégrale qui figure dans le second membre de cette nouvelle
égalité, opérons la méme réduction plusieurs fois de suite, jusqu’a ce
que nous trouvions une intégrale de la forme

w” du
—_,
(14 wr)r

k étant plus petit que p; nous en conclurons que toutes les intégrales

[
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analogues & celle qui figure dans le premier membre de I’égalité (35)
se raménent & des intégrales de méme forme, ot 7 est remplacé par
un nombre entier qui lui est inférieur. Si toutefois 7 est de la forme
ap — 1, nous saurons, par 12 méme, évaluer I'intégrale proposée en
termes finis.

Si maintenant nous observons qu’une telle intégrale admet pour
différentielle le terme (34) du développement considéré, on en con-
clut que toutes les intégrales abéliennes de premiére espece, apparte-
nant & la courbe donnée, admettent, pour partie non intégrée, unc
fonction linéaire d'intégrales de la forme

Pl /‘
u”
/ —_— du,
Lo (r4al)r

ol r peut recevoirses valeurs 1, 2, 3, ..., (p — 1), et £ les valeurs
0, 1, 2,3, ..., (p— 2). En outre, une telle intégrale ne devra devenir
infinie que par I'addition d’un nombre infini de périodes. Si I'on sup-
pose, comme cela est toujours possible, que sa limite inférieure soit
zéro, elle restera finie pour toutes les valeurs de « égales aux racines
plemes de — 1 et ne pourra devenir infinie qu’avec la variable indépen-

1 . , .
dante. Posons done u = 2 I'intégrale ci-dessus va se transformer cn

¢ dt
—— — —
[/r+2~—/' (er 4 )F

Y,

ct, pour qu’elle reste finie lorsque ¢ devient nul, il faut que £ +1 — 7
soit négaiif, et que, par conséquent, on ait

k<<r—ru.
Done
re= ne donne pas de solution,
r==2 donne la solution A =o,
=3 donne les solutions A =o0, A =1,
r=14 » h=o0, k=1, k=2,
.............................................. ,
re=p—i » k=0, k=1, k=2, ..., k=p—23.

Ann. de I'Lie. Normale. 3¢ Série. Tome 1V. S.6
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Le nombre total des intégrales qui restent finies sur toute la sphere

est donc
T4+24+3+...4+(p—2)= Q’,_’_‘_Q):)Q:Q

20. M. Halphen a démontré (Comptes rendus, t. LXXVIIL, p. 1833 et
suiv., année 1874) que, si 'on désigne par m le degré d'une courbe
algébrique, par ¢ sa classe, par 9% la somme des maultiplicités de ses
points singuliers, par T la somme des nombres de systemes circulaires
qui leur correspondent, par g son genre, on doit toujours trouver

2 g —1)=c—a2m-+)o—T.

Vérifions la concordance des résultats précédents avee le fait go-
néral que nous venons de signaler :

1° Supposons . positif et plus petit que 1, et soit p = + {—/ Alors,
m=pq,c=2p(qg—p):les 3p points multiples situés sur les cotés
du triangle de référence sont de multiplicité p; les
autres points singuliers sont des points doubles ordinaires, de sorte
que :
Yo =3p*+p*(qg —1)(qg—2).

A chacun des 3p points singuliers situés sur les cotés du triangle
des coordonnées correspond un seul systeme circulaire : & chacun des
aulres points correspondent deux systemes formés chacun d'une seule
racine; done

T=3p+p*(qg—1)(qg—2).

Done, d’apres la formule de M. Halphen,

ag—n=pp—3), g=L=N2=2),

P
ce qui confirme notre résultat.

. Y4 < .
2° Si =+ 7 et si p est > ¢, nous trouvons

m=pq, c=p(p—yq), N=3pg+p(q-—-1)(y—2)
T=3p+p(g—n)(g—2),
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et nous (rouvons encore

2(g—1)=p(p—3).
308 uw=—2L,
q
m == 2pq, c=p(p-+q), o =3pqg +p(qg—1)(q—2),
T=3p+p(g—1)(g—2);
d’ot

2(g—1)=p(p—3).

Si maintenant nous voulons savoir pour combien de points doubles
il faut compter chacun des points singuliers situés sur les cotés du
triangle de référence, nous désignerons par ¢ le nombre cherché, et
nous sUpposerons successivement

)

1" lu.:—i—Ly
q

)

9,‘) [J_:._..!_-
q

En vertu d’une formule connue, qui complete celles de Plicker, nous
aurons

(p—(p—2) _(pg—0)(pg—2) p(g—0(¢g—2)

2 2

—3pn
2) P9

N
0= ————

2 ?

(p—=0(p—2) (2pg—0)Cpg—2) pg—1(g—2) ..

9" o0
2 2 2

2

s PP Py —2g—p+ 1)
- 2

21. De la formule établie aun® 19, il résulte que la courbe (33) est
du genre zéro, si p =1 ou si p=2; il est facile, dans ces deux cas,
P’exprimer les deux coordonnées d'un point de la courbe par des fone-
tions rationnelles d'un méme paramétre. En effet, 1° sip=r1, équa-
tion (34) devient

1ol LY e—



S. 44 " V. JAMET.

ctl’on (rouve, entre x et 3, 'une des deux séries de relations

(a) Xy= u?X,, Xo= (= 0)7(1 + «)7X;;
(0) Ng=w?X; = (— 1)7(1 4+ )9,

suivant que @ est positif ou négalif.
2° Sip=12,x el ysontdesfonctionsrationnelles de deux variables «,
¢, entre lesquelles il y a la relation

U* 4- 02— 1 =0,
relation qui sera vérifiée identiquement si on fait

pe 2= =)=
1 -+ G2 1 02
Donc x et y seront des fonctions rationnelles de 0.

On voit encore que la courbe sera du genre 1, si p = 3. Conformé-
ment & un théoreme de Clebsch (Journal de Crelle, t. 64, p. 210), nous
chercherons & exprimer « et y en fonction rationnelle d’un parametre,
et de la racine carrée d’un polynéme entier, du quatrieme degré par
rapport i ce parametre. Evidemment, il suffit d’exprimer ainsi les deux
variables u, ¢, qui vérifient la relation

1P = % - 1=2 0.

A cet effet, posons

" o~ A - p— A
[ I s T e .
—Va(p+1) —Va(p+1)

Pour que 'équation précédente soit vérifiée, il faut qu’il y ait, entre

et ., la relation
Spr3(1—R)yp+1=o,

équivalente &
L 02— 1) V3G — ]

o 6

Les variables u, ¢, par conséquent aussi les variables a, y, seront des
fonctions rationnelles de A et de

VIVB + (> —v3)2][V3 — (2 +v3)22 .
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Des lors, toute intégrale abélienne appartenant a la courbe donnée se
décompose en une somme d’intégrales qu'on peut exprimer, les unes
par des fonctions élémentaires (algébriques, circulaires et logarithmi-
ques), les autres 4 1’aide d’une des trois intégrales elliptiques simples

/u,wmﬂ, .
Vs =N = Gavr]

/ 2 d
VIVE + (o —3)22][V3 — (2 +3)22]

/“‘ .
S @=aV Ve (2 —VB) e[V — (2 +-4/3)22]
En vue du caleul numérique, on transformera ces intégrales en d’au-

tres intégrales ayant un module réel et plus petit que 1, par la substi-
tution

£ désignant une nouvelle variable, et I'on trouvera de nouvelles inté-
grales ayant pour module

/'—‘—"/_:
V2 _;V)?_’ =sin75°=0,965928. ...

22. Comme nous ’avons annoncé, nous terminerons cette partie de
nolre travail en examinant quelques cas particuliers relatifs aux courbes
du troisieme et du quatrieme ordre.

Soient m = § et, par conséquent, p. = — . Nous obtenons alors une
courbe du quatrieme ordre & trois rebroussements, et nous concluons
que le rayon de courbure d’une telle courbe, en chacun de ses points,
est égal aux 5 du rayon de courbure de la conique qui la touche en ce
point et passc par les trois points de rebroussement.

Si les deux polynomes L, L, tendent a devenir identiques, I’équation
du faisceau de courbes du quatrieme ordre dégénere en

-1 -3 -1
(36) . AL T+ ALDM+ AL =0,
ct I’équation du faisceau de coniques, en
” o oy a;M
(07) -I-:lz—i—L—l- —£§ —= 0.
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On voit que I'équation (36) représente le faisceau des coniques tan-
gentes, en un point fixe, & une droite fixe (L,=0). Elles passent, en
outre, par un point fixe L, =0, M = o.

Enfin, si les trois polyndmes deviennent identiques, I'équation (37)
devient

(38) F, % (Ll_*\: 2M2) 4% M
L, L3 L3

et, apres réduction,

(39) oy Lt 4 oy (LN — 2 M2) 4 oy MLy = 0.
De méme, I’équation (36) devient

(40) AL? ok Ay (LN — 3M2) 4+ AL, M =o.

Les coniques représentées par I’équation (39) ont, au point L, = o,
M = o, un rayon de courbure constant, ct, conformément au théoreme
du 1 7, les courbes représentées par 'équation (40) ont, au méme
point, un rayon de courbure égal aux § de ce rayon constant.

23. Considérons maintenant une cubique gauche S, et soit = la sur-
face développable qui admet cette cubique pour aréte de rebrousse-
ment. Toule section plane de = est une courbe du quatrieme ordre
ayant trois points de rebroussement, situés aux trois poinls ou son
plan coupe la courbe S. La projection conique de celle-ci, faite, par
rapport & 'un quelconque, P, de ses points, sur le plan de la section
est une conique passant par les trois points de rebroussement de la
quartique considérée, et tangente a celle-ci, au point olt son plan est
rencontré par la tangente en P & la cubique; son rayon de courbure,
en ce point, est égal aux # du rayon de courbure de la quartique; mais,
si les trois points d’intersection du plan considéré avec la cubique
tendent i se confondre, de maniere que ce plan devienne osculateur
la cubique, la quartique dégénere en une droite double (tangente a la
cubique) et une conique C, bitangente a la conique suivant laquelle la
cubique estprojetée. Aux deux points de contact le rapport desrayons
de courbure de ces deux coniques est le méme, savoir 3. Mais la co-
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nique perspective de la cubique a, au point de contact avec celle-ci,
le méme rayon de courbure; car clle est U'intersection du plan oscula-
teur de la cubique, avec le cone du second ordre sur lequel elle est
tracée. Donc tout plan osculateur & une cubique gauche coupe la surface
developpable dont elle est I’ aréte de rebroussement suivant uneconique dont
le rayon de courbure, au point de contact, est égal aux : du rayon de cour-
bure de la cubigue.

Le théoreme de MM. Bonnet et Beltrami, auquel nous avons fait al-
lusion, consiste en ce que le rayon de courbure de la section faite
dans une surface développable par un de ses plans tangents est, au
point de contact de cette section avec I'aréte de rebroussement, égal
aux 3 du rayon de courbure de I'aréte. La proposition que nous venons
de démontrer en est, on le voit, un cas particulier, et I’on peut en dé-
duire, comme il suit, la proposition générale : considérouns le plan os-
culateur, en un point O, & une courbe gauche S, et la cubique §' qui
rencontre cette courbe en un point P la touche en un second point A,
et passe par trois points O, 0,, O; prissur lacourbe dans le voisinage
du point O. Si ces trois points tendent a se confondre avec O, la
courbe S et la cubique limite auront, au point O, le méme plan oscu-
lateur et le méme rayon de courbure. En outre, les sections faites par
ce méme plan osculateur dans les deux surfaces développables, ayant
pour aréles de rebroussement les courbes S et §’, auront un second
point commun p, trace de la tangente commune en P sur le plan oscu-
lateur en O. Les sections faites par ce dernier plan dans les deux cones,
ayant pour sommet A et pour directrices S et ', passeront aussi par un
méme point 7,, perspective du point P par rapport au point A.Si P
tend & se confondre avec O, lessections faites dansles deux développa-
bles obtenues auront, en ce méme point, méme rayon de courbure, et
les sections faites dans les deux surfaces coniques auront aussi le
méme rayon de courbure, lequel est égal, d’une part, aurayon de cour-
bure de la cubique, et d’autre part, a celui de la courbe S. Donc enfin
ce rayon de courbure est égal aux} du rayon de courbure de la section
faite dans la surface développable considérée, par son plan tangent.
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TROISIEME SECTION.

DES LIGNES ASYMPTOTIQUES DES SURFACES TETRAEDRALES : GENERALISATION.

24. Nous nous proposons maintenant de former I’équation différen-
tielle des lignes asymptotiques des surfaces définies par ’équation ().
Dans le cas particulier des surfaces tétraédrales, cas ot le nombre de
ses termes esl égal & quatre, on sait en effectuer 'intégration, comme
I’'a montré M. Darboux (Bulletin, tome I, notes de la page 355). Aussi,
aprés avoir montré comment cette intégration résulte immédiatement
de la forme de I'équation différentielle a laquelle nous parviendrons,
nous montrerons encore comment on peut la rattacher a I'équation
d’une classe de surfaces assez étendue, surfaces dont on sait déterminer
les lignes asymptotiques, et dont les dégénérescences de la surface ()
sont des cas particuliers. Soient done, suivant une notation consacrée,
p» ¢ les dérivées partielles, par rapport a , y, de la fonction = définie
par équation (9). De cette équation, nous déduirons

. Zo; L Yai+c;p)=o, 2ai(bi--ciq) = o,
puis
i) Syl terdp - (1) Say L2y e pydLi== o
el
() SeuLptedy - (p— ) Sor Lt (bov e dLi==o.

Multipliant les deux membres de I'équation (41) par da, de I'équa-
tion (42) par dy el observant que, tout le long d’'une méme ligne
asymptotique, on doit avoir

dpdu -+ dgdy = o,
on trouve

> 0.’1[45." -2 (/L}" =50,

Telle est I’équation différentielle cherchée.
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Si I'on écrit 'équation (g) sous la forme ZX¥ = o, et sil'on pose
X¢=2E?, on reconnait que cette équation différentielle se réduit 2

Idi}=o.

Si, d’autre part, le nombre de ses termes est égal 2 quatre, I'équa-
tion (9) se réduit a

(43) S+E+i+ii=o
et I'équation différentielle de ses lignes asymplotiques a
(44) dE} - dE3++ dE} + dE = o.
Or I’équation (43) est vérifiée si I'on y fait
‘ B+ Ly — 1= k(&+LV=1)
(45) ) et, en méme temps,

( E;“‘lge\/’—‘f::]‘r"l'(gs—sd/:),

k désignant une constante, choisie & volonté. Mais les différenticlles
des coordonnées d’un point, mobile sur la courbe définie par ces deux
dernitres équations, vérifient les équations ci-apres

di— diy—1=k(ds -+ dEV=1),

. . —— — . . —_
déy — déz\‘/_ 1= s (déa_ d";!o\/_ 1)

et, par suite, aussi I’équation (44). Donc les équations (45) représen-
tent une ligne asymptotique de la surface (43). Si l'on y regarde 4
comme une constante arbilraire, on obtient unc premiere série de
lignes asymptotiques. Les lignes de la seconde série sont représentées
par 'une ou lautre des deux équations

L+bV—i=a(t —&V—1),

(46) e e —  —Ipy b
Ei—&V—1= T(’-Ez*i— EV—1),
ol & désigne une constante arbitraire.
A cause de la relation X¥=o;L¥=2E.}, on peut écrire les équa-
Ann.de UEc, Normale. 3¢ Série. Tome 1V. S."/‘
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tions (45) sous la forme

I

R ® o v
Vo LI+ — LI = A‘(\/%Lg_i_\/_ % L),
&

_ & . _,(_E- — E‘)
Ve L —V—a:Li= —= Vol L — V= o L,

et les équations (46)

[,

i
WVmiE—v==Ls),

L :_/—Zi (\@L%*i— \/:—ZL%)

Il

-
\/alLf_'_\/_“ aQIJ

U
Ve Li—v—e

| we| T

1

25. Les surfaces auxquelles nous avons fait allusion dans le numéro
précédent sont représentées par I’équation

(-’17) fl(L,l\I):f2(NJP)7

ot f;, f» désignent deux fonctions homogenes, de méme degré, des po-
lynomes L, M, N, P, linéaires par rapport a 2, y, 5. On voit immédia-
tement que les surfaces tétraédrales sont représentées par une équation
de cette forme, et nous allons montrer comment la recherche des lignes
asymptotiques des surfaces définies par une telle équation se raméne a
deux quadratures. A cet effet, posons M =¢L, P = uN, et soit m le
degré commun aux deux fonctions f;, f,. Soient aussi

1 1
Vit 0" =T,  [f(t, a)f7=U;
I"équation (47) équivaut d 'équation suivante
(48) TL — UN.

Désignons par T, T”, U’, U” les dérivées des deux premiers ordres, de

T par rapport & ¢, de U par rapport & z. En nous servant des notations

précédemment adoptées, nous trouverons
Jt

T(ay=+cyip) + LT’(—);. = U(ay+ c;p) + NU’

d.v
D’ailleurs,
ae

dy+ Cap = t(a,+ ¢y p) +L_071—:
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et
-ou
a,+c,p=u(a;+ ¢c;p)+N P

Donc on peut remplacer I’équation précédente par

T(al"'f— Clp) +T’[ag+ C-zp'—‘t(bl—F 011))]
=U(bs+cq) + U'[by+ g — u(by+ c39)]

On en déduit, par différentiation,
Teydp+T (co—cyt)dp +T"[as+ cap — t(a,+c,p)]de
=UGCidp +U'(ci—cyu)dp +U"[a,+ c,p — u(as+ ¢y p)] dt.
On trouverait, de la méme maniere,

Teydg + T (co—cit)dg +T'[by+ cog — t(by+ ¢ q)] dt
=Ucydqg + U (c,—cu)dqg+U"[b,+ c.qg — u(by~+ c3q)] du.

Multipliant les deux membres de la premiere équation par dx, de la
seconde par dy, et ajoutant membre 3 membre; observant, en outre,
qu'on doit avoir, en tous les points d’'une méme ligne asymplotique,

dpdr +dgdy =o,
on trouve
T"(dM — ¢ dL) d¢ = U"(dP — wdN) du

ou
T'Lde:=U"N du?

et, 4 cause de la relation (47),
r-[Wl/ UI/

T der— T du?

i i
codt==+¢/ —
T dt === \/; du.

26. Telle est I’équation différentielle cherchée. Comme nous 'avons
annoncé, elle permet de ramener la recherche qui nous occupeau calcul

des deux intégrales .
‘ /~FZ dt /EY—” du
\ rlw ’ \ U )

ou
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intégrales qu'il est facile de connaitre, en tant qu'il s’agit des surfaces
tétraédrales, et des dégénérescences qu’elles présentent, quand on leur
applique la méthode indiquée au n° 4. En effet, 1° on peut supposer
I'équation d’une surface tétraédrale mise sous la forme

LV -4 Mt = Nt + Pe.

lei

L L i,

T= (1%, Tz (r- ) b=l T (p—1) (1 *)e g,
De méme,
1 » 1

U= (14 ub)E, Uz (o= 1) (14 )BT 2,

De 14 I’équation différentielle
gy it

S
& odt  uw du
| R

Si l'on pose = 0%, u*= (2, cette équation devient

db . dt
P

et1'on trouve, en intégrant,

arc tangf == arc lang{ = arc tang £,

k désignant une constanle arbitraire.
On en déduit

0= —
=6 "
ou
[ [
53
"Fu .
—
| A 7A
ou enfin

et cette forme est identique 2 celle que I'on trouve en multipliant
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membre & membre les deux équations

& N - ( B E)
LE4 =1 M= 2\NT - —1P?),
1< e E> ¢ ®

7 N2 — /1P =L*— /1M,
“obtenues par la méthode précédente.

2° Une des formes dégénérescentes de I’équation considérée est
(49) L¥—+ LF—1R = N* + P#,

R désignant une nouvelle fonction linéaire des coordonnées x, y, z. Ici
je pose R =1L, et je trouve

1 1
T = (1+ ¢)¥, U= (1+ ut)¥,
Jen déduis

1 [
="t ;:2{‘ (14 0)% ", U= (p — 1) (1 + u¥)* a2
’équation différentielle des lignes asymptotiques est alors

_ gy
V—1 dt @ du’
[I 1 - ut

et ’on obtient immédiatement I'intégrale

V=i e
? P

log (1 + ¢t) == arctangu® -+

logC,

C désignant une constante arbitraire.
On en déduit
_ ¢
I+ t:Ceip.\/—-larclangu’;
d’olr

\
Lo R= L),

On remarquera que cette équation est algébrique, chaque fois que le
ot

nombre . est commensurable; car, si 'on pose arctangu®=o¢, on
trouve
1-+¢=C(cospo =y —1sinpop).
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D'ailleurs, cos o et sin s sont, ici, des fonctions algébriques de cosy
et de singp, par conséquent aussi des fonctions algébriques de tangs,
par conséquent aussi des fonctions algébriques de w.

3° Une seconde forme dégénérescente est

(50) L+ Lé—~1R = Nt Nv~18,

dans laquelle R, S désignent encore des fonctions linéaires des coor-
données.

Nous trouvons ici des surfaces réglées, car on peut considérer'équa-
tion ci-dessus comme résultant de I'élimination d’un parametre 0 entre
les deux équations suivant(es

L+R=0(N+8), Li-1= 5NH~‘.

La derniére représente des plans, dont deux au plus sont réels. On voit,
en outre, que les génératrices d'une telle surface rencontrent deux
droites fixes : la détermination des lignes asymptotiques des surfaces
réglées jouissant de celte propriété a ¢té faite par Cremona (Annali di
Matematica pura ed applicata, t. I) et généralisée par M. Picard, dans
son Mémoive : Sur ’application de la théorie des complexes linéaires a
U étude des surfaces réglées (1877). Dans le cas simple qui nous occupe,

la méthode que nous avons exposée nous conduit i faire
1 1
R=¢L, § == uN, T = (1 ()¥, U=+ u)¥

et nous trouvons immédiatement, pour I'équation différentielle des
lignes asymptotiques,

puis, en intégrant,
log (r+ ¢) = log (1 + v) =logC.

Cette formule donne, outre la série des génératrices rectilignes, les
courbes dont I’équation générale est

(1+8)(+u)==C
ou
(R +L)(N+ 8)=CLN,

situées, chacune, sur un hyperboloide & une nappe. Tous ces hyperbo-
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loides ont deux couples de génératrices fixes, apparlenant chacune &
deux systemes différents, savoir :

. ( 10 R==0 L—=o;
Premier couple....... ; \ S ’ N ’
2 =o, N=o.

Second couple (1 R+L=o, N=—o:
couple........ ?QON"‘FS:O, L—o

4° Enfin, si les trois polyndmes L, M, N deviennent identiques dans
les conditions indiquées au n° 4, I’équation de la surface tétraédrale
va dégénérer en

Lé+ Lw(%%) 4 et <%}> e (e— I)L#—‘z(‘;‘yﬁu Pe=o,
t t

et 'on peut transformer cette derniére équation comme il suit
Lé—*(L*— SR) + P¥z=o,
S, R désignant deux polynomes linéaires en z, y, z.
Celle-ci se transforme, & son tour, en

L¥ 4 P&

=

R=

[05]

(51) >
et les deux membres-de cette équation sont des fonctions homogenes,
du second degré, de deux polyndomes linéaires. Conformément a notre
méthode, nous poserons

R =¢85, P=uL
et, par conséquent,

T—__—té—, U:(I—i—u!")T.

[&]

(p—1)ub—? 4 (e —2)ub—*

(1+ uV‘_)E—’"

Donc I'équation différentielle des lignes asymptlotiques est

2

Va(p — 1) ub=24- (g — 2) 262
1+ b

du

=\
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ou bien
—dt —————~———\/d+lt“’ E_‘
[ — — o) YT 0 1
V—1 ; _\/p.(y. 2) T ¢ du,

(12

2 — 1 . .y . 0
2p—0 a. De la une premiere transformation, u* =10
—_— p ’

ou l'on a fait

qui nous donne
——Va+ & 6-

di
—

\/1-—~;’
dr _ ) 2 — [ a dé
L _i”\/ po i=(G—a)8](—£&)

kg 2—pu (a—r)d'@‘ N d&f' 'I
poli+(a—ng =8
et, en intégrant,

o — &

logt—logty—=22 \/-»—-»ﬂ (\/a —-1 arc tangé -5 100 I—i§>
P -3

—+

puis, par la nouvelle transformation 0 = ya » nous trouvons

ou.

-

11—

- (H_Ey:\/?.& W
1]

v ezurc(ungEJ: t —l—é W l"‘az—l—”lvé\/-—l.
1—¢ 1+ &

D’apres cela, on lrouve deslignes asymptotiques algébriques, chaque
2
fois que le nombre 2 —»—Hm est de la forme ?, ce qui exige que
2q*
TP
ps ¢ ¢tant deux nombres entiers, qu’on peut toujours supposer pre-
miers entre eux. ]
D’ailleurs, la surface dont il s’agit ici peut étre regardée comme en-
gendrée par le mouvement d’une conique définie par les équations
P=2L,  SR=(1+ )L

olt A représente un parametre arbitraire. Cette conique est constam-
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ment tangente aux deux plans fixes R = 0, S = o, en deux points fixes,
situés sur la droite L = o, P = o, et s’appuie sur la courbe définie par

, . Lé+Pe .
les deux équations S = 4R, £R*= —p= OUk désigne une constante,

choisie 4 volonté.

27. Nous avons étudié, en second lieu, les surfaces définies par
I'équation
L&LELo L%, L= A,

ol I'on suppose «, + a, + «; -+ ...+ a,= o. Dans le cas particulier ou
n =4, notre méthode permet encore de trouver leurs lignes asympto-
tiques. En effet, si I'on suppose, comme cela est toujours possible,
A =1, on sera conduit a étudier les surfaces représentées par I’équa-
tion

(52) LM% —= N—-% P—«.,
et, 4 cause de I'hypothese faite sur les exposants, les deux membres de

cette équation seront du méme degré o, + o,. Deslors, on sera conduit
a poser T = %, U = «*, aprés avoir fait, pour abréger,

Cla oy,
—_— =, —_— =,
oy —t Oty oy —+ oy,

et 'équation différentielle des lignes asymptotiques sera

i —L e U
Vk(k—1) " ==L (k __[)_l_l_.

On (rouvera immédiatement I’intégrale

VAk—=1) — C V& &=1)

L Fm__ Pt/ %
W) =)

£ désignant une constante arbitraire.

ou

28. Mais ’équation (52) présente, en vertu des remarques faites au
n° 3, diverses formes dégénérescentes que nous allons étudier.
Ann. de I’Ee. Normale. 3° Série. Tome IV. S.8



S.58 V. JAMET.

1° Sil’on suppose que deux des polynomes linéaires qui y figurent
deviennent identiques, on obtient une premiere forme dégénérescente

oy logL + oczij + ot31ogN + e, logP = logA,

et cette équation est équivalente &
R
LNt Pae L= A,

On-ne trouve plus ici la forme
Ji(L, M) = /2 (N, P)

ou, du moins, les deux fonctions homogenes, auxquelles on peut ra-
mener les deux membres de I'équation, ne sont plus de méme degré.
Mais les propriétés des figures homographiques vont nous permettre de
simplifier la recherche des lignes asymptotiques. En effet, si 'on ap-
plique ce mode de transformation, en faisant correspondre au poly-
nome L une constante, aux polynomes N, P, R les nouvelles variables ,
Yy, 5, et si 'on pose ,

on est conduit & chercher les lignes asymptotiques de la surface ayant

pour équation
.Z'“y”:: A es,

équation d’ou 'on déduit

axa—lyb: Aezp:xa},bl);
d’on

De¢ méme,

Donc on (rouve, pour I’équation différentielle des lignes asympto-

tiques, ot e
a —-—"l;— - b—'—};— =0
x
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ou

\/E—({f i\—_bdi —o,
pa "}’

équation dont I'intégrale est
x\lﬁyt\/—_b: C,

C désignant une constante arbitraire.

2° Si 'on suppose que les deux polynémes L, N deviennent iden-
tiques, ainsi que les deux polyndmes N, P, on trouve I'équation sui-
vante :
R —a,S
L AN-%¢ ‘N’
ou R, S désignent deux polyndmes entiers et linéaires. On remarquera
d’abord que cette équation représente une surface réglée; carle plan
qui a pour équation N = ¢L coupe la surface suivant une ligne, définie
par I’équation suivante :

R S
1% ea’L:At—as e_“‘TE
’
ou
R L
Cly E -+ O!,’E :H,

H désignant un coefficient qui dépend uniquement de z. ‘A chaque
détermination de H correspond une droite, rencontrant la droite fixe

L=o, N=o,

et la surface considérée a une directrice rectiligne. Donc elle appar-
tient & une catégorie de surfaces dont on sait, d’apres M. Picard (/oc.
cit.), déterminer les lignes asymptotiques. Dans le cas particulier ac-
tuel, il suffit de faire correspondre, par voie d’homographie, au poly-
néome L une constante, aux polynomes R, N, S les nouvelles varia-
bles z,2, y. On est alors ramené & déterminer les lignes asymptotiques
d’une surface définie par une équation de la forme

Y

zaeT— Ae*.
On trouve alors
Y x
e¥(ax?1— z2%2y)= Ae*p==ax%e’p,
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d’otr
ax —y=pz.
De méme
¥ ¥
zo—le*=Ae*qg = zx%e*q,
d’otr
qx=1.
Par conséquent,
_(y—az)dr —xdy dx
dp = P > dy =— 2’

et équation des lignes asymptotiques devient, apres la suppression du

facteur du,
(2y—az)de —2x2dy=0

ou
Qxdy—-ydx “+ a%.zc'

P =0,

et I'on trouve, en intégrant,

2Y

pralia alogx = logC
ou bien

xz%e* =C,

C désignaunt une constante arbitraire.

De la comparaison de cette équation avec celle de la surface pro-
posée, il résulte que chacune des lignes asymptotiques de la surface
est sur une surface du second degré, définie par une équation de la
forme

y—Cz+a23=o0,
C, désignant une nouvelle constante, qu’on peut regarder comme arbi-
traire, & condition d’en faire dépendre C.

3° Enfin, si les trois polynomes L, M, N deviennent identiques dans

les conditions précitées, on trouve I’équation

.19 o . - .1
et, si 'on pose — ! = a, puis si I'on considére une surface homogra-
3

phique de la surface donnée, telle qu'au plan L = o corresponde le
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plan de Pinfini, aux plans P = o, «,R + 2,8 =0, R = o, les plans
Z=0, x =0, y=o0, on est ramené a chercher les lignes asymptoti-
ques de la surface définie par une équation de la forme

e*@ By = Az,

En chaque point d’une telle surface, on trouve
o e*x+Byt — Ap,
2fyer=+iri=Ag;
d’olr
o e+ By (o dxe + 28 dy)= Adp,
23X+ (dy + aydz + 20y dy) = Ady.

Done, en tout point d’une méme ligne asymptotique, on doit avoir

o(zdx?+ 2By drdy)+ 28(dy* +ay dxdy +28y*dy*)=o

ou

(adx+ 2Pydy)+2Bdy>=o0
ou encore

adz +2Bydy =\ —2Bdy=o
ou enfin

azx+ By =/ —2By=C.

Les projections des lignes asymptotiques, sur le plan des xy, sont
des paraboles : sur le plan des zy, on trouve la courbe représentative
de la fonction exponentielle.

29. L’équation
(53) fi(L, M):fz(N, P)

comprend, au nombre de ses formes particulieres, I'équation des sur-
faces tétraédrales, et aussi les équations (50), (51), (52). Les surfaces
définies par cette équation jouissent, relativement a leurs plans tan-
gents, d’une propriété remarquable, qu'on peut énoncer ainsi : « Tous
les plans tangents & cette surface, aux divers points d’une section faite
par un plan passant par la droite N = o, P = o, coupent, en un méme
point, la droite ayant pour équations L = o, M =o. »

En effet, soient /, m, n, p les coordonnées d’un point de la surface;
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le plan tangent en ce point est représenté par ’équation

Uy Uiy — Yoy, Wep,

dl om on op

Ce plan coupe la droite L =0, M = o0 en un point situé dans le plan
qui a pour équation

ey O
NP

=0,

et la direction de celui-ci, autour de Ja droiteN = o, P = o0, ne dépend
1 rt 2: ce qui démontre 1'énoncé
que du rapport 7 ce qui ¢ ntre I’énoncé.

La réciproque de ce théoreme est vraie : pour la démontrer, choisis-
sons pour axe des zla droite L =0, M = o0 et supposons la droite
N = o, P = o située dans le plan 20y, parallelement & 'axe Oy, de
telle sorte que ses équations soient s = o, * — @ = o. Si I’on désigne,
comme précédemment, par p, ¢ les dérivées partielles, par rapport
a a, y, de la fonction z définie par I’équation de la surface, on voit
que le plan tangent au point z, ¥, 5 coupe 'axe des = & une distance
de 'origine égale &

S—px—qy.

Done, pour que les plans, tangen(s & la surface aux divers points de la
section faite par un plan passant par la seconde droite donnée coupent
I'axe des z au méme point, il faut que

z—-—px—qy:f( £ >7

xr—«a

fdésignant une fonction donnée.

Avant d’intégrer cette équation aux dérivées partielles, nous pose-
rons
s=i(x—a)

et nous la transformerons comme il suit :

(54) ~tx+($—d)<l"w%—y%>:f(l)'

Alors nous serons conduit & intégrer le systeme des équations diffé-
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reuntielles simultanées

de dy _  —adt
r(x—a)  y(lz—a) at+f(1)
ou
dz _ dy
(55) 5 7

e dz _ —dt
x(z—a)  at+f(l)

La premiere des équations (55) admet pour intégrale
y=0Cxz,
et la seconde

2 f adt
— Cle at—+f(t)
x—a ’

C, C, désignant deux constantes arbitraires.
Donc I’intégrale de 'équation (54) est

x f adl
: :cp('z>8 at+f(l)’

€xr—a @x

¢ désignant une fonction arbitraire. Si maintenant on pose

_—f adt ~
e at+ [l — () = i
HJ( ) ks x —a ’

on pourra mettre I’équation précédente sous la forme

o Ha=a) =50 (5)
X —a xr—a x x
et 'on voit que les deux membres de cette derniere équation sont des
fonctions homogenes, de degré — 1, le premier de s et de « — a, le
second de x et de y; ce qui démontre I’énoncé.

De plus, la forme méme de Péquation (53) montre que les deux
droites L = o, M = o sont réciproques 'une de l’autre, ¢’est-a-dire que
toute surface dont I’ équation est de la forme (53) peut, de deux manieres
différentes, étre considerée comme I enyeloppe d’un céne dont le sommet se
meut sur une drotte fixe, tandis que la courbe de contact est dans un plan,
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mobile awtour d’une autre droite fize. Cest 1a I'extension d’une propriété
des surfaces tétraédrales, démontrée par de la Gournerie.

On déduit aussi, de la proposition ci-dessus, la propriété suivante
des lignes asymptotiques des surfaces (53) :

Les plans osculateurs & une telle ligne, aux points ot elle est coupce par
un plan passant par 'une des droites FONDAMENTALES, rencontrent {"autre
droite aw méme point.

30. Revenons maintenant a 'équation

T U”
— — = —
\ T dt \/U du,
qui représente les lignes asymptotiques des surfaces définies par1’équa-
tion (53). Chaque fois que nous saurons intégrer cette équation, nous
saurons trouver les lignes asymptotiques, non seulement de la surface
proposée, mais aussi d’une autre surface dont I’équation sera de la
méme forme, mais ol I'une, au moins, des fonctions T, U aura été rem-
placée par une fonction & de 7 ou par une fonction © de u, remplissant
la condition suivante :
GI/ rlw ,(9” UII

= Ty ot —_— —— .
¢ T ! o U
La recherche des surfaces transformées dépend donc de I’intégration
des équations ci-dessus, et l'intégration de chacune d’elles dépend,
comme on va le voir, d’une seule quadrature. En effet, I’équation

T " .

T

@]

équivaut &

T — e =0
ou

T —cT' =A,

A désignant une constante arbitraire. On en déduit

Te'—&T , A
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_ATf =

t, désignant une nouvelle constante arbitraire.
En définitive, la recherche des surfaces transformées se ramene au
calcul de I'intégrale
f’dz
ﬁ’
ty

et nous nous proposons d’cflectuer ce calcul, dans les divers cas étudiés
précédemment, en commencant par ceux ol la détermination de notre
intégrale est la plus simple.

et, par conséquent,

31. L’étude de I’équation (50) nous a conduit & poser

1
T = (1+ )™

lci, 'on trouve

Lt e b
f,(r,—f (1+t) F"dt—— [(I—l—t)l*—(r—%—to)l*»,
N

et la fonction & correspondante est

Bt
T=A( ) —l—B(x—i—::)PL

A, B désignant deux constantes arbitraires.
Cette conclusion tombe en défaut, au cas ol p. = 2. Mais alors on a

o—A\/_tf —~~.A(ogl+i>\/x_ﬂ.

I+ ¢

Nous avons également rencontré, a propos de ’équation (51), la fonc-
tion T = y¢; nous en déduisons

¢
G:A\/Zf %:A\ﬁlogfg-
o

Ann. de I'Fec. Normale, 3¢ Série. Tome V.

-
©
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Plus généralement, & propos de I'équation (53), nous avons trouvé

T = tt;

'y
f =2 f o=

et .
=A% 4 Bh,

d’ou

—ak__ pr-aky
/(él A t(l 2 )

32. Pour étudier I’équation (53)

. L¢—+ Pv
RS = ——l_:l"—‘:‘z_ J
nous avons fait
U=V1+ ut.

Nous en déduisons

&
—_— du
V=AV 1+ u* .
\/ U f 1 o

(N

Pour les valeurs incommensurables de i, I'intégrale qui figure dans
cetle équation ne peut pas s’exprimer en termes finis : nous nous pro-
posons : 1° de montrer qu’il est possible de 'exprimer en termes finis,
chaque fois que g est commensurable; 2° en dehors de cette hypothese,
de la développer en série convergente, dans divers cas ou ce développe-
ment est possible.

1° Sip= =+ £ ([) g étant deux enliers premiers entre eux), nous

poserons = 0‘/, et nous obtiendrons

" du 00’1"“ dh
T 7 T+ P

- Y , . . , , »
Sip=— , hous écrirons I'intégrale proposée sous la forme

iy

et nous poserons encore « = 07. Nous trouverons, pour I'intégrale pro-
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Ogp+a-1 g
7/62 T+ 5P

Dans les deux cas, nous sommes amenés a calculer l'intégrale d’une
différentielle rationnelle.

2° Si le nombre p. n’est pas commensurable, nous supposerons
d’abord qu’il est positif, et nous écrirons I'identité

posée, I’expression

L = w4 P — @B (— 1) _w
1+ u™ T+ ub’
d’olr
[.n du 708 - 2Pt 30+t ( )” u une ;
= u— — H e (—1 du.
Joo 1wt B+ 20 41 31 , 1+ud

Sil’on suppose le module de z inférieur & 'unité, la série

llp‘+l u‘l\u.-l—i

t — + —
T 2pI

est convergente, el I'intégrale

n
une
f du
o I -+

tend vers zéro, quand n est de plus en plus grand. Donc la série pré-
cédente définit une fonction de u, égale a I'intégrale proposée.

Si 'on attribue & « une valeur dont le module est égal & 1, on obtient
une série dont les termes ont des modules qui vont en décroissant,
mais forment une série divergente; en effet, si . est inférieur & 1, les
termes de la série

1 1 I

T +2‘u+1 +3y.—|—1 He

1+

sont respectivement plus grands que les termes de la série harmo-
nique. Si, au contraire, |+ est supérieur & 1, on constate que nu —+ 1
est inférieur, quel que soit n, & (n+ 1)w; de la I'inégalité

1 1
np —+1 = (n+1)y.'
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Donc la somme des modules des p premiers termes est plus grande que

s (Grgrgr )
e\ 2 3 4 P,
ce qui démontre la proposition.

De la divergence de la série précédente, on ne peut rien conclure, eu
égard a cette circonstance, que ses termes tendent vers zéro, quand
leur rang est de plus en plus élevé. Toutefois, il est facile de voir que
I'intégrale proposée devient infinie, quand « tend vers 'une des racines
de I'équation w* + 1 = o. En effet, soit «, cette racine, et soit

p

G 74
[+ 5
On (rouve
1
/’"“ du (—0F " ds
Jyoruwr T / L’
L) ’:(\] +s)“‘

et 'on reconnait sans difficulté que cette derniere intégrale est infinie.

Le développement précédent permet de calculer I'intégrale proposée,
entre deux limites u, et w,, dont le module est inféricur & 1. 1l suffit de
remarquer que I’intégrale, prise le long du contour Ou,x,0 est nulle,
et que, par conséquent, I'intégrale, prise dans les limites considérées,
est égale & la différence des valeurs de 'intégrale, prise entre O et u,
d’une part, O et u, d’aulre part.

Nous pouvons aussi développer I'intégrale proposée en série conver-

ente pour les valeurs de « dont le module est supérieur a I'unité,
p

. A u

pourvu quon ait en méme temps p>1. En effet, posons u= -7,

u, désignant 'une quelconque des racines de I’équation 1 +u*=o,

nous trouvons
“ du . -2 gy
———— T et ®
o 1 ut 0 , 1 IAd

Mais
[U"2 /p—i 5211.-‘»2 Y2 n [np,.-z
Py + — (=) Py
done

e R £t (31 Lot
5= — - +3. —a = (—T1)" — "
o 1+ p—1 20— 1 Pt Jo 1+¢
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D’ailleurs, le dernier terme du second membre tend vers zéro avec -,
n
et I'intégrale proposée est égale a la somme de la série convergente

n—w

2( e L gt
np—1

n=1

Ceci permet, comme précédemment, de calculer la valeur de I'intégrale
prise entre deux limites dont les modules sont supérieurs & 1.
Enfin, si w est négatif et égal & —v, on a

u .
du " w du
, 1w - , 1+

D’ailleurs
ltv 4 v 3/ llnv
- = —u¥+u . — )"
I+ w aal ) I+u"’
done ‘
u
wde W+t v+ wdv+1 v du
= —_— -+ -——-...+(-—I)”’ v
. I+ u V1 2V +1 3v—+1 , 1+«
) . ps e R u™ du
Or, pour les valeurs de u dont le module est inférieur & 1, p—
o :

, I
tend vers zéro avec ~ Done

n=w

* wv du 2( et 2L v+l
, I+ T+ ny 41
n=1
33. A propos des surfaces tétraédrales proprement dites, nous avons
0sé
P L
T == (1 =+ t+)¥,

et nous trouvons
1 t

G:A(I—i—t”)r‘ f _i___

(1 4 t#)

L’intégrale qui entre dans cetlte équation peut se transformer comme
il suit : si ¢ est une variable, dépendant de ¢ par la relation

{ - e pl== 0,
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t
< . s de , . 1 .
'intégrale est égale 2 f > et, par conséquent, si p.:i; ou si

0

— =+ 2 ( p désignant au nombre entier), on peut la ramener au caleul
ot p\P 8

d’une intégrale a différentielle rationnelle (voir n° 21). De méme, on

. 9 * 9 , . . - 3
peut la calculer & I'aide d’intégrales elliptiques, si p. = = ok

Nous signalerons encore un cas ou le caleul de cette intégrale se

ramene au calecul d’intégrales elliptiques; ¢’est celul ol . = =
q -

Y A < 4
En effet, si p. =+ ST on trouve

e ! dt
(1 = ¢)e (, -+ t“""‘) \/I 4 Rl
/y ot

et, si 'on pose ¢ = (2F+1,

Lt ’—(2/“'"1)‘/0 62% dfy
/ o o G i

h (1~

.

1
Y 0

= (2k +1)

Posons encore

—:;2
0:'_1‘__\{1.____,

nous trouverons

et

0)_____9,/:-}—1 z< 52 >’~' ds
2 MR = (=1

£ \* 1 ’
(024 — 62 4+ —
0, ( - 92) VA=

19

2k 1 5( 1 1 )"' ds
o __,}_ ;
2 . N2 2= W —2%) (1 — 5%

4

2k 1
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dés lors il n’y a plus de difficulté & décomposer cette intégrale en une
somme d’intégrales elliptiques de premiére et de troisieme espece, de

I
module —- .
V2
Sip= —% | ontrouve
2k 41
. t A kg
/‘ dt — / (I—-l—t?k"'l) it’
L ' £
o (e

et, si 'on pose

I’intégrale proposée devient

] 0
. i 49 ) , 1\* .

I+ \/1— 532
S

D =
of &
v

puis, par la substitution 6 =

2/\"-{—1/‘3(4—-2:‘1)&'*1 ds
o b
2 . = V(t—32) (1 —4$2?)

D
~0

)

et 'on trouve encore une somme d’intégrales elliptiques, de premigre

e N L
et de (roisieme espece, et de module —=-

V2

Enfin il sera possible d’effectuer I'intégration par les séries, chaque

fois que . sera positif. En effet, donnons d’abord & ¢ une valeur dontle
module soit inférieur a r.

Nous savons que
) ilim) G
- 41 = 41){= +2
_ﬁ______tﬂg__luy IJ'
1.2 2

A I )
—{==+1)...{=+nR—1
—|—(—-1)"I'L & & b (1 + ¢),

1.2.3...n

"I

2 .
- 2
(1 4+ ) b=1— ;tu+




S.72 V. JAMET.

’ . . ’ X
= étant une fonction de ¢, qui tend vers zéro avec —- Donc

2 /2
12 2 - - -1
—-_— 9 e+t ( > Al )
/.(1—|—tl") bdt—1¢— - + B
)

* R+ 1.2 21

1.2.3...n

2 /2 2
2(20). (2
+(—I)"“ £ i f (1) dt.
0

On voitimmeédiatement que la série ainsi définie est convergente; on
voit aussi que le dernier terme du second membre tend vers zéro avec

~; car, si I'on désigne par R la plus grande valeur que prenne le mo
n’ » 81 signe p plus g é que pre -
dule de 1 + € quand ¢ varie depuis zéro jusqu’a la limite de 'intégra-
tion, le terme considéré a un module plus petit que celui de

2 /2 . (9; ) 2
eite TG G ) e

G 2
1.2.3...n np 41

et cette expression est le terme général d’une série convergente. Done
on peut regarder I'intégrale proposée comme une fonction de ¢, égale
i la somme de la série

n=c 2(2 +I (.2__|_2> <E+n I
E(‘“I)n Ay - A\ (rut .
1.2.3...n nyp -1 ’

n=0

Parmi les valeurs de z dont le module est 1, il en est qui permettent
de ramener le calcul de V'intégrale proposée a celui d’'une intégrale
eulérienne de premiere espece, ou de deux intégrales de seconde
espece; ce sont les racines de 1’équation #* -+ 1 = o. Posons, en effet,

14 =1,
et soit ¢, I'une des racines de I'équation ci-dessus; nous trouvons

[

ty

2 1 2 1
(14 )y Pdt=— }Ilf 6 F(0—1)% df
1 0 Ly pt 2 2_,
= L(pF f 6 E(1— 6% " 6
I )

I 1—1 2 I
A TR
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Done on trouve, pour 'intégrale proposée,

1o, sin% Y 1\72
3 (e ()
B B y
Dans le cas ol le module de ¢ est supérieur & 1, on rameéne, comme
il suit, le calcul de I'intégrale au calcul précédemment effectué. Soit

t " . o \
t = 7 (i, désignant encore une racine de I'équation 1+2¥=o0); on

/’ e /0 to db
ST = .
o (14 tw)E Sw (14 Ge)E

Done, si ’'on adopte comme limites de I’intégration deux valeurs de 0
dont les modules sont compris entre + 1 el —+ oo, on sera conduit &
multiplier par ¢, la différence de deux des valeurs de I'intégrale que
nous venons de développer en série convergente. Supposons, en parti-
culier, que p soit commensurable : la transformation faite au n° 19
montre qu'en chaque point du plan I'intégrale proposée a autant de
valeurs distinctes qu’il y a d’unités au numérateur de la fraction p., mais
que deux d’entre elles different uniquement par un facteur égal & I'une
des racines de ’équation 1 + #* = o; la méme conclusion subsiste dans
le cas actuel. Si y. est incommensurable, le nombre des valeurs dis-
tinctes de I'intégrale, en chaque point du plan, est infini; deux quel-

trouve

9 , Iy ] T . ] T
conques d’entre elles ont un rapport égal a cosg—;—ﬂ +y—1sin ?—[il, h

désignant un nombre entier positif ou négatif.

34. Nous terminerons cette Partie de notre travail en signalant un
cas olt la surface définie par une équation algébrique de la forme

fi(L’ M) :fﬂ(Nr P)
Ann. de I’fc. Norm. 3° Série. Tome IV. S.10
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a des lignes asymptotiques algébriques dont la connaissance permet de
connaitreaussileslignesasymptoliques d’une autre surface,dontl’équa-
tion est transcendante. Supposons, en adoptant les mémes notations
que precédemment, qu’il y ait, entre T et £, une relation résultant de
I’élimination d’un parametre 0 entre les deux équations

a, 92+ 20,0+ ¢, Ay 0+ 20,0 + ¢,

(58) = ity T arrapiy

Posons, pour abréger,
420,04+ ¢, =G, as 7= 20,0 4 ¢y, =11, a4 20 + 9y =K,
el soient

2(a, 9+ b)) =, a(ayd -+ b)) =H, 2(af + B) = K/,

20, = G", 20a,== U, a0 = K"

Nous trouverons

AT dt K GK

V'S BT R K
o —. (K" — HK') (KG" — GK”) — (KG'— GK') (KH"— HK") |,
(KH/ = HK')? '
G H K .
G' W K |[K?
G' H’ K’
(KH = HK')* ’
puis
TG H K|
\/ G H K
\/ = Y _ |G W K
T SRk G 4
Or
y H K ayP4200-c; ayP+-2020+4cy, 2P+ 200-+y
G H K |= 2 (a4 b)) 2(ay 9+ by) 2(af -+ B)
W K’ 2a, 2a, 2o
bif-cy byfO4cy PO+ @, a, o
= /; bl /)2 ﬁ = ./; [)1 bg B

ay 42 ox Cy Cy 7
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D’ailleurs, I'expression
(KH'—HK")G

est, par rapport a §, une fonction entiere du quatrieme degré. Si on
I'écrit sous la forme

A+BO+CPR+DP+EGH=F(§),
on en conclut que la différentielle \/_lr di est de la forme

mdh

VAEBl-COl+DB+EO

Si maintenant on suppose qu’il y ait, entre U et «, une relation pro-
venant de I’élimination du parametre & entre les équations

U= 80 +2bio+¢ u A6+ 2byo +cy
= I =R
g+ 280 +7y ‘aoct+oBo+y

on trouve, pour I'équation des lignes asymplotiques,

df - *=do
VA+BO+CE+DP+EG VA+Bo+Co+ Do+ Eo

et I'on sait que I'intégrale de cette équation est

VF(®) £VEF(e)=(0—0o)Va+D(6+0) +E(0+0),

a désignant une constante arbitraire.
On se rend compte, comme il suit, du mode de génération de cette
surface; des équations (58) résulte, entre T et £, une relation de Ia

forme
aT?+obTt+ct2+2dt+2eT +~f=o,

et, puisque £ = T-> on en déduit

(aT*+2et—+ L2+ 2(bT+ d)LM +cM?=o.
D’autre part, TL = UN; on en déduit aussi

aUN2+ 2e UNL + fL2+ 2bUNM —+ 2dLM 4+ cM?=0o0
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ou bien
aU2N2+ 2(eNL +~bNM)U + L2+ 2d LM 4+ ¢M2:- o,

ou enfin
(aUN+eL +bM)2+ a(fL2+ 2dLM -+ cM?) — (eL +bM)>*=o.

Cette équation est celle d’un cone du second ordre, qui touche les
deux plans fixes représentés par I’équation

(59) a(fL*+2dLM +cM?) — (eL +bM)*=o.

Le sommet de ce cone est le point d’intersection des trois plans fixes
L =0, M=o0, N=o. Sur ce cone ¢t sur la surface cherchée est si-
tuée une conique, dont le plan a pour équation P =uN. Ce plan passe
par une droite fixe, P =0, N = o; celle-ci coupe la surface du cone en
deux points fixes, situés dans les deux plans définis par I’équation

fI242dLM +cM?2=o.

Donc la surface considérée est déerite par une conique passant par
deux points fixes, et tangente & deux plans fixes : pour définir entie-
rement le mouvement de cetle conique, il suffit de connaitre le lieu des
points ol elle touche 'un de ces plans. Or les points de contact de cette
conique avec les deux plans représentés par I’équation (5g) se trouvent
dans deux plans qui ont pour équations, 'un

aUN-+eL +~bM=o,
I'autre .
P —=uN.

Entre U et u il existe une relation du second degré
(U, u)=o,

et ’élimination de U, u, entre ces trois derniéeres équations, conduira
nécessairement & I’équation d’un cone du second degré, sur lequel se
trouvera le lieu cherché. Donc enfin la surface dont il s’agit est
engendrée par le mouvement d’une conique qui se déplace en passant
par deux points fixes et touchant deux plans fixes, chacun, en un point
situé sur une conique, fixe dans ce plan. Ces deux coniques sont en
perspective par rapport a I'un des points doubles de 'involution définie
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par les deux points fixes A, B, qui appartiennent aux deux coniques
génératrices, et les deux points ol la droite AB rencontre les deux
plans fixes.

La réciprocité des droites L =0, M = o et N =0, P = o montre que
la surface a quatre plans tangents singuliers; sur chacun d’eux le con-
tact a lieu suivant une conique : les deux points A, B, et les deux
points A,, B, qui leur correspondent sur la droite L = o, M = o, sont
des points coniques de la surface; en chacun d’eux, le cone des tan-
gentes est du second degré.

35. L’équation

VE(O) =VF(o)=(6—o)ya+D(f+0o) - E(G+0o)

conviendra également aux lignes asymptotiques de la surface définie
par les équations

M =¢L, P =uN, &L =o0N,

avece les conditions

M 9 . - . ,
c=ad T RE_GH 4 r):Ai("f K -Gl

KJ, & K, G3

ol 'on a conservé les mémes notations que précédemment, et ot 1'on

a fait, en outre,
k(aya®+2b,0 +¢;) = Gy,

k(aya*+2by0 + ¢) =Hy,
ac*+ 280 +y =K.
Si I'on pose
G=a,(6—0,) (6 —bs),
et si I'on décompose en une somme de fractions simples la fraction
rationnelle écrite sous le signe J, on voit que cette somme de fractions
simples est de la forme

KN b - I 1 i
G—0F " [F=6y " "(9_9, - e_e)’
done
6—6,

9_92—)—0

+ € log

"(KH'—HK)dd _ & %
fo t2 =T §—5 -6
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(C désignant une constante, qui dépend de 0,), et

.G 6— 6,
G”AK< =

V. JAMET.

-_— ﬂ}l‘) ‘]u)
—6, 6—6,

—<log +C>.

En désignant par A,, B, deux nouvelles constantes arbitraires, on
peut écrire celte équation comme il suit

- ) o ’U':) ~ 6"“92
2(ABK+B,G) = m; -+ = +e log(j___O:'

D’ailleurs, la recherche des coefficients &, #, © donne lieu aux équa-
tions suivantes :

2(a,—bia) =N+ + (0, + b,),
2(ayy — ¢y a) =—2:M0,— 20, + (03— 0),
2(byy — ¢ B) =M 0f + b 0F — €0, 0y (6,— 0y);

-et la fonction @ est définie par I'équation

oy — byo
0(1}"“"'010!

[)1'}/““015

AGK -+ B, G

I
0""' ()1

I
— 2.0,
H

I
0"" 92

i
— a0,
o1

—0,0,(0,— )

la fonction © par une équation analogue

A, OK;+ B, Gy

ap— bya
ayy —cyo

b:}""clﬁ

[

g -0y

1

— 20,

2
o

I

0 — 0
I

— 20,

5
a1

()‘U"“Ug

log

g — 0y
g1+ 09

2 2
Gy 0y

"0'102(02‘—01)




