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• A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR LES SOLUTIONS RÉGULIÈRES
D'UN

SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
(DEUXIÈME M'ÉMOI'RE), -

PAR M. L. SAUVAGE,
•PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE.

J
/-^-^-^Ç-

^•\..<

/N^- -^^^f^-,^

• * 1 1 ^ ^Ù1. Nous nous propos de empiéter; ̂  un point i m p o r t a n t » la
théorie des systèmes d" 'a^.^ïs différentielles, linéaires et homo-
gènes, à une variable indh^^dânte,^ uniformes.Dans
un Mémoire précédent, nous^^jî§^dÀorîontré que le système

/ , cl y / , .( x — .^o ) -^ == anji -h . . . 4- a,/,j,, ( ^ == i , 9 . , . . . , / ? / )

admet, dans le domaine du point ^0, un système fondamenta l absolu-
tions régulières dans le cas où les coefficients a sont holomorphes'dans
ce domaine . Ces solutions régulières ont pour éléments des sommes
d'expressions de la forme {x — oc^y^{x — ̂ ), où rest un nombre
quelconque, et y ( ^ — ^ o ) un polynôme entier en logÇy—x^), dont
les coefficients admettent le pointa comme pôle ou comme point ordi-
naire.
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10 L. SAUVAGE.

L'objet pr incipal de ce Mémoire est la réciproque de la proposit ion
précédente. Nous aurons donc décomposé en deux parties la démon-
stration de l ' impor tant théorème su ivan t :

Soit un système d'équations différentielles

—^ •= a,i ji --1" . . . -h ain'fn ( i' = ï » ̂  " * * » n)

linéaires, homogènes et à coefficients uniformes danfï le domaine du.
point .To. Pour que ce système dit toutes ses solutions régulières dans le
domaine du point oc^, il faut et il suffit qu il puisse se ramener à la forme

(x —• ^o) y~ ̂  ̂ a ̂ i -4-... •4- bin P ,̂ • ( i = ï, 2, . .., n),

par une substitution de la forme

y,=: ,rP< (^ ( i == l., 2, . . ., n ),

où les exposants p/ sont des nombres entiers, choisis de telle manière yue
les coefficients soient holomorphes clans le domaine du point x^.

Nous a jouterons à ce théorème quelques considérations sur cette
forme remarquab le d'un système d 'équat ions difïerentielles,

Pour simplifier, nous supposerons le poin t x^ ramené à l'origine.

2. Rappelons d'abord quelques principes de la théorie générale des
équat ions difÏerent iei les l inéaires , homogènes, et à coefficients uni-
formes dans le domaine de l 'origine

^ ̂  ̂ ijî +... + a/nfn. ( f' ="= ï, a» . • . , n ).

Avec les éléments d 'un système fondamental quelconque de solu-
tions, on peut former un déterjïïinant.D. Ce déterminant satisfait à la
relat ion

, ' . D^C^^'4'^^"''^^^^

où C représente utie constante.
Parmi tous les systèmes fondamentaux de solutions, il en existe au
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moins un dont les éléments de chaque solut ion ont la forme générale
y,=:^P{(\ogx) (^i,^ . . . , /z),

r é tant un nombre quelconque qui peut changer avec hi solut ion, et,
P(Iogo?) représentant un polynôme entier en log^, dont les coeffi-
cients sont uniformes dans le domaine de l 'origine.

Parmi toutes les solutions, i l en existe au moins une
^^•o^r) (l=:-i, '3, . . ., n)l(/:

• . "8ne contenant aucun logari thme.
Lorsque toutes les solutions du système différentiel sont régulières,

les coefficients des polynômes P admet tent l 'origine comme pôle (ou
comme point ordinai re) , et réciproquement.

Nous pouvons ma in tenan t aborder la question principale; de ce Mé-
moire et l 'énoncer de la manière suivante :

Lorsque rorigine est un pôle pour les coefficients un i formes des po"
lynômes PÇlog^), quel le est la, forme du système d 'équat ions diffé-
rentielles?

3. Considérons le système fondamenta l de solutions dont il v i e n t
d'être parlé, et supposons que 1 l 'origine soit un pôle des coefficients
uniformes des polynômes P(log^). Les é léments des solut ions seront
des expressions régulières et non des agrégats linéaires d'expressions
régulières. Dans une même solution ^P^log^'), on peut choisir r, de
sorte que les coefficients des polynômes P< soient holomorphes dans
le domaine de l'origine- Formons dans ces conditions le dé te rminan t
du système fondamental de solu t ions , et développons-le, nous aurons
une expression de la forme ^II^.og^), où R est un nombre quel-
conque, où II(log.r) est un polynôme entier en log^et à coefficients
holomorphes. Nous allons montrer que, si l'on simplif ie ces coefficients,
tous les logarithmes doivent disparaître.

En effet, soit
y a • ' ' y ni

,i)
.yiw " ' • y un

le déterminant d'un système quelconque de solutions. Si la va-
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riable œ fait le tour de l'origine, les nouvelles valeurs des fonctions y
sont des fonctions linéaires des anciennes valeurs, de sorte que le dé-
terminant D se reprodui t multiplié par un déterminant de constantes.
Soit D, la nouvelle valeur et C une constante, on aura

D,=CD.
Posons

^Pv^^-C.

Le produit D.y"9 sera uniforme dans le domaine de l 'origine, et l 'on
pourra poser

])=:.-rP^(^),

en appelant ^(cz?) une fonction uniforme dans le domaine de l'ori-
gine.

Posons maintenant

II ( log^ ) ==po "+" Pi lûg^' H- Pï 1Û84 x + • " • + P^ l'0^^»

po^ p^ . . . , /^ représentant des fondions holomorphes, et idonl i t iot is
les deux formes du déterminant D, nous Barons

.rP^(.r) == ̂ (po+pi lôg.̂  +,.. 4- p\ log^^),

Faisons faire à la variable x un tour autour de l^origine* Nous aurons»
en faisante— r == i,

. e^P^rP ̂ {x) === ^R^R[^o-^-,/>l (log^ + 9.7ti} + - .. -^/^(lôg^ -h '^IY- \.

Posons
. 1 ^ . ! ^nîXi»—, r; ^ , . , . . 6 .,.,.,.„, ^i, , ^ , - , ^ ,^, , - ^

Cette équation s'écrira

,C^P^(^)==G^K(^+p^Iog^+...+^Jôg?^^^^

en appelant q^ q^ q^ -., y^^ des fonctions holomorphes. Divisons
la seconde opération par la première, nous aurons

C(/?ol•+z?tlog^-+•^.l•+-l^log)l^) ! 1 ! -1

, , : 1 =Cl(^+pllôg^4~.l.;.-h:plllolgl.T -h- yo-+" ^lôgA? +. . . 4- y).-i log^""1^),

En faisant tûtit passer dans tin meffîibre, nous aurons une équation
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algébrique de degré X en log.r. Une telle équation ne peut exister, car
elle aurait une infinité déracines; il faut donc que ses coefficients soient
identiquement nuls. Or le coefficient du terme de degré le plus élevé
en log^t' est^(C — Ci). Si^ n'est pas nul, il faut que l'on ai t C == G, .
On en conclut que p et R ne différent que par un nombre entier.

L'équation se réduit ensuite à la relation
yo4-(7ilog^4-. ..4-^-ilog.z*==o,

qui doit être satisfaite identiquement. Il est facile de voir que les rela-
tions

<7> î = o, q\^ •==•: o, - . ., <7o = o

entraînent les relations
p^ = o, /?),,. i :=: o, . - * , />i = o.

Posons p == R -r" p i , nous aurons f inalement

<z'P ̂ C^) =:: ̂ ïï/?o
OU

^(J})-=:.T^pQ.

Nous voyons donc que le déterminant I) est une expression régulière
sans logarithmes.

Appliquons à la forme définitive du déterminant D la relation

On sait que cette relation ne peut exister que si le produit
xÇa^ -+- a^ 4-... 4- a^) est holomorphe dans le domaine de l'origine.
C'est là un résultat fondamental qui va nous conduire au but.

4. Posons —--^y, et du système proposé déduisons le système
d'équations

dy,
, , •̂  = ̂ uyi -+-...+ a^y^

dy11

^ -=ai,y[^. . .+a^y,,+ a^^i-i-.. .4- ̂ nf^

^ ==^iji 4-,.. 4- a^y/, ( i := 9., 3, ..., n).
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Éliminons y'^ y'^ .. .,y^ au moyen du système proposé : nous aurons
dr,
^ =^Hji+...4-â^y/,,

dr\ / * A
^7 =^11 Ji 4-Aiji4-...-+-A^J,»

^}'*/
^- == a^ ji -l-. .. -4- ̂ ,̂.̂  (<' == 2, 3, ..., n).

Ce système îiura toutes ses solutions régulières en même temps que le
précédent. Il faudra donc que le produit a?(a^ + a,/4- a^ 4-... -4- a^,)
soit h o l o m o r p h e dans le domaine de l 'origine. Par suite, le produit.xa^
sera aussi holomorphe, puisque le produit x{a^-}-a^+ . . . 4- a^n)
est déjà holomorphe.

En général, tout coefficient a^ dont les deux indices sont égaux
sera égal au quo t i en t par^ d 'une fonct ion holomorphe*

5« Introduisons maintenant une solution

^==^y,(,z-) ( / = i , 2 , . . . , / z ) ,

dont les éléments ne cont iennent pas (le logarithmes, et posons

et
yi^u,q.i ((-='r, 3, . . . , /< )

z / t == <y/, — yi ( h = 2, 3, . . . , / ? , ) .

Nous obtiendrons un système différentiel à coefficients uniformes

^=(-e.-«"s)a.—-(""-^-«^•)—..
^(^S-^lf)^ (^=^3,-.^0.

Le système en y ayant toutes ses solutions régulières, le,système en y
et, par suite, le système en s auront toutes leurs solutions régulières.
Nous pouvons appliquer au système en s la proposition du paragraphe
précédent, et nous venons de voir que le produit„(..„-̂ -»,̂ .)
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doit être holomorphe dans le domaine de l'origine. I l faudra, pour
cela, que le produi t xa^^ soit holomorphe, car les produits ocei^ et

x uà sont déjà hoiomorphes.

En général, le produit sca^1^ sera holomorphe dans le domaine de
0 "(/

l'origine.
Remarquons maintenant que nous pouvons poser

Ut-^x^i^i^x} ( ^ ' = i , 2 , . . . , n ) ,

en appelant r un nombre quelconque, p^ pa, . . . , p^ des nombres
entiers, ç^(^) des fonctions hoiomorphes différentes de zéro pour
x == o.

Nous pouvons aussi poser
Uf, ï ,

^^==^^

en appelant b^ des fonctions hoiomorphes toujours dans le même
domaine.

Nous tirerons de là
^=^-P.^ ! '
Uî ^i

et
/ ?/"bik —

= —^SZL. — _a:ih_
ih ^p,~p/,+l — ^p.-PA-H? , •

et les fonctions a^, seront hoiomorphes dans le domaine de l'origine.
Nous voyons main tenan t que tout système d'équations différentielles

linéaires, homogènes, à coefficients uniformes, et dont les solutions
sont toutes régulières, peut prendre la forme

dyJ, — 5U /„ . _ïi'_. , . . ._i!£_
clx ^ x ^ 1 ^p,-rv^<72 1 • • " .z-pï-p^i7'"

dyï ^ _ ÎL,_ v . l̂2 / L, ^ _ aâ^
dx .rPa-P,-+-1 J 1 1 ^ - / t 2 1 * - • " ' " ^.p7-p^r^/^

Jr^ - ^J^îL^1 r ^ a"2 / L- L, a^^^ •""' .rp^p,+1 • / 1 1 ^ '̂p1?^172 "• " • • ""• ^y^



î6 • L. SAUVAGE.

Cette forme générale, où l'on remarquera que l'origine est un pôle
de tousjes coefficients, peut être enfin simplifiée au moyen d'une sub-
stitution.

Posons
yi=x-^iVi (i==:ï,2, . . ., n);

nous aurons
p^^p^^^^
dx dx x

Le terme général du système en v sera

_^_ x^
^p,-p^-n ^-.p; ï'^

OU

ï'-
Le terme aj± y,, sera remplacé par

°̂ ±Ĵ , •
iX"

et le système primitif sera remplacé par le système

d^i ,
x ̂  = a/i ̂  4". . . + ( a.a 4- p - i ) Vi +. .. 4" a.in (•'„,

ou encore par le système

( x - x, ) ̂  == ̂  ̂  4" .. . 4- bin r,,,

en reportant l'origine au point ̂  et en appelant b^ (Jes fbnctioîïs holo"
morphes dans le domaine du point a^ comme au premier paragraphe.

Le théorème important énoncé au commencement de ce travail se
trouve donc démontré par l'ensemble des deux Mémoires

6. Ce théorème donne une importance particulière ̂ aux systèmes
d'équations de la forme

-:1 1 ^^=la(l^+l-''•^a^^^
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et, pour cette raison, nous ajouterons à ce qui précède quelques consi-
dérations sur ces systèmes.

Les coefficients a sont des séries. On peut , dans ces séries, altérer
comme on veut les coefficients des termes, sans que le théorème précé-
dent cesse d'être applicable. En par t icul ier , on peut suppr imer des
termes. On peut, par exemple, supprimer tous les termes, sauf le terme
constant dans chaque série.

Les termes constants des séries a ont une importance particulière.
Ce sont eux seuls qui servent à former l 'équation caractéristique- Nous
avons, dans un Mémoire spécial, étudié les systèmes d 'équations à
coefficients constants. Les propriétés que nous avons signalées pour
leurs équations caractéristiques s'étendent aux systèmes à coefficients
variables (').

7. On peut é l iminer n — i inconnues y dans un système de n équa-
tions. Il est intéressant de savoir si l 'équation différentielle qui en ré-
sulte présente d'une façon évidente les caractères d 'une équat ion à
intégrales régulières. Nous allons faire le calcul de l ' é l imina t ion , et ,
pour la symétrie, nous poserons

z = Àiji + Àîjg 4-. , . -4- À/,7,,,

en appelant z une inconnue à déterminer, e t 'X, , Àa, ..., ̂  des nombres
constants quelconques. Nous formerons même l 'équat ion en z , lorsque
y ^ y ^ ..., y/î sont déterminées par les équations

xç-^ -==^a^y^.. .-ha^j^ (i=t, 2, .. ., n),

p étant un exposant quelconque, égal à i dans le cas parliculier des
systèmes à solutions régulières. Les coefficients a sont supposés liolo-
morphes dans le domaine de Forigine, et ne sont pas tous nuls
pour x == o.

Nous pourrons poser, en général,

^=^(Af.y^...+A^j

(l) Tournai de Mathématiques pures et appliquées, novembre 1884-
Ânn. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome V.— JANVIER ï888. 3
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et, p o u r p entier et positif, les fonctions A^. seront holomorphes dans
le domaine, de l'origine. Les fonctions a,j peuvent s^crire A^

La proposition étant, vraie pour k == i , il suffît de démontrer que , si
elle est vraie pour la valeur k, elle est vraie pour la valeur k -+- s .

En dérivant l ' équa t ion précédente, on a

£^,^——^)
- À (A?. ̂  +--A^) - ̂ (Af..'-1--h A;•••'•J•

En remplaçant les dérivées ̂  par leurs valeurs tirées des équations
proposées, on obtient

/7Â'~{-1 -i/, T
u J t _ A l ^ A ^ + I V l ! A^4"1 •y "^
^/^T - ̂ TT)p (A^ .̂ i •4 • • " ••lllh A^ -} t l h

où l'on a
// 4 /•

A^1 = ^P ̂  - ̂ p.^P-1 A^ .-^ ( Af, A;, + < .. -h ̂  ̂  ).

On peut donc former les équations

^^^(A^j.+...+A.f^.) f / :1 :1 . .^ , . , . . . , / / ) .

Nous aurons ensuite successivement

d^z _ . ^•r, . ^,1^'//
dx^ ~ /1 ^1" "'"111"" " " • ""'"" l'lï• 7É^'

^k -
^ ̂  -= Ai ( Af i yi 4-.. . -l-1- A^j/,) : - + 1 " . . . 4- ̂ , (A^i yi •4- . . * 4- A^y/, ),

.^Â-P ̂  ̂  ()^ Af i -h. • . 4- À/ ,A^i ),n 41 1-". . . -l11- (li Af/ / 4" .. . •4- î.// A^ )y^

Nous é c r i r o n s p 1 u s s i m p 1 e ni e n t
( î k -»

^^ ̂ . = P^<n -i- " ( t ••+1 î ^r^.-

En faisan t h = ï, a,*.., yA dans cette équation,, nous obtenons n équa-
tions du premier degré enyï , j^, "-»y/r Avec l'équatiû'o qui défînil^
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nous avons un système de n -h i équations, auxquelles satisfont toutes
les fonctions z formées avec les nombres^, "^2» • * ' » ^' Elles satisfont
encore à l 'équat ion obtenue en é l i m i n a n t y.^ ja, ..., y//,, c/est-à-dire à
"équation

| d^
.•r"'P I\t P.d^

^(n-l)p
^,^-1 I\. P /z-~l,/z

7^ . . . 7,

Celle équation développée prend la forme

.̂ p A —— 4- .r^-1)? A, ———^ 4- . . . 4" ̂  A,,̂  ^— 4" A,,^ = o1 ̂ •1 d x 1 1 " - 1dx'1

et les fonctions A, A^ ..., A^ sont holomorphes dans le domaine de l'o-
rigine si le nombre p est entier.

La forme de cette é q u a t i o n - se prête à Inappl ica t ion des théories de
MM. Thomé, Frœbenius et Floquet. Nous n'insisterons que dans le cas
impor t an t où Fon a p == j .

Dans ce cas part iculier . Inéquat ion qui résulte de Félirnination sera

^i ^ A^ d'1^ z
clx11- ir. A dx11--

-L-. Arirl î:̂i:..r ' ^ " ̂ . ± à-^ ...̂ ,.

Dans le cas de p= i, le système différentiel a toutes ses solut ions régu-
lières. Il en sera de même de l 'équation précédente. On en conclut
que les rapports — doivent être holômorphesdans le domaine de Fori-
Sine.

De là une propr ié té curieuse des expressions A, A, , As, . . . , A^. Si
la première est divisible par une puissance de oc, les autres sont aussi
divisibles par cette puissance de x. Si Fon démont ra i t d'une manière
directe cette proposition d'Algèbre, on en conclurait que Féquation
différentielle d'ordre n a toutes ses intégrales régulières^ quels que
soient les nombres l^, À^, . . . ^ \^ et, comme conséquence, il. serait
prouvé que le système différentiel , dans le cas de p =. i , a toutes ses
solutions régulières, proposition que nous démontrons dans notre
premier Mémoire d 'une autre manière,
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8. Nous ajouterons enfin une remarque au calcul d ' é l imi t i a l lon pré-
cédent. Considérons un système quelconque d'équations différentielles
de la forme

dyj
dx ' • ^ ' l y i - ^ ' ' ' ^ ^ I n y n ( t = = T , 2, . . ., n),

et proposons-nous de chercher dans quels cas l ' équat ion différentielle
en z =^j^ -h .-.. -h- •\zyfi n'est pas d 'ordre n.

D'abord z satisfait à une équat ion différent ie l le l i n é a i r e et homo-
gène. Supposons, en effet, que la variable x t ou rne au tour de l'ori-
gine. Les fonctions y^-, ..., y^i prennent des valeurs nouvelles liées
aux anciennes par des relat ions linéaires à coefficients constants (le la
forme

YM = Cn y/,i -+-... 4- G,/, y^
Les n fonctions

^==^i./u-+— ••^•^n.yni (^==r., î ? , , . . < , n)

deviendront

ou
Z,=7,

ou
Z,=C

ou

z,=^Y,,-4-...+À^y,/

Z/ = \{ Ça y^ -+•...-+- Gin y^ )+...+ \, ( C ,̂/,,i +.,. 4- C/n y^)

Z,=C/i(Âiyn +-.. .47^7^0 +...+ C^0iy^+..,+ À,,^J

Z/ •=: C/| ̂ i -}- . . .,4- ^in^n-

On sait que, dans ce cas, les n fonctions ^, z'.^ . . . , ^ forment un
système fondamental d'intégrales d ' u n e équa t ion d i f le ren l ie l le l inéai re
et homogène d'ordre n, mais à la condi t ion que ces n fonctions soient
l inéa i rement indépendantes. Dans le cas contraire, l'ordre de l 'équa-
tion diflfér<e.at.ielle est inférieure à n.
^^^esti.^^ nous nous sommes posée revient donc à chercher les

^Àditionsne^Nires et suffisantes pour que les n fonctions z soient
ili^éairem,eia|^îAd^pendantjes.,
^^l^ des î lombres.X^, Â^ ..., À,,. Écrivons qu'ily a
^^ëlation de ta/forme G, s, + ... + C^^ == o entre les n fonctions s
<1^^^

^="Âiji^h,...4-î^^^,, '\ . , !
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Cette relation donnera

Ci(Àiyn-4-. . .+^J^i) 4-.. .-4-C,,(Àij^-+-. ..+ }^y^)=:o
OU

^ (Ciyii -+-... 4- C^yi^) -h... +À^ (Ciy^i -+-... + C^y^) = o.

Or les parenthèses contiennent les éléments d 'une certaine solut ion du
système différentiel . Nous voyons donc que, dans le cas où l 'équation
en z est d'ordre inférieur à n, il correspond aux nombres donnés À ) ,
Àg, ..., "X^ une certaine solution Y],, ..Y]^ ...., y^ du système différentiel,
et entre les éléments de cette solution existe la relMion

l-iTOi-h.. .4-À,,Yî,,==0.

Réciproquement,, supposons qu' i l existe une solut ion T]^, ,r^, . . . , r^
du système différentiel dont les éléments satisfassent à la relation

V/Î1-+-. ..-1-À,,Y^-=:0,,

Exprimons ces éléments en fonctions des éléments d'un système fon-
damental de solutions, nous aurons

^ = Ci J^i -h-... -h C^ J/,,

et , par suite,

MCiJn -+- - • • + Cnfin) +. • . + ̂ (Ci.y/,,i +... -!- C,,y,,/,) = o.
ou

CîP'iyiî-i"... .-+-•^y/îl)t.•+•- • .+C^(Àiyi^^.h.,..,4- À,yj^);:==ô.

11 en résulte que les n/fonclions.

^-i^^ïyii^' • '-^-ïnynl

ne seront pas linéairement indépendantes.
On peut conclure de Ui que, à toute solution y],, y^, ...., r^ du sys-

tème différentiel satisfaisant à une relation de la forme

^1-101-4-. .,..+X,^/î,,-=o-

correspond une équat ion difFérenfciel le en

^==:}4ji+...4~-)^y//
d'ordre inférieur à n.
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En résumé, l 'équation en s == À^ -+- . . . "h X^y,, où les À resien l.
indéterminés sera toujours dTordre n, sauf dans le cas très par t icul ier
où toutes les solutions y^, Y^, . . . , T]^ du système dif ïerent ie l satisfe-
raient à des relations linéaires et homogènes dont les coefficients con"
stants correspondraient respectivement à chacune de ces solutions.


