C. GUICHARD
Sur les intégrales f \/_

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 5 (1888), p. 193-210
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888_3 5_ 193 _0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1888, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888_3_5__193_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

G(z)dr

SUR LES INTEGRALES /=&

Psr M. C. GUICHARD,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE RENNES.

INTRODUCTION.
ys .. ., G(x)dr . .
Jétudie ici les intégrales [ —===, o G(a)représente une fonc-

VR(x)
tion entiere, et R(xx) un polynéme. En cherchant les périodes d’une
telle intégrale, on voit qu’on peut la décomposer en deux parties :
'une qui n’a pas de période et qui est immédiatement intégrable;
I'autre qui est 'intégrale d’une différentielle algébrique.

Apres avoir cffectué cette réduction, je m’occupe de celles de ces
intégrales qui ontseulement une ou deux périodes. Les premicres con-
duiront & la résolution des deux problemes suivants, qui sont intime-
ment liés I'un & autre :

1° Trouver toules les fonctions entiéres d’un point d'une courbe (fonc-
tions qui w'ont de points singuliers qu’a linfini) qui ne s’annulent
jamais.

La résolution de ce probleme établit une différence entre les fonc-
tions uniformes sur un plan et les fonctions uniformes sur une sphere
de Riemann. Dans le premier cas, une fonction qui a un seul point sin-
gulier et pas de zéros a son logarithme uniforme. Il n’cn est pas de
méme dans le second cas.

2° Trouver tous les couples de fonctions entiéres X et Y, qui satisfont a
I’équation
X*4+Y2—1=o,
autrement dit, trouver toutes les transformations entiéres d'un cercle en

une courbe algébrique.
Ann. de U'Fe. Normale. 3% Série. Tome V. — Jox 1888. 29
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Pour certaines courbes particulieres, il peul se faire que X et Y
soient des polyndmes. Les modules de périodicité des intégrales de
premigre et de troisieme espece satisfont & des relations que nous in-
diquons.

Nous n’avons pas é(udié les transformations méromorphes du cercle
en courbes algébriques, parce que la nature de nos intégrales ne con-
duit pas a ce genre de transformations. Ensuite, on sait que parmi ces
transformations il en existe une infinité qui sont algébriques.

Le probleme que nous avons traité pour un cercle peut étre étudié
de la méme facon pour une courbe unicursale.

Enfin les intégrales qui ont deux périodes permettent de trouver
des transformations uniformes de la courbe elliptique.

Réduction de lintégrale [ L7142,
\/R(.‘IJ)

1. Périodes de l'intégrale

TG (z)dr

Jo V(@)

Soit R(w) = (1 —a,x) (1 — a,x) ...(1 — ay,,,2) un polynome de
degré 2p + 2; G(a) une fonction de 2 ; je me propose de chercher les
diverses valeurs de 'intégrale

Jo \/ R(x)

en un point 2, en supposant que I'on parte de I'origine avec la valeur
~+ 1 du radical.

Pour cela, formons des lacets qui vont de I’origine aux points }6'—.,
“1

I

I . . , .
Tt e SoientA,, A,, ..., Ay, les valeurs de I'intégrale suivant
“2 “p+2

ces lacets. Désignons par u, la valeur de l'intégrale obtenue en allant
de o en 2 suivant un chemin déterminé.
Les valeurs de I'intégrale, quand le chemin qui meéne en x est quel-
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conque, sont comprises dans I’'une ou 'autre des deux séries suivantes

g+ my(Ag— Ay) - mg (Ag— Ay) .. .- Mapiy (Agp  —Ay),
Ay —up+ 2y (Ae—Ay) + na(As—Ay) +. oo+ Rapa (Agpia—Ay),

olt les m et les » sont des entiers positifs ou négatifs.
Cette intégrale a alors, en général, (2p + 1) périodes :

[O3F] :—AQ "“[‘.1,

o) =A; - —A,

W2p-+1— A211+2 — A,

Je montrerai d’ailleurs que ces périodes peuvent étre prises arbitrai-
rementsi ’on choisit convenablement la fonction G(z).

Il peutarriver aussi, dans certains cas particuliers, que ces périodes
se réduisent & un nombre moindre.

2. Cas ot Uintégrale n’a pas de périodes.

St oy, Wy, ..., Wy, sont nuls, les quantités A, A,, ..., A,,.. ont
laméme valeur. Soit A cette valeur commune. Alors, en chaque point «,
Pintégrale ne peut prendre que deux valeurs; si «, est l'une d’elles,
"autre sera A -— u,.

SiT’on pose

= U — ';‘-7
la fonction ¢ a en chaque point des valeurs égales et de signes con-
traires; elle reste finie en méme temps que 2. De plus, ¢y/R(x) est
uniforme. Donc
oVR(2) = ¢ (2),

@, étantunc fonction entiére. Mais ¢, doits’annuler en méme temps que
R(x); car, sans cela, ¢ serait infini pour des valeurs finies de «. Donc
, I

v =VR(z)¢(x)
et

= -'% +VR(z) g (2),

() désignant une fonction entiere de .

]
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Si maintenant on différentie z par rapport & , on trouve
G(z)=3R(z)o(2) + R(z)¢'(2).
Réciproquement, si celte relation est vérifiée, I'intégrale u n’a pas de
périodes. Le nombre A est alors donné par 1'équation
A=—1209(0).
3. Réduction de U’intégrale u.
Désignons par u, I'intégrale
z1'dx
/ VR(z)’
par by, bgsy .5 by 5pry les périodes de cette intégrale qui correspon-
dent respectivement aux mémes lacets que ,, w,, ..., ©,,,,. [l peut
se faire d’ailleurs que ces périodes ne soient pas toutes distinctes : ¢’est

ce qui arrive si ¢ est plus petit que p -+ 1. Mais cela importe peu. Dans
tous les cas, le déterminant

bH [)12 s [)1211 -1
A — bzl [/2“2 e 1)22/1-1—1
bzp-m,: b2[1+1,2 e [)21;4—172/»+1 ]

n’est pas nul.

En effet, §’il en était autrement, on pourrait trouver un polynome
F(x), de degré 2p,

Flz)=72+lex + hax?~4. ..+ dyppy 2,
tel que I'intégrale
"F(z)dr

J  VR{z)

n’ait pas de périodes. Par suite, on aurait I'identité
F(z)={R(2) ¢(2) +R(x)¢'(2),

¢ étant un polyndme. Or cette identité est impossible, le degré du se-
cond membre étant, quel que soit g, supérieur a 2p.

A étant différent de zéro, on pourra déterminer A,, A,, ..., RAgpsy par
les équalions

Wi =M byt haby o hypr bypry,s o (iz=1,2,...,2p 4 1).
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Alors P'intégrale

/' G(z) —M—lox —dyx?—. .. — )‘2"“'%2'”/11*
VR(z) “
n’a pas de périodes; elle est égale &
o(z) YR(x),

¢ étant une fonction entiere. On en déduit, pour u, la valeur
U=ty Dally . . .= Doy Uspyy + 0 (2) VR (2)
et, pour G(x), larelation
(1) G(z)=M+hz+ 02+ ...+ 2?4+ R (2) g9(2) + R(x) o' (x).
Cette décomposition de G(z) ne peut, d’apres ce qui précede, étre
faite que d’une seule manitre.
4. Caleul des cocfficients \ et de la fonction g.

Faisons, en particulier, dans la formule (1), G(z) = #"; nous aurons
'identité
2= )\17”-‘- )\27,;-% -+ ...t )b21)+1,n<x2p+ Ilz’ R,(\.Z') cpn(.Z‘) -+ l{(l/') ?:L(.l').

Les formules de réduction des intégrales hyperelliptiques permet-
tent de calculer de proche en proche les éléments de cette identité. Si

R(z) = Ag&?r+? 4 AP+l |
on a, pour les A, les formules de récurrence

Mopsret Ag[3(2p 4+ 2) + A] +Rioprr A [F(2p +1) + k] +. ..+ Dy =0
(i=1,2,,...,2p+1).

Pour les ¢, on a une équation qui ne differe de la précédente que
par le second membre, qui est alors &*.
Si maintenant on suppose

G(z) ::i B, =z,
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on aura les formules
}'i:z )‘[,an)
0
( ¢ :2 ¢e B,
1]

Pour démontrer ces relations, décomposons G(x) en deux parties,

y (i=1,2,...,2p—+1).

G(z)=G,(z) + g(x)

ol
q—1

Gg(2) :Z B,z",
0

o
—~

é’(x) ::ZBIL‘Z.”;
q

on aura, en appliquant la formule (1) & ces fonctions

Gy() = a4 P + a2+ . .o+ papg 2 + LR (2) P (2) + R(e) V()
2(2) =V Vx4 vyax? 4. v 2 + LR (2) () + R(2) 7/ ().

in comparant avec (1), on a
b= P Vi,
o=y + 7.

D’autre part, les formules (2) sont applicables & G,, qui est un poly-

nome; done
¢—1

[*i ::2 llt',n Bln
[
r]—‘l
¢ =Z‘I"an'
0

Il suffira donc de montrer, pour légitimer les formules (2), que v;
et y deviennent infiniment petits quand ¢ croit indéfiniment.
Or on pourra choisir ¢ suffisamment grand pour que, & intérieur
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d’une aire quirenferme tous les lacets, le module de g(«) soit moindre
que toute quantité donnée.
L’intégrale

g(z)dr

VR(@)
prise suivant un lacet quelconque, devient infiniment petite quand ¢
croit indéfiniment. Il en est de méme des périodes, par suite des quan-
tités v. La formule de décomposition de g(x) montre que, dans ces
conditions, 7 devient infiniment petit.

Intégrales simplement périodiques.

. Formation d’intégrales qui n’ont qu’une période.
La formule
G(z) =M+ hr ...+ hyp 27+ § R'(2) 9 (2) + R(z) ¢/ ()
montre que les deux intégrales

" G(x) dv b o . Dy 22

S )
ont les mémes périodes. On peut done, dans la recherche des périodes,
raisonner sur des dilférenticlles algébriques.

Nous savons qu’on peut choisir A,, Ay, ..., Ay,yy de fagon & donner
aux 2p+ 1 périodes des valeurs arbitraires. Nous pourrons donc former
2p =+ 1 intégrales particulieres, ayant une seule période égale & 2%,
Nous désignerons ces intégrales par v, va, ..., vapy, s v; est choisi de
telle sorte que ses périodes sont

dx

wp=o0 (kZi),

0; = 2.

Les intégrales ainsi formées sont linéairement indépendantes. Toute

intégrale de la forme
_ [F(z)de

) VR

ot F(x) cst un polynome de degré-2p au plus, est une combinaison li-
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néaire de v, Vo, ..., Vapus. Celles des intégrales v, dont toutes les pé-
riodes sont des multiples de 2%, sont de la forme

V=NVt MoVt ..+ MapiqVapta,

ou les m sont des nombres entiers.

Si le plus grand commun diviseur des nombres 7 est 'unité, l'inté-
grale v n’a qu’une seule période égale & 2w. C’est 12 la forme générale
des intégrales qui jouissent de cette propriété.

2. Fonctions uniformes d’'un point de la courbe y* = R(x), ayant
des points singuliers a U'infint seulement et qui ne s’annulent jamas.

Toute fonction uniforme sur la courbe y* = R(x), qui reste finie
avec x, est de la forme
¢(z) +yb(2),
o et ¢ étant des fonctions entieres. Il est clair que les fonctions

(1) T = e¥+rY¥

n’ont de points singuliers qu’a 'infini et ne s’annulent jamais. Mais ce
ne sont pas les seules qui jouissent de ces propriétés.
En effet, les fonctions

(2) : = V1%

satisfont & ces deux condilions, sauf le cas ol I'infini v; devient infini
comme un logarithme. Alors, en 1'un des points situés 4 Uinfini, =;
aurait un zéro et, en I'autre point, un pole; mais cela ne peut arriver
que pour 'une au plus des 2p + 1 fonctions (2) et seulement pour des
courbes hyperelliptiques & modules particuliers.

Je dis maintenant que toutes les fonctions cherchées s’obtiennent en
multipliant les fonctions (1) par les fonctions (2). En effet, soit F une
telle fonction. Sa dérivée logarithmique est uniforme; de plus, elle ne
peut étre discontinue que pour « infini ou pour les points critiques. On

en conclut I’équation
Fo _ J(2)+y/i(2)

T ¥

J et f, étant des fonctions entieres.
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En intégrant, on aura
- dx
L¥ :ffl(:c)dx +f&_)_r.
Y

La premiere intégrale est une fonction entiere de «; la seconde est une
de celles que nous avons étudiées. Comme loutes ces périodes doivent
étre des multiples de 27w, on en conclut

() d. .
fi(—z;—(—f =o(x)VR(x) 4+ i(mv+ mava—+ ... MapyVapr)

et, par suite,
| = effix)da pplxiy/Rix) Tcr{h TEZ'E .. 7,'72;11._;,;_._1,’

ol les m sont des entiers positifs ou négatifs.

3. Solutions enticres de Iéquation différentielle
dX —__ G(x)dr
Vi—XE R(x)

Soit X = ¢ () une fonction enticre qui vérifie cetle équation diffé-
rentielle. Kgalons les deux différentielles & dv, de telle sorte qu’on ait

=G VR

La premiere équation est résolue de Ia maniere la plus générale, en
faisant
X =cos (v + a);

cos(v + a) étant une fonction uniforme de x, U'intégrale

() de
J Vit

a pour périodes des multiples de 2.
Réciproquement, s’il en est ainsi, 'équation différentielle admet une
solution entiere. En effet, soit A la valeur de 'intégrale

“G(a)dr
. VR(x)
Ann. de U"Fe. Normale. 3¢ Série. Tome 1V. — Juix 1888. .26
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prise suivant un lacet quelconque. Les valeurs de l'intégrale en un
point &, sont, abstraction faite de multiples de 2=,

v et A—v;
par conséquent,

ne posséde qu’uneseule valeur en chaque point z; cette fonction reste
finie en méme temps que 2. C’est une fonction entiere de x ¢ (x). Cette
fonction étant une solution de I'équation différentielle, on a

o'? G?

v

R’
Ro?=(1— 0?)G2

P
I—0"

On voit, d’apres cela, R n’ayant que des facteurs simples, que 1 — o est
divisible par R et que le quotient est un carré parfait. La fonction en-
tiere o satisfait & la relation

(1) 1— 2= R
Réciproquement, si une fonction entitre o satisfait & I’équation (1),
¢’est une solution d’une équation différentielle de la forme
do  G(z)dx

Vi—et VR(=)

En effet, Ie premier membre de cette équation se transforme, en
vertu de (1), en

o' (x) dx

Y(2)VR(2)
Il suffit done de montrer que ¢’ contient tous les zéros de J. Or, en
différentiant la relation (1), on trouve

— 209’ =(R'Y + 20/ R);
mais ¢ et § n’ont pas de zéros communs. Il en résulte que ¢ est divi-
sible par .

Notre méthode permet de trouver toutes les fonctions entieres qui
satisfont & 'équation (1).
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Eun effet, nous aurons déja 2p —+ r solutions particulicres ¢,, @, ...,
@.p+s qui correspondent respectivement aux intégrales v, vy, v s Vapiys
de telle sorte que

gi(@)=cos(v;— o),

les a; élant des constantes convenablement choisies.
Si maintenant ¢ est une solution quelconque, I'intégrale v qui lui
correspond pourra s’écrire

v=y(x) \/R—(“;S = Y MY - M Vo
ou encore

v—A=y(x) \/ﬁ(.:z:y = 0y (Vg — o)) -+ My (Vy—otg) v o =120 (Vapar — Hapt),

A== myog - My Oy o o Dy Bapaqs

Dans ces conditions, le second membre prend en chaque point « des
valeurs égales et de signes contraires, abstraction faite de multiples
de 2w. La fonction g(x) est égale & cos(v — A); on voit alors com-
ment elle se dédait des fonctions g, et de la fonetion

cos|y () YR{z)].

4. Transformations entiéres du cercle en courbe lhyperelliptique.

St maintenant on pose
. ( X=9¢(z),

(2) 2 Y:"ynp(w),

4 chaque point de la courbe y* = R(«x) on fait correspondre un point
du cercle X* + Y? — 1 =o.

Les formules (2) donnent une substitution entiére qui transforme
le cercle en une courbe hyperelliptique.

On peut déduire de la des transformations un peu plus générales,
qui sont données par les formules

X = /() +y /i(2),

3
(%) Y = F(2) + y Fy(2).

Puisque X*-+ Y*—1 doit étre nul, les quatre fonctions / doivent
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vérifier les deux relations

) S PR [T+ ) —1=o0,
(5) f/'x“{*'FFl:O.

Soit maintenant ¢, une fonction qui contient les zéros communs a f
et 3 F'; 4, une autre qui contient les zéros communs a f, et F,. La re-
lation (5) peut s’écrire

‘ /i FF
?1 Y1 Q1 Y
Y 2 _ . 5,
Les fonctions =, - d’une part, les fonctions **, — d’autre part, ont
[N '1 L})l ’Tr)l

les mémes zéros. Elles ne different donc que par un facteur de Ia
forme ¢*®. On peut supposer qu’on ait fait entrer ce facteur dans 2,
ou {,, de sorte qu’on peut écrire

S B A F,

o, v_b_" r' - [
91 Z1 71 P

En portant ces valeurs dans (4), on trouve

Les deux parentheses ne s’annulant pour aucune valeur de x, on pourra
les représenter : la premiere par e**), la seconde par e¢*$@. Si alors
on fait ‘

9y = ed'lx) @,

'.I’Jl = e#(¥) '!J7

'-/;1- g e"‘é"(x) T
"I'“ 4
o

:-1-—1 = 6—6"(-7')75
'\Pi 1,

il vient
o2+ R(z)d* =1,
TP mi=1.
Nous savons déterminer toutes les fonctions entitres ¢ et § qui salis-

font & la premiere relation : ce sont celles qui entrent dans les substi-
tutions (2).
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La seconde relation montre que = el =, sont le sinus et le cosinus
d’une méme fonction entiere (*). On peut donc poser

m = sinA(x), Ty = cosh(x);

alors la substitution prend la forme
S X=gcosi(xz)—ysini(z),

(%) | Y =0 sink(z)+ydcos(x).

On aurait pu arriver & ce résultat en partant des formules (3) et en
. e, dX . . ,
exprimant que 1nlegralef~Y—; prise par rapport & x, n’a qu’une pé-
riode et reste finie avec .
Remarquons maintenant que les fonctions X +:Y, X — (Y sont
analogues aux fonctions formées dans le n° 2. Ce sont des fonctions qui
ne s’annulent pour aucune valeur finie de x.

5. Cas o X et Y sont des polyndmes.

D’apres les formules (37), si X et Y sont des polynomes, la fone-
tion A(x) est unc constante, g et b sont des polyndmes. Or on a tou-
jours

Y- Ly p= e
v élant une des intégrales qui ont pour périodes des multiples de 2=.

Si le premicr membre est un polynome, pour « infini, v doit étre in-
fini logarithmique; ¢v sera donc composé linéairement & 'aide des in-
tégrales normales de premiere espece et a 'aide de I'intégrale normale
de troisitme espece qui est discontinue  I'infini.

Soient w,, u,, ..., u, les premicres, U la derniere; désignons les
modules de périodicité de u; par

0, O, ..., 20T, ..., 05 bry Dray ooy byr;
les modules correspondants de U par

0, 0, ..y 05 0, By, By ..., B,;

on aura
(v == mU gty - myttg -t oo 1y,

(1) On démontre, en effet, tres facilement que, si sinu et cosu sont des fonclions entiéres
de @, il en est de mémo de «. '
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Toutes les périodes du premier membre étant des multiples de 27w,
il faut déjh que les e soient entiers; de plus, il faut que P'on ait les
p relations
k=p
(1) _ —~/7z‘l3,-=_“->:m,/_.b“ (i=1,2,...,p),
k=1

le signe == indiquant que les deux membres ne peuvent différer que de
multiples de 2z7.

Ces équations ne peuvent pas étre satisfaites pour m = o, car alors il
existerait une intégrale de premiere espece ayant une seule période.

D’autre part, si'on a un systeme de solutions des équations (1), on
en obtiendra une infinité en multipliant tous les 72 par un entier quel-
conque.

Si, enfin, on a deux systemes de solutions des équations (1), les
inconnues m sont proportionnelles. En effet, soient deux systemes de
solutions

—m By=3Xm, b,
—m'Bi=2m) b
on en déduit
o==X(mem'— mym) by

et, par suite,
mpm'— mjm =o, k=(1,2,...,p).

D'apres cela, quand les équations (1) peuvent étre vérifices, il y a
un systeme de solutions pour lequel la valeur absolue des inconnues
est minima; toutes les autres solutions peuvent se déduire de celle-ci
en multipliant les inconnues par un méme nombre entier.

On voit alors que, en général, X et Y ne sont pas des polynomes;
mais si, pour une courbe donnée y* = R(x), on trouve une transfor-
mation algébrique entiere, il y en aura une infinité.

Elles pourront toules se déduire de 'une d’elles de la fagon suivante :
on donnera, dans les équations (1), aux inconnues leur valeur minima;
on en déduira une (ransformation

X =0¢(z),
Y =yd(zr);
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on posera
o(x) = cost,
yd(x)=sint.

Les transformations les plus générales qui seront formées a 'aide de
polyndmes seront
X =cos(nt -+ «),
Y = sin(nl + «),

olt n est un entier positif ou négatif et o une constante arbitraire.
Ainsi, si R(x) =1 — 2?, on ala transformation évidente

X=ux, Y=y,

d’olt 'on déduittoutes les autres transformations algébriques enticres.
SiR(x) = (1 —2?) (1 — k2x*), 'intégrale

taxdr
pp——
VIRR(r)
. . B PR . . .
ol « cst choisi de telle sorte que la période soil 2w, conduit aux for-
mules de transformation

1+ A2 alkt
y ok
Y= ;—___——7(5—.)',

qui permet de former toutes les autres.

Intégrales doublement périodiques.

1. Formation de ces intégrales.

’ . . G(x) dr \ \
La recherche des périodes de I'intégrale / - - se ramence a la

. F(x)de .
recherche des périodes de -\7(“:) - ot F(x) est un polynome de
. z)

degré 2p au plus; mais cette derniere est une combinaison linéaire de
Vis Vay ooy Vapiq Soit done

V=A v Agva oo Ayt Vape
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une de ces intégrales. Siv a pour périodes 27wa, 273, la valeur de v,
prise suivant le chemin qui donne la période de v;, sera

am(myo + n;3),
m; et n; étant entiers; d’ou il résulte

Ai=ma+np
et

2p-+1

v :E(mia -+ n;B)v,.
1

Si maintenant on prend une intégrale de cette forme, il est facile de
trouver sa période suivant un cycle quelconque. Un tel cycle peut étre
remplacé par une combinaison des cycles qui donnent les périodes de
Vis Vas v eny Vapey. Done, en désignant par A,, A,, ..., A,,,, des entiers
quelconques, la période de v suivant le cycle correspondant sera

amaZmd+ 2nPEn; A

»

Si les /m sont proportionnels aux 7, il n’y a qu’une seule période ;
dans le cas contraire, il y a deux périodes.

Pour que les périodes soient réellement 2wa et 2, il faut que les
nombres 7 etn soient tels qu’on puisse résoudre en nombres entiers les

équations
2]}2[7\[ =1,

3

i
)

et
Iml;=o,

I, =1.

2. Solutions méromorphes de I’équation différenticlle

- dX _ G(x)(l.z"
Vi—X) (1= 2X?)  VR(z)
Soit X — J(z) : 4
oit X = T(w) Une solution méromorphe. Posons
oy — dX __G(z) dw.

VO=XH 1 —FXE) VR(«)
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1~
o]
<O

Faisons décrire & la variable « un cycle quelconque. L'intégrale

f G(z)dr
Vv = —_———)
VR(z)

prise suivant ce cycle, est une combinaison linéaire et entiére des pé-
riodes. Mais X est revenu & sa valeur primitive; si donc 20, o sont

les périodes de
/ dX
VI =X (1 — 12 XE)

CG(e)dx
/ VR(x)

toutes les périodes de

seront de la forme
ameo - no',

m el n ¢lant entiers.
On a donc, Papres ce qui précede,

*G(x)dr < 26 o' )
V== —t— = () R(2) + MMy == = g | V.
. \/“(L‘) /‘( ) ( ) E 127: * 2T ¢

Réciproquement, s’il en est ainsi, I'équation différenticlle admet
une solution méromorphe.
En effet, en un point @, les valeurs de v sont, abstraction faite de

multiples de 20 et o,
v et A—v.

Si done
. é )

o=

- =
2 2
sn(v —a) a, en chaque point z, une seule valeur. Cette fonction a pour
poles tous les points 2 pour lesquels

!
()
V== o - Y = =g

clle n’a de points singuliers qu’a 'infini. C’est donc une fonction mé-
romorphe.

R(x) élant donné, on voit que toutes les solutions cherchées se dé-
duisent d’un certain nombre d’entre elles en appliquant les formules
de I'addition et de la multiplication des arguments des fonctions ellip-
tiques.

Ann. de U’ E¢. Normale. 3% Série. Tome V. — Juis 1888, 27
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En exprimant que f vérifie I'équation différentielle, on trouve

(fl",b—(‘.’),f)z _(}2("/_).
(= P=FA 7 TR
1l en résulte que la fonction entiere (Y2 — /) (b* — &2 /*) est divi-

sible par R et que le quotient est un carré parfait, de tcllc sorle que
I'on a
(P —/2) (= £2/%) = R
Réciproquement, si f et ¢ satisfont & celte équalion, LPZ sera une
solution de notre équation différentielle. 11 suffit pour cela de montrer
que ¢ divise /'y — /. Or tout zéro de o cst zéro double de 1'un des
facteurs b — f, b+ f, b+ %/, ¥ — £ /; mais on a

FY=Y S =) = Y+ ) s

par suite, tout zéro double de ¢ +a/f annule /") — ' f.
Si maintenant on pose

z) / (1)
X=y7y Y=

pi(z)”
a chaque point de la courbe yﬂ = R(x), on [ait correspondre un point
de la courbe

,ED:

(== (10— X3) (1— A2 X2).

En faisant
J(x)
Y(z)

¢(x

4)(

on aura dautres transformations par les formules

=sn(¢), y=cn(¢)dn(¢t),

X=sn(mt+ a),
Y=cn(mt+ a)dn(mt + a),

ol « est une constante et 72 un entier.

Pour qu’il existe des transformations rationnelles algébriques, il faut
et il suffit que I'intégrale v soit formée uniquement d’intégrales de pre-
migre espece. (Voir a ce sujet un Mémoire de M™e de Kowalevsky, 4cta
mathematica, IV.)



