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SUR LES INTÉGRALES /%•
PAR M. C. GUICHARD,

M,VITRE DE CONFLUENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BENNES.

Ï N T K O D U C T I O N .

J 'é tudie ici les intégrales j -'y^^î où G(.r) représente une fonc-
<J v1' \ '•xl )

t ion entière, e tB(^) un polynôme. En cherchant les périodes d 'une
telle intégrale, on voi t qu'on peut la décomposer en deux parties :
l ' u n e qu i n'a pas de période et qu i est immédiatement intégrahie;
l 'autre qui est l ' intégrale d'une différent ie l le a lgébr ique-

Apres avoir effectué cette réduct ion, je m'occupe de celles de ces
intégrales qui on t seulement une ou deux périodes. Les premières con-
d u i r o n t à la résolution des deux problèmes suivants , qui sont, int ime-
ment liés l ' un à l 'autre :

i° Trouver toutes les/onctions entières d'un point d'une courbe (fonc-
lions qu i n 'on t de points singuliers qu'à l ' i n f in i ) qui ne s9 annulent
jamais.

La résolution de ce problème établit une différence entre les fonc-
tions uniformes sur un plan et les fonctions uniformes sur une sphère
de Biemann. Dans le premier cas, une fonction qui a un seul po in t sin-
gulier et pas de zéros a son logari thme uniforme. Il n'en est pas de
même dans le second cas.

2° Trouver tous les couples de fonctions entières X et Y, qui satisfont à
l'équation

X.^-'y^-rrro,

au t rement d i t , trouver toutes les transformations entières d'un cercle en
une courbe algébrique.

Ami. de VÊc. Normcdc. 3» Série. Tome V. — Jm 1888» ^
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Pour certaines courbes particulières, il peut se faire que X et Y
soient des polynômes. Les modules de périodicité des intégrales de
première et de troisième espèce satisfont à des relations que nous in-
diquons.

Nous n'avons pas é tudié les transformations méromorphes du cercle
en courbes algébriques, parce que la nature de nos intégrales ne con-
dui t pas à ce genre de - transformations. Ensui te , on sait q u e parmi ces
transformat ions i l en existe une i n f i n i t é qui sont algébriques.

Le problème que nous avons traité pour un cercle peut être é tud ié
de la même façon pour une courbe unicursale.

Enfin les intégrales qui ont deux périodes permettent de trouver
des transformations uniformes de la courbe elliptique.

- , - . , ,,. , , , /^ G ( .:z'WA"Réduction de 1 intégrale / -—=::==--
j v/KCr)

1. Périodes de l'intégrale

/^G^)^
J, ^^'

Soit RC.r) == (i — ci^x) (i — a^x) . . . (t — a^p..^oc) un po lynôme de
degré ^p •+• 2; G(^) une fonction d e ^ ; je me propose de chercher les
diverses valeurs de l ' intégrale

a^- r^^^
" " ' J , \ /K(^)

en un point oc, en supposant que l'on parte de l 'origine avec la valeur
•4-1 du radical.

Pour cela, formons des lacets qui vont de l'origine aux points ":1-?

^5 " ' > ? ^—/ Soient A ^ A a » . . . , A^+a les valeurs de l'intégrale suivant
ces lacets. Désignons par ^ la valeur de l'intégrale obtenue en allant
de o en x suivant un chemin déterminé.

Les valeurs de l ' intégrale, quand le chemin qui mené en x est quel-
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conque, sont comprises dans l'une ou l'autre des deux séries suivantes

^i+ W i ( À 2 — A i ) + /^ (Aa—Ai) -4-.. .-+-^2p-n(A2p — A ï ) ,
Ai-"^i4- / ^ ( A a — A i ) - + • / i 2 ( A 3 — A i ) 4 - . . . 4 - n2p4-i(A2/M-2-—Ai),

où les m et les ^ sont des entiers positifs ou négatifs.
Cette intégrale a alors, en général, (a^+ ') périodes :

Ci)l == AS — AI,

c,)â ==A;î • — Ai,

&)2p.n, == A-ap-i-a — Ai.

Je montrerai d'ailleurs que ces périodes peuvent être prises arbi t ra i -
rement si l 'on choisit convenablement la fonction G(^).

Il peut arriver aussi, dans certains cas particuliers, que ces périodes
se réduisent à un nombre moindre.

2. Cas où V intégrale na pas de périodes.
Si co^ 0.4, . . . , û)^^ sont nuls, les quant i tés A » , A^, . . . , Aa/^ ̂

la même va leur . Soit A cette va leur commune. Alors, en chaque poin ts ,
l 'intégrale ne peu t prendre que deux valeurs; si //, est l 'une d'elles,
l ' au t re sera A — u^

Si l'on pose
Aç == u — — i
2

la fonction v a en chaque point des valeurs égales et de sis^J011--
traires; elle reste finie en même temps que oc. De plus , ^\/R(^) est
uniforme. Donc _

(VR(^) ===9i(^),

ç^ é l a n t u n e fonction entière. Mais ç, doit s'annuler en même temps que
R(.r); car, sans cela, ^ serait inf in i pour des valeurs finies de x. Donc

^V/R^)^)
et

a=^\/R(^)î(^

ç(.r) désignant une fonction enlière de oo.
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Si maintenant on différentie u par rapport à x, on trouve
G(.v)=^lV(^^(^)-+-R^)^(^).

Réciproquement, si cette relation est vérifiée, l 'intégrale u n^a pas de
périodes. Le nombre A est alors donné par Inéqua t ion

A === — 2 <p ( o ).

3. Réduction de F intégrale u,
Désignons par Uq l 'intégrale

r x^-1 dxr x^dx
J TIT^5

par &^, 6^, .. . , by^p^ les périodes de cette intégrale qui correspon-
dent respectivement aux mêmes lacets que a)., coa» • * • » ^-M" H peut
se faire d^ailleurs que ces périodes ne soient pas toutes distinctes : c'est
ce qui arrive si q est plus petit que/? 4- i. Mais cela importe peu. Dans
tous les cas, le déterminant

^n b^ ... ^îîp+i

^^ 2l ^2â • " • ^22p+l

^2//4-1,1 °îp-+i,î - • - ^2y,,^-i, 2^+1

n'est pas nuL
En effet, s'il en était autrement, on pourrai t trouver un po lynôme

F(<z"), de degré a/?,
F(^) = ?^ + ̂ ^ + Â^2-^ ... 4" À^+i,^2^,

tel que l 'intégrale
rv^^d.T

J ^R^y""
n'ait pas de périodes. Par suite, on aurait l 'identité

F(^ )=^R / ( ^ )<p(^ )+ 'R(^ )<p ' ( ^ ) ,

y étant un polynôme. Or cette identité est impossible, le degré du se-
cond membre étant, quel que soit y, supérieur à 2p,

A étant différent de zéro, on pourra déterminer ^< , ̂ . - .. \^i P^'
les équations

œ^^l^-i"-^^--^.. •+^/H-l^H,< • O'=:ï, 3, .. .,2^+1,).
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Alors l 'intégrale

/• GQr)^- Ât —— À2 ̂  —— ^3 ̂ 2 —— . . . ——\p^^

J ! v^

n'a pas de périodes; elle est égale à

ç(^) \/R(.r),

cp étant une fonction entière. On en déduit , pour u, la valeur

U = AI ^/i 4- 5l2 ^2 4- . . . "+" Àg^+i Z<2//4-1 4- Ç (^) \/R(^)

et, pour G(<^), la relation

( i ) G(.T) == Ai -+- À^; + X3^+ . . . 4- ̂ +^^+ i ÏVÇx) 9(.z1) 4- R(^) ©^.z.).

Celle décomposition de G(^) ne peut, d'après ce qui précède, être
faite que d 'une seule manière.

4. Calcul des coefficients X et de la fonction ©.

Faisons, en particulier, dans la foniaule (») , G(^)= x " ; nous aurons
l'identité

^ = \^\n.x + . ..+ ̂ /M-I,̂ + i R^^) y/,(^) -|- R(^) 9;,(,r).

Les formules de réduction des intégrales hyperelliptiques permet-
tent de calculer de proche en proche les éléments de cette identité. Si

R (^) == Ao ̂ p^ + A^-2^14-.. .,

on a, pour les X, les formules de récurrence

^",2/.-M-(-/<• AO [•H 2/? +2) -+-Â'] -+-^^2p4-/<?Ai[^(2^-hl)-{-/CJ +. . .+ Â/^^i=0

(^-=1,3, , . . . , 2 p + ï ) .

Pour les 9, on a une équation qui ne diffère de la précédente que
par le second membre, qui est alors ^A.

Si maintenant on suppose
i» ' •

G(a-)=^B^°,
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on aura les formules
G. GUICHAIO).

(2)

?^==,^^,/îB^,
o
00

9 ̂ ^P/^

/ (^= 1 , 2 , . . .,2p-4-l).

Pour démontrer ces relations, décomposons G (a?) en deux parties,

G(^)=G^)4-^)
ou

^/-l

(^}==^1^^
o

G,(,^)=^B^»,
0

os "

gW ĵ̂ /̂

^

on aura, en appl iquant la formule (i) à ces fonctions

Gy ( x) = ̂  -+- ̂  x -+- ^a .y2 -+-. . . -+- ^2^^i ̂  4- i IV ( x ) ̂  ( ,̂  ) -4- R, ( x ) ̂ / ( ./• ),

^•(.r;) =:T/i + va.r -j- v^^ +...+. v^^^p 4- ^R^^) ^(;r) + B(.^) '//(^).

En comparant avec (ï), on a

À/=:^4-v/,

o =: ip 4- ̂ .

D'autre part, les formules (2) sont applicables à G^, qui est un poly-
nôme; donc

<7-l

1 P^^^'8^
' o

r/-l

4.=^^B,.
0

II suffira donc de montrer, pour légitimer les formules (2), que v/
et y deviennent infiniment petits quand q cmt indéfiniment .

Or on pourra choisir q suffisamment grand pour que, à l ' intérieur
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d'une aire qui renferme tous les lacets;» le module de g{oc) soit moindre
que toute quantité donnée.

L' intégrale
r g { x ) d xf4^

J \/R( X)

prise suivant un lacet quelconque, devient in f in iment petite quand q
croît indéfiniment . Il en est de même des périodes, par suite des quan-
tités ^. La formule de décomposition de gÇoc) montre que, dans ces
conditions, ̂  devient inf in iment petit-

Intégrales simplement périodiques.

1 . Formation d'intégrales qui n'ont qu'une période.

La formule
G \x) = \ + \x 4-. . . 4- 'A^,+i^^4- ^ ï\'{x) 9 (,r) + R(.^) ̂  {x)

montre que les d e u x intégrales

F ÎIÎ Î Ï Ç ±̂̂ ±̂l.:-..:::t,Â!̂ ^̂ ^ dyJ ^^? j ——^^^~ ——

ont les mêmes périodes. On peut donc, dans la recherche des périodes,
raisonner sur des di f férent ie l les algébriques*

Nous savons qi^on peut choisir À,, 7^, .... Xa^, de façon à donner
aux 2p-+- ï périodes des valeurs arbitraires. Nous pour rons donc former
2p + r intégrales particulières, ayant une seule période égale à 27:.
Nous désignerons ces intégrales p a r v < , V y , * . . , v^+i ; v/ esl choisi, de
telle sorte que ses périodes sont

^.-=0 (,^Q,
(f)f == 9. 71.

Les intégrales ainsi formées sont l inéairement indépendantes . Toute
intégrale de la forme

rv^dx
V = 1 ——•——————— 5J vî^^y

où F(,r) est un polynôme de degré s/? au plus, est une combinaison li-



200 C. GCICHARD.

néaire de v < , v^ • • ^ ^p+i. Celles des intégrales v, dont toutes les pé-
riodes sont des mult iples de air, sont de la forme

V=77î iVî+^2V2+. . .4- Wap-M^/H-l»

où les m sont des nombres entiers.
Si le plus grand commun diviseur des nombres m est l 'unité, l 'inté-

grale v n'a qu 'une seule période égale à ̂ . C'est là la forme générale
des intégrales qui jouissent de cette propriété.

2. Fondions uniformes d'un point de la courbe y2 == R(<r), ayant
des points singuliers à l'infini seulement et qui ne s'annulent jamais,

Toute fonct ion uniforme sur la courbe y2 === R(^'), qui reste f inie
avec^, est de la forme

9(^)+j4^),

o et ^ étant des fonct ions entières. Il est clair que les fonctions

( î ) 7T:=^W"+

n'ont de points singuliers qu'à l ' i n f i n i et ne s 'annulent j ama i s . Mais ce
ne sont pas les seules q u i jouissent de ces propriétés.

En effet, les fonctions
( a ) ^.^^:"i\.

sat isfont à ces deux conditions, sauf le cas où l ' in f in i v, devient i n f i n i
comme un logari thme. Alors, en l 'un des points situés à l ' inf in i , TC,
aura i t un zéro et, en l 'autre point, un pôle; mais cela ne peut arriver
que pour l 'une au plus des 2p + î fonctions (2) et seu lement pour des
courbes hyperelliptiques à modules particuliers.

Je dis maintenant que toutes les fonctions cherchées s 'obtiennent en
mul t ip l i an t les fonctions (î) par les fonctions (2). En effet, soit F une
telle fonction. Sa dérivée logarithmique est un i forme; de plus, elle ne
peut être discontinue que pour ce in f in i ou pour les points critiques. On
en conclut l'équation

^_/(^)+y/i(^)
T"———^———

/ et f^ é ton t des fonctions entières.
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En intégrant, on aura
.y, f y / N 7 C f(^}dX
U ^ f f , { x ) d x ^ r j ''-——^——.

La première intégrale est une fonction entière de oc\ la seconde est une
de celles que nous avons étudiées. Comme toutes ces périodes doivent
être des mult iples de am:, on en conclut

/ /Y.ï) dx , . /r—— ., ,
——-—— = y ( ̂  ) ylU -^ ) + ^ ( ̂ i ̂  i -+- ^2 ̂  2 -+-...+ m.^ i v^,^ )

J

et, par suite,
F == e^1^^' Éf'P^/^^'Tr'"1 Tr^2 . . . ^:m-ipi••^

où les ^2 sont des entiers positifs ou négatifs.

3. Solutions entières de l'équation différentielle

(IX. ^^Q^
\/:ï — x.12 \/i{'(^)

Soit X == 9(^) une fonction entière qui vérifie cette équa t ion di f fé-
rentiel le . Égalons les deux différentielles à <^v, de telle sorte qu 'on ai t

^x- — ̂ ^^E6^^^^^.^ ̂ ^ •

La première équation est résolue de la man iè re la p lus générale, en
faisant

X == cos(^ -+• a);

cos(v -4- a) étant une fonction un i forme de oc, l ' intégrale

/<^(^)^
j ^^

a pour périodes des m u l t i p l e s de 2'n;.
Réciproquement , s'il en est a insi , l 'équation différent ie l le admet une

solution entière. En e f fe t , soit A la valeur de l'intégrale

r"'^^!^v ̂  .̂ ^

Ann. de VÈc, Normale. 3" Série- Tome ÏV.-- 3vm 1888. . ^



202 C. GUÏCIU1U).

prise suivant an lacet quelconque. Les valeurs de l 'intégrale en un
point x^ sont, abstract ion faite de mul t ip les de air.,

par conséquent ,
v et A — v ;

/ A\cos v •

ne possède qu 'uneseu le valeur en chaque po in t ^; cette fonc t ion reste
finie en même temps que a?. C'est u n e fonction ent ière de <rç(.z'). Cette
fonction étant une solut ion de l 'équat ion différent ie l le , on a

G/2 G2

Trr^-ir
Rcr/2:^ i^^)G\

On vo i t , d'après cela, R n 'ayant que des facteurs simples, que i "-o^est
divisible par B et que le q u o t i e n t est u n carré parfait . La, fonc t ion en-
tière y satisfait à la re lat ion
0) i«^]^

Réciproquement , si une fonc t ion entière cp sa t i s fa i t à l 'équat ion (i ),
c'est une solut ion d 'une équa t ion d i f fé ren t ie l l e de la forme

ch _ G(^) dx
\l \ — y2 \Ji{{x)

En effet, le premier membre de celte équat ion se t ransforme, en
vertu de ( ( ) , en

o'\,r) dx
. • ^(^)'^/R^-)'

II suffi t doue de montrer que ç' contient tous les zéros de f^. Or, en
différentiant la relation (i), on t rouve

— 2 ©^^(R^ 4" 2 4/Ri-

mais ç et ^ n'ont pas de zéros communs . Il en résulte que ç' est d iv i -
sible par r^.

Notre méthode permet de t rouver toutes les fonctions entières qu i
satisfont à l 'équation (ï).
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En effet, nous aurons déjà 2/> 4- r solutions particulières c i , ç^,...,
ç^-M q111 correspondent respectivement aux intégrales V i , v^ » • * • • > ^p-i-i^
do te l le sorte que

ç^)==cos(^— a/),

les a ^ é l â n t des cons tantes convenablement choisies.
Si m a i n t e n a n t cp est une solut ion quelconque , l ' in tégrale v qui lu i

correspond pourra s 'écrire

v = '/^(.y) /H(.z1) 4- mi^ -h w.aV2-4- . . . -4- în^^v^,^

ou encore

v — A == %(^) \/i{(^) + /?î.i (^i — û;i) + Wa^â —^2) -1" • - 4-^-M (^â/.-n — ^2/^-1),

A. == y?1?-! ̂ 1 4- /H^a-^ - { - . . . - { - w.,3^..i.^ ao/,.4..i.

Dansées condi t ions , le second membre prend en chaque poin t x des
valeurs égales et de signes contraires , abstract ion faite de mul t ip l e s
de 27:. La fonction, ^(/r) est égale à cos(v-- A); on voit alors com-
m e n t elle se dédui t , des fonctions cp^ et de la fonction

cos|7(.:^)\/ir(^J.

4. Trcins formations entières du cercle en courbe hyperelUpticfue.
Si ma in t enan t on pose

(X==9(^
( Y^j^(^),

à chaque p o i n t de la courbe y2 == R(^) on fa i t correspondre un p o i n t
' du cercle X2 4- Y2 — i == o.

Les formules (2) d o n n e n t une subst i tu t ion entière qui t ransforme
le cercle en une courbe hyperel l ip t ique,

On peu t déduire de là des t ransformat ions un peu plus générales,
qui sont données par les formules

X.=/(^)4-7.A(.r),
Y ^ F ( ^ ) 4 ~ j F i ( ^ ) .

, . ». ——— ^ \ ""- / ' -̂ ./ 1 \ •"' / 5

' > / j Y=F(.y)+jFi( .-r) .

Puisque X2-!- Y"— i doit être nul , les quatre fonctions f doivent,
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vérifier les deux relations
( 4 ) /^P^R(^)^+F^)_^^
(5) ^+FF,=o.

Soit ma in t enan t ^ une fonction qui cont ient les zéros communs à/
et à F; ^ une aut re qui contient les zéros communs à/i et F,. La re-
lation (5) p e u t s'écrire

Z^l^o91 ^ ©1 ^i

Les fondions ;/-, "J- d'une part, les fonctions •^ — d'autre pa r t , ont
?1 Tl 1 ^1 Ç*! 1

les mêmes zéros. Elles ne diffèrent donc que par un facteur de la
forme ^'w. On peut supposer qu'on ait fait entrer ce facteur dans ^p,
ou f^, de sorte qu'on peut écrire

Z:̂  â^^ïL.
?i ^i ^ 9i

En por tan t ces valeurs dans (4)» on trouve

L9ï+U(,r)^]|(^f+ f^Y |~i=o.[.Î^W][(^)'^

Les deux parenthèses ne s ' annu lan t pour aucune va leur de .r, on pourra
les représenter: la première par e^'\ [a seconde par ^rW^. Si alors
on fa i t

yi=^W(p,

^:^6<W^

ÎL1 =—e-^^7r,!^
Fi-,-- =+e--^^)^^
ri

il vient
Ç^Ï.H^)^2^!,

7rt24-7TÎ=:I,.

Nous savons déterminer toutes les fonctions entières ç et ^ qui satis-
font à la première relation : ce sont celles qui entrent dans les substi-
tut ions (2).
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La seconde relation montre que TC el TT( sont le sinus et le cosinus
d 'une même fonction entière (1). On peut donc poser

7T == S i ï l À ( ^ ) , 7Ti== COSÀ(. ' r) ;

alors la substi tution prend la forme
( X ==: cp cos^( . - r )—y^sin7. ( , r ) ,

(^ 1 Y = y sin},(^) H-7^cos?.(;r).

On aura i t pu arriver à ce résultat en par tan t des formules (3) et en
,,. . i r^x. . ^ » » 'exprimant que 1 intégrale / ,-? prise par rapport a x^ n a qu une pé-

riode et reste f in ie avec x.
Remarquons main tenant que les fondions X + î Y , X — ^'Y sont

analogues aux fonctions formées dans le 11° 2. Ce sont des fonctions qui
ne s ' a n n u l e n t pour aucune va leur f inie de x.

5. Cas où X et Y sont des polynômes.
D'après les formules (3'), si X el Y sont des polynômes, la fonc-

tion À(.r) est une constante , ç et ^ sont des polynômes. Or on a tou-
jours

9 -+- t'y ^ = €i^

v é t an t une des in tégrales q u i ont pour périodes des mul t i p l e s de ^TT.
Si le premier membre est un polynôme, pour x i n f i n i , v do i t être in-

fini logar i thmique ; iv sera donc composé l inéairement à l 'aide des in-
tégrales normales de première espèce et à l 'aide de l ' intégrale normale
de troisième espèce qui est discôntinae à l 'infini.

Soient u^ u.^ . . . » iip les premières, U la dernière; désignons les
modules de pér iodici té de u/, par

Oy 0, ..., â^TT, ..., 0; b/ci, ^Â-2» < • - •» ^pk\

les modules correspondants de U par
o, o, ..., o; o, Bi, Bâ» " - • > B/,;

on aura
b = -+- m U -4- m^ ti^ + m^ a^ -h...-+" mp Op.

( l ) On démontre, en ofïeL, 1res facilement quo, si sin^ et QOSU sont des fonctions entières
de -r, il en est de mémo de u.
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Toutes les périodes du premier membre é t a n t des mul t ip les de anc,
i l faut déjà que les m so ient eniiers; de plus, il faut que l'on ait les
p rehuions

fc=p

(l) —77ZB/-==^W/,^/,, [i-=.i, 2, . . .,p),

le signe E= i n d i q u a n t que les deux membres ne peu vent différer que de
m u l t i p l e s de ^TT.

Ces équat ions ne peuvent pas être satisfaites pour m == o, car alors 11
exis terai t une intégrale de première espèce ayant une seule période.

D'aut re part, si l 'on a un système de so lu t ions des équa t ions (i), on
en obt iendra une in f in i t é en m u l t i p l i a n t tous les m par un ent ier quel -
conque-

Si, enf in , on a d e u x systèmes de solu t ions des équat ions ( f ) , les
inconnues rn sont p ropor t ionne l les . En effet , soient deux systèmes de
solutions

—m B/ss^m/,/^./,

^m'^^ïm.b^;

on en déduit

et, par suite,
o ss 1 ( m/, m' — m'i, m ) b/a

m^m'—m'^n^o, /c"=(ï ,2, ...,^).

D'après cela, q u a n d les équa t ions (i) peuvent être vérifiées, il y a
un système de solut ions pour lequel la valeur absolue des inconnues
e s i m i n i m a ; toutes les au t res solutions peuvent se déduire de celle-ci
en m u l t i p l i a n t les inconnues par un même nombre entier .

On voit alors que, en général , X et Y ne sont pas des polynômes;
mais si, pour une courbe donnée y2 === R(^), on t rouve une transfor-
mation algébrique entière, i l y en aura une in f in i t é .

Elles pourront toutes se déduire de l 'une d'elles de la façon suivante:
on donnera , dans les équations (i), aux inconnues leur valeur p in ima ;
on en déduira une transformation

X==œ(^),

Y=y^);
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on posera
®(.r)=-cos^,

^y ^(.'z') == shU.

Les transformations les plus générales qu i seront formées à l'aide de
polynômes seront

X == cos(/^ 4-a),
Y == sin {nt 4- a),

où /Î est un entier positif ou négatif et a une constante arbitraire.
Ains i , si K(.z") == i — x ^ ' y on a la t ransformation évidente

X:=^ Y^j,

d'où l'on dédui t toutes les autres t ransformat ions algébriques entières.
Si R(^) == (i — ^2) (i - P.^2), l ' intégrale

/ a ;r <'/.:r
^̂ .,

où a est ciloi^i de telle sorte que la période soit 2Tc, condu i t a u x for-
mules de t ransformat ion

., i -+- À:2 a /^ ,
\ ———• ___ _|^, ______ ,/y»'ï!A- -" r^ • r- Â:^ î

y = ̂ .̂ -y,

qui permet de former toutes les autres .

Intégrales doublement périodiques.

1. Forrnaliori de ces intégrales,

La recherche des périodes de l ' intégrale j -ï•-l'^=—• se r amené a la
J Y il ( x )

recherche des périodes de / 'U^^^ où F(^) est un polynôme de
J \ / H ( ^ )

de^ré 2p au p lus ; mais cette dernière est une combinaison l inéa i re de
Vi , v^ . » . , v^nn* Soit donc

•y == Ai Vi 4- A^g 4" ... 4- Aa//+.i "̂ -M
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une de ces intégrales. Si v a pour périodes ^ira, ^iT:|3, la valeur de v,
prise suivant le chemin qui donne la période de v/, sera

27T(/?2/a--{- ^/(3),

m/ et n, étant entiers; d'où il résulte

Ai==. m^a-h ^/•(3
et

ïp-^-ï
^==^(w^+^|3)v<.

i

Si maintenant on prend une intégrale de cette forme, il est facile de
trouver sa période su ivant un cycle quelconque. Un tel cycle peut être
remplacé par une combinaison des cycles qui d o n n e n t les périodes de
VK Va , ..., VS^-M- Donc, en désignant par Â ^ , ^ , ..., \^ des entiersp+i
quelconques, la période de v su ivant le cycle correspondant sera

37ra2m^-i- 2 71(3 2/z, À/.

Si les w s o n t proportionnels aux n, il n'y a qu 'une seule période;
dans le cas contraire, il y a deux périodes.

Pour que les périodes soient réellement aira et 2^, il f au t que les
nombres m cl n soient tels qu'on puisse résoudre en nombres entiers les
équat ions

ïm^i == i,
2 n^i == o

et
2m^==o,
2 ^ Â ^ = ï .

2. Solutions méromorphes de l'équation différentielle

____^X.____ _G(^)d,r
\/:(^^^^ v/^^"<

Soit X = —— une solution méromorphe. Posons^(^•)

ch == -—^^---^x:_____ ̂  t^"^^\/(i - x8) (ÏT/^X^ ^n^ '
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Faisons décrire à la variable ;r un cycle quelconque. L'intégrale
r ^ ( x ^ d x

v-==: § —;====—>
J \/^^)

prise suivant ce cycle, est une combinaison linéaire et entière des pé-
riodes. Mais X est revenu à sa valeur pr imi t ive ; si donc 20-), a/ sont
les périodes de

r___d^_ ___j ^^^^^ .̂̂ .̂ ,

toutes les périodes de
r (K^)^fj ^^

seront de 1a forme
9.ÎYI r,) -h" nr,}^

m et n étant entiers.
On a donc, d'après ce qui précède,

/ (»(.T;W.r , , „ . , ^/ a G) ^/ \v = 7^ -^^ll (-) -^ (/n' ̂  -h rt'^)v-
Ïléciproquemient, s'il en est ainsi , l 'équation di f férent ie l le admel

une so lu t ion méromorphe.
En eflet, en un point x-, les valeurs de v sont, abstraction faite de

multiples de 20 et co',
v et A. — v.

Si donc
_ A r»)

2 2 '

sn(^ — a) a, en chaque points, une seule valeur. Cette fonction a pour
pôles tous les points oc pour lesquels

^
•y =-= a -4- -~ + in G) H- /À ^) ;

elle n'a de points singuliers qu'à 1,'infïni. C'est donc une fonction mé-
romorphe.

R(^) étant donné, on voit que toutes les solutions cherchées se dé-
duisent d'un certain nombre d 'entre elles en appl iquant les formules
de l 'addi t ion et de la mult ipl icat ion des arguments des fonctions ellip-
tiques.

Ânn. de i'Èc^ Normale, 3e Série. Tome V.— Jti:s 1888. , 27
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/En exprimant que -r vérifie l 'équation différentielle, on trouve

(f^-^fP _G2^)
(^_^)(^_^)- ^

11 en résulte que la fonction entière (^2—/2) ( f^2 — ^2/2) est divi-
sible par R et que le quot ient est un carré parfai t , de telle sorte que
l'on a

(^~/^(^^)=Ro2.

Réciproquement, si / et ^ satisfont à cette équa t ion , L sera une
solution de notre équa t ion dif férent ie l le . 11 sutÏit pour cela de montrer
que o divise /f^ — ̂ f. Or tout zéro de cp est zéro double de l ' un des
facteurs ^ —f, ̂  -+-/, ^ + /cf, ^ — /cf; mais on a

f^ ~ ̂ /= (^ af)/'^ (^+ <)/;

par suite, tout zéro double de ^ 4- a/annule //^ — 'j//.
Si ma in t enan t on pose

X—W v«. ^ î ^ ) ,^.^•)î "OT y^y9

à clïaque po in t de la courbe y1 == R(^), on fait correspondre un point
de la courbe

Y^i-X2)^-"-"/.211!2).
En faisant

f^=sn(^ ^y=cn(^)dn(^ •

on aura d'autres transformations par les formules
• X=== sn(//U-+"a),

Y == en ( /n^ -h a ) dn ( m^ -j- a ),

où a est une constante et w un entier.
Pour qu'il existe des transformations rationnelles algébriques, i l fau t

et il suffît que l'intégrale v soit formée un iquement d'intégrales de pre-
mière espèce. (Voir à ce sujet un Mémoire de M"^ de Kowalevsky, Acta
mathematica, IV.)


