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SUR DES ÉQUATIONS LINÉAIRES
I N T É & R A B L E S A FAIDE DE LA F O N C T I Û i N

/^.(^y)»

PAR M. P. A P P E L L

Nous avons in t rodui t précédemment ( !) une fonction de deux va-
riables /wC^ïj) cpi joue un rôle fondamental d'ans la décomposi t ion
des fonctions d o u b l e m e n t périodiques de troisième espèce en éléments
simples et dans le déve loppement de ces fonct ions en séries. M. Haï-
phen nous a fait l ' honneu r de donne r une place à ces recherches dans
son Traité des/onctions elliptù/iies, l. ï, p, 468 e t su iv ,

Nous nous proposons, dans cette Note, d ' iodiquer une équa t ion
différentiel le l inéaire avec second membre dont les coefficients sont
composés avec des fonctions 0 et leurs dérivées, et dont l ' Intégrale
générale s'exprime à Faide de fonctions © et de la fonction y^(,r,y).

1. Prenons d'abord la fonction /j(^, ^) définie par la série

^•+-^ ^^
%i(^)=^ ^ " K q^^coi^a^z^^niK'),

n.sz—ce

_^Kj

où l'on désigne, comme d 'habi tude, par q la quant i té e K.
Celte fonction y^ admet la période a K pour chacune des variables a

»

(1) Annales de l'École Normale, 3e série, t. I, II ol IIL
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el ^: elle vérifie de plus les deux relat ions

y^a,z-^^iK'') -==e K %i(^^)• e K % i ( r / , ^ ) ,
7r<-r< • / IE-̂ \

^^(^^)~-^(J+^ K^)(^).

g/"' ^ ^ / _ ^
%i (a -h 2 î'K/, ^) == <? K 7^ (^ ^) — ̂  V •+- <? K ̂ 'i)

dans la seconde desquelles la fonction g^\^} est la fonction entière

^(^ S ̂ ^^^^^^^(^
,±x ' ^

admet tan t la période ^K et vérifiant la relat ion

^^(^+a^K /)=6-" î*^^15•(^).

On déduit faci lement de ces relations l ' i d e n t i t é

(0
/ i^^) % i ( ^ Q

, > , ( l 5 / , \ o . ( l ) / ' / ' \<*-> o 's ^ / & o \ v )

^.
:A^

^(=4^-^) H(^ -4- i — a ~ K) SI (i — „?)
Il (a-- s) I I ( a — 0

où A désigne une constante indépendante de a, z , t. Cette ident i té ( < ) ,
que nous avons démontrée dans un Mémoire a n t é r i e u r ÇAnnales de
l'École Normale, 3e série, t. I, p, i55), résulte i m m é d i a t e m e n t des
propriétés du dé te rminant du premier membre considéré successive-
ment comme fonction de a, -s, t.

Si l 'on divise les deux membres de la relation (i) par (£ — z ) et si
l'on fait tendre t vers s, on obt ient la nouvelle relation

Xi(^) ^Xi(^) ( 2 s - rt ; ï:I ( 9, j — a — K )7C/

^B^21^W H ' ^ a — z )

B désignant une constante que l'on peut dé te rminer en m u l t i p l i a n t les

,../ . d^i »\ _L o-di/ -'\«^o ^^ ) //„ b o \ ̂  -/

(1) Des idenfcHcs du môme genro dont le premier membre est un détorminaiit de fonc-
tions Z ont été indiquées par M. Hermite (Journal de Crelle^ t. 82).



SUR DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 2ï3

deux membres de la relation (2) par (a — s)2 et faisant ensuite a = z.
Comme le produit

cl
(^—^^ZiC^)

tend vers l 'uni té quand a tend vers s, on trouve ainsi

^H(s -K)
__ ryt 1 ) ( » \ —— R ̂  2 ̂

& 0 \ A' / —— 1 -> c' n'2

en désignant par Y)' la constante H'(o). Mais on a

11(5 - K) == H-i(^), ^'^) = ̂  e^ H,(^,
V7

d'où

Wf

La relation (2) peut alors s'écrire

(3)

ri
^Xi^^) %i(^5)

J". ,^u/ »\ ^ . ( ] i ) / ^ \
,/., ft 0 V"^ / t1""' 0 ^ /
L (..'»»

r/a ''2...Î.L.,'."11"
HÎ(^^-J)

ou encore, en développant ,

( 4 ) ^Zl(^» : ;)-~-Zl(< :^ 5) rfjog^o1^^ _ ,^_^^±=î L
^ ^^(^H^^-^

Cette dernière relation montre que Inéquat ion différent iel le linéaire
avec second membre

du ^ d}os^(z)_ ^(^^a)(5)^ d.s clz ^/'(^H^a-.)

a pour intégrale générale

^=^(a^)+C^^(^) ,

C désignant une constante arbitraire.
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En remplaçante1 '^) par son expression

^<^H,(s),
vy

on peut encore dire que l 'équation
^-«i.

' (6) ^-» r11!̂  +£i' -^ 'H.^-/,)^ LH«(--) aK. -/) ~iî7Ti7ip(i-=-iy-
a pour intégrale générale

TISt

«=7.1(0, ^-f-î'e'^Hi^),

X étant une constante arbitraire.
La formule (4) pourrai t aussi être obtenue par la décomposition

en éléments simples de la fonction de a

^^-^ l)(33--«)
o(f f)- lV(a-^ '

qui est d o u b l e m e n t pér iodique de troisième espèce et admet , dans un
paral lélogramme élémentaire , le seul pôle a == s.

. 2. L'équation d i f ïe ren l ie l le (4) que vérifie la fonction y , (a, s) est
immédiatement inlégrable à l'aide des méthodes élémentaires. Écri-
vons-la

d. [^^1] _ .,,-z A"!,1 ' ( a ̂  - a )
^-L,yo"(^J~' ^(^^(a^-j

et nous serons ramenés à une quadrature.
Le second membre de celte dernière relation est une fonction de z

aux périodes aK et aiïî' : décomposons-le en éléments simples par la
méthode de M. Hermile, l'élément simple étant la fonction *

//-•i.-^logH^)
M"——Tz——•

Nous aurons

-'^^-[^"J-^-K)-^-^,);
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d'où, en intégrant,

o-( 1 J f /y \
(7) l^T^Xl(^^:=Z(^-K)-Z(^a)+^(a),

^(^) désignant une cons tan te par rapport à ^, c'est-à-dire une fonc-
tion de a. Celte fonct ion ^(ûî) est une fonct ion entière que l'on peut
déterminer en développant les deux membres de la formule (7) en
séries procédant suivant les puissances ascendantes de ( s —-a) . On
trouve, de celte façon,

/l== 60
^ ^ ^ ïn ^ ^

^^^-Ki^T^8"1^-^-
» = i

La formule (7) à laquelle on est ainsi condui t n'est aulre chose
qu'âne formule que M. H a l p h e n a é t ab l i e directement dans son Trente
des fonctions elliptiques, pages 481 et 482, formules (45) et (4^>)» et
dont on pou r r a i t par d i f férent ia t ion dédu i r e l 'équat ion (4).

3. La méthode que nous venons de su ivre pour la fonct ion y i (a ,^ )
permet de former une équa t ion di f férent ie l le l inéa i re d'ordre w, avec
second membre, que vér i t ic la fonc t ion y^(<2, -s), m désignant un
entier positif.

Cette foncl ion est définie p a r l a série

/î=+ao îîiïJL^
/,/„ ( a,z ) == ̂  ̂  e fi y^n^i) cot ̂  ( a - z - 2 ni K/) ;

H s"— as

elle admet la pér iode aK par rappor t à chacune des variables a et s, et
vérifie les deux relat ions

ni Ttzi

X//i ( a, 5 + 2 /K') =: 6^ K 7,^ ( a, ,5 ),

WKfil • / m Tîeit\

7^(0 + 2 i K 1 , z) == e^ -/^(a, ̂ ) - ̂  (j +^"~1^'}^ (.")

^V..m~l ^^^ai
^i ^ / , — — — K ^ ^ ( ^ \

— K" _A^ ô y ^ / ?

vssi
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ou l'on désigne par^^) la fonction entière

^(z)=:e~ K ^m/ï^—•1)4-2 72. V^ - q

V=0, 1 ,3 , . . ., ( /?l~l) .

Dans ce qui suit, pour simplifier l 'écriture, nous laisserons de côté
l'indice supérieur 772, et nous écrirons

50 (-^ ^lO). - .» .Â^-i(^)
au lieu de

(y( 77Z1 / ^ \ .̂( M) / ^ \ f ,̂ ) / Y

& o ^/» ôi \^h • • ' » .4) //^-i l^)-

Nous avons démontré {Annales de l'École Normale, 3e série, t. 1
p. i55) que le dé terminant

'tm ( (3, ̂  ) 7 ,̂ ( (3, ̂  ) ... %„, ( (3, a,,̂  )

^"0(^1) ^o(^) ... é'o(^+i)
^^^ ^i(^) ^i(^) ... ^'1(^/^1)

^^-"l ( ̂  ) ^w-l ( ̂  ) ... S'm-i ( ̂ ///-(-i )

a pour expression
^ H(2a-p-/nK,)IIlï(a^a,)

• (Sa-p )
A = = A ^ 2 K(8) H(p - aOH(i3^^7.7H^p^^

A désignant une constante, Sa la somme a^ + a^ +.. .4- a^, et le
produit ]["! étant étendu à toutes les combinaisons des quantités a^ ,

v
a ^ , . , . , a^^i deux à deux.

Si, dans cette identité (8), on remplace p par a et si l'on fait tendre
toutes les quantités a,, a,, ..., a,/^ vers une limite commune^ après
avoir divisé les deux membres par

JJ(a,—^),
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on obtient la nouvelle identité
21'

•^,n\a,s) Dy^(«,s) D2/^^, s) . . . D'»'/,,,^)
^•,(5) D^-,(5) D2^) . . . D"'^o(5)
,$•1(3) D^(s) D2^) ... D'"^(s)

(9)
r,,,-l(s) D^,»-l(a) y-g,,^{s} D W fy /' ^ \a w — i ^ ^

•j^-Km+Ds-a] Hf(77Z + l)/5 — 0 — ^K]= B e 2 K
H^^a—^)

o u B représente une constante et où la notation W1/ désigne la dérivée
d'ordre n d^une fonction f par rapport à z. La constante B s'obtiendrait
facilement en mul t ip l iant les deux membres de l ' identi té (9) par
(a — zy^ et faisant a = z.

La relation (9) montre que l 'équation différentiel le suivante, définis-
sant u en fonction de s,

du cl^u d^u

(10)

ff,(z) D^(^) I)^)^) — B^o^)
^(s) D^(^) ^g^) . . . D^i^)

^,.^(^) D^^(^) I)^^„^l(^) . . . ly-gm^)

^^•((^+1)^^11]^^
=B<? " - ^n^^--Z) ""

admet , comme intégrale générale, l'expression

u=-)(^(a,z) •+•logfo{s) 4-^ié'i(5) 4-"- •+^w-lé rwl(5) ^

avec les m constantes arbitraires

'"•Oî "l? . . • s "/«--l '

Cette équation différentielle (10) est une équation linéaire avec se-
cond membre, dont les coefficients sont exprimables à l'aide des fonc-
tions © et de leurs dérivées. L'intégrale générale de l 'équation sans

Ânn. de l'Éc. Normale. S8 Série. Tome V. •— JUILLET 1888. w
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^ second membre est

^•oC5) + ̂ é'i^) +• . •-+- ̂ -.i^-i(5).

En employant les méthodes connues pour former une intégrale parti-
culière de Féqaation avec second membre, on obtiendrai! une expres-
sion donnant y^(a, z), qui fournirait la généralisation de la fo rmule (7).

L'équation différentiel le (9) peut aussi être obtenae par l 'applica-
tion de la méthode de décomposition en éléments simples à la fonction
de a,

(IW^A^^^^^^-^HKW/^^^^^
" R^^a—sÇ "'""î

qui possède, dans un parallélogramme des périodes, le pôle a == z
d'ordre (m + i).

Remarque. - La différentiat ion de l ' identi té (9) par rapport à a
fournit d 'autres équations différentielles auxquel les satisfont les fonc-
tions

à ̂ /n^ î) ^^^ )—"^^ " ? - -^" y " • '


