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SUR LA TRANSFORMATION
DES

F O N C T I O N S F U C H S I E N N E S ,
PAK M. X. STOUFF,

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE, PROFESSEUR AU LYCÉE DE GRENOBLE.

1 N T B 0 D TJ 0 T Ï 0 N ,

Ce travail a son origine dans les Ouvrages de M. Pôincaré sur les
fonctions fuchsiennes. Il se divise en dein Parties. La première est re-
lat ive à la théorie des sous-groupes; les trois premiers paragraphes
traitent d 'une formule de correspondance entre deux surfaces de Rie-
roann et de ses applications aux groupes fuchsiens. Le § IY a été con-
sacré aux sous-groupes dis t ingués, le § Y aux substitutions directes
et inverses. En effet, outre V i n t é r ê t qu 'offrent par elles-mêmes ces
deux questions, elles conduisent à des résultats fort utiles quand on
étudie les opérations qui transforment un polygone en un polygone
équivalent . Le § VI^ qui commence la deuxième Partie, contient des
théorèmes généraux établissant u n e l iaison entre cette Partie et la pré-
cédente. Les §§ VII et VIÏI cont iennent des applications de ces théo-
rèmes aux genres 2 et 3. Je me suis aussi souvent aidé des propriétés
des opérations fondamentales d ' un groupe pour reconnaître Fisomor-
phisme de certains groupes fuchsiens et de groupes d'opérations (^ ) .

(1) Ouvrages à consulter : Sur lûf groupes dcff équations linéaire^', M. Poincaré {Âcla
mathemaîica, t. IV, p. 279 a '294); M'. Goursafc (Thèse de doctorat),; Klein, deux Notes
insérées dans les McithematischG Ânnalc/îs t. 19 et âO : Uebçr eindcutige Functionen mit
Ime'àren Tran^(>nncUio/ien in dch ^elh't; Walther Dyck, Ueber regulàre Riafnwî/uche
Flàchan. Gmppcntheoretische Studieu.
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Je rends compte, dans l 'Introduction même, de certaines définitions
et propositions empruntées à la Géométrie non euclidienne (^ ) .

Systèmes de coordonnées et variable imaginaire. — i° Dans un premier
système, on définit un point M du cercle fondamental p a r l a L y p de l'arc
qui le jo int à un poin t fixe P et par l'angle 0 de PM avec un arc fixe
passant en P. I/élément de L a pour expression dans ce système

^L^^+sh2?^2.

Nous désignerons par-Zp la fonction th^ê16, qui joui t des propriétés des
fonctions imaginaires. 2° Dans un second système, on fait choix d'un
arc de cercle Px orthogonal au cercle fondamenta l ; on définira un
point M par sa distance p à P^ et par la distance 03 à P du pied de l'arc
mené par M perpendiculairement à P;r. On a

dL^^dp^cï^pd^;

ï — i th, &
je désignerai par ̂  1s1 fonction imaginaire ————^e^.

i 4- i th P̂

Systèmes de deux arcs. --"- Lorsque deux arcs A, A'or thogonaux au
cercle fondamental ne se coupent pas, on peut regarder leur angle
comme imaginaire et égal à iA, A étant la L de l'arc P perpendiculaire
à la fois à A et à A\ Cette remarque et les remarques analogues per-
mettent de réunir plusieurs théorèmes sous un même énoncé. Ainsi le
théorème : Deux triangles sont égaux quand ils ont trois angles égaux
chacun à chacun, reste vrai quand même les angles des triangles devien-
nent imaginaires.

Le point C, milieu de P, est tel que tout cercle passant par C et li-
mité à A et A' est partagé par C en deux parties égales; nous le nom-
merons centre des deux arcs A et A7.

Des arcs perpendiculaires à un même arc passent par un point fixe
imaginaire.

(1) Je n'ai considéré quô les polygones do la première famille.
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Des substitutions linéaires. — La forme la plus générale des substitu-
tions qui changent en lui-même le cercle de centre o et de rayon ï est

{m -h in) z -\-p 4- iq a z 4- (3
^(p-=^^^77z-^^ ^4^-p^=aao^o-i;

on peut représenter simplement cette substitution par (a, j3). On a

(a, P) (^ P^ = (a^ + PoP', P^-h aoRO, (a, R)-^ (^ - ?).

Au point de vue géométrique, toute substitution peut être considérée
comme un mouvement : une substitution hyperbolique comme une
t rans la t ion ; une subst i tut ion elliptique comme une rotation d'un
angle a. Nous appellerons axe d'une substitution hyperbolique l'arc que
ceue substitution laisse invariable, L de la subst i tut ion la distance
constante en un point de l'axe et son transformé.

Pour que deux substitutions hyperboliques soient les transformées
l 'une de Faulre par une substitution, il f a u t et il suffît qu'elles aient
même L. On démontre fort s implement que la condition est nécessaire.
En la, supposant réalisée, soient A et A' les axes des deux substitutions,
La subs t i tu t ion t ransformantes doit changer A en A'. Si S est ell iptique,
son point double devra être s i tué sur le .lieu des points équidislants de
A et de A'. Si A etA^ se coupent, ce lieu se compose de deux arcs, mais
un seul des deux convient. Dans le cas contraire, il se compose d'un
seul arc qui convient, si les deux mouvements ne sont pas de même
sens, et ne convient pas dans le cas contraire. Si A et A' se coupent et
si S est hyperbolique, son axe doit être perpendiculaire au lieu des
points doubles des substitutions ell iptiques transformantes. Si A et A'
ne se coupent pas et si les deux mouvement? ne sont pas de même sens,
l'axe de S est perpendiculaire au lieu des points équidistants. Dans le
cas contraire, il passe par le centre de A et de A\

Composition des substitutions. — Soient 2a, 2<y/ les L de deux sub-
sti tut ions hyperboliques S et S' dont les axes se coupent en C (fig. ï).
Prenons, sur l'axe de S, ÇA == CA'= a et sur celui de S', CB == CB'=== ?.
S transforme AB' en BA'; S' transforme BA' en AB'; donc SS' a pour axe
AB' et pourL, aAB'==2p; S'S a pour axe.BA'et pour L,^BA'== 2p.
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En général, si une subst i tu t ion hyperbol ique est la r é s u l t a n t e de deux
autres subst i tut ions hyperbol iques, leurs axes sont les trois côtés d 'un

Fi(f. i.

tr iangle, dont les côtés on t pour longueurs a, [3, p, cela quand même
les angles du triangle seraient imaginaires,

PREMIÈRE PARTIE.

§ I. — Formule relative à la correspondance entre deux surfaces
de Biemann.

Imaginons deux surfaces deElemann S etT, respectivement de genres
p et y. On peut supposer, sans d i m i n u e r la général i té /que ces surfaces
ont été déformées et placées dans l'espace, de façon à n'avoir plus de
feuillets les uns sur les autres. Toute surface du genre 2, par exemple,
peut ainsi prendre la forme d 'un anneau double.

Faisons les hypothèses suivantes :
i° Entre les points de ces deux surfaces existe une correspondance

analyt ique, de telle sorte qu'à un point M de S répondent m points N^
N,, ..., N/^ de T, et à un point N de Tn points de S',M^ M.,, ,.., M,,.

En disant que cette correspondance est analytique, j 'entends qu'un
petit domaine D, pris sur la surface S, est reproduit surT sans que les
angles formés par les courbes que l'on y peut tracer soient altérés, sauf
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lorsque ce petit domaine con t i en t certains points particuliers de la sur-
face S.

2° Les points N cessent d'être fonctions uniformes du point M lorsque
M vient coïncider avec un nombre fini de points de S, A^, As, . . . , A/,.

Soient ^, [J^, . . . » ^ les nombres de points N qui se réunissent en
un seul lorsque M vient respectivement en A i , Aa, . . . , A^, La corres-
pondance est telle que, si l'on considère une variable imaginaire '( sur
la surface S, s 'annulant en A,(^= ï , 2, . . . , À ) et inf in iment pet i te du
premier ordre dans le voisinage de ce po in t , la variable imaginaire
jouissant surT des mêmes propriétés dans le voisinage du point deréu-

i
nion se comporte comme C^S C étant une fonction de Ç qu i n'est pas
inf in iment peti te.

Inversement, il y a, sur T, k points pour lesquels v« V a , . . . , v/,
points M se réunissent, et ces points M dans le voisinage de leurs
points de réunion jouissent des propriétés énoncées pour les points N
dans le voisinage de leurs points de réunion. Je lesappel leB, , Ba» • • • . B^

Recouvrons la surface T de n feuillets formant une surface de
Riemann T' et telle que la connaissance d ' u n point N en T dé te rmine
complètement le po in t M correspondant . Ces f eu i l l e t s sont réunis cy"
cliquement, ^ à v , , v^ à v^ • < - ^ à v/c respect ivement aux points B, ,
B^, ..., B/,. Soit q ' le genre de la surface T.

Par -ip coupures K < , K,, ..., K^ par tan t d^n point L de la sur-
face S et revenant au point L, je t ransforme S en une surface s imple-
ment connexe. Traçons de p lus une coupure partant du po in t A,
passant par les points Ag, ..., A^ et about i ssant en L. Soit (S) la
surface ainsi modifiée. Quand le point M décrit la surface (S), le
point N décrit une partie de la surface T. Cette partie est un polygone
qui a 2p+h paires de côtés conjugués, 2p paires correspondant aux
coupuresK, , Ka, ..., K^ e tÀ paires correspondant aux port ions A . A a ,
A,A.,, ..., AA-^AÀ, A^L de la dernière coupure.

Permettons au point M de franchir u n e des coupures de la sur-
face (S), le point N sortira du polygone précédent; et, si ensui te le
point N décrit la surface (S), N décrira sur T un nouveau polygone con-
struit comme le précédent et qui lu i est adjacent . En continuant, on re-
couvrira la surface F d'un réseau de m polygones semblables au premier.



224 X- STOUFF.

Appliquons à ce réseau la formule (TEaler généralisée. Dans tout
réseau de polygones recouvrant complètement u n e surface fermée, le
nombre des arêtes plus 2, est la somme du nombre des polygones, du
nombre des sommets du réseau et du double du genre de la surface.
Le nombre des arêtes est (sp -+• h)m : le réseau a m sommets qui sont
les m homologues du point L. Les autres sommets du réseau corres-
pondent tous aux points Ao Aa, ..., A^. Si les points correspondant
à A ^ , A^, ..., A/, étaient tous dist incts entre eux, leur nombre se-
rait mh. Mais [ĵ  sont réunis en un seul sommet du réseau, ;j-a en
un autre sommet, . . , , Il faut donc retrancher du nombre précédent
(;j,, •— i) -h (^2— i) + . . • •+ ((^— À)» ce qui donne

mh •+• h — (/J4 "+- [J^ -4-. . . -+- [J-fiV
On a donc

(i) (2p 4- h) m -4- 2 === m{h -(- 2) 4- h —• (p.i +• ^.2-h - — "+• P'/i) •+• '2g1\

Reste à calculer le genre cj de la surface T. Ramenons, en la défor-
mant , la surface T à une surface de Riemann étendue sur un plan, de
manière que les points communs à plusieurs feui l le ts dans la nouvelle
surface T ne coïncident pas avec les points B,, B^, . , . , BA- Si l'o11

^introduisait pas cette hypothèse, la difficulté serait facile à lever.
Mais c'est une complication inutile.

À é tan t le nombre des feuilles de la surface T, w la somme des
ordres des points singuliers de cette surface (l'ordre d'un point sin-
gulier est le nombre des feuilles qui sont réunies cycl iquement di-
minué d'une unité) , on a
( 2 ) . • 2 q === W — 2 X 4- 2.

Or chaque point singulier de T donne naissance à n points singu-
liers du même ordre surT; T a encore k points singuliers dont les
ordres sont respectivement (v^ — i )» (va — i), ..., ( v / f — - 1 ) . Donc la
somme ̂  des ordres de ses points singuliers est

w1'== nw-4" (vi— i) -+- (^2— l) +. . .4- (VA-— ï ) >

et comme le nombre des feuilles de T' est n'\, on a

(3) 2 ^ / = w / — a / ^ À + 2 = ^ ( w ~ 2 ? l ) - ^ 2 - ^ - - ( ^ » ^ - - - I ) 4 - ( ^ 2 ~ 0 + • * - + (y/c— O?
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en él iminant w — aX et ay' entre les équations ( ï ) , (a) et (3), on a
la relation que je me proposais d'établir

( (27?— a)m -+- (^ i—i) -+"({J.2—i)-t-.. .+ (^,—1)
( LL î

f •=(2r/—^n + ( ^ i — i ) + ( ^ — 2 ) - + - . . .4-(v/, — î).

Soit/"(^,y) === o une relat ion algébrique caractérisant la surface de
Riemann S; gÇ^\y) = o une relation caractérisant la surface T. Six'
et yf sont donnés en fonct ion de x et de y par des équat ions algé-
briques et inversement, les conditions imposées à la correspondance
sont remplies, et l 'on a le droit d'appliquer la formule (4)-

§ II. — Interprétation de la formule précédente dans la théorie
des fonctions fuchsiennes.

Imaginons qu'i l existe entre deux surfaces d e R i e m a n n
/(^.r)==o, ^(^y)^0

une correspondance algébrique où à un po in t de/répondent m points
de g ' , et à un poin t de ^*, n points de/; supposons de plus que.z1, y ;
0 0 ' 9 Y puissent être exprimés en fonctions fuchsienncs d 'une variable ,̂
et que cette variable subisse une substitution l inéaire, soit lorsque le
poin t (se, y ) décri t un contour fermé sur la surface /, soit lorsque
(^, j') décrit un contour fermé sur g.

L'ensemble des substi tutions qui laissent à la fois oc, y invariables
forme un groupe II : celui des subs t i tu t ions qui ne changent pas x'\y'
forme un groupe K.

On peut t rouver m—î polygones homologues de /?/o par rapport
à H ; À(P /^, ...,/^^ tels que les po in ts Pô, Pi , P^ • • • . P/^ ^^s

respectivement dans h^ A , , ..., h^^ et homologues entre eux par rap-
port à II ne soient pas homologues entre eux par r appor t à K. Consi-
dérons le polygone ÀO-4-A, + ... 4-Am-i et amenons Pô sur un côtéCo
de ÀO. Soit C^ le conjugué de Co dans À() ; C,, C^ . . . , C^ les homo-
logues de C, dans À,, h^ ..., h^, C,, Cp ...,C^ ne sont pas homo-
logues entre eux par rapport à K. Or il ne peut y avoir plus de
m points homologues entre eux par rapport à H qui ne soient pas ho-
mologues entre eux par rapport a K; donc, parmi C^ C^ . . . ^ C^, il y a

Ann. de l ' É c . Normale, 3^ Série. Tome V. — JUILLET ï888. ^9
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un côté C^ qui est homologue à Co par rapport à K. Soil C, l 'homo-
logue dans A i de Co dans Ao. Il n'est pas homologue à Co par rapport

- à K; il a, parmi C^, C\, ..., C^_p un homologue Cj qui ne peut donc
coïncider avec C^. En procédant ainsi, on conjuguera les côtés du poly-
gone Âo+ Â| 4- . . . + hfn-t de manière à former un polygone m^ géné-
rateur d'un groupe fuchsien M contenu à la fois dans [-1 et K. On a entre
les S de m^ de h^ et de k^ générateur de K les relations

7?io==m/4=: n/!Q.

Soient ^ et T| deux fonctions fondamentales du groupe M, entre les-
quelles a lieu la relation

9(£, rj)=r:o.

A un point (^ ,Y] ) répondent un seul point (^>y) et un seul point
(x\ y); mais à un point (oc, y) répondent m points ('^rj), et à un point
(a/,y) ^po in t s (^ Y)).

La correspondance entre les deux surfaces de Riemann /et ^résulte
donc de deux correspondances d'une nature plus simple, entre/et ç,
5 'e ty . Nous ne ferons plus désormais intervenir que celles-ci, ce qui
revient à ne considérer à la fois que deux groupes fuchsiens dont
l 'un contient l 'autre.

Deux problèmes se présentent :
i° Déterminer les sous-groupes d'un groupe fuchsien.
On obtient les polygones générateurs des sous-groupes en réunissant

plusieurs polygones du réseau du groupe primitif et en con juguan t
convenablement les côtés restés libres.

2° Considérons un groupe fucbsien G qui dépend de paramètres
variables. Pour quelles valeurs de ces paramètres est-il contenu dans
un autre groupe?

Il est intéressant de chercher quand cette circonstance se présente,
parce que ces groupes particuliers sont plus simples que les autres et
que le calcul des équations fuchsiennes correspondantes peut même se
faire algébriquement dans certains cas. Le groupe G engendre une
équation fuchsienne
/ , > d^v
{ ) dx^^^^9^^

( I / ) ^(^, j)==o,



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS 'FUCItSIENNES. 22^

et, si G est contenu dans un groupe F engendrant l 'équat ion fuchsienne

(2) y^^^7^

^') p(.^y)=o,
^'etysont des fonctions rationnelles dex et dey, mais x- etj sont seu-
lement des fonctions algébriques de x ' et de y. Nous di rons que Pé-
qnation ( i )y (V) est réductibles l 'équation (2), (s').

Soient
R le polygone générateur du groupe G;
p le genre de ce groupe;
iî, ^7T, . .., UE (es sommes d'angles de ces différents cycles.
ai ^2 a,, D J

La S du polygone R est

(3) R=27T(a7,^ — 2 4- n— .i. — -i — .. . — -1-).
\. ^l OÎ2 ^/î/

D'au ire part ,
P étant le polygone générateur du groupe F;
m le genre de ce groupe;
^ 7r a TT a TT i i, i i i— — , ..., — les sommes d angles des cycles,[^ ^ ^ fe t/

(4) P "= 2 7 r ( î î t î T — 2 + l— "I- — -I- —. . .— -1-)-
\ ^-l P-â - [^//

Le rapport p étant un nombre entier N, on a

(5) a p «-. 9, + ̂  ̂  J- «- ^L _ . . . _ 2- =:_ N ( 2 CT — 2 + ^ ~ -î- — "I- — ... — 2- ̂
ai Oa a^ \ .̂1 p.2 V ' i l

La formule (5), malgré son aspect, n'est autre que la formule de
correspondance établie dans le § I, appliquée au cas qui nous occupe.
Il est ins t ruct i f de démontrer l 'identité des deux formules. Chacun des
cycles de P donne naissance, dans le polygone B, à N points non homo-
logues entre eux par rapport au groupe G, mais qui peuvent être dis-
tincts ou bien coïncider entre eux. Deux circonstances différentes peu-
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vent se présenter : je supposerai que la première est présentée par le
cycle de P qu i a pour somme d'angles ̂  et le second par celui qui a

,, i 27Tpour sommes d angles — •
1° Tous les points qui correspondent au cycle dont la somme d'angles

est 2TC sont à l ' intér ieur de R. Parmi les puissances de la substitutionp-i
elliptique de période p-i, qui a pour point double l 'un des sommets du
cycle, il n'y a que la subst i tut ion ident ique , c'est-à-dire la puissance p^
qui appar t ient au groupe G. Les N points coïncident donc (^ à [j^, et
N^- est un entier qui exprime le nombre de ces points qui sont distincts
ent re eux.

2° Supposons que, parmi les points qui , dans R, correspondent au
cycle dont la somme d'angles est -^ il y en ait qui coïncident avec les

sommets des cycles ̂  et .̂- et que les autres tombent dans l ' in tér ieuroq y.^ *
de R. Puisque le groupe F comprend le groupe G, la subst i tut ion ellip-
t ique, qui a pour point double l'un des sommets du cycle ̂  et pour
période a^ est une puissance de la substi tut ion e l l ip t ique qui a le
même point double et pour période u^; donc pâ est un entier. Cet en-

a!

fier exprime combien des N points sont absorbés par le cycle ^r; de

même ^ est un entier qui exprime combien des N points sont absorbés

par le cycle ^. II reste N- ̂  - ̂  points qui tombent dans l ' inté-

rieur de R; ceux-ci coïncident ̂  à a<>. Donc N> — -1- — -^ est un en"1 ' l " f-4 ai ^
tier. Cet entier exprime le nombre des points distincts situés à l 'inté-
rieur de R; le nombre total des points distincts, en y comprenant les
deux cycles ̂  et ̂ , est ^ - ̂ — ^ ̂  2. Or la formule du § 1 peut
s'énoncer ainsi : la différence entre ip— 2 et ( 2^— 2 )N est la somme
des nombres de points qui coïncident, moins le nombre total des coïn-
cidences. La somme des nombres de points qui coïncident est N7; le
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nombre total des coïncidences est

N N i i
_|_ __ __ __ I r\ \.,—— —p. —— ——. —— —— —— —p. ^ _j-« ^ ^ ^

pi ^2 ^1 ^2

—— N. N N -^ r J f

""" fJ.i ^2 " ' .̂/ ai aa t ' ' a/,

On a donc
, , — ,., N N N ' T i i2p —-^ — (SOT — 2)N==m — — —- — — - . . . — — -4- — 4- — -h.. .•+- — — n,

p'i p-2 [J-f y'i ^ y'n.

ce qui est précisément la formule (5).
Étant donné le groupe fuchsien G le plus général de genre p et dont

1 1 . , , ^ i i a T r a r r 271"le polygone générateur possède n cycles avec —-> —5 -•) — pour
sonitTies d^angles, dans quels cas est-il contenu dans u n autre groupe
fuchsien? A, chaque solut ion de cette question correspond un système
d'entiers N, l, vs, [^i , p-a, . . . » p^ sa t is fa isant à Inéquation (5). N, ( J L ( ,
[JL^, ..., [j^sont plus grands que r ; / et vs sont positifs ou nuls. Déplus ,
les groupes G et F étant fuchsiens (ni rat ionnels , ni elliptiques), les
deux membres de l ' équa t ion (5) sont positifs.

Inversement, on est condui t à chercher , pour résoudre la question,
un système d'entiers satisfaisant à l 'équation (5) et aux condi t ions pré-
cédentes. Lorsque l'on aura ob t enu un pareil système, on cons t ru i r a le
polygone fuchsien P correspondant et l 'on cherchera à former par le
groupement de Pavée ses homologues un polygone B. Montrons d'abord
que le nombre des systèmes d 'ent iers que l'on peut obtenir est f ini .

On a, en effet,

2 CT — 2 4- l •
1 l ï
^ [j^ " * v.t

/ î ^ / l \ ( l \
•= ^ 557 — 2 -h 1 — — -+- 1 — — -4- . . . + 1 — — •

\ P ' i J \ [^J \ ¥ ' 1 1

Chacun des entiers p. étant plus grand que î , chacune des parenthèses
est supérieure ou égale à ^-; d 'ail leurs CT' a pour min imum o; donc le
premier membre est égal ou supérieur à 7 —• a. Gomme N ^ 2 , on a

15 2/) •+• 2 "^ fï •
r i 1 .1.

OCi 1 1 ^2 , , O^n



23o X. STOUFF.

Donc / n'a qu'un nombre l imité de valeurs ; il en est de même de CT.
Désignons par £ le premier membre de Inéquat ion (5); on peut mettre
cette équation sous la forme

£ î

N 4 "^
î

P-2

î

l^l
: 2 OT — 2 "+- l,

les valeurs que l'on peut donner à © et à / son t en nombre l imité. D'ai l -
leurs 'es et / é tan t donnés, l 'équation ne peut ê t re vérifiée par des va-
leurs de N, p^, p.2, ..., [̂  surpassant toutes .̂ ^ -̂y Le nombre des
valeurs que l'on peut a t t r ibuer à N, p^, [^, ..., (^ est donc l imi té .
C . Q . F . D .

Mais le problème proposé peut être examiné de plus près. A chaque
cycle 2TC (1= ï , 2 , . . . , / ) correspond un certain nombre de poin ts situés

a TT 2 •7T 27raux sommets de R. Désignons par —y —? •' • • ? — les sommes d'angles
^l, ^ a^

des différents cycles de R auxquels appa r t i ennen t ces sommets; A/ peut
être nul . D'après ce que nous avons dit plus h a u t , a^., a^., ..., a/^. sont
des diviseurs de (^, et1— — -î- — ^- —... — "x- est un nombre entier.1 p'ï î, a .̂ a/^,

Ainsi l'on devra satisfaire au système suivant ;

(a.i^.,.. . , a / , diviseni^/)
/.•î + ̂  -+-. . . 4~ ki == ^

^^
p-i
N»
^2

N
l-J-i

3p—

1

^

l
——

CSjs

1
——
a!!

2 —

1

^2,

1

"~ ̂  ""'•

Ï
.—, —— —
^

- ( 2 ro — 2

I

"""0^

1

a/^

1
—— ——,

a.k,

+l)V-

=/^

=/<2

= À

1--/Z4- ^: : o.

Les nombres o^ sont des^nombres a,, a^, ..., a^, pris c l )acun une
fois et une seule.

Les nombres T^, [j^, p^, ..., [ĵ  appartenant à une solution du sys-
tème (6) déterminent , avec les i nva r i an t s de la relation de genre rïï,
qu'on peut prendre arbitrairement, un type fuchsien. Ce type, d'après
un théorème de M. Poincaré, contient une équation fucbsienne. Le
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groupe de cette équation est engendré par un polygone fuchsien P, et
à P correspond une surface de Riemann de genre 0, que nous suppo-
serons placée dans l'espace. Soient M, , Ma, . . . , M/ les points de cette
surface qui correspondent a u x cycles —i —, . • "> -7r- Recouvrons cette1 it <; .̂i ^ v,i
surface de N feuilles, d'abord isolées les unes des autres.

Traçons un système de 2^ coupures rendant la surface pr imit ive
s implement connexe; puis une coupure al lant de M, à Ma, une autre de
Ma à M,.}, . . . , une de M'̂  à M/ et une de Mi à la l imite. Nous supposons
qu'en faisant chacune de ces coupures on tranche à la fois les N feuil-
lets placés les uns sur les autres. On aura ensuite à rejoindre les bords
devenus libres et situés en face les uns des autres, de façon que sur M,
il y a i t un premier système de p:l feuil lets réunis cycliquement, un

autre système de p:l feuillets, etc., un de p± feuillets, et que les aut res
feui l lets , s'il en reste, soient réunis [x^ à p., et que, pour Ma, ..., M^,
les choses se passent d 'une manière analogue. A toute nouvel le surface
d e R i c m a n n ainsi construi te correspondra dans le cercle fondamental
un polygone R, composé de N polygones P et engendrant un groupe
fuchsien G satisfaisant aux condi t ions proposées.

Pour donne r une idée de la manière d'opérer dans les questions de
ce genre, Je t ra i tera i le problème suivant : Étant données neuf droites
parallèles entre elles, trouver les courbes du, quatrième degré tangentes à
huit d'entre elles et ayant (fuciire points coïncidents à l'infini sur la neu-
vième.

En prenant la neuvième droite pour axe desy et pour axe des x une
perpendicula i re a ces huit droites, l 'équation de la courbe sera du
troisième degré en y, et elle donne naissance à une surface de R iemann
à trois feuil les ; o est commun aux trois feuilles, a^ a^ ..., a^ é tant
lesabscisses des hui t tangentes, les points a< , a^, . . . » Og sont communs
à deux feuilles.

Supposons le problème résolu; soient i , 2, 3; i', 2', 3' six dcrni-
feuillets de la surface de Riernann i sur 2, 2 sur 3? 3 sur le demi-plan
positif des ûû; l / sur 2', 2' sur S', 3' sur le demi-plan négatif. Une des
valeurs de y reste pour x = a^ fonction uniforme de x. Nous attache-
rons cette valeur aux demi-feuil lels T et i', de telle sorte que ces demi-
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feuillets sont joints le long de oa^ et le long de a^a^ {fig. 2). Pour
définir quelles valeurs de y sont attachées aux autres feuillets, nous
supposerons que, lorsque x tourne dans le sens positif a u t o u r de a,
xy parcourt successivement les demi-feuil lets i , 2 ' , a, 3\ 3, i'. Alors
la superposition et la jonction des feui l le ts est par tout complètement
déterminée.

Inversement, pour dé te rminer les courbes du quatrième degré ré-
pondant à la question, on placera, sur le plan des x, six demi-feuil lets
i, 5, 3; i', 2', 3\ Le problème consiste à réuni r leurs bords de manière
à obtenir une surface à trois feuil les const i tuée comme je l'ai d i t .

Fîg. 2.

La jonction des demi-feuillets aura l ieu ainsi

T 2 3 I 3 3 I 3 3
oa^ ^ 3' i0 oai9 1 ' ?/ 3^ al€hï i' î' 9/'

Le long de a^a^ deux des demi-feuil lets restent joints comme ils
l'étaient le long de a^a^ pour les quatre autres, il y a interversion.
On peut donc imaginer trois cas :

ï a 3 i ' 2 3 î. a 3
i/ 9/ y' y i' 2^ 2 / 3 / î / '

Les chiffres infér ieurs forment les trois permuta t ions paires de
ï/, 2', 3'. Le lôjigde a^a^ les trois hypothèses admissibles sont formées
par les trois permutat ions impaires.

. . . . . Les surfaces de Riemann cherchées sont au nombre de 36.
Une de ces surfaces de Riemann ne définit pas complètement la
fonction y, mais toutes les fonc t ionsy de celte surface de Riemann
s'expriment rat ionnellement par x et par l 'une d'entre elles. Au con-
traire, une fonction y d'une surface de Riemann ne peut s'exprimer
rationnellement par x et par une fonction y d 'une autre surface.
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§ IIÎ. — Applications.

Voici des exemples. Dans les premiers, on prend les cas spéciaux
où un groupe G est contenu dans un autre. Dans le dernier on déter-
mine, au contraire, certains groupes contenus dans un groupe donné.

A.

1° On considère un quadrilatère R. dont les côtés opposés sont con-
jugués. Notons les sommets i, ^, 3, 4 ̂  tournant dans le sens positif.
Ils appartiennent tous au même cycle, dont je supposerai la somme
d'angles égale à TC.

On a ici
7>=i , /z=i , a; —: a,

et la formule (5) du § 11 devient

( r ) -i. .̂- N ( ^ CT —- 9. 4- / — -r- — — — . . • — -^ ) ;\ ^i ^a ^/y
d'ail leurs,

, ^ Ï. î
lt;. 3 /? ~h- 9. -{•- ^ — — - .—. . . — — ,
" v-i . y.n

donc
/ < /; i
~' = '"i 2 *

On trouve aisément que ̂  est nul , et que

/==4, on /=3.

Le système (6) du § II s'écrit

(IL^i^:/ .N^ ^^y/
(a) ^ a "~ ^ î f^""' ^ 5 " > î ^/ /7Î

( /?.i •+". . . + ll{ -+" 1 — ( / — 2 ) N -̂r:' o.

Pour /= 4. l 'équation (i) s'écrit

ï i i i i . '4. _ »4» — 4^ — 4- — ̂  ^
2N pi p.î ^ ^

Ânn, de i'Èc, Normale. 3e Séné. Tome V. — JUILLET 1888. 3o
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où trois des y. divisent N; pour y satisfaire, il faut poser, en tenant
compte de (2),

N=2, ^i==4, p.î=^==^=2.

Le polygone correspondant peut être mis sous la forme d'un triangle
ABC, où A + B -+- C == ^ et où les demi-côtés DA et DE, EB et EC, FC
et FA sont conjugués; le triangle dépend de deux paramètres comme
le quadrilatère R.

Le groupe G de tout quadrilatère est en effet contenu dans un groupe
F engendré par un de ces triangles. En effet, la diagonale 13 partage R
en deux triangles ia3, i43 qui sont égaux comme ayant leurs trois
côtés égaux chacun à chacun. En conjuguant entre eux les demi-côtés
de ces triangles, on forme un polygone duquel dérive un groupe F
contenant évidemment le groupe G.

Soit maintenant ^==3, nous aurons à chercher les solutions en nom-
bres entiers de l'équation

i _ i i _
aN"1"^"^'1-^-1 '

[J-a et (x, divisant N et N- — ]- étant entier.
p'i 3

On voit aisément que, lorsque deux des entiers [j. sont égaux entre
eux ou lorsque l'un d'eux est égal à deux et le second double du troi-
sième, la solution considérée peut se ramener à une autre. Il n'est né-
cessaire de considérer que les solutions irréductibles. Nous étudierons
spécialement les quatre suivantes :

(a) N= 6, ^i=:i2, ^--z, ^==3,

(i3) ^= 6» P-i= 4, ^=a, /A3=6,
^) N==io, ^= 4, ^=2, ^=5,

W N=12, ^= 8, ^=a, p,,=3,

eu cherchant à former des groupes contenant non seulement G, mais
encore F.
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En appliquant les formules (6) du § II au groupe F, on a

^1= 4, 02= 03=04 ==2,

^. t==[2, ^=2, ^==3;

p ==o,
rs = Oy

n = 4,
N=3,

nous savons déjà que les sommets du quadrilatère font partie du cycle
^ : il en est de même des sommets A, B, C du triande ; donc
12 u

ai,=4,

N iComme, dans cette hypothèse, — — — == o, on al^i
Ai ==i,

p^ == 3 n'est divisible par aucun des a ; donc h^ : • N .
[^ ï , À:;) = o ; par

suite,
a^ = a^ = a;), = 2, /^N

F2 OÎI, ^

ï

^
: 0.

Imaginons donc une sphère, et recouvrons-la de trois feuilles; en
deux points de la sphère, les feuilles seront réunies trois à trois, et,
en prenant l'image, dans le cercle fondamental, tant des trois feuilles
que de la surface tout entière, on obtient un triangle ADBECF (fig. 3),

7T Ttformé de six triangles égaux entre eux et ayant pour angles —? -?

T.- La réunion de deux de ces triangles forme le quadrilatère ï234-
où les côtés opposés sont conjugués,

rc
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Si le quadrilatère éprouve une rota t ion au tour du point F égale à ?:,
les subst i tu t ions qui t ransforment l'un dans l 'autre les côtés opposés
engendrent encore le même groupe. Il en est de même si l'on fait
tourner le quadrilatère, soit autour deD, soit au tou r de E. Le groupe G
engendré par le quadrilatère est donc un sous-groupe distingué du
groupe F engendré par le triangle ADBECF.

On reconnaît de même que G et r sont des sous-groupes distingués
du groupe engendré par le triangle COBE, dans lequel on suppose OB
et OC, EB et EC conjugués.

Occupons-nous maintenant des fondions fuchsiennes fondamen-
tales du quadri la tère . Le triangle OBEC est l ' image du plan d 'une va-
riable x ' à laquel le nous pouvons a t t r ibuer la valeur w au point 0, la
valeur o aux points B et C, la valeur i au point E. y^' est une fonc-
tion uniforme de z dont le plan a p o u r image le t r iangle ADBECF.
Désignons-la par x. On pou r r a prendre oc == sr au poin t F, ^==y au
point D, oc ==y2 au po in t E. La f o n c t i o n y == ^x{x — i)(x — j ) ( x —f2)
(où / e t f sont les racines cubiques imaginaires de l ' u n i t é ) est uni-
forme par rappor t à ^, car elle ne peut olîrir de ramif ica t ions que
pour .r === o , i , j ouf2; or les valeurs de ^ qui correspondent à .r === o
sont des zéros quadruples de cette fonct ion, et les valeurs de z qu i cor-
respondent à .r== i , / o u / 3 sont des zéros doubles respectivement des
fondions x — i, x —j\ x —y 2 , y et oc forment donc les deux fonc-
tions fuchsieimes fondamentales, et le quadrilatère est l 'image de la
surface de Riemann

y^^^^r-î^

dont l'équation peut aussi se mettre sous la forme
^ ̂  ̂ ^^^.^^.^ ^

' ^
Des raisonnements analogues aux précédents conduisent au qua-

drilatère figuré ici (fig- 4)* 11 est formé de douze triangles ayant
pour angles ̂ j,|-

On prendra pour polygone générateur du groupe F le quadrilatère
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ABCDEF dans lequel on conjugue CB et CD, AB et ED, FA etFE. Le
quadrilatère ABCDEF de genre o est l ' image du plan d'une variable a",

Fig. l.\.

jo prends pour valeurs de celle-ci, en C, — ^.; en F,

'- • k est une inconnue à déterminer.

- i ; en A, i; en B,

je dis que la fonction u == {/y^^ est uniforme. En eflet, elle ne

peut offrir de ramifications que pour.» == i et x --= — y c'est-à-dire

aux points A et G et aux points homologues par rapport au groupe F.
Or les valeurs de s qui annulent x— r sont des zéros quadruples de
cette fonction, et celles qui annulent i -+- ksc sont des zéros doubles.

L'image du plan u se fait sur le quadrilatère AEA'E' (fig. 5 ) dans

r"'

lequel on conjugue la moitié de chaque côté avec l'autre moitié. En
ef fe f , en deux points symétriques par rapport à B, D, F ou F', se prend
la même valeur. Donc u prend deux valeurs égales ou égales et de
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signes contraires. C'est la première alternative qu'on doit choisir parce
que B, D, F et'F' ne sont ni zéros ni infinis de u.

Retranchons de ce quadri la tère les triangles BET", DF'A" en y
ajoutant les triangles symétriques respectivement par rapport aux
points B et D. Nous obtiendrons le polygone AF^BPDF^EF, dans
lequel F" A et F'T, BF' etBF^ DF7 et W sont conjugués. Suppri-
mons de ce polygone le triangle FEF'" pour lui ajouter le triangle
FAF^'0, nous aurons le quadrilatère FT'T^F^ dans lequel la moitié de
chaque côté est conjuguée avec l 'autre moitié. Or le triangle FF'BF^,
dans lequel FF', FF"; BF', BF" sont conjugués, est l 'image du plan
d 'une variable w; soit w == o en F et VP = co en F7 et F"; F'F'T^F"' est
l 'image d 'une surface de Riemann formée de trois feuil les réunies cy-
cliquement trois à trois aux points o et oo du plan des w : il est donc
l'image du plan de '^w; u est une fonction linéaire de '\fîv; les valeurs
de u en des points homologues des triangles FFT^, FF^F', FF^F"
sont donc les puissances d'une substitution linéaire de période 3. Soit
î^^.^ ̂  — py =: i) l'expression de la valeur de u en un point du
triangle FPF^ en fonction de la valeur de u au point homologue
deFF^F.

La substitution étant la période 3, on a

a •+• rî === î .

Les valeurs de u au point F, respectivement aux points F^F^FT"',
/ ?sont±:i/-—7; chacune d'elles reste invariable par la substitution

y I —— A A

linéaire. Ainsi l'équation

y//2-h ( à— o(,)u — (3=o

a pour racines ± \/—s— : donc

^ I /s 2a==ô==-9 p — ——

D'autre part, le point A, comme appartenant au triangle FF^0 ?'\
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e l l e point B, conime appartenant au triangle FF^F', sont homologues.
/ ̂ _ j

Or la valeur de u est en A, o en B i/ -—— : donc

m ai s
—^ i^^-'

/c^-- i,4/c + ï =: o, /c == 7 ± 4 \/3= (2 ± \/3)2.

Les deux valeurs de k étant inverses, nous prendrons celle qui est
moindre que ï , et la relation elliptique engendrée pa r l e quadrilatère
dont les côtés opposés sont conjugués se met sous la forme

y == ̂ (i — .y2) [i — (2 — v^y'^].
Imaginons que Fon fasse tourner le quadrilatère autour du point F

d'un angle égal à î et dans le sens positif; le nouveau quadrilatère
engendre deux fonctions fuchsiennes fondamentales x9\ y/ liées encore
par la relation ^ ̂  ̂ ^^^^

et où oc' est donné en fonction de x par la relation

( /'T^T /^zE], \2
^j^ _ _V.1±^J^ \ .
14- kx1 '"""" ï— k /"F^T / - ^_^ j

a v^ry'rr^"4"1/

T-

Le quadrilatère correspondant est formé de vingt triangles ayant
pour angles ̂  ̂  j-

Nous considérerons encore le grouper comme engendré par le
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quadrilatère ABCDE {fig\ 6) dans lequel on conjugue AB et ED. CE
et CD,.FA et FE. C'est l 'image du plan d 'une variable x, et je sup-
poserai que cette variable prend : en C, la valeur — ^ en F, la valeur

À"

— i; en A, la valeur i ; en B, la valeur ^- La fonction i./^-ZLi- r= //A y kx — i
est un i forme par rapport à z. Elle se représente sur le pentagone

Fig. 6.

G G / G / / G W G ( 4 ) {fig- 6), dans lequel les demi-côtés FG, FG'; AG\ AG^;
F, G", F , G"; G, G", C,, G^0; CG, CG^ sont conjugués. Aux points homo-
logues des triangles GKG', G'KG', G'KG", G^KG^^, G^KG, u prend des
valeurs qui sont fonct ions linéaires les unes des autres. La valeur de u
en un point du triangle G'KG" s'exprime en fonction de sa valeur en un
point homologue do triante GKG'par ̂ ±-^ ̂j>

r é tant une substi-" * l/ M -I- rt iy //y u -'r ô y u + a
tution linéaire de période 5 ; et, par conséquent, en prenant a5 — (3-y == i,
a + â e s t égala 2cos7?i7r. On démontre aisément q u e m = = i.

Les valeurs de u, qui restent invariables par cette substitution, corres-
pondent aux points K et GG^GW; or, K et G^ étant symétriques
par rapport à B, en ces deux points x a la même valeur et, comme B est
un zéro double de kx+i, u a des valeurs égales et de signes con-
traires. On en déduit

TC8 H.== a == cos"=-«

Pour F, u rji

Tq^-p la fraction doit prendre la valeur zéro; d'où
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pour C, u = \/ï—^—•> la fraction doit prendre la valeur \/ —zj^ d'où

/I -4- k TC a
———— i / — — — C O S - F - - + - P/^^^VL2!^^—-.

V I -+- k / l 4- /C TC
' V i / ——7— -4- COS ï-' y .'2 k ;)

On dédui t de là
I 4^ /C — 4 <//• TT

y == ——^ .̂—..-ï- ces -^ ?
' ^2(1-4"^-) 5

et l 'équation aâ — Py == i donne

(i + k) ces -̂ .- —- 2 \j~k ( i -h ces ̂  ) "= o,

et, comme
cos ̂  == ̂ =1, k - 2 ̂  (v/3 + -0 4- i == o,

on a
</y?=: ̂ 5 -+- a ±: S/S + 4 \/5-

En prerKin t la va l eu r de k moindre que r , la relation e l l i p t i q u e
cherchée est.

y ,̂  \/(, ̂  ̂ ) [z ̂  (^ + 9. - v/s'T^'v^y'^2]-

â.

Le quadr i la tè re est formé de vingt-quatre triangles ayant pour
^ ^ ^

angles ̂ ^^ .
Le triansie AD.BECF {fîg. 7), dans lequel on conjugue DA. et DB,

E.B et EC, FC et FA, est hmage du plan d'une variable x. Le t r iangle
BDAF, dans lequel FA etFB, DA et DB sont conjugués, peut être pris
p o u r image du plan de î-^1; en deux points homologues des deux
triangles BDAF, CEBF, x a des valeurs inverses. On peut choisira de
telle sorte qu 'e l le ait, au point F, la valeur - ï ; au point A, i ; au
poin t D, i; au point E, ••••- i. On en conc lu t , que le quadrilatère est

,Ànn, de l'Éc. Norrn, 3* Série.Tome V. — JUÏLUÎT 1888. ox
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l 'image de la surface de Riemann

^ 4- L est péel sur tout le contour du triangle FAD; il f a u t , sur le con-
iX'

t ou r de ce triangle, ou bien que x soit réel, ou bien que mod,r == i.
Le premier fait se présente pour le segment FA, le second pour les
segments AD et DF.

Fîff. 7.

Soit s la fonc t i on dont le demi-plan fait l ' image du tr iangle AGH, .y est
une fonction ra t ionnel le de x; je suppose q u e ^ prenne, en A, l a va-
leur oo, en G, o, en H, j ; s est du sixième degré en oc et l ' équa t ion
s == co a deux racines égales à ï et qua t re à — i; s = o a toutes ses ra-
cines triples, . y== i a pour racines -+- i et — i, et ses autres racines
sont doubles. On trouve ainsi

_ i (S,z12 — 6<r -j~ 5 )'''
S __ ̂  ^__^2(^^_^ •

On peut , à l 'a ide de cette formule, calculer les valeurs de .-r aux points
G et H.

On trouve, en G, ̂ t^ et, en H, ̂ ±A^-j ^
Le groupe G de genre i est ici un sous-groupe dist ingué du groupe

F engendré par le triangle ADBECF {fîg. 7); le groupe T est lui-même
un sous-groupe dist ingué du groupeT engendrépar le triangle BDAF;
P est lui-même un sous-groupe, mais non dist ingué du groupe P'
engendrépar le triangle GAHF, dans lequel GA et GF, HA et HF sont
conjugués.

Des équations fuchsiennes.

Parlons maintenant des équations fuchsiennes, dont les groupes sont
engendrés par les quadrilatères dont les côtés opposés sont conjugués.
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Soient
i i

" r î r ~z-
les valeurs de x respectivement en

B, D, E, F.

L'équation différentiel le peut se mettre sous la forme

(r) Ê^^'-

( ̂  ) y ̂  ̂ -^^^

où I n é q u a t i o n (ï) prise isolément est l 'équation relative au groupe en-
gendré par le triangle ADBECF. Posons

^--=JK.),
d'où

,y/= [— (ï + k^X + îiÂ'2^] Î\S) +-7 1'(Z ),

x^ [-(î+A-^+ô^^^yIC^)11 +. 3[-(ï 4-/c2)..^ t4-2A-\ï3]^(^)F(5)•4-JI / /(s).

^ ^ ̂ '_3^2îp(.y) est, comme on sait, égal à -———^——; on en déduit
L\X +

^ a(i + A-2) ~ (ï - ïo^ -i- 1^)^ - 2^(1 4" Â'3)^' •+- y2 ̂ MlL1^^^
<p(.r) = ̂ ——..——————————————————————————————————LË2————

.̂.r"

La fonct ion a—:;1-—^—l—Lll prenddes valeurs égalesendespoints
symétriques par rapport à D, E, F; en effet, en de pareils poinîs , oc'
prend des valeurs égales et de signes contraires ety également; donc
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I(^) ne change pas, F(^) a des valeurs égales et de signes cont ra i res
et î^z) les mêmes valeurs . î ( z ) a un zéro simple aux points A, B, C.

La fonction a donc en A un i n f i n i q u a d r u p l e , et, comme c'est là son
seul inf in i , elle prend une seule fois toute va leur dans le t r iangle ABC.
C/est donc une fonct ion linéaire de x

^l^l^^-^i1^) - M^t^PO) "' '~ . ^ — i
En exprimant que

r r» y/ .yw 5 /y,//2 -i1 j m ( x — i )2 ̂ L̂r:,,;5.̂ . — i s
v / [. y/4 ———— ( i4»

1- 4w J pour ,r=l
on trouve

M - ( - N r = j . ( ï — /^^

k étant que lconque ; les constantes M et N ne p e u v e n t être déterminées
par un ca lcul algébrique. Mais cela est possible dans les cas parti-
culiers signalés. Soit

^=-1.

Je suppose que la variable s s 'annule au centre F du quadr i la tè re .
Posons

^/OO, r=9(^), FC^^'l^.îMr^ -IZtf.)^'P(^) — ^^^^-.

Pour déterminer M et N, je chercherai deux expressions différentes
deF(^), 1

fW=^, K(.^E±^).

D'ailleurs

î(^):=Z^i}, /v/^_</'^) / . . ^7^7"=^ .(P(^),̂ ; ^y f(^^^^ ^(^=yi^^^,^
Uiz) =i{z), r(^) =- ,i(^), P(^) =- p(5 ),

F(^)==-.F(^),
M'+N.^ M^4-N——————-" •^zz — ———^,.— "mr — 'pj — 3i — ^ a ? — ! ^ 1 T A — ^ — i ,

^ ==— îÉf!̂ :3 (^ -+- ï)^^2^ i)dx^ âi^rrr^Tp———t/*
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2° Nous prendrons un nouvel exemple parmi les octogones dont les
côtés opposés sont conjugués et la somme des angles égale à 2^. L'oc-
togone considéré se compose de quarante-hui t triangles ayan t pour
angles -^ , ? ^- II est l ' image d'une surface hyperel l ipt ique

y^Ï^),

où R(.r) est un polynôme du sixième degré. Je suppose en A, ^ = ce,
•en 0, x == o, en B, x = r . Soit u Çfîg, 9) une variable dont le plan a

^ë- 9-

pour image le triangle FFF", dans lequel on suppose la moitié de
chaque côté conjuguée avec Fautre moit ié; u est une fonction ration-
nelle de x du quatr ième degré

^1^2.^-Q(^)

i° P(<r) — Q(^) est quatrième puissance parfaite ;
2° ÀP(^) — Q(<r) est carré parfait ;
3° A ^ ^ — T ^ ) correspondent ;r==o, « y = = = i , et deux valeurs

égales entre elles ;
4° Pour u === — i, une valeur de<r est inf inie .
On en dédui t

_ 2( . y—<2)^—( I -+ -Â• ) ( ^ 2 •4 -&^4~c ) 2

u ~" a k^x -~ a)4 —'(i -+- A-) (^2 -h ï^î>~4:^?

(1) /c est le module des fonctions elliptiques engendrées par le quadrilatère FFFT^.
Il a été calculé/
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fraction qui satisfait à la première, à la deuxième el à la qua t r i ème
cond i t i on . Soit

^ (^—ay
^2 + b x -(- c ?

^ est une fonction fucbsienne d o n t le groupe est con tenu dans celui
de u, et con t ien t celui de x\ pour u == -• ̂ ^a deux valeurs dont une
correspond ^x == o, i, l 'autre à la racine doub le ; donc, l 'une des deux
équations

2 \fk{x—a)2— (i ^^^(^-h bx 4-c) =0,

2 ̂ (.r —. a)2 -+- ( ï -4- Â-) (.y2 4" ̂  4- c) :== o,

a pour racines o et i ^ et l 'autre une racine double. On en déd-uit, par
un calcul facile,

fî+t/T)2
a == -——T1—— •

4^

B.

Considérons l ' équa t i on différent ie l le

ĵ: =— -3- 4 ̂ ^^.i4^.^^^^ ^ ̂ ^ +1}^^- l̂ r̂̂ 'ir: J)l£±A^^•â 64 1 ^ ^ ^ ^ ^ . ^ ^ ^ .

q u i a pour points s ingul iers o, r , oc, a. Pour les trois premiers, la dif-
férence des r ac ines des équations déterminantes est -^, p o u r le qua-
tr ième ^. Je suppose la constante A déterminée de façon que l 'équation
soit fuchsienne.

On propose de dé terminer une substi tution r a t ionne l l e du qua t r i ème
degré, ^ = , — ^ , telle que ?-< soit fonction uniforme du rapport de deux
intégrales. Pour cela, il faut que 11 reste fonction uni forme de s, quand
même u cesse d'être fonction uniforme de x. Or, les valeurs de u, pour
lesquelles u se ramif ient par rapport à x, sont données par l ' équa t ion
du sixième degré

P ( a ) Q ^ , ) - Q ( ^ ) P / ( ^ ) - = o .

Cette équat ion ne doit avoir que des racines simples, pour lesquelles
x ==: o, i , co, a ; ou u n e racine t r ip le pour laquelle oc == a.
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Je d i s t ingue ra i quatre cas :
1° Toutes les valeurs de u pour x == a sont simples.
^ A x = a correspond une seule valeur double de u.
3° A .r" == a correspondent deux valeurs doubles de u.
y A <^ = a correspond une valeur quad rup l e de i^.
Dans le premier cas, les six racines de P(^) Q!(u) — Q^)P'(^)== o

répondent à .r==o, T., co, et, comme à chacune des va leurs ne peuvent
correspondre p lus de deux de ces racines, à x ===• o, i , co correspondent
deux valeurs doubles de u.

En discutant les hypothèses possibles dans les trois autres cas, sans
distinguer entre elles celles qui peuventse ramener les unes aux autres
par la permuta t ion des poin ts singuliers o, i , co, on obtient le? résul-
tats contenus dans le Tableau, su ivan t . Il donne le nombre des points
singuliers de l 'équat ion fuchs ienne dont u est la variable et la diffé-
rence des racines des équa t ions déterminantes relatives à ces points
singuliers.

Nomhre Diff. des racines
dos points (les équations

:»• = 0. ;r == 1 . .r r= oo. ,K =s a, yinguliert». de te nu niante.1;.

a . . . . . . . . . . . . . . . . 2Î) %D 2l) 4S 4 •|'
p . . . . . . . . . . . . . . . . aD aD i D ; 2 S i D ; a S 5 3, === ̂  2 == {
7 . . . . . . . . . . . . . . . . 21) ï D; 28 i D ; 28 2Î) 6 -1
$ . . . . . . . . . . . . . . . . %.D -2:0 4 S al) 6 ! |
s . . * . . . . . . . . . . . . . . âî) i .D; îS 4S iQ 6 •I
Ï . . . . . . . . . . . . . . . . . iD ;2S iD ;2S iD;2S iQ 6 i

S signifie une valeur simple de u; D une double ; Q une quadruple.
Les cas y, à, £ y Ç i n d i q u e n t q u a t r e équations fachsiennes à six points

singuliers, et dans lesquelles les différences des racines des équations
dé te rminan tes sont .t. De pareilles équat ions fuchs iennes se rencon-
trent, comme nous le verrons plus tard, dans l 'é tude des polygones
fuchsiens du genre 2. Lorsque les six points singuliers sont pris arbi-
t ra i rement , l 'équation fuchsienne contient trois quantités qui ne peu-
vent être déterminées par des calculs algébriques; mais, dans ces cas, le
nombre des constantes transcendantes diminue de deux unités. J'achève
les calculs pour chacun d'entre eux.
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i •
Soit,

^-P(«)
Q(«) '

1° P(«) est carré parfait; 2° P(«) - Q(u) a une racine double;
3° Q(«) a une racine double; 4° P(") - aQ(u) est carré parfait.

En posant
P(«) _ o ' (y 2 -^ -BM+C) 2

Q ( « ) — [y2 -+- B K + C )2 — K2 '

la première et la quatrième condition sont remplies.
On a

Q («)= («ï+B «+C ~ y ) ( M2-!-Tî (/.-)-(:+«).

Si les deux facteurs avaient une racine commune, celle-ci serait nulle,

ce qui entraînerait C = o; mais alors la fonction ̂ ) se réduirait au

deuxième degré, hypothèse que nous écartons. Donc l'un des facteurs
est carré parfait, ce qui donne

( B — r ) 2 — 4 C = o ou (Iî-|-r)a--/iC = o.

La seconde hypothèse se ramène à la première en changeant u en - a
puis B en — B; on a donc

(B-.i)^ =/,(;.

En exprimant la deuxième condition, on trouve

(B-——^4C, .
\ V i — - a /

le radical ̂ i -~a contenant le double signe; on en déduit

a L + i±yj^,_ (i- \A- ̂ i21 («) __ ___[___2</7_— /•/. 16(1 — (7)~ \Qw ~~ T.̂  '-^^"T^7^ '̂̂ )—- 'K2 + • .v-__. u + Y1:.-, Vi.-:.̂ ... _ ..,
2\/t — a 1 6 ( 1 — a)

et, en posant,
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les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont donnés
par

u =-: o, u = œ,

2£
3-t-8 ( » - £ ) 2--^•'^-^, _ 1 ^ > — o ,,2 . ^ ^ & i V • c— ^_» ((, i - —— —————

I Ô S 2 2£ ï6c2

ô.

1° P(^) est c?irré parfait; 2° P(^) — Q(^^) est carré pa r fa i t ; 3° de
même P(^) •— aQ(u) est carré parfait . On a

["2-4-^^)]2 .»^ /// -\-

[ : " - T^---a) \ - a

les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont, donnés par

u •=== o, u = co. a" ±: u •+• 7-;———: •= <">.4 ( i - — ^ )

Les racines des deux équations précédentes sont

£.

i° ' P ( u ) est carré parfait; 2° P(^) •—Q(a) a une racine double ;
3° P(a) -— aQ(^) est quatrième puissance parfaite

^ ( ^ ^ — Ô ^ + l ) 2

<!"' -""• ( i^ — 6 // -h i y —- ( i — <% ) ( u -+• j )'

les six points singuliers sont racines de l 'équation

u [( ̂ — Q.u + i)^ +. X( /< t + i^] =: o,

où A == a — î est une quantité arbitraire.
^//^,. r2<? l'Rc, Normale, 3° Série. Tome V.— JCILLET 1888. 3^



230 X < STOUFF.

^

i° P(^) a une racine double; 9° P(^) — Q(^) a une racine doub le ;
3° Q(a) a une racine double; 4° P (^ )—^Q(^) est une quatrième
puissance parfaite. En posant

_ €1(11^- BU-+-C)
x - ̂ ^g--̂ -̂ ^^ 5

la première et la quatr ième condition sont remplies : il faut exp r imer
la deuxième et la troisième. Si l'on pose

^-4-B^+C . „...,,__^^^^

l 'équation s'écrit
( et — .z') u!' <p ( il) -h ^^^r ==: o ;

tou te racine doub le annule la dérivée, qu i est

[\.u^{a — .r) y ( ^ ) -{- 4^3A> -I"- (^ — .r) ^'' ^ ' {u\

et, les deux premiers termes étant nuls ,

cp^): ^_ 3_B _ 4j]
It^ l^ U6

Soient À == i — a et ;x= i, ̂ ; les deux équations

( i ) /<4 — /j. i^ — .̂ 5^ /< — [j. C === o

ont chacune une racine commune avec Inéquat ion

( 2 ) a^+S î^+AC^o .

En divisant le premier membre de ( r ) par le premier membre de (2),
on obtient pour reste

(gB3— 8G — api) ̂  ~r J^BC - ̂ B (^ = i, ),),

et les deux équations qu'on obtient en égalant cette expression à zéro
donnent les racines de l'équation (a); en éliminant u, on trouve

^(i6C -4.B2) + ̂ (^B4- i^C -+- i28C2) + 256C3 =: o,
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don t les racines sont p. = r , "X; donc

n- 2 7^ '—I44B 2 C_-4-_I28_C 2 > aSôC3
• ( i -4- À} -— ^ ? À .

i 6 C — 4 - B 2 3 l ô C — ^ B 2 *

En éliminant B entre ces deux équations, on obtient

6 9 I 2 C 4 — a 8 8 Â C 2 - ^ - I 6 C À ( I + À ) — } . 2 = o ,

équat ion qui donne les valeurs de C en fonction de A.
Par ce qui précède se trouve résolue la question : chercher les groupes

de genre zéro qui sont contenus dans le groupe de l 'équation fuchsienne
à quatre points singuliers et dont le polygone générateur est qua t re
fois plus grand que le polygone générateur du groupe de cette équat ion.

§ IV. — Sons-groupes distingués.

THÉORÈME. — A toute substitut/on permutable avec le groupe G (F une
équation fuchsienne correspond une transformation uniforme de F équa-
tion fuchsienne en elle-même. Réciproquement, à toute transformation
uniforme de F équation fuchsienne en elle-même correspond une substitu-
tion permutable avec G.

Soient

( ') ^^(^.r)^
(V) /(.r,y)=o

l 'équation fuchsienne engendrée par G; ^—^^ la substitution permu-
table avec G. Soient ,-r, y; ^\y les valeurs des deux fonctions fuch-
siennes fondamentales qui répondent respectivement à .s et à ^-^—--J.
Faisons décrire à ocy un contour fermé sur la surface de B iemann (i/),
& subit une subst i tut ion de G, et ^^-4 la transformée de cette substi-y s -h o

tu t ion par ^^f^^ qui, par hypothèse, appar t ient à G ; donca/ ety re-
prennent leurs valeurs priniitives : ainsi le point analyt ique x ' ' y comme
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fonction du po in t ocy n'a qu 'une valeur. Or fÇx^y') == o, et ^—î-ë,
étant la même fonction de oc'y que z l'est de xy^ peut être d é f i n i comme
le quotient de deux intégrales particulières d^une équat ion

f.j
^ — po^y)^ /(^y) = o, C. Q. P. D.

L'équation algébrique fÇx,y) == o admet une t ransformation uni-
forme en elle-mêrne; cette transformation permute les points s inguliers
de l 'équation fuchsienne, de telle sorte qu'on retombe sur la même
équation fuchsienne, Réciproquement, supposons qu'une équation
fuchsienne (i), (i') admet te une transformation uniforme en elle-
même* Soient ocy, x1 y deux points que cette transformation fa i t cor-
respondre; z et ^ les points du cercle fondamenta l correspondant . A
un contour fermé quelconque décrit sur /(^?y) == o par xy répond un
contour fermé décrit par o c ' y ' , le domaine naturel de chaque point x ' y '
est conforme au domaine naturel de chaque point .z'y. Or z ' reproduit
le domaine na tu re l de chaque point x ' y comme s reprodui t le domaine
nature l de chaque point xy\ donc z ' et z, considérés comme fonctions
dexy^ ont les mêmes propriétés fondamentales. Or un type fuchsien
contient une seule équation fuchsienne; donc ^ est fonction linéaire
de z. D'ailleurs le groupe des substitutions subies par 5' est le même
que le groupe des substitutions subies par/z. Cette subs t i tu t ion est donc
permutable avec G.

Parmi toutes les représentations d'une surface de Riemann de genre
/ ^> i à l ' intérieur du cercle fondamenta l , la plus impor tan te est celle
où tous les cycles ont pour sommes d'angles ^'K ; nous l 'appellerons
représentation naturelle de la surface. Alors, à tou te transformation
uniforme de la surface en elle-même correspond une subs t i tu t ion
permutable avec G.

On peut chercher les transformations uniformes des surfaces de
Riemann en elles-mêmes par la formule d'Euler généralisée. Nous dis-
t inguons deux cas :

i° La période delà transformation est un nombre premier m. — En
faisant la t ransformation m fois de suite, un poin t donne naissance à
m points différents , ou il reste toujours invariable. Soit y le nombre
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des points restant fixes. On peut partager la surface en m régions qui
se transforment les unes dans les autres. En prenant la représentat ion
naturelle de la surface sur le cercle fondamental, et en expr imant que
la S de l 'image de la surface entière est m fois la S de chaque région,
on a

€!
2 7T ( 2? — 2 ) == 2 7T m [ 2 rj5 — 2 -+- q —~ m,

rs désignant le genre de chaque région.
p étant donné et > î , cette équation n'est satisfaite que par un

nombre l imi té de systèmes CTY y, m. A un pareil système ne correspond
pas nécessairement une transformation de la surface en elle-même. Il
faudra former un polygone de genre m avec q cycles ayant -^ pour
sommes d'angles et chercher à grouper m de ces polygones et à con-
juguer les côtés de l 'ensemble de manière à former un polygone de
genre p .

Des considérations de Géométrie dans l'espace permettent souvent
de répondre à la question d 'âne manière affirmative. Considérons, par
exemple, le système

OT l"= 0, g==2/?+^

Une surface de Riemann de genre p peut se mettre ôous la forme
d'une sphère plus ou, moins déformée dans laquelle on aurait fait;?
trous.

On peut disposer une pareil le surface de manière à obtenir, pour sa
Fi g. xo.

section par le plan du Tableau la figure tracée ici Çfig. ro), et à lui
donner un axe situé dans ce plan par rapport auquel elle est symé-
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trique. Par une rotat ion de 180° au tour de cet axe, la surface coïncide
avec elle-même, et les ^p +• 2 points auxquels elle est rencontrée par
l'axe ne changent pas. La surface est une surface hyperell iptique.

Soit
p ==: 3, ni ==3, w== i, q ~=~- 3.

Imaginons la section de la surface donnée par quat re cercles dont
trois sont intérieurs au quatrième et disposés régulièrement. La surface
se projette dans la part ie du plan intérieure Çfig. u) au grand cercle

VÏQ. T t .

et extérieure aux trois petits : elle a deux part ies, l 'une an té r i eure ,
l'autre postérieure au p lan du tableau. On peu t é v i d e m m e n t la dis-
poser de telle façon qu'une rotat ion de ïûo° autour d 'un axe perpen-
diculaire au plan de la f igure , et qui la rencontre en deux points , la
fasse coïncider avec elle-mêo^e.

Les trois régions s 'obtiennent en faisant passer par l'axe et par les
centres des trois petits cercles trois plans dont les intersections avec la
surface dé le rminent les courbes limites.

Soit
^=3, /H ==2, CTzr:;^, </=:0.

Prenons deux cercles concentriques (fig. 12) et deux cercles dis-
posés symétriquement par rapport au centre commun des deux pre-
miers; je suppose que l'ensemble de ces quatre cercles représente la
section par le plan du tableau d 'une surface formée de deux parties,
l ' une antérieure, l 'autre postérieure au plan du tableau, q u i se pro-
jettent intér ieurement au grand cercle et extérieurement aux trois
petits. On peut faire tourner de 180° la surface autour d ' u n axe pas-
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sant au centre de la figure, perpendiculaire au plan du tableau, de
manière à l 'appliquer sur elle-même.

Pi^. i2.

2° La période de la transformation est un nombre non premier m, —
Imaginons qu 'on répète m fois cette t ransformat ion. Outre les points
complè temen t invariables et les points variables à chaque transfor-
mat ion^ il peu t y avoir des points mixtes qui restent invariables par
une puissance 5 de la t ransformat ion. Par les §— i premières opéra-
l ions, un de ces points P donne naissance à à — i autres poin ts ; le
gicme coïncide avec P, à est, un div iseur de m. Pendant les m transfor-
mations, la suite des S points est parcourue â'== f— fois dans le même
ordre.

Prenons un point voisin 4e P, les ô — i premières transformations
le changent en $ — r points voisins des S — i transformés de P, la â^^le
ramène dans le voisinage d e P ; dans la suite des m transformations, il
sera ramené ^ == m' fois dans le voisinage de P. Si nous supposons la
surface de Riemann partagée en m régions qui se changent l 'une dans
l 'au t re , il y aura S7 de ces régions aboutissant au point P, chacune par

i STTun angle y
Soient d^ d^, ..., d^ des diviseurs de m dans lesquels m peut se

trouver une ou plusieurs fois; on est conduit à Inéquation

(3) 27r(2/j> — à) r= 27rm( SOT— à "-!- A — -^ — -7 —. . . - - -— )^
\ Cl\ a 2 Ctft./

où le nombre des points qui ne sont pas complètement variables est À,
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et où les puissances des transformations qui les .laissent invariables
m m msont respectivement -p -r-^ • • • ^ ,--

pour? = 3, l 'équation est satisfaite par

: 6, ^ == o, A = 4? ^i = ^4 ̂  ô>m ^3 -=: (^4 ' == 2.

Je figure la section d 'un tore {fig^ i3) par le plan des parallèles
extrêmes, et, dans ce plan, je trace un axe vertical. Je fais tourner ce

Fi^. i3.

tore successivement de 120°, puis de 240° au tour de cet axe. J'obtiens
ainsi deux nouveaux tores qui se coupent dans leur partie supérieure
et dans leur partie inférieure. A la partie supérieure, je supprime
toutes les parties de chaque tore qui sont intérieures à chacun des
autres, puis je raccorde entre elles les parties .qui restent. On a alors,
à la partie supérieure, une surface formée de six tuyaux divergents à
partir d 'un noyau commun. A là partie inférieure, je laisse les trois
nappes indépendantes les unes des autres, sans qifon puisse, bien
qu'elles se coupent, passer de l 'une sur l 'autre aux points communs.
On obtient ainsi une surface qu'on peut ramener par une déformation
continue à une sphère percée de trois trous et qui est par conséquent
de genre 3. Si l'on fait tourner cette surface autour de l'axe vertical de
^?,î elle revient s'appliquer sur elle-même. Mais les deux points où
l'axe de rotation la rencontre dans sa partie supérieure ne changent
pas. Chacun des trois tores vient s'appliquer sur le suivant. Par suite,
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les trois points où l 'axe ver t ical rencontre les trois tores dans la pa r t i e
infér ieure de la f igure et sur le plus petit para l lè le se pe rmu ten t cycli-
q u e m e n t . (Ces trois points , quo ique occupant la même place dans
l'espace, sont différents au p o i n t de vue de la géométrie de situation.)
Donc, quand on aura fai t trois fois la ro ta t ion, ils reviendront à leurs
positions primit ives ; il en est de même des trois points situés à la
partie in fér ieure , sur l 'axe, et sur le plus grand parallèle.

Les six régions sont l imitées par trois plans bissecteurs des dièdres
formés par les plans des paral lèles extrêmes.

L'existence de cette transformation sera mise en évidence en p r e n a n t
pour polygone générateur du groupe de genre 3 un polygone de dix-
hu i t côtes A . B i € , A , B , a A , B 3 C 3 A , B , C , A , B , C , A e B ( , C c (Jig. i4),

Fi(î. i4.

B, C

dans lequel, AJÎ.i et A^Co A^B^ cl A^C^, A^B^ et A/.C:p ..., Ac/Bc,
et A i Co sont conjugués; d 'autre part , B ^ C ^ est conjugué avec C/,B-.,
ILC^ avec C y B y , B;tC;i avec CJio. Il y a quatre cycles dont trois formés
respectivement par B^B^, B^CaB;,C;î, B;(CJi^Co, et un formé par
A,AaA3A,.A..,A,rp

Pour dé te rminer les cas où un groupe G est contenu comme sous-
groupe dist ingué dans un groupe, on fera encore usage des équations
(6) du § I I ; seulement , il faudra que sur une surface de genre /^exis ten t
des t ransformat ions uniformes de périodes (^, p-2» * • * » [JL/- 0" est ainsi
condu i t à des systèmes de nombres q u ^ i l faut essayer.

Je suppose que le groupe G donné soit le groupe de la représen-
tation na ture l le d'une surface de genre 3. Les formules (6) du § II
d e v i e n n e n t alors

M N ^ , N^. 11:= À^_ Ai, ^~ ^ ^— h, ..., ^—-

,4.—(2CT-~ a 4-^)N+/<i-4-Ââ -^•. .+/^===0.,
Àim. de l'Èc. Normale. 36 Série. Tome V. — AOUT 1888. ^
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Or ce système admet la solution su ivante :
1-=^,. ^^=^.2=:3, /J.;} rr^^-i, CT=0, ]N=;ï2.

Plaçons a u x sommets d ' un tétraèdre régul ier quatre boules solides
et relions-les ent re elles par des t r iangles au nombre de six (f!g. i5).

La surface du corps ainsi formé est de genre 3. Elle coïncide avec elle-
même q u a n d on la fait tourner , soit au tour des qua t r e hau teurs du
tétraèdre, soit a u t o u r des droi tes q u i jo ignen t les mi l i eux des arêtes
opposées.

Flu:. tCL

On met en évidence les transformations en prenant pour polygone
générateur du groupe G de la représentat ion na ture l le de la surface
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{jîg' 16) un polygone de vingt-quat re côîés :

AiBiCJ) iEiF iGi I ï iA2BâC2D2E2F2GJÏ2A3B3C3D3E3F3G3lÎ3 .

AJÎi et A^H, , A ^ B S et A^IL, A:Ji;i et A^Ig sont conjugués; B^C^ et
D ^ E i , G |H , et F ^ E i sont conjugués , et les choses se passent de la
même façon dans les deux autres par t ies d e l à surface; G^ et C^rh,
Gâ'Fa et CyD;? GaFy et Ci I^ sont conjugués.

Il y a sept cycles: A.A.A;/, B.EjC BJUJ,, BsEJ-L,, G^F.CJ),,
G^'F^D;}, G ^ F î t O i D ^ ; la somme des angles de chacun de ces cycles
est égale à 211: (1).

Autre exemple. — Formons une file de n polygones P de f^p côtés
avec côtés opposés conjugués, en réunissant chacun d 'eux au suivant,
toujours suivant une même paire de côtés conjugués. Le polygone
tota l n'est plus l imité que par deux côtés de cette paire qui sont forcé-
ment conjugués entre eux. Nous laisserons les autres côtés conjugués
dans le polygone to ta l comme ils le sont dans chacun des n polygones
pris isolément . Soit R le polygone de (4p — ^)^ +• 2 côtés ainsi
formé- Les sommets donnen t n cycles (dans la fig. 17), le cycle

1^. i7-

,D/\ A^

y 1

ABCDEF en est un) , dont la somme d'angles est égale à celle du cycle
formé par les sommets du polygone de L\p côtés. Le groupe G en-
gendré par le polygone R est un sous-groupe dist ingué du groupe

( 1 ) Les doux fonctions fachsiennos fondamen taies pôuvent se représenter en fbnctKm^^...^^ ^.^^^^^
d'un paramètre arbitraire t par x == I / ^^^.^^ j == y ^^^.^^^ ,
oùy3^!. 1 1 ^ , ! :
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engendré par les polygones P. Une seule des subst i tut ions qui réunis-
sent les côtés opposés de P ne f i g u r e pas dans G, soit £5 272 appa r t i en t
à G. Soit u(z) une que lconque des fonct ions fuchsiennes engendrées
par le groupe G ; s o i t y u n e racine d 'ordre n de l 'uni té et

f{z) = u(z) -4-^/,(^) -{-/^/(^i2) -h. . . d-/^-1^^1),

on a
/(^) = ̂ 2) ̂ /^(^) +.. .-^/-î i.);

mais, ^(^2^) = ^(^), pu isque S" appar t ien t au groupe G. Donc

/(^)=/-v(^

Donc [/(^)p est une des fonctions fuchsiennes engendrées par le
polygone P et s 'exprime ra t ionne l lement au moyen des deux fonc t ions
fondamentales de ce polygone. En p renan t p o u r / s u c c e s s i v e m e n t les
n racines ^lèmes de l ' un i t é , on aura n fonctions/^), dont la somme est
nu(z); uÇz) s 'exprime donc par des radicaux d'ordre n au moyen des
deux fondions fondamenta les du polygone/ .» .

Pour u n e valeur donnée de m, un groupe fuchsien G engendre u n
nombre f i n i de fonct ions l inéa i rement indépendantes

C/.(^), ( A - = ï , 2, . , . , /r),

sans d iscont inu i tés dans le cercle fondamenta l et telles que,

^.^û(^+^

7^ 4- rî,

é tan t u n e subst i tut ion que lconque du groupe G,

^^^^(y^^o^Q^s);-

ce sont les fonctions tbêtafucbsiennes de deuxième espèce.

ÏHÉonÈME. — Soient 0"== ̂ -^ une substitution linéaire permutable
avec le groupe G et

^-TpT^M2^

©//s) est une fonction thêiafuchsienne de deuxième espèce.
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En effet , ©^(2) n'est pas d iscont inu dans le cercle fondamen ta l .
D'autre part ,

^^-^^E.cil^T^071^2^^
or S^cr === crSy,

^ /,v N ____(y^-4-g/)2^____^ ^ ^ .0,(^,)=^^^^^

Or (/?a^ 4- yy/)^ -+- P^i^ 9^i es^ l81 déterminat ion de la subs t i t u t ion
S/Œ^; il est égal au dénomina teu r de la subs t i tu t ion cr2^ qui est

( -/y m -+- r3y/^ ) z •+- yy n 4- ô/ g ;
d 'aut re par t ,
r. /_v ^«i. / ^ ^ , 3 i^a,f^^-[Q^l±iz£^^iy/.^O-^y; — L/y l - '7^ '~1"" °/.\ ^h^7) — -————————_^^-—-^^————————^/i\^),

et, par sui te ,
(^(.^^^(y.^+â,)2/^^^).

Puisque ©//-s) est une fonction ihêtafuchsienne de seconde espèce,
elle s 'exprime l inéa i rement et d 'une ïTianiere homogène au moyen
des fonct ions ©<(^) , ©û(^), - ., ©A^). On a donc

©/,(^0•)=:^A//,©/(5)(^^-^^)2 /^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . , Â-),

/

les A/À é t a n t des coefficients constants.
TIÎÉOHÈME. ~ Toute surface hyperelliptique clé genre p peut se repré-

senter conformément sur un polygone de L\p côtés dans lequel les côtés
opposes sont conjugués et les axes des substitutions concourent en un
même point. .Réciproquement, si, dans un polygone de ^p côtés, les côtés
opposés sont conjugués et les accès des substitutions concourent en un
point, ce polygone est l'image d'une surface hyperelliptique de genre p.

Soit ___________________
y = v/(^- — a) {x — b) {x — Ci ). . .{x •— c^)

une relation hyperel l ipt ique de genre/?. Formons une équation fuch-
sienne de genre o ayant pour points singuliers a, b, <^, ..., c^, la
différence des racines de l 'équation déterminante étant , pour x == a,



202 X. STOUFF.

—5 et pour les au t res points s ingul iers ^. Traçons des coupures a l l a n t
de a à &, <" , , ..., c^p {fîg- 18). Le rapport de deux intégrales de l 'équa-
t ion fuchsienne devient fraction uni forme de x dans le plan x modif ié
par ces coupures.

Fig. r8.

L'image de ce plan sur le cercle fondamen ta l est l imi tée par sp+ i
arcs symétriques par rapport a u x po in t s B, C < , Cy, . . . » C^ qui corres-
p o n d e n t a u x poinis b, c^ c^ ..., c^,. On peu t les remplacer par des
ars de cercle or thogonaux au cercle f o n d a m e n t a l en a joutant et en re-
t ranchant du polygone des parties homologues entre elles. On obt ient
ainsi le polygone A< C , A , C > . ..A^C^A,^, B (Jig. K)), dans l e q u e l l a

moitié de chaque côté est conjuguée de l 'autre moitié. Construisons le
symétr ique de ce polygone par rapport à B. Nous obtenons un poly-
gone total de l\p côtés, dans lequel nous conjuguerons les côtés op-
posés; x admet le groupe engendré par ce polygone. La fonct ionyesl
uni forme par rapport à z. En deux po in t s symétriques par rapport à B
ou aux points C^ » . . , C/^, x reprend la même valeur, donc y reprend
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des valeurs égales ou de signes contra i res . Or, B, C^ Ça, ..., C.̂  sont
des zéros simples dey ; donc les deux valeurs dey sont de signes con-
t ra i res . La subs t i tu t ion qui conjugue A ^ A ^ et A^^A^^ est le pro-
d u i t d 'une rotat ion de 180° au tour de Ci par une ro ta t ion de 180°
a u t o u r de IL Donc, en deux points correspondants de ces deux côtés,
y reprend la même valeur. C'est une fonction du polygone total et la
surface hype re l l i p t i que se représente conformément sur ce polygone.

La s u b s t i t u t i o n A ^ A ^ in A^,^A^.^ est le p rodu i t d 'une rotation de
71: au tour de Ci par une ro ta t ion derc au tour de B; par suite, elle trans-
forme évidemment en lu i -même l'arc BC^ et a cet arc pour axe. Ainsi
les axes concourent en B.

Pour démontrer la réc iproque , désignons par B le po in t de con-
cours des axes. Les subs t i t u t ions peuvent être considérées comme les
produi t s de ro t a t i ons de TT a u t o u r de c e r t a i n s points Ci , C^, ..., C.»n
situés sur leurs axes respectifs par u n e r o t a t i o n de TC au tou r de B. On
démontre aisément que ̂  étant la somme des angles du polygone, le

produ i t de ces ro ta t ions dans l 'ordre B, Co Ça, . . . » C^ est e l l i p t ique
et de période 2n. Le polygone p e u t se décomposer en deux polygones
de genre o, qui sont chacun l ' image du plan d'une variable x ; il est
lu i -même l ' image d 'une surface hypere l l ip l iquey == \/P(.x*).

TiïÉonÈME. — SÏ, clans un octogone, les côtés opposés sont conjugués et
la somme des angles égale à 271:, les axes des substitutions concourent en
un même point.

Je note, par des chiffres, les angles de l 'octogone Ç / i g ' 20), de façon

Kî^. '-to.

que, si l'on considère un sommet du réseau engendré par cet octogone,
en tournan t a u t o u r de ce sommet dans le sens positif, on rencontre
ces chifÏres dans l 'ordre de grandeur croissante. En parcourant le con-
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tour de l 'octogone dans le sens positif , les chiffres croissent de trois
unités, mod. 8. Soit

S -=r4 in 85, S' ==47 in 38, S^^a in 63, S^^ in ï6,

on a ss7 -"1 s' s^-1 s"1 s7 s'-1 s^ = i,
SS^^^S^-1 == S^-^^S7-1 S == 2.

Les subst i tut ions SS^S^ S on t une même L, 2 0 ; S^S^, S'^S'
une même L, 2?. Soit ^ p la L de S; les axes de SS^, S'S^, S et de
S'-"1 S, S^'S^S appar t iennent respectivement à deux Iriangles CAD,
EBF (fig. 21) don t les côtés sont a, ?, p et qui , par conséquent , sont

égaux entre eux, les angles de ces triangles peuvent être réels, c'est
le cas de la figure, ou imaginaires. Deux cas peuvent se présenter :
i° Supposons AD et EB placés de côtés différents de l'axe EFCD de S.
Le mil ieu M de ED est aussi le mil ieu de PC, et , à cause de l'égalité
des angles (réels ou imaginaires) ADC, FED ; ACI), BF.E (Jlg- ^2)» il

est le centre des deux systèmes (AD, BE), (ÇA, EF). Mais, comme S et
S'transforment SS'"' en S^1 S, leurs axes passent par le point M, pour
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ta même raison les axes de S" et de S'" y passent aussi ; 2° AD et EB
sont du même côté de EFCD. Si, par M, on mené mi arc perpendi-
culaire à FC, les axes de S'-1 S, SS'-\ S^ S^, S^S^ sont respectivement
symétriques par rapport à cet arc, les axes de S, S', S", S^ sont tous
perpendiculaires à cet arc et concourent , par conséquent, en un même
poin t imaginai re .

Nous rejetterons le second système de subst i tu t ions d o n t les para-
mètres forment une mul t ip l ic i té complètement séparée de celle que
forment les paramètres du premier système, et nous ne considérerons
que des subst i tut ions dont les axes concourent en un p o i n t réel ( i ) .

Relations entre les L des substitutions S, S\ S^, S^ et les angles des a,res
entre eux. -~ Soient -2^., ^', aT^, ^V les L de S, S\ S\ y. Prenons 'le
point de concours pour centre du cercle fondamenta l . Soient (î l 'angle
des axes de S et de S'; f^, ̂ \ ^ " ' ceux des axes de S' elde S", de S" et de
S ' " , de S" et de S""'1. Les quatre subs t i t u t i ons peuven t être exprimées par

(cil/ , sirA), (ch/ / , sh'À^'P), [cl»}/, sb^^?-^], [ch}^, sb^^W-1"^],

soit

En expr imant que

p+p/4-.^.+.(3^:^.

ss^-1 s" y -1 = s"1-1 s" s ' s - ï ,
on t rouve
•(1»}. th}.' sm|3 -4- IhV ihV sin^-h lh^ tW sin|3//+ thA ih /^ sinp^

—l.h}. tli}/ thV th y sin (p-t-P^- th À th V s'm^^)— th V th À^sin (^-^f/) == o.

TIÏÉORÈME. — /f toute transformation uniforme en elle-même d'une re-
lation hyperellipUque de genre p ^> i correspond une substitution linéaire
sur x.

Soit
j^P^)

( l ) Pour construire quatre substiUUions du deuxièine sysiètne, on formera un hexa-
gone ABCDEF dans lequel A ̂  C + E ̂  B •4- D -4- F. Soient Ti, Ta, T», T/,, Te, Te quatre
substitutions Iméairôs inverses, ayant pour lignes de points doubles des arcs perpendicu-
laires au milieu de AB, BC, CD, DE, W, FA; on posera

S^TiT,, : .S^TsT,, S^TaTa, S ^ T . T S . ,
Ânn. de l ' É c . Normale. S'6 Série. Tome V. — AOUT 188^. ^4
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la relation considérée. Il y a, p o u r w = = i ^ fondions thêlafuchsiennes
de deuxième espèce

rt̂ r dx . i ̂ .2"
-7" x ~r x T'dz clz dz

vp^' ^ ^PÏ^ " ? yî^o
Si G est le groupe de la représentat ion naturelle de la surface, il existe
u n e subs t i tu t ion a= /n—^ permutable avec G. Soient

, (m z 4" n\
, , d^'( ————

— l ^Zi'-t'^^ axï — _\£J!LZ^LL _—I_„
'rl '"' x \,7^7 ) 1 ~^ ~ ^ /^îli^^-^ (^•3 + ̂  '

\p^q}

D'après le théorème donné plus h a u t sur les fondions thê ta fuch-
siennes

.^^t dz .._ Qà(^) ( A = o , , . . , / ? — r) ,
V P i ^ , ) ^P(.^)

Q . / t ( ' y ) é t an t un polynôme ent ier en x de degré p -— i ; donc

„ OA-M^^')
'•^'""''QlIïT*'

Ainsi ^i est ra t ionnel en<r. Inversement, x es t ra t ionnel en . r< ; donc
x^ et x sont des fonctions l inéaires l 'une de l 'autre.

La recherche des cas où u n groupe hypere l l ip t ique est sous-groupe
dist ingué se ramène donc à l 'é tude des groupes finis. Les so lu t ions
répondent aux cas où les racines de P(^) sont les sommets d 'un po-
lyèdre régulier, d 'un polygone régulier, d 'une pyramide régul ière ou
d 'une double pyramide régulière.

Dans le cas des polyèdres réguliers, l 'équat ion fuchsienne est de la
forme

^ 0 (.r) /,,——
^^PT^ J^V^).

où réqualion P(<y) == o représente les sommets du polyèdre.
THÉORÈME. — Inéquation Q(^) == o représente les pôles des faces du po-

lyèdre. Le degré de multiplicité de chaque racine est égal au nombre des
côtés de chaque face moins deux.
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Lemrne. — Si, dans l 'équation
267

C^y

^r2 M^c.p(.r)2

on fait la subst i tut ion x == ^^i4^-71 et si, dans la nouvelle é q u a t i o n , onpx^q l

fait d ispara î t re le second terme, on obt ient une équat ion
dï ^i _ Qi(^i^~'pF(^r1
dx\

mx^où Qi(^i) === o et Q == o ont les mêmes racines.ypx^q
Ce lernme se démontre par le calcul direct.
Imag inons le cercle fondamenta l partagé en polygones régul iers

ayan t le même nombre de côtés n que les faces (la polyèdre et pour
angles la moit ié des angles des polygones réguliers sphériques formés
par les projections des arêtes du polyèdre sur la sphère circonscrite.
Prenons pour exemple le cube. Chaque face donne un quadr i l a t è re
dont tous les angles sont égaux à j- La sphère des .r est représentée
conformément sur le derni-polygone OB, AA^A'A^A^B, 0 Çfig. ̂ 3).
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Soit x^ une fonc t ion l i n é a i r e de oc s ' a n n u l a n t au centre G d 'un de ces
polygones et i n f i n i e en un point C correspondant au point -d iamétra le-
ment opposé à celui qui , sur la sphère des x, correspond à C. Soit

2JTÎ

^i==/(^), w^e n ,

/(cosç) est une fonction l inéai re d e / ( z ç ) et, d'après le choix de x^

,/0-c) ^^/(^c),

D'autre part , l 'équation fuchsienne devient, en subs t i tuan t .r, à oc,

d^} -iMî ) p
dx^ "~Pi(.y7)12 ^

or
Qi(.ri) _ 2.c\x"f—3^
¥,{x,y ~ 4 ^ 4 " ' ?

/(û^c) =//(^), r^^^^V'^^ r^c) == ^w •2yw(^),
^J^^''^^- 3 f"^^ « ̂ ^ ^ .A^) /^^O - B /^(^c).^^^ ,_„._ _ ^ - _ _.,,.^^^^—„.„.,

donc
(MZ l̂U-^<^^ - Qj.l̂ ^ ^ ^(^)^i[/(<«^c)]2 '" Pi[û)/(^)]2""'Pi(c,)^i)2"^ " ^(^yr

Si Pi(^i) a une racine^, il admet aussi la racine œ2;î donc P,(^",) ne
contient.??, qu'avec les exposants mu l t i p l e s de n, et

t\(&)^)=-Pi(^), Qi^y^&^Qi^);

Q| (x^ est donc de la forme

.Q^^o^^A^-r12"^.//
D'après le lemme, Q(^) == o admett ra comme racine, au degré de

mul t i p l i c i t é n — 2, la va leur de oc qui répond à x^ == o. Ainsi le pôle de
chaque face est racine de Q(a?) == o au degré n — ^. On épuise ainsi
toutes les racines de Q(.r), car le degré de Q(.^) est, d'après u n théo-
rème élémentaire , in fé r ieur de quat re un i t é s à celui de P2^). En dé-
signant par S le nombre des sommets du polyèdre, F celui de ses faces,
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on doit vérifier la formule

( n - a ) F = 2 S — 4 ;

ornV est le double du nombre des arêtes du polyèdre. Cette formule re-
vient donc à celle (PEuler.

RÉSULTATS NUMÉRIQUES.

Cube :
ff^—. i- (^—^o^—S) 2

dxï ~~~ 1 6 ^2 îrT^T(^3-^:~§y2(-
Dodècaèdre :

d^ v _ , /r3 ( A:'10 4- 11 x6 — i )3^ ._— 900 ̂ --̂ ^^^^^ (;.

Icosaèdre :
dî v _ 3 ^2()•~l s^^18^- 494^104~ ?/28,'̂  +1^2 — — yg " . . - ^ . ^ ^ ^ ( , .

La inême méthode permet de traiter les cas du polygone régulœr, de
la pyramide régulière et de la double pyramide régulière*

Polygone régulier :

cftv _ 3(> -+-Ï)2 x^^ _ ̂  ^,^^.^^^^ ç,,.

Pyramide régulière : '

cl"^ v 3 X^P -+- !\p\ p -+-1 ) .r2^ï

5^ •— "~ Yô (^2?n^r7)2 i ç ' ' -

Double pyramide régulière :

d2^ _ 3 X^P — ( 4./;2 ~ 2 ) X^-P -+-1
7/^2 —- """ 7^ ^ î^ iTr^yi ( ' ï•

PROBLÊME. — On propose de déterminer la relation hyperelliptique en-
gendrée par l'octogone ci-dessus, formé de quatre-îringts triangles ayant

' j 7T -K 7Tpour angles - 1 1 7 5 = - - ,* 0 2 4 ^



Î^O X. STOUFF.

Je choisis la fonction fuchsienne x^ de telle sorte qu 'au point 0
( fig. 24) oc' = o, aux sommets de Foctogone x == co, en B, x === i.

Deux ro ta t ions de ̂  Funeautour deO, Fau l re a u t o u r de K, sont per-
mutables avec le groupe de Foctogone. En vertu des condi t ions impo-
sées à ;r et en posant oc ==/(^o) •== y f^ i i )»

/(^o) "^—/(^o)» ^ ( ^ K ) ?(— ^I<) : : ̂ .

De la connaissance de la constante a dépend la solution du problème.
S o i t ^ la fonction qui représente le t r iangle UHF sur le demi -p lan po-
sitif et qui prend en H, F, 0 les valeurso, ï , co; s ne change pas quand
on change x en — x ou en ^; donc , en posant

:^ Miil
^(U) :

^^r est une fraction du c inquième degré. Le p lan de la va r i ab le u a
pour image le pentagone régulier OPGP'DP^KP 7 ' , dans leque l on con-
jugue OP et OP'\ GP et GP7, DP' et DP', KP' et KP". Le p o l y n ô m e R(u)
a pour racines a2-!-!, 20 et —20, et une rac ine d o u b l e ; S ( u ) ,
u ==co et une va leur q u a d r u p l e ; R(a) — S(u), une valeur quin tuple .
On peu t , d^pres cela, déterminer une fonclion a'= ïî-^Lf, t e l l e oue

- y u -+• o ! A

_ ( a / 3 — 5 ^ ^ + I O ^ — l o ) a / 2
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Soient p.<, p.^, ^3 les trois racines de l 'équation

u'3— Qu'2-^-10 u'— 10 = o;

2^ 1j

on a
a(a2-^ i) -h (3 %aa -+- (3

îa7~ï '̂" ~~" ^25
— laa + @

:^, ^^3,y (^^ - î )4 -â """r'15 ^ a y + o ~~'^"25 — 2 a y - + - â 5'

et, en éliminant a, jî, Y» o, on à l 'équation réciproque

4a(5^p.3-+-^i)4- (^ — i ) 2 (5 ̂ ip-a+^s) — ( ^ - 1 - ï ) 2 (5p-i^3-+" ^-2) ::==:^•

En pe rmu tan t ^^ et [^, on à l 'équation

4a(5jj.2^3-î-/j . i) 4- (a 4- i ) 2 ( 5/j.i jj.3-h ^.2) — ( a — i)2 (5p,i/j.2-+- ^3) ==o,

qui est la transformée e n — a de la précédente. En les mul l ip l i an t , on

Fi g. a 5.

OTA'

A'*'

en conclut que a2-!- \ est une fonction rationnelle de p-i à coefficients
entiers. Il faudra prendre pour p.< la racine réelle de l 'équation. Aux
deux racines imaginaires correspondraient deux octogones n'ayant pas
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d'axe de symétrie, mais une disposition symétrique l 'un par rappor ta
l ' au t re»

Retranchons de OPGPWKP7 ' (fig\ 25) le ê r i ang le D F ' G P e t a j o u -
tons son symétr ique par rapport à D, nous aurons

(OKPKGKP^DKP^KKP") ,

const i tué de la même façon que le premier (proprement équiva len t ) .
Les sommets du réseau qu'il engendre correspondent un à un aux som-
mets du réseau engendré par OPGP 'DP^KP^. En joignant dans ce
second réseau les points de la même manière que dans le premier
pour construire l 'octogone AA'A^A^A^A^A^A^, on, a l'octogone
(A)(A / ) (A / / ) (A / / / ) (A(^)(A^)(A( 0 ) ) (A^^(A^^ qui correspond à l ' une
des racines imaginaires.

g V. — Groupes symétriques.

J'appelle $id)stiUition linéaire directe une subs t i t u t i on de la forme

( m 4- in ) s + p 4" iq
(p — iq ) z 4- tn — m 7

substitution linéaire inverse une subs t i t u t i on

( m -h in ) SQ -h p 4-" iq
(p— iy)z^ m— In'

Le p rodu i t de deux subst i tu t ions l inéaires inverses est u n e subs t i tu -
t ion directe. Le produit de deux subst i tu t ions , l 'une directe, l 'autre
inverse, est une substitution inverse. Une s u b s t i t u t i o n inverse trans-
forme un arc orthogonal au cercle fondamenta l en un arc orthogonal
à ce cercle. Un segment d'arc et son transformé ont même L.

Soient AB, A'B' deux arcs orthogonaux au cercle fondamenta l et de
même L. Il y a une substitution inverse un ique qui transforme AB
en AlV. Prenons en effet le symétrique Ai B< de AB par rapport à l'axe
réel; AB se transforme en A ^ B < par ^; mais il y a une subst i tut ion
directe qui transforme A^ Bi en A'B'. Le produit est une substitution in-
verse qui répond à la question. I l n'y en a pas d'autres; car, si cela
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ava i t l i eu , il y aura i t deux substitutions directes changeant A^
en A'B'.

Les valeurs de z == a + î(3 invariables par une subs t i tu t ion inverse
sont données par

(p — ùj) (a^ 4- (32) — ama -+- 2£//z(3 — {p •4" ^/) == o,
(A) p(a2+P2~ï)=o,
( B ) y ( a2 -4" (32 ) 4- 2 /i a — a m (3 -+- ^ == o.

SI p -^ o, (A.) représente le cercle fondamenta l : (B) un cercle ortho-
gonal à ce cercle. La substitution laisse en général invariables deux
points du cercle fondamental et change en lui-même le cercle (B),
que nous nommerons son axe. Pour p = o elle change en lui-même
chaque point du cercle (B)*

A un groupe discontinu de substitutions directes et inverses répond un
polygone générateur. On peut supposer ce polygone l imité par des
arcs or thogonaux au cercle fondamenta l .

Les côtés sont de trou espèces.
Côtés de première espèce. — Ils sont en nombre pa i r et conjugués

deux à deux par des subs t i tu t ions directes.
Côtés de deuxième espèce. — Ils sont en nombre pa i r et conjugués

deux à deux par des subst i tut ions inverses.
Côtés de troisième espèce. — ï i ssonten nombre quelconque, et chacun

d'eux déf in i t une subs t i tu t ion inverse qui laisse tous leurs points in-
variables.

Cherchons main tenan t les conditions pour qu'un polygone l imi té par
des côtés de ces trois espèces engendre un groupe discontinu de sub-
s t i tu t ions linéaires distinctes et inverses.

Faisons d'abord une remarque. La disposition des points conjugués
sur les côtés de deuxième espèce n'est pas la même que celle des points
conjugués sur les côtés de première espèce. En effet, supposons qu'on
parcoure un côté de première espèce en décrivant positivement le con-
tour du polygone, nous savons que, pour parcourir le côté conjugué
en s u i v a n t les points conjugués dans le même ordre, il faut décrire le
contour du polygone en sens contraire. Ainsi, dans le parallélo-
gramme ABCD {fig. ^7), A est conjugué de D et G de B. ïn a l l an t

Afin. de l'Éc. Normale, à6 Série. Tome V. — AOUT 1888. ^



3^4 • xt STOUFF.

de A en B, on parcourt le contour du polygone dans le sens positif, et
en a l l a n t de D en C, on le pa rcour t dans le sens négatif.

An contraire, si l'on a deux côtés 'conjugués par une subs t i tu t ion
linéaire inverse, il faut suivre les deux côtés en t o u r n a n t dans le
même sens pour rencontrer dans le même ordre les po in t s conjugués.
Ainsi deux côtés conjugués par une substitution l inéa i re inverse offri-
ront la disposition figurée.

On le reconnaît par cette propriété des substi tut ions inverses : si u n
pointMQîg'. ^7) voisin de A tourne a u t o u r de A dans le sens posi t i f ,
son homologue ftf t o u rn e a u t o u r de A' dans le sens négatif.

Les sommets du polygone générateur peuvent se grouper en points
homologues. Les ensembles de sommets homologues entre eux s'ap-
pellent cycles. Pour reconnaître la na ture des cycles, envisageons le
réseau formé par le polygone générateur et tous ses transformés. Pre-
nons un sommet de ce réseau S, et é tud ions la région p d 'ampl i -
tude 2-K qui l 'environne. Trois cas peuvent se présenter :

i ° U n point M inf iniment voisin de S n'a pas d'homologue i n f i n i m e n t
voisin de S. Alors tous les côtés des polygones du réseau qui abou-
tissent au point M sont de première ou de deuxième espèce.En effet,
s'ily ava i t un côlé de troisième espèce, la région p serait partagée en
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deux autres, chacune d ' ampl i tude TC et formée de points homologues
aux points de l'autre.

Si la région p contient plusieurs points inf in iment voisins de S ho-
mologues entre eux, on peut la partager en régions limitées par deux
arcs de cercles orthogonaux au cercle fondamental et homologues les
uns des autres. On obtient ainsi le deuxième et le troisième cas.

2° Les deux arcs limites partant du sommet peuvent être conjugués
entre eux. Ils le sont nécessairement par une substitution l inéaire
directe. En effet, la substitution doit laisser S invariable, et une sub-
st i tut ion l inéai re inverse n'a de poin ts doubles que sur le cercle fonda-
mental , sauf le cas où elle en a une i n f i n i t é sur un cercle. Mais alors
au sommet S about i ra i t un côté de troisième espèce, et la région p ne
serait pas divisée suivant l 'hypothèse. L'angle des deux arcs l imites
est ^? n é tant entier, rappel le les cycles du premier et du deuxième
cas cycles de première catégorie.

3° Un des arcs l imi tes est un côté de troisième espèce. L'autre arc,
n 'ayant pas de conjugué, est aussi un côté de troisième espèce. On
obt ienta lors une région angulaire qui se reproduit par symétrie au tour
de ses côtés. Elle est donc d 'ampli tude — {fig- 28), ri é t an t entier. On
a un cycle de la deuxième catégorie.

Fig. 28.

Tout polygone qui est l imité par des arcs or thogonaux ^u cercle
fondamenta l répartis en paires de première et de deuxième espèce et
en côtés de troisième espèce, dont les cycles satisfont à ces condi-
tions, engendre un groupe discontinu. En effet, en faisant les substi-
tut ions directes et inverses qu'il définit , on obtient un réseau de poly-
gones juxtaposés et ne se recouvrant pas les uns les autres.

(J'ai abrégé l'exposition de cet tethéorie parce que les développe-
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ments offrent une analogie complète avec ceux de M. Poincaré dans la
théorie des groupes fachsiens.)

Remarquons encore qu' i l y a le même nombre de cycles de la
deuxième catégorie que de côtés de troisième espèce. En effet, chacun
des deux bouts d'un côté de troisième espèce sert de l imi te à l 'angle
d 'un cycle de la deuxième catégorie, et d 'autre part l 'angle d 'un
cycle de la deuxième catégorie est l imi té par deux arcs de troisième
espèce.

Nous désignerons par am, ^n, q respectivement les nombres de
première, deuxième, t rois ième espèce, par / l e nombre des cycles de
première catégorie.

Contours complets et incomplets. — Imaginons des côtés de troisième
espèce AB, BC, CD, DE l i m i t a n t un polygone générateur P; chacun
des angles B, C, D est nécessairement une pa r t i e a l iquo te de TT; en A
et E aboutissent des côtés de première ou de deuxième espèce. Si les
points A et E sont homologues, nous appel lerons le contour ABCDE
contour complet ; dans le cas contraire, contour incomplet. E appar t i en t
à un cycle de deux ième catégorie; considérons le réseau engendré p a r P
et dans ce réseau le deuxième côté de troisième espèce l imi t an t l'angle
du cycle auquel appar t ient E. Ce côté appar t ient à un polygone égal à
P; soit FG son homologue dans P; FG est l 'origine d 'un nouveau con-
tour incomplet FGHK.

Si K est homologue de A, nous appellerons Pensemble des deux
contours incomplets ABCDE, FGHK contour complet. Sinon nous conti-
nuerons de la même façon : comme nous supposons que P n'a qu 'un
nombre limité de côtés, on finira par retomber sur un homologue de
A. Je désignerai p a r o l e nombre des contours complets. Ils sont ana-
logues aux cycles.

THÉORÈME. — Si n = o, m— / — s est impair.

Transformons en effet d'une manière continue le polygone P en ré-
duisant à o tous les côtés de troisième espèce. On obtient un polygone
(P) dont tous les côtés sont de première espèce. Chacun des contours
complets donne naissance à un cycle de sommets de (P). Les cycles
de première catégorie dans P subsistent sans altération dans (P). Le



SlîU LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUGIÎSÏENNES. 277

nombre des côtés de P est am, celui de ses cycles 1-+-S. Soit p ^ son
genre

m. — l — A1 == api — i. c. Q. F. JD.

Etant donné un groupe F de substitutions directes et inverses, il est
évident que les substitutions directes contenues dans F forment un
groupe G. Soit P un polygone engendrant F ; on formera un polygone
R engendran t G en réunissant P avec un polygone P' de son réseau
ayant en commun avec P un côté de deuxième ou de troisième espèce.
Tout côté de troisième espèce dans P sera conjugué avec le côté homo-
logue de troisième espèce dans P'; chaque côté de deuxième espèce
dans P avec l 'homologue dans P' de son conjugué dans P.

Je me propose main tenant de dé terminer les cycles deR . Considérons
un sommet du réseau engendré par R. Si dans P il appart ient à un
cycle de première catégorie, à ce sommet aboutissent deux arcs con-
jugués par une subs t i tu t ion e l l ip t ique qui est directe et par conséquent
appar t ient à G. Le cycle subsiste donc sans changement dans R. S'il ap-
part ient à u n cycle de deux ième catégorie dans P, à ce sommet abou-
tissent deux arcs faisant u n angle -j-> et définissant chacun une substi-
t u t i on inverse qui laisse tous leurs points invariables. Le produi t d'une
de ces subs t i tu t ions par l 'autre est une substitution e l l ip t ique de pé-
riode 7c fa isant partie de G ; ainsi ce cycle de deuxième catégorie donne

<•) ffr

naissance dans G à un cycle ayant pour somme d'angles —i qui com-
prend aussi les sommets homologues dans P^ .

Le nombre des côtés de R est l\m -h (\n + sq — a ; celui de ses
cycles est, diaprés ce qui précède, ^l + q. Il a donc pour genre

P ^ ?̂ îJliiL±«iLl̂ ^ := m 4- n — / -

G est un sous-groupe dis t ingué de F.
Considérons une équation fuchsienne

rf2^
d^' ^(^j)^ /(^»y)=o?

où les fonctions rationnelles f{oc,y} et y(^,y) ont leurs coefficients
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réels. Soit ah une valeur spéciale du po in t xy, (V) et f — ) ? (ç7)' et

( — ) deux systèmes arbitraires de valeurs initiales de ç et -^; on
\u^ / ' dx

. pourra développer, suivant les puissances croissantes de x — a, deux
intégrales de l 'équation fuchsienne correspondant à ces valeurs ini-
tiales. D'autre part, l'équation/^1, y) = o admet aussi la solution Oo,
A O ; et l'on pourra développer, suivant les puissances croissantes de
x — a^, deux intégrales correspondant aux valeurs init iales de p et de
d^ . . fdv\ . ., fdv\ y A idï7 ̂ 9 [d^)^ (^o- \dx), ̂ w x = a69 y== b^ Aux deux p011118

analytiques xy, x^y^ répondent donc deux quotients de deux inté-
grales imaginaires conjugués. La variable œ du cercle fondamental
prend deux valeurs qui sont fonctions linéaires inverses l 'une de
Fautre.

Le groupe G de l'équation fuchsienne est donc sous-groupe d 'un
groupe F de substitutions directes et inverses.

Application aux courbes du troisième genre. — Je prendrai des
exemples dans la représentation naturelle des courbes du troisième
genre qui admet tent des équations à coefficients réels. A chaque con-
tour complet répond une branche réelle de courbe. Nous supposerons

Fîg. ^9-

M^ M.,

que chaque contour complet ne contient qu'un côté de troisième
espèce, et que la somme des angles adjacents à ce côté est TT. Nous
prendrons /= i ; la somme des angles de ce cycle est nécessairement
^TC. On a donc

m + n ==4-
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Soient n == o, m ==4 ;7?z — .y étant pair et non négatif, s = 2 ou î ==4.
Ces deux hypothèses donnent les polygones ci-dessus. J ' indique les
couples de côtés conjugués en les écrivant entre parenllièse, les côtés
de troisième espèce en les écrivant seuls Çfig. 29 et 3o).

(MiAi ,M,Bi) , (MsM^MA),
(MaM^M^Mg), ( M « A s , M , B 2 ) ,

(AiBi ) , (A.Bî).

( M , A , , M 2 B , ) , (]VLA,,MJ3,),
(MaA^M/J^), ( M ^ A ^ M i B » ) ,

(A,li,), (A^), (A^B,), (A,B,).

Nous examinerons encore les cas suivants (/ig- 3i à 34) :

''ig. 3l.

i M-' M,

riiî. Sa,

/; == i, /n == 3, A' == 3,
( M t A , , M , B , ) , (M^M.^sMi),
(M3B;, ,M,As), (MJi^M.A,),

(AiBJ, (AiB.,), (A;,B,).

m ••

( M i A i , M î B , ) , (M»M5,M3MJ,
(MaM^.M^Ms) , (M,A, ,M,B,) ,

(A,B,) , (AsB,).

î -: i, »* =: i, n ;:-; 3,
( M i A i , M s B , ) , (M,M, ,M,Ms)

WM,,MM, (M4M,,M,M»), (A,B,) .

.? == o, m ==o, /2 == 4"
(MiM,,M.Mi) , (M3M8,MsM,),
(MïMt, M,M,), (M»Mg, Mi'Me).
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Le dernier cas fournit une courbe du troisième degré qui n^a pas de
branches réelles.

THÉORÈME. — Si

est une substitution inverse permutable avec un groupe G, et @(z) une
fonction thêtafuchsienne de deuxième espèce,

^s)-[^^^sa\
est aussi une/onction thêtafuchsienne de deuxième espèce.

Ce théorème se démontre comme le théorème analogue du § IV.

Application aux relations hypereUipliques. — Soit un groupe G de la
représentat ion naturel le d'une surface hypere l l ip t iqoey == l\(x); on
démont re a i sément , à l 'aide du théorème précédent , que, si le genre
p de la surface h y p e r e l l i p t i q u e est p lus grand que j , à toute subs t i tu -
tion l inéa i re inverse p e r m u t a b l e avec le groupe G correspond une
subs t i tu t ion l inéaire inverse sur la var iable x. S'il y en a deux, leur
p r o d u i t est une substi tut ion directe pe rmutab le avec G; cas étudié.
Nous n'en supposons donc q u ' u n e de période 2, et par su i te réduct ible
par une t ransformation à x' ==. x^

Ainsi nous sommes amenés à considérer les groupes qu i corres-
ponden t aux surfaces hype re l l i p t iques y== ̂ ^ ^ ^^ ^ ^
coefficients réels.

Soil (n impair)

R(.r)=^-^(.r~60(.r-^).,^-^^^^^^_^)^,^,,^

considérons l 'équation fuchsienne

i^^_______________ ^__PO;)
d^ ^^à)^x-b^(x- ̂ )â...(^-^,^-^)(.r-< '̂(ïr^ ^

où toutes les différences des racines des équat ions déterminantes
sont ^.

Je suppose a, 5,, b^ . . . » ^ r é e l s ( / ^ 3 5 ) , ^ e l c , , ^ e t c ; , ...



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSÎENNES. 281

c,n et c^ imaginaires conjugués. Traçons dans le plan des x une coupure
suivant l'axe réel de la surface, puis des coupures partant du point a
et a l l a n t aux points c^ c^, c^, ..., c^. Le rapport de deux intégrales
de l 'équation fuchsienne devient alors, dans le demi-plan situé du côté

Fiîî. 35.

positif de l'axe réel fonction uniforme de la variable x, et le polygone
P' qui représente ce demi-plan engendre un groupe P de subst i tut ions
directes et inverses.

L'axe réel est représenté par une l igne brisée A B ^ B ^ . . .B^A^
(fig- 53) dont les angles sont droits et qui forme un contour complet.
Chacune des coupures menées dans le demi-plan positif donne nais-
sance à des arcs symétriques respectivement par rapport a u x p o i n t s C i ,
Cy, ..., C^ images de c^ 03, ..., c,^. On peut tou jours modifier ces
coupures de manière que ces arcs deviennent des arcs de cercle ortho-
gonaux au cercle fondamental . Cela revient en effet à a jouter et à re-
trancher au polygone des parties homologues entre elles. Les côtés
C,A\ G<A^ CaA^CaA"; ...; C^A^^, C^A sont conjugués entre eux
et forment des côtés de première espèce. La somme des angles A
est?.

2

Pour obtenir le polygone générateur P du groupe T des substitutions
directes de P, je prends le symétrique du contour A'A" A'"... A^^A
par rapport au côté JînA\ A^-^A^^... A^-^A^ {fig. 36); les
points Ci, €2, . » . , C,n ont pour symétriques les points C\, Cp ..., C^.
L'arc A^B/, est symétrique par rapport à B^A' de l'arc AB,, ; prenons le
symétrique A^-^B,» de l'arc AB^ par rapport à B^, B^, l'arc A^^B^
vient se placer alors dans le prolongement de A^^B^, et B^ est le mi-
lieu de A^A^^-0, A^^B^i est symétrique de AB/^ par rapport
à B^B^. En prenant le symétrique de AB^ par rapport à B/^ B^,

Arm, de i'Êc. Normale. 39 Série. Tome V.— AOUT 1888. 36
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cet arc se place dans le prolongement de Â^'^B^-o et ainsi de suite
jusqu'à ce que l'on arrive en un po in t symétr ique de A par rappor t
à B ^ . On obtient ainsi un polygone P a y a n t ^m +n côtés, et dans le-
quel la moitié de chaque côté est conjuguée de l 'autre moitié. Ce po-
lygone engendre précisément le groupe de l 'équation fuchs ienne de
genre o.

VÎQ. 36.

A fa m,^ "^ (9 rn^^s i

Pour obtenir le polygone R générateur du groupe G de la représen-
tation naturel le de ^=\/R(^), on prendra le symétrique de P par
rapport au po in t Bo et l 'on conjuguera les côtés opposés du polygone
total.

Lorsque toutes les racines deR(^) sont imaginaires conjuguées deux
à deux, les constructions précédentes ne s 'appliquent plus. Remar-
quons toutefois que P' a encore, dans ce cas, un côté de troisième es-
pèce; car, x restant réel, le rapport de deux intégrales de l 'équation
fuchsienne décrit un arc orthogonal au cercle fondamental , et deux
points symétriques par rapport à cet arc sont homologues dans F'. Ceci
posé/traçons une coupure suivant l'axe réel, puis d'un point d pris

, , ^ Fig. 37.

sur cetaxe menons des coupures de,, dc^ . , . , dc^(fîg. 37) aux racines
situées dans le demi-plan positif. Le demi-plan ajnsi modifié se repré-
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sente dans le cercle fondamen ta l par un polynôme DD'D\. . D1^5

(/^. 38), oa les milieux de m côtés sont C,i, C^, ..., C^.

Fig. 38.

On peut choisir les coupures et le point d de telle sorte que les côtés
soient des arcs orthogonaux au cercle fondamental et que l'angle
en D soit droit . Alors la somme des angles D', D", D^ est— Je con-
struis son symétr ique par rapport à DD^.

Pour construire le polygone P, générateur de F, je prends le symé-
trique C] de C^ par rappor t à Ça, puis le symétrique Cf de C\ par rap-
port à C;p et ainsi de suite en parcourant le contour formé par la réu-
n ion des deux polygones. Je dis que le dernier point c^""^ auquel on
arrive est symétr ique de C^ par rappor t à C\. Pour cela il suffit de
démontrer que (^ et C^"""^ sont symétriques l 'un de l 'autre par rap-
port à ip7^.

En effet, C[ IY et C1 D' ainsi que les angles C< D'Ca, C; DÏa sont égaux,
Par suite, l'angle C^ IVCa est la somme de C,WC^ et de C^C^ l 'angle
CfD^C,, est la somme de CjyC^ CalVC,, (VDC^ et ainsi de suite; par
conséquent, l 'angle C^^D^'^C^ est la somme de tous les angles
ly, D", . . . , D^""^ c^st-à-dire TC'. Donc C^""1^2^5 est dans le pro-
longement de D^^C^ Comme on a

CiD^ c; iy= c\ïy'=.. .= c^-^.'D^--1)
et que C^D'^ C^D = Ï)C\ == C.D^-^, C, et C\ sont symétriques par
rapport à D^""45. On a donc P, générateur de F, dans lequel les demi-
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côtés sont conjugués entre eux. En prenant le symétrique de P par
rappor ta C\ et en conjuguant les côlés opposés du tout, on aura R,
générateur de G.

SECONDE PARTIE.

§ VI. — Polygones équivalents.

De/initions, — On nomme polygones équivalents deux polygones q u i
engendrent le même groupe fuchsien. Si R et R< sont deux polygones
équivalents, les subs t i tu t ions S, S', S", ..., S^, qui con juguen t les
côtés de R, s 'expriment par les subst i tut ions S^ S\, S\. ..., S'f, q u i
con juguent les côtés de R , , et inversement ( î ) .

Les deux polygones R et R< sont proprement équivalents, s'ils sont
constitués et notés de la même façon. Alors n' = n, et il y a les mêmes
relat ions entre les subs t i tu t ions de même nom des d e u x polygones.
Dans le cas contraire, nous appellerons R et R^ polygones impropre-
ment équivalents.

R et R< étant improprement équivalents , pour transformer R en R^
il faut faire une certaine opération. L'ensemble de toutes les opéra-
tiens qu' i l fau t faire pou r transformer un polygone en un polygone
quelconque proprement équivalent forme un groupe €?. Ce groupe est
dérivé de systèmes d'opérations fondamentales qui , par leurs c o m b i n a i -
sons, sutfisent à l^engendrer.

THÉORÈME. -- Les groupes ® et C^ d9 opérations qui transforment deux
polygones improprement équivalents R et R ^ en polygones qui leur soient
respectivement proprement équivalents sont isomorphes hoioédriquement.

( 1 ) Je considère toujours comme identique deux polygones dont les substitutions sont
les mêmes. Je me borne aux polygones qui n'ont pas de partie négative ou qui peuvent
être ramenés à des polygones de ce genre en déformant les côtés, mais sans altérer les
substitutions.
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Soit, en effet, S? une opération de ® qui transforme B en IV. Dans
les formules qui expriment les substi tutions de R< par celles de R,
remplaçons les substitutions de R par celles de R'. Les nouvelles ex-
pressions définissent un polygone R', constitué et noté comme R, ,
équivalent à R'; R' étant lui-même équivalent à R, et par suite à R < ,
R< et R^ sont proprement équivalents. Ainsi à S5 dans ® correspond
une opération <^\ dans ̂  transformant Ri en R^. Inversement à ^,
dans ®^ correspond <S? dans €>.

Il est souvent utile d 'employer tantôt l 'un, tantôt l'autre des groupes
isomorphes entre eux pour mettre leurs propriétés en évidence.

Il faut encore distinguer, parmi les polygones proprement équiva-
lents, ceux qui font partie du même réseau et ceux qui appa r t i ennen t
à des réseaux différents. Généra lement /nous ne ferons pas de distinc-
t ion entre les polygones d 'un même réseau, déserte que nous regarde-
rons comme égales a l 'uni té les opérations qui transforment un poly-
gone en un polygone de son réseau.

THÉORÈME. — Envisageons les expressions des substitutions d'un poly-
gone R< engendrant un groupe G^ contenu dans un groupe T, par celles
de Pi engendrant F. i° Si l'on remplace dans ces formules les substitu-
tions de Pi par celles d'un polygone P( de son réseau^ on obtient des poly-
gones R^- engendrant un nombre fini de groupes différents G^, G^, ..., G-s.
2° Si r on remplace P^ par un polygone proprement équivalent P^ qui
n'est pas de son réseau; puis V\ par un polygone P^ de son réseau; les
polygones ï{{ engendrent N groupes tous identiques aux N premiers ou
tous différents. 3° Le nombre total des groupes G que l'on peut obtenir
en remplaçant P^ par un polygone proprement équivalent quelconque est
fini.

En effet : r° soit n le nombre max imum de points homologues entre
eux par rappor t à F et non homologues entre eux par rapport à G,. Il
n'y a pas plus de n polygones R/ engendrant des groupes différents.
Ainsi N5/2 .

2° II y a les mêmes relations entre les substitutions de P^ et celles
de même nom de P^ ; le nombre des groupes déduits des polygones du
réseau de P{ ne peut donc être inférieur ou supérieur à N. Soient G^
G^, ..., G^ ces groupes. Si G*? par exemple, était le même queG^ G^,
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G 3 , . . . , G ^ , qui sont les transformés de G^ par les subs t i tu t ions de F
devra ien t se re t rouver parmi G^, G7,, . . . , G^ qui sont les transformés
de G^ par les substi tutions de F, et les N groupes G7 seraient iden-
t iques aux N groupes G.

3° Construisons la surface de Riemann dont le polygone P^ et
aussi P',, etc., sont l ' image. Le nombre des surfaces de Riemann ayant
N feuilles et satisfaisant aux condi t ions nécessaires pour représenter
un polygone R est l imi té . Imaginons-les toutes : en prenant l ' u n e
quelconque de leurs feu i l l es pour en faire l ' image sur P ^ , les surfaces
de R iemann a N feu i l l e s se représentent sur des polygones engendrant
tous les groupes G, qu'on peu t obtenir en faisant varier t an t les indices
infér ieurs que les indices supérieurs. Donc le nombre total des groupes
est l i m i t é .

Remarque, — Soit NÂ" le nombre des groupes G; ces groupes

Gi, Ga, . . . , GN ; . . . ; G{, G<, . . . , G-& ; . . . ; G f-l, . . . , (^ • • • • [

se déduisen t de N polygones
P< P P,, • • P./ p.f p / . . î > / » - - i n/--"!1 i » l 2? • • • , A N , . . ., i. ^ , l g, . . ., l j-s, . . ., l ^ , . . ., jr^. l.

• Imaginons les subs t i tu t ions de tous ces polygones exprimées par
celles de P,. Si, dans ces expressions, on remplace les subst i tut ions de
Pi par celles d 'un polygone p roprement équ iva len t , l e s N K groupes G
ne font que se permuter ; le groupe H de ces pe rmuta t i ons est impri-
mitif et les G'\, G^, . . * , G-i, f o r m e n t les systèmes d ' i rnpr imit iv i lé .

Le groupe j| des opérations qui transforment P^ en un polygone
équivalent offre avec H un isomorpbisme mériédrique. H contient,
comme sous-groupe distingué, un groupe intransitif I, formé des per-
muta t ions qui ne déplacent pas les systèmes d'imprimitivité, mais qui
ne font qu'échanger entre eux les éléments de chaque système, A 1 ré-
pond un sous-groupe distingué 3 de f),

Les deux ihéorèmes suivants sont fort importants , et les §§ VII
et VIII sont en grande partie consacrés à leurs applicat ions.

TiïÉonÉME. — Si un groupe T contient un sous-groupe distingué G et si
B^ est un polygone générateur de G y quand on transforme B^ par les sub-
stitutions de F, on obtient N polygones appartenant à des réseaux différents
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R ^ , IL, ..., RN. Si l'on exprime les substitutions de ces N polygones par
celles de R(, les expressions obtenues définissent un sons-groupe fini JF du
groupe © des opérations qui transforment tout polygone R constitué et
noté comme \\^ en un polygone proprement équivalent, quand même le
groupe, engendré par•'R ne serait contenu dans aucun autre groupe.

En effet, G étant sous-groupe distingué de I\ les substitutions de IL
étant les transformées des subst i tut ions de R< parune subst i tu t ion de r
appart iennent à G et s'expriment par les subst i tu t ions de R^ . Imaginons
que nous ayons ainsi formé les expressions des subst i tu t ions des N po-
lygones par celles de R ^ ; en considérant comme égales à i les opéra-
t ions qui transforment Ri en un polygone de son réseau, ces expres-
sions définissent un groupe fini d 'opérat ions d'ordre N. Faisons varier
les paramètres don t R < dépend , sans nous occuper si le groupe qu'il
engendre reste sous-groupe distingué d 'un groupe T. Soit R le nouveau
polygone. Ses cycles sont les mêmes que ceux de R ^ . Or il n 'y a, tant
dans R que dans Ri , de relations entre les subs t i tu t ions que celles
fournies par les cycles et les combinaisons de celles-ci entre elles. Ainsi ,
les re la t ions entre les substi tutions de même nom d e R et de R< sont les
mêmes. Si le groupe J" est fini et (tordre N, c'est que certains pro-
dui ts des subs t i tu t ions de R^ sont égaux à T , Les produits des substitu-
t ions de même nom deRseront aussi égaux à ï . Ainsi l'on obtient, quel
que soit R, un groupe J d'ordre N.

Remarque. — En transformant R^ par les substi tut ions d'un polygone
générateur de I\ les expressions correspondantes donnen t les opéra-
tions fondamentales de £'.

THÉORÈME. — Si l^on exprime les substitutions de R^ par celles d'un po-
lygone P générateur de T et si, dans les expressions obtenues, on remplace
les substitutions de P par celles d'un polygone proprement équivalent P'
et tel que R, se change en ï\\ proprement équivalent à R^, les expressions
des substitutions de l\\ parcelles de J{^ définissent des opérations formant
un sous-groupe M de (S? et ayant £ pour sous-groupe distingué.

Il fau t prouver que la transformée d'une opération de £ par une opéra-
tion de M est une opération de J?. Soient P^ et P/ deux polygones gé-
nérateurs de F du même réseau ; R, et R^ les polygones généra leurs de G
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qui en dérivent. Les expressions des substitutions de R/ par celles
de R^ définissent une opération SS de J'. Soit t une opération chan-
geant P^ en P, , et te l le que le polygone R\ qui dérive de P^ soit équi-
valent à R i ; les expressions des subst i tut ions de R^ par celles de R,
définissent u n e opérat ion % de M. Faisons sur P, l 'opération t. Elle
donne un polygone P,.. Comme P^ est le transformé de P< par une sub-
stitution G- de F, P^. est le transformé de î\ par a. R^. dérivé de P', est
aussi le transformé de R^ par cr; il se dédui t donc de R^ par une opéra-
tion ̂  de J. Il se déduit d 'ail leurs de R, par %. On a donc

e-~ lM=^, C . Q . F . D .

Notation des opérations. — Pour noter une opéra t ion , je suppose les
substitutions du polygone désignées par une même lettre affectée d'un
indice ou d'un accent, et j'écris entre deux traits verticaux les expres-
sions des substitutions du nouveau polygone par celles de l 'ancien, en
suivant l 'ordre de grandeur croissante des indices ou des accents des
substitutions qu'elles représentent.

Sur les polygones hyperelliptiques. — T o u t e relation hypere l l ip t ique de
genre p peut se représenter naturel lement sur un polygone de L\p côtés,
dans lequel les côtés opposés sont conjugués et les axes des substitu-
tions concourants. Pour /?>2, les surfaces hyperel l ipt iques peuvent
se représenter naturellement sur de pareils polygones, mais dans les-
quels les axes des subst i tut ions ne sont pas concourants. Les polygones
de l\p côtés, dont les côtés opposés sont conjugués et qui représentent
des surfaces hyperell iptiques, se partagent alors en mult ipl ic i tés dis-
tinctes, telles que dans chacune d'elles les substi tutions jouissent d 'une
propriété géométrique spéciale.

Soit ® le groupe des opérations qui transforment un polygone hy-
perelliptique dans lequel les axes des substi tutions sont concourants
en polygones proprement équivalents de la même mul t ip l i c i t é . Je me
propose de déterminer un système d'opérations fondamentales de (S).

Soient S, S', S", ..., S^*^ les substi tutions du polygone; on a

S=i^2^.n, S'== 2<2^2p4-i» " " f S2^""1^ S^.S^+.i,

-^1 -"a • " • "^'2^4-1 -^2//-1-2 '^ l •
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Les S étant des rotat ions de îc.2;^^ est celle qui a pour centre le
point de concours des axes. Nous ne considérerons pas comme distincts
les systèmes

S, S^ ..., S^-'^ et S-1, S^-S ..., S^-15"1,

le second est le transformé du premier par Sap-n* Sous cette condi-
t ion, il y a isomorphisme hoioédrique entre © et le groupe Q des
opérations qui transforment le polygone défini par les S en un poly-
gone équivalent. Pour fixer les idées, nous prendrons un polygone de
^p + i côlés, où les demi-côtés sont conjugués, et les milieux sont les
points doubles de S^ Sa, ..., ^p^ (./?<§'. 39). Le point double de^+-a
est le sommet compris sur le contour entre le point double de Si et
celui de Son-n.

Fi(ï. 39.

Soient a,, a^ ..., a^, 0^+1» ^p^ les racines du polynôme placé
sous le radical dans la re la t ion hyperel l ipt ique. Le polygone dont les
substitutions sont les S< et un système de coupures allant du point a^p^
aux points a^a^ ..., a^p, a^.^ se correspondent d 'une façon unidéter-
îninative. On peut donc substituer à la considération de deux poly-
gones proprement équivalents celle de deux systèmes de coupures
constitués et notés de la même façon, que nous appellerons aussi pro-
prement équivalents. Soient Ci , Cs, ..., C^-n et C\, C^ ... C^^ deux
systèmes de coupures tracées : les premières, entre le point a^p^ et les
poin ts a^ a^ ..., a^+, ; les secondes, entre le point cij^ et les points
cij^ ay,, ..., o/^, où les,/ ind iquent les 2p -^ 2 premiers nombres dans
un ordre quelconque. On suppose que, dans chaque système, un mo-
bile inf in iment voisin du point où les coupures se réunissent et toar-
nant au tour de ce point dans le sens positif les rencoiitre dans l'ordre
des indices croissants. L'opéraîion

l ==: [ JSa? 2a, . . ., ̂ ap-t-Sî. -^i | ,

permet de remplacer le point a^^ par un quelconque des autres.
/Inn. de l ' È c . Normale. 3e Série. Tome V. — SEPTEMBRE ï883. 3?
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Il nous reste donc seulement à ramener au système C,, Ça, . . . , Ça
unsystème C^ C, ..., C^,^ par lan t de a^^ e t abou t i s san t àa^, o^, ...,
cij^ Comme la dernière s u b s t i t u t i o n s 'exprime par les autres, nous
ne la ferons désonnais p lus entrer dans la notat ion des opérations.

, THÉOHÉME. — Pour réduire le système (7 au système C, il suffit des deux
opéra/ions

,̂, — j V V V v
"" —— i -^2» ^î» • • • ? —'2/^-1 » -^1 y

« — ! V y v T V ^ i
/A ——— j M.^y ̂ ^ ̂ , ^rfy, . . . , ^>p...̂  j .

Deux systèmes de coupures doivent être considérés comme identi-
ques, lorsqu'on peut ramener l 'une à l ' au t r e les coupures de même
nom en les déformant d'une manière cont inue .

Remarque /. — Considérons une portion E de sphère l imi t ée par une
courbe L, un point a pris sur L et u n poin t b pris dans E. Les arcs si-
tués dans E, et a l l a n t de a en b sans se couper eux-mêmes, peuven t se
ramener l ' u n à l 'autre par une déformat ion con t inue .

Remarque I I . — Marquons dans E un point c, tous les arcs a l l a n t de
a en b sans se couper eux-mêmes, et sans rencontrer u n ' a r c fixe A
tracé entre a et b, se partagent en deux classes : i° les arcs d 'une même
classe peuvent être ramenés l ' un à l 'autre par d é f o r m a t i o n c o n t i n u e
sans franchir c; 2° deux arcs de deux classes différentes peuven t être
ramenés l 'un à l 'autre, mais en franchissant c une fois. Nous appelle-
rons première classe celle à l aque l l e appar t ien t A.

Remarque HL — L'opération m permute cycliquement les noms des
coupures.

Remarque IV. - Si l'on fai t sur un système C,, C,, ..., C,^ (fig.^)
l 'opération n, les coupures G,, C,, . . . , C,^ ne changent^pas, la cou-
pure C^ est remplacée par C,. L'ensemble des bords des coupures 63,
Cir • . . ? C^ forme une courbe L. D'après la remarque II, l 'arc suivant
lequel est tracée C^ et le point a^ définissent deux classes d'arcs; C\ est
remplacée par une coupure C\ tracée suivant un arc de la deuxième
classe. On peut déformer C^ et CT, de manière à les rendre in f in imen t
voisines s u r t o u t leur parcours, le po in t a^ étant entre les deux. Si
l 'on fait abstraction du nom des coupures, l 'opération 731 n'altère qu 'une
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des 2p -4- s coupures, (Xp qui , au lieu cTat30ulir dans l 'angle de C', et
de 63, a b o u t i t dans l'angle de C\ et de C^.,,. L'opération nmr^ n ne
change que les noms des ip coupures Cp €3, ..., C^.^; mais la der-
nière, au l ieu d 'aboutir dans l 'angle de C\ et de Cg, abou t i t dans l'angle
de 0^ et de € 3 1 . En général, les opérat ions m et n permettent , en
changeant seulement le nom de À coupures , de faire aboutir les 2p-hï —A
autres dans l 'un quelconque des angles de celles-ci, et, comme m per-
mute cycliquement les noms des coupures, on peut passer d 'un système
qui a h coupures à un système ou ces h coupures sont les h premières.

L'opération n { ne change pas les 2p — î dernières coupures, rem-
place C\ pa r (^ et C^ par une coupure qu i ne rencontre pas C, et qui
correspond entre elle et Cp le point a^.

Pour démontrer le théorème, il suff i t de démontrer la proposition
suivante : si les opérations m et n permettent de réduire le système C/
au système C, lorsqu'i ls ont l e s r+ i premières coupures communes,
elles pe rme t t en t de les réduire Fun à l 'autre lorsqu'ils ont les r pre-
mières coupures communes.

Ainsi les coupures C,, €3, —, C,. sont communes ; C^p .... C^,., et
C^, .... C^-n sont différentes. Une coupure G,., i> r aboutit au point
a^i. On peut {Remarque I V ) , sans modifier les ^p autres coupures, la
fa i re abou t i r dans l'angle de C^et de C;.,.,. Alors C,^ etC;^ se terminent
toutes deux au poin t a^,. Supprimons les 27? — r dernières coupures
dans chaque système. L'ensemble des bords des r premières forme une
courbe fermée L. C^ et C^ sont tracées suivant deux arcs al lant de
0^2 à a^. On peut donc {Remarque I ) ramener C^, a C^ par une
déformation continue. Pendant cette déformation, G^ franchira les
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points 0^4.2, a,.+3, ..., a^p Elle ne change d'ailleurs pas de na ture
tant qu'elle se déforme sans franchir un de ces points ; soient (C^)p
(C^)a, . • . , (C^)^ les étals successifs deC^., p e n d a n t la déformation.

Dans le passage de C^ à (C^i)p C,,̂  deviendra inf iniment voisine
d'un poin t <^(ï> r+ i), (G^)i sera la coupure inf in iment voisine (le
C^p telle qu'entre les deux il y ait a^ Imaginons d'abord les deux cou-
pures C^p (C^)i existant en même temps et menons des coupures
C'^3, ..., C^, aux 2p — r — i derniers points des deux systèmes. En-
levons ensuite (C^)^ et menons la coupure C^ à a^ Les deux sys-
tèmes Lp La, ..., L,.> t'^p L/.+2? * ' • » ^2/»-H î ^ l » ^2» * • • 9 Cr? C/'-H? ^/.+û> • • " ^

C'^^^ ont r 4-1 coupures communes; nous admettons donc qu'on peut
passer de l'un à l'autre par les opérations m et n.

Par l'opération w^ le second système devient C^p C,^, ..., C^p Cp
Ça, ..., C,.; n"' substitue à la deuxième coupure de ce système (C^}p
Par les opérations m et n, on peut passer (Remarque JT) du système
obtenu à un système où Cp C^ ..., C^ (C^)^ sont lesr-4- ï premières
coupures. Le même procédé permet évidemment de passer de (C,, .) ,
à (C^)a, et ainsi de suite jusqu'à ce que, dans les deux systèmes, les
deux coupures de rang" r+ i soient les mêmes. C.Q. F. n.

THÉORÈME. — Le groupe (© admet pour opérations fondamentales :

L == | S'S^S'... S^-^^S^--^ S^S- 1 . . . S^^-2)--^^^^,... S^S'... S^2^-2)-1 S^^-"1^
M=: IS^S'-SS'S-1, . .^S^^^S-SS-1) ,
N =|S / ,S /S- 1S / ,S^. . . ,S^- 1 )1 .

En effet, L, M, N sont les opérations de © qui correspondent à /, w,
n opérations fondamentales de 0.

VII. — Du genre 2.

Opérations fondamentales.

Nous prendrons pour polygone générateur du groupe fuchsien de la
représentation naturelle d'une surface de genre 2 un octogone dont les
côtés opposés sont conjugués. La notation en a déjà été indiquée au
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§ IV. © étant le groupe des octogones, les trois opérations

A^IS^S^S^S- 1 ! ,
B^IS^^SSS^S'SS-^I,
c = i s^ss'-1, s^-s s'--1, s^-11

forment un système fondamental. Voici d'abord quelques détails sur te
calcul des opérations. Étant données deux opérations

__ (Q, Q/ C'/ QUI \ ÎII__ 1 Q ç,/ Q,if CW j
— I °l? &!? "i? ^i | ? U — | 82, S4? ^ a ? °2 1 »

où les Si et les 83 sont des produits de S, S', S " , S"\ le produit HET s'ob-
tient en remplaçant dans S^ S^, SI, S;' les lettres S, S', S", S" par S,,
S\y S\, S"^ qui sont les produits de ces lettres; en supprimant les sub-
stitutions qui se détruisent, on a

T,ITÏ/__ | C C/ Q," <3,>" IAiU —— | ̂ 3, O^, Oy, Oy |,

où les S;î sont des produits de S, S', S", S".
Nous appellerons inverse de H une opération H"""\ telle que HH""1 == ï .

Les S< sont des produits de S, S', S", S",

Si =. P (S, S7, S", S^), S'; == P^ (S, S', S", S^),
s,= P^S, s', y, s^), sï== p^cs, s', s", s^);

en résolvant ces équations par rapport à S, S', S", S'\ on aura, pour S,
S', S", S^, quatre expressions en S < , S^, S^, S^; ces expressions définis-
sent, en supprimant les accents, l 'opérat ion H 1.

Posons

E==|S ,S ' , y S - ^ S ' ^ S " , S 7 7 ] , F== S, S^ S^S^S^S^S-1];

on trouve
E = A.B-1 A-1 B-1 A-1 G-1 A2, F == (AE-1 )3 ;

les deux opérations E et F sont commodes dans les calculs, à cause de
leur forme simple.

Comme dans tout octogone dont les côtés opposés sont conjugués
les axes des substitutions sont concourants, nous conservons la conven-
tion générale pour les polygones de cette espèce,

1 <a-i C/-1 c^-i cw—i i — vj D , D , ! D y 0 [ — ï.,
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Les opérations L, M, N du § VI ont pour expressions
L^AF-^A-^BA, M=BA, N == AF-^AE-^A2;

elles s ' expr iment donc par A, B, C : cela démon t r e que A, B, C forment
un système fondamenta l .

Interprétation géométrique de A, B, C.

Les trois figures suivantes ind iquent les octogones i^^YS'S'S'ô',
ng.4i. Fig. 4-2. Fig.43.

obtenus quand on fai t sur un octogone 14.725836 les opérations A
B , C ('^.4 l à 43).

Propriétés des opérations A, B, G.

THÉORÈME. - Les opérations A et C engendrent un groupe fini.
Le calcul donne, en effet,

A4 =i, C^ i, ÇA = S^-S S'-S S^S^1, S^-1 S^-11
el 1

(CA^==i.

Ces trois relations montrent que le groupe engendré par A et C est
isomorphe au groupe d 'une équation différentielle du genre o à trois
points singuliers, avec ^ { et | pour différences des racines des équa-
tions déterminantes. Or le groupe de cette équat ion étant f in i , le groupe
qu engendre A et C est fini et présente, avec le premier, un isomor-
phisme hoioédrique (1).

( 1 ) Comparer DycK, GruppentheorGtische Studien ï.
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On peut aussi considérer ce résultat comme une application des théo-
rèmes du § VI.

Construisons un octogone régulier dont la somme d'angles est 27:
{fig. 46), conjuguons-y les côtés opposés et exprimions les quatre sub-

Fie. 44-

slitutions de cet octogone au moyen des substitutions a et or' ayant res-
pectivement pour points doubles M et N avec les relations

0 - — I , (^==1.

S est le produi t d'une rotation de 180° autour de Q par une rotation de
180° a u t o u r de P,

S^^o-)4^)4.

D'autre part , cr^a est une rotation de j autour de P dans le sens po-
sitif; S', S", S" sont des transformées de S par cette rotat ion, son carré
et son cube,

S'= ^(c/CT^fW)2 S'= (o^)2^)4^)2, S^rr: (o'c/J^c/cQW,

i l est donc clair que l'opération A remplace S, S', S^ S^par leurs trans-
formées au moyen de o"''""1 cr-
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Considérons dans la figure les deux triangles QTS, LRQ, soit
QTS in LRQ = r -= (^-1 )2 a (^/-1 )â == <r</ -~1 o-aW-1.

Je dis que
T-1 S r = SS'-1 S^, r"-1 S^ = S'"-1 S^

r-1 S'T == S^-1 S^ S^, T-1 S^T == S^"1 S' S^-1 S^,

T-^ST = (^^(^Œ)6^)4^-1)2^^--1)2

== (CT^ )2 CT (CT^-1 )2 ((7^ )4 (O-O-' -1 )2 0- (Œ^'" 1 )2

=: (cr'o-)2 (o-'-1 CT)^ (^cr)^^--1 o-cr^cr^-1

=: (cr^)2 (c7•/•-l cr)2 (o-cr'-1 )4o•/-I o-cr^o-7- 1

= (^/o•)2 cr'"-1 cro-^ (acr'-1 )2 cr (^o-)2 ̂ •"••S

SS'- i y= (^)t<7o•/(o"'7/-• l)4(crCT/)2(a/<7)4o•<7/

== (^^o-)3 (a1-1 afa'aa'^ a^a)^^
= (cr^)3 (o-t/ )3 cr^^ "1 <J (^o- )2 cr' -1

=: (o-^ î2 o^1-1 o-cr^ff'-1 cro-'--1 cr (^o-)2 </ -1 ;

les deux dernières formes de T""1 ST et de SS'"^ S" sont évidemment les
mêmes,

r-1 S'T =: (cr'cr)2 (^(t/cr)2^ (o-'cr)^ (w^^ (crcr'-1 )si cr (^o-'-1 î'2

=: cr'cro-^-1 CT-îT''-1 (o-^cr)3 o-^-1 (cr^ )2 (w' "i)2 o-'--1 o-c^/ "1 1

= o-^-1-1 (yo-'--1 (o-o-^ )2 G-O-^-^ (Ta^^--1,

S""'1 S'' = (cr^-1-1 (7 ̂  (o-c/--1 )4 o-^ (^o- y va1

=: cr7-1^^^--1 )4 (cro^W-11

= y'"1 ̂ ^ (<7^)4 (va' }î a-a'-1

=: cr^-1 o-o-^1 (o-a^ )2 cro-^1""1 o-Œ'o-a^1.

On fait de même les deux autres vérifications. Ainsi l 'opération C est
celle qui transforme l'octogone pr imit i f en un octogone construit sur
le triangle LRQ de la même façon que le primitif l'est surQTS. ÇA donne
un octogone construit de même sur QRII.

THÉOBÈME. — ÇA et C sont respectivement le carré et le cube de deux
opérations du groupe.

Construisons un réseau d'hexagones réguliers ayant leurs angles droits
et, dans ce réseau, l'octogone x47;25836 (fîg. 47). Cet octogone en-
gendre un réseau d'octogones; en convenant de le désigner par r , on
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peut désigner chaque octogone par la substitution qui sert à changer
en celui-là l'octogone i. Faisons tourner de 60° autour de son centre
l'hexagone désigné par H et l'octogone i47^5836 , cela donnera un
nouvel octogone ï^^^Ô'S'S'ô'. Le contour de ce dernier n'est pas

Fî0. 45.

contenu tout entier dans l'octogone x ; mais, si une partie de ce con-
tour est en dehors, il suffit d ' indiquer son homologue dans l'octogone i
et l 'octogone 011 elle se trouve. lYi/ est divisé en trois tronçons, dont
chacun se trouve dans im octogone différent du réseau; je désignerai le
premier que l'on rencontre, en parcourant le contour ïY^^/^S^G'
dans lésons positif, par lY^; le deuxième par lY^; le troisième par
î'4^ lYîp est dans l'octogone ï , et, comme il va rencontrer le côté 85
de cet octogone, j'.Y^ est. dans l'octogone S; quand on est arrivé au
sommet 4', il faut suivre un arc faisant avec i^i-y un angle égal à
l 'angle 4, ce qui donne 4'7a dans l'octogone S; ̂  va abou t i r sur le
côté^i4, de sorte que 4/7p est dans l 'octogone S"^ S = ï ; 7'< ^t dans

l'octogone 1 et coïncide avecla seconde moitié de 8 3 ; r ] ' ' ̂  esl^ par suite,
dans S '< S"^4 S" et coïncide avec la première moit ié de 83; i^ est dans
S'^S^S", ^ 5p dans S"-1-1 S', 2' ̂  dans S^ ^dansr , ^5, dans S",
^5. dans SS", 5^ dans SS", 5^ dans S", S^ dans S-* S^g^ dans
S-^S^ S^ dans S", 3X dans S^6p dans SS'S'-^S^ ff ̂  dans

op
Ann, de VÉc. Normale. 3a Série. Tome V,-; SEPTEMBRE î888. ûo
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SS'S^S^ïp dans S'S^S", G ' i y dans S^S", ô^ dans S", ^ i,
dans ^C/ i^ dans S"3, i^a dans S""' et, coêlune vér i f icat ion, iViQ dans i.

Dans le nouvel octogone, pour obtenir i^ î^ S'SY on remarquera
que i^est homologue de S'S^ Or iV^est dans S-\ S'Sy dans S-^S";
donc

i7^ in S'S^S^

Ainsi l^équalion qui transforme l'octogone pr imi t i f dans le nouveau est

G = | S^, S-^^ S^SS^S'-^, S^S^ |,.
G2 •== [ S^S^ S^-^'-^S7^ S^--1 S^^-^S", S^^S--1 [ =- ÇA,
G10^:!.

On a, pour G, l'expression

G^A^FAB"1 .

Soient 2^, S^» S; ,̂ S/,, 2^ des subst i tut ions de périodi» 2, ayan t res-

Fig. ^().

pectivenient pour poinis doubles les mi l i eux de i4 , 47, 7 2 et 2,5
(A?- 46) et le centre de l'octogone

• S=^^, S^^,, S^ î,, S7^^^!,.

'Fraisons tourner l 'hexagone K de 180° autour de M. mil ieu de Si, Sg, les
S se changent en (S,), (S^, (S,), (S,), (S,), et

(20==^, (2,)^^^2^ - (23) =^^232,^
(24) ̂ ZA, (2,)-= 2,.

Les substi tutions (S), (S^), (S^), (S") de l'octogone construit sur K
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dans sa nouvelle position o n t pour valeurs '
/ Û \ __ / V W V \ _ V V __ Û-l\^) — \ ^ i ) \ ^ ^ ) — — " a - 4 — ^ »
/ Q / \ __ / V \ / V \ _ ^ V V V _ Û/7--1 û-1^0 } —(^2;(^J.—^3^',.^3^i—& & ,

/ c / / \ _ / v \ / v \ _ v v v v _ û/^-i ç.^c''-!^D ) —— ^ -<3 ; (, —,, ; — ^5 -<;, ̂ ,3 ̂ 3 —— ^ & ^5 ,

/ c y / \ _ / v \ / v \ „- '<? v _QC/--I^ & ) —— ^ ̂ 4 ; ̂ ;i ; —— ^1^3 —— 00 ,

so si
îî .-== S-1, S^ S- S S^-1 S" S7-1, SS'-11 -= A2 ÇA2,

comiïîe le îBontre le ca lcul direct. On a donc

II'2 = i , (rll = 1 S", S" S'"1 S^ S-1 S'S-1, S1"-111';
(rôti

(GII)^,.

Des trois relat ions G10^]., Il '^i, (GH) 2 ^! , on conclut que le
groupe engendré pî t r G et il est i somorphe hoioédr iquement , à un
groupe f in i de subslilu lions l inéa i r e s à une va r i ab le et, par con-séquent,
fini.

J'ai, annoncé que C était, le cube d'une opération du, groupe; pour le
démontrer , il sulîil île faire voir que C est une transformée de G 3 * Po-
sons

M :̂ | S^ S-1 ̂  y -1 S", S-1 S'S'11-'1, S - " 1 1 ,
IVl-1^1: | S^-S S^-^S^S"""1, SS'-^'S^-11, S ] ,

M"1 C =::: | SS'-1 S", S'S'--1 S", S7' S'-11 S^S-'1-1 , S""-1 S'S-1--1 [ ,
'M- ''CM = | S^S^S-S S^-^S'S^-^S^"-"1, S^-^S^S-'^S'S-1, S ^ - ' - S ^ S - 1 1 == G3 ;

donc (MGM/'1 )3 ̂  C. Le calcul donne'
MG-M-1 •= | SS^-1, SS^-1, SS^S^S^-1, S | =:: F-^B"'^.

THÉORÈM'E. — AB 6?,̂  ^no opération de période 5.

On a^ en effet ,
AB = 1 S^, S'-1 S", S"""1 S^ S^-^S"-1 ,

( AB)2-^ | S^1 S', S'-"1 S^, S^11 S1 ' -1 , S ^ - - 1 1 ,
(ABy^JS^^-SS^SS^SS^,
(ABî^- IS.S^S^S^I^ î .

Celle opérat ion change l'octogone i4 725836, formé des deux pen-
tagones réguliers 4,7^58 et 48M):ï, en un octogone égal» Une ro ta t ion
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i 27Tde -.-5 autour du centre d'un des pentagones, est permutable avec le
groupe G engendré par l 'octogone; mais G est contenu dans un groupe
plus é tendu qui ne lui est pas permutable. Soit 0 le centre de 47258.

Menons la bissectrice OP de l'angle 207, le triangle OP-j a pour angles
^ ^ -^ II est décomposable en trois triangles OPQ, RQO, Q1Î7 égaux
entre eux. Si l'on envisage l 'un de ces triangles comme Fimage du
demi-plan d'une variable u, le groupe T de u contient G.

PROBLÈME. — Trouver les opérations fondamentales (lu groupe des trans-
formations du polygone PiP,Q^OJ\ (fîg. 48), dans lequel

cr,=PJ>, in PJ1^ T,==QJ-\ m (hP,, T,==QaP, in QJ>;,
c ^?= î> C^=ï, T ^ — I , T g = î , C r i ^ T i T 2 = T ,

en un polygone équivalent
Fig. 48.

Ce polygone est l'image d'un plan modifié parles coupures p ^ p , ,
P^I^P^q^ (y^.49). Dans tout système découpures proprement équi-
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valen t , le point de réunion des coupures sera /^ ou pa- L'emploi de
l'opération

A == 1 erg, cr^ G"^ o'a, T^ Tg |

permet de partir d'un système de coupures où le point de réunion est p ^ ,

Cela posé, pour ramener l 'un à l 'autre deux systèmes qui ont la cou-
pure p i p ^ commune , il suff î t de l'opération

M = | C T l , î 7 â » ^ , T 2 1 T l T 2 | .

En effet, cette opérat ion, faite sur un système de coupures p ^ p i ,
;^(y2). p2<yO(Ar- 50^ remplacer (ya) P^ ^(^)et /À,(^)par une

coupure qui ne diffère de ^(ya) qu^ par r'interposition du point (^i).
L'opération,y erse remplacej^^) P^^paC^) ^P'^fï} Par une coa-"
pure qui difîfere de /^(<?s) P^"' l 'interposition du poin t (^2)- Or l 'une
des coupures p^(fl^) on ^2(^2) ^ 1^ mêmes extrémités que/?^^), et
(Remarque I, § VII) on peut la ramener à p^q^ par une déformation
con t inue . Dans cette déformation, elle franchira une ou plusieurs fois
le point y^ et passera par plusieurs états successifs. Pour passer d'un
de ces états au suivant, on emploiera M ou son inverse. Finalement,
on obtiendra un système où ^2(^1)et p^q^ seront les mêmeSy et alors
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^2(^2) 6tp2<7:î seront aussi les'mêmes, ou un système où P ^ { C I ^ ' ) sera le
même que p^y^ ^ on les ramènera l 'un à Fautre par M"^.

Considérons m a i n t e n a n t un système, dans lequel la coupure tracée
entre/?3 et p^ (jhpi) [fig9 5i] est di f férente de p^p^ On peut la ra-

mener à p ^ p ^ par une déformat ion c o n t i n u e . Soient (/^^P()', ..., (/^/.^)AI

ses états successifs pendant cette dé fo rma t ion . Dans le passade de
(jhp^) a (pa/^y» Ç?2p\) devient i n f i n i m e n t voisin de l 'un des points
<7i 011^2; on formera un système de coupures avec (/^/^), a d m e t î a n t
pour p o i n t (q^) celui des deux po in t s y, et q^ qui va, être dépassé et une
coupure /^(<7ii) : on sai t passer du système p r i m i t i f à ce lu i - l à , pu i sque
la coupe (^2^1) est c o m m u n e . L 'opérat ion s u i v a n t e

N =:.: [ o-i, Tio-aTi, Ta, o-iTicç1 |

permet d' introduire (p2^y* De (^a /^ i ) 'on passera à Ç p ^ p i ) 1 1 G t a insi
de suite. Les opérations A, M, N forment donc un système fondamenta l .

.Remarque. -— Une équa t ion fuchsienne à quatre poin ts singuliers et
pour laquel le deux des différences des racines des équa t ions détermi-
nantes sont égales à -? et les deux autres à ^ est réductible à une

équat ion 'où ces différenc'es sont ^, ^? -1-, ï .
1 2 a a p -A

Groupe -cl) ope ration s pernwtable cwec A2.

D^près le § VI, on obtiendra., coinnre il suit, un groupe d'opérations
permutables avec A 2 ; on, formera un octogone qui reste inva r i ab le
par A2 . Un pareil octogone coïncide avec lui-même par une rota t ion de
90° a u t o u r du point de concours des axes. Son groupe G est contenu
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comme sous-groupe d i s t ingué dans un groupe 'F engendré par le poly-
gone P. P;Q,P,Q, P, Çfig. 52). Quand on remplace P , P.Q^P.Q^ par
un polygone proprement équivalent, l 'octogone se change lui-même

en un octogone p roprement équiva len t , et le groupe des opéra t ions
ainsi déf in ies est pe rmutab le avec A2 .

On a
^o-p T,^ S^^T^YS S^a-T1^1;

A donne
(S) =(72) ((Ti)2 = T^ = -^ .0-1 Ta o-i .a71 TiO-^.TaO-Ï .Œ^i -r, SS^-^S^SS^-1

(SQ =(T^)(o•Oa^na|=T^^Œlr^l.^• lT^crî l.^,cr^c7^l=S /S^~ lSW

(S^) = (^)"-"l(^) (^)''1 = cr^^crï1

^Ti^.^^.^T^i.^T^Ï^^T^i^S^-^S^^S^S^1,

(SW)=(aO"~K7l)(^)" l^^ l^^ l=T^Î•^ r2.^T2C^t=S /S"

donc
L = | w^yss'-1, s^s^s^ss'"1, s's-^s^-1 s^s"-1, s's-^-

LA^^A2!.,

comme on le vérifie facilement. Un calcul analogue donne

M =: | SS^1 S, S, S^-1 S^ S^ |, N = | S^-1, S, S^ S^ | == A"-1.

Remarque. — Le groupe F est, d'après une remarque, sous-groupe
distingué lui-même d'un groupe F'engendré par un triangle qui a
pour somme d'angles î et dont les demi-côtés sont conjugués entre
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eux. Tout octogone invariable par A2 reste aussi invar iab le par l'opé-
ration

jg/./g^-ig-^ SS'-^S^-^S"-1, SS^S'-S SS^S"-1 |.

Groupe cl'ope reliions per mutable avec le groupe j, ÇA, (ÇA)2.

Reportons-nous au réseau d'hexagones réguliers formé plus haut et
qui nous a servi à trouver la racine carrée de ÇA. I m a g i n o n s l'hexa-
gone H (,/?§'. 53) remplacé par un autre, hexagone, non plus rén'ulier,

Fig. 53.

mais coïncidant avec lu i -même par une ro ta t ion de .r.ao0 a u t o u r de son
centre; sur son contour, deux angles consécut i fs sont supplémentaires.
Sur cet hexagone, construisons un octogone en s u i v a n t b même règle
que plus haut . Si l'on fa i t tourner l 'hexagone H de 120° au tour de son
centre et l'octogone avec lui , le nouvel, octogone est équ iva len t au pre-
mier et s'en dédui t par l 'opération ÇA.

Considérons, dans la figure, le polygone P/PaQ, KQaP'o P^ où P.,
P^» P'y sont centres d'hexagones;

PiP^ în PJ\=o^ QJ>, m OlP^T,, Q^P, in Q,P;==T,,
OÙ,

CTlO-2T iT2= Ï , Cr?=3r, o-j=: x, 7f==;J, 7| = ï .

I l engendre un groupe ? contenant G comme sous-groupe dis t ingué.
L'équation fuchsienne de genre o correspondante a deux différences
égales à ^ et deux. égales à ̂
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Calculons les trois opérations fondamentales du sons-groupe corres-
pondant de G. On a

S =T2Ti, S7 ==T2C7iTiCr2 , S^ = TI O-âT-i CT^1, S^ ==.TI C^1 f^l.

A donne
(S) =(T2)(Ti)=:T2Ti^=S,

(S') =: (T2)(cri) (1-1) (cr^^TâCrsîTiO-i^iO-si
== Tz^7!0^1'^'1'!^ ^'ï'I-'î'iO^lO-'îÏ1-'^!^ SS^S^

(S') = (Ti) (0-a) (Ti) (o-ây-^^TiGr-^cri^Tia-i1^1^

"= TI cr'21 TâO-2'1 o'i"1 0-2 == TI ̂ 1 T^TI Ta 0-2 == TI 0-31 o-i craT^â ̂  72 cr"{10-2^2^2
=(^20"T1 ^2 ̂ l)2 ̂  O-l7! ̂  ̂  (^'2'ï'r'î'l 0-T1 'î'2 O-l-^^l O-a^Ti)2 TS O-i TI QTa r-= (SS^ S^*"-1)2 S',

(S^O^^rO (^F1^) (^) ̂ T^,1^^
:=: -2 o-i Ti 0-2. 0-aïi o*^1 TI . Ti cr71 ra o-i. TaTi = S' S^-1 S^ S ;

!:/== | S, SS^S, (SS^S^-1)^^ S^S^- 'S^S |.

On véritie aisémient que vc^^^'Ayu,
A l'opération M correspond

M7^ | s, ss's^ys, ss^s^^s^ ss" | ;
h N

•N' = 1 SS^-S SS^"1 S" SS'"1, SS"""-1, S 1 = (x--1.

Remarque. — Les octogones que ÇA transforme en octogones égaux
ne changent pas non plus par les opérations A^A et G-^CAG, qui
engendrent avec ÇA un groupe fini isomorphe à celui d'une double
pyramide régulière a douze faces.

Des polygones invariables peu- G et du groupe d'opérations
permutable avec G.

Considérons maintenant des polygones que l 'opération

c == | s^ss^s s^s^ s^1, s'y-1 \
laisse invariables,

Ann, de l'Èc. Normale. 39 Série. Tome V. — SEPTEMBRE 1888. f ^
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Soient S,, S^, £3, S,; S;, Q^*. 54) un système de cinq substitutions
engendrant le groupe F qui contient G, chacune de période 2. On peut
remplacer C par une opération faite sur ce système;

(10 ==^I^2A, (^)=2,, (S,)=^ (2,)=2,, (2,) =ï,

revient en effet à C. Elle transpose les points doubles de 2^ et de S..,

Fig. 54.

de £3 et de Sa, le point double de S< avec celui de S^S^S^. Pour
que le polygone reste invariable, il faut que ces points soient symétri-
ques deux à deux par rapport à un point. De là, la construction sui-

vante des octogones de cette espèce {fig. 55). Soieni

. ^==PiQ3 in I\Q^ ^P^; in P,Q;,
^=QiQ3 m QiQ^ ^==Q,Q, in QaQ^
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et T^ une substi tution de période 2 ayant Qa pour point double :
^=-•1, C T J = = I , T ^ = = ï , T J = I , rJ=I, 0"iO-2TiT2T3== î »

S = = = 0 - i T i Œ 2 , S^O-iTiTaCTi, 3^= TS O-i TS O-i, S^ == TI O-iT-a O-l-

On a
c7iSo-i == S^SS"-1, o-iS^i^: S^-1, 0-18^= S^-S cTiS^^: S^-S

c'est-à-dire que le nouveau polygone se dédu i t de l'ancien par G.
Le groupe f ini ne se compose que de C. En effet, à des rotations de TC

autour des points Q ( , Q^, Qg, substitutions appartenant à F, corres-
pond la substitution unité, et cr^ s 'exprimant par Œ, , T, , ̂ , T^ donne
aussi C. Ce n'est pas ici le groupe des t ransformations du polygone
Î^Q; iQ2Q / ; tQ^Q3P2Q^ en un polygone équivalent qui fourni t un groupe
permutable avec C, mais un sous-groupe distingué de celui-là (§VI).
Le polygone est l'image d 'un plan modif ié par des coupures q ^ p ^ , ( ] ^ p ^ .
c | ^ ( ^ \ ^ y.-îÇa (/^T"^)» y ̂  V^"(^) étant la relation byperel l ipî ique de

l'octogone; aux points q^ (j^ q^ correspondent des valeurs de x qui
a û n u l e n t R(^); il n'en est pas de même pour les points /^ et /^. On ne
peut donc échanger entre eux que les rôles de p ^ et de p ^ , et ceux de
^ i > y:p y? pris isolément. La méthode dont j 'ai déjà donné plusieurs
exemples permet de trouver encore ici les opérations fondamentales du
sous-groupe distingué et, par suite, celles d'un groupe d'opéralions
permutable avec C.

Des relations et des cycles des différents ordres,

Nous avons déjà trouvé plusieurs relations entre les opérations A »
B , C , ' ! 1 1 ! ! ^ - 1 1 , ^ ! 1 1 1 - ! ! ^ ! ! 1 ; '

A ^ ^ r , - 'C^i , , (AB)^^,!, .,.,..,, . : ,
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Nous avons désigné par L et M les opérations suivantes
L=| SS^-^S^SS'-1, S'S^S^SS^, S^S-^S^S^-S S'S-^-1 j,

M^SS^S^S'S^S^I;

elles ont pour expressions
L= EA^-^E2, M= A^A^EAI^AE-^A"--1.

Or, comme elles sont permutables avec A2, on a
L^L^A^î, MA^^A2^:!;

en remplaçant L et M par leurs expressions en A, B, E, on a deux rela-
f ions entre A, B, E.

Citons encore la relation remarquable
BEB-^E-"1:^!.

Lorsque l'on a choisi un système fondamental, tout produit des opéra-
tions du système égal à l 'unité s^appelle cycle du premier ordre. Il y a
une in f in i t é de cycles du premier ordre; car un produi t de deux cycles
du premier ordre est un cycle du premier ordre. A condition de ne pas
considérer comme dist incts les transformés d'un cycle par une même
substitution, tout cycle du premier ordre peut être formé par la com-
binaison d'un certain nombre de cycles fondamentaux du premier ordre.

Je donne ici le calcul de quelques cycles :
î° Sur ï 4 7 2 5 8 3 6 (Jîg. $7), je fais les opérations AC et BAC^ ce q u i

I.̂ . 58.

donne deux nouveaux réseaux; J 'a i noté par xY^^/yS^ô' {fig' 53)
les angles du réseau AC, et par i " ' y ' ^ ' ^ ' ^ 6 ' ' y " ô " les angles du réseau
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BAC. Pour plus de clarté, je figure ensuite un polygone générateur du
réseau BAC dans le réseau AC.

Je fais sur BAC l'opération AB; le nouvel octogone a pour côtés [ o Ï ^

( ï' ̂ \ /S^N /s's^la diagonale ^Q' et les paires o / K / p ( ^ / p ( / / f ) appartenant aussi

à Fancien; AB"""1 donne un octogone ayant pour paire ( o ^ p ( ^ A / ) ^
A""1!^"^""1 donne enfin l'octogone AC; donc

BACABAB^A^B-^A-1 =: AC,
BACABAB-^^^Î-^A-^A-1 =1.

2° Je forme A^ et BA^. Je construis ensuite BA^ dans le réseau
de A^C^/îg. 59 et 60).

Fig. Ôc). Fiff. 60.

On rédui t BA^C à A^ par ropération A^-'A2; donc

BA t 2CA2B- lA2CA2=ï,

ce qui montre qi?e A2BA2 est permutable avec C.
Voici un exemple de relation d'ordre supérieur. Nous avons posé

'A ==( (72 , •7^1 0-1 o"2, Ti, Ta 1, M = | c r i , 0-2, Tg, " r ' a ' T i T a l ,

d'où

A'"'1 =.--: 1 CT'iO'ssO'YS ^l? ^l» ^ |? M""1:^:]^, GT2,TlT2TT1 , Tl[y

AM=|0"2^ O^O-iaa, TS, T^TiTâ l , A--1^!-1^!^^^1, O-i, TiT^1, Tl[,

AMA~ !M- l=ï.
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Par suite, entre L et M, on a la re la t ion de même forme

LML-1]^1^!.
Soient

< = LA2!/-1 A-2, OTi- == MA^Î-1 A;--2, $ = LML-'1 M"3 ;

les équations
^=r, 01L=:j, ^

sont trois relat ions du premier ordre entre A, B, E. Le signe ==in '
diquera que deux produits d'opérations sont les mêmes, non seule-
ment par rapport aux résultats qu'i ls donnent, mais par rapport aux
opérations qu'ils contiennent . On a

LML^M-U^MLM^L^ss ^A2^-1,
L s= ^A2 LA-2, M, =s ^K/A2 M A^ ;

d'où

^A^LA-^ILA^L"1 A .̂C""1 A,2 M"1 A""2 X-1 A^LM-1 L-1 ̂ Â.-2 Ï-1 ̂  i .

Le premier nombre devient égal à i par suite de ^==1, ,'^=1,
.%==!; d'autre part, en y remplaçant ̂  ^L, ,x par leurs expressions,
toutes les opérations se détruisent. Nous dirons que la relation ainsi
obtenue est une relation du deuxième ordre entre les trois relations
du premier ordre ^== i, x- == i , $ =•= i .

Si l'on a fait choix d'un système de cycles fondamen taux du pre-
mier ordre, toute relation du deuxième ordre entre ces cycles sera un
cycle du deuxième ordre. Les cycles du deuxième ordre pour ron t être
engendrés parades systèmes de cycles fondamentaux du deuxième
ordre. Tout produit des cycles fondamentaux du deuxième ordre qui
se réduit à x par la destruction des cycles fondamentaux du premier
ordre est un cycle du troisième ordre, et ainsi de suite.

§ VIII, — Du genre 3.

Opérations A, B, C, D (fig. 6 r à 64), — Nous étudierons ici les opé-
rations A, B, C, D analogues aux opérations A, B, C du § VII et qui
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s'appliquent à des dodécagones dont les côtés opposés sont conju-
gues :

A= S^ S^, S^ S^), S^î, S- 1 ] ,
B=[S, S-^^, S-1 S", S-1 S7-7, S^S^, S-^^^l,
C== S^îSS^-1 , S^îS^S^"1 , S^S^--1, S(^S^4)-1 , S^^-S S^S^ ' 1^ 1 ! ,
1)== S^^S^SS^S", S^4^^", S^^-^^, S^, S^^S^ S^S^i.

Nous noterons les angles d'un dodécagone par les douze premiers

Fifî. 6 1 . Fig. Ci?.

nombres, de sorte que, en tournan t autour du dodécagone dans le sens
positif, les nombres qui ind iquent les angles croissent de cinq uni tés
(mod. 12).
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Les figures ci-dessus indiquent les dodécagones i ' , * . . , 6' déduits des
dodécagones i, . . . , 8 par les opérations A, B, C, D.

Des polygones kyperelliptiques. — Toutes les opérations sur des octo-
gones sont permutables avec l'opération

IS-1, s'-1, s^-s s^-1!.
Nous avons été conduit à considérer dans le § VI! cette opération
comme égale à i. Dans le genre 3, celte opération a pour analogue

A^JS--1, S^S S^1, S^-S S^-1, S^-" 1 ) ;

les opérations L, M, N d u § VI engendrent pour p == 3 un sous-groupe
permutable avec A°. Les opérations A et B appartiennent à ce sous-
groupe. Mais l'opération C ne lui appartient pas, et, en faisant C sur un
dodécagone dans lequel les axes des substi tutions sont concourants, on
obtient un exemple de dodécagone hypere l l ip t ique dans lequel cela
n'a pas lieu. Soient, en effet,

s =2,1:7, ^ s' =5^, y :^ï^,
8^=2,27, ' S^)=2^, S^=;SA

les substitutions du premier; celles du second sont
(S) =^2,^^ (S^Ic^A, (S^=2,^^2,,
(S^==2^ S^ =2^, S^ =2,2,;

les axes des trois dernières passent au point double de £5 et les axes
des trois premières n'y passent pas en général.

THÉORÈME. — ÇA0 et ÇA2 engendrent un groupe fini.
On a, en effet,

CA^IS^S^SW"-1, S^S^S^-1, S^S^SW-^ S^S^""1, S^5, S^S^"-1),
d'où

(CA.^:=4
(ÇA2) ^IS^S'S^-1, S^S^-1, S^"1, S^S^S S^S^SW-S S^S^S^-11,
(CA^IS^S^1, S^S, S^SWS, SW^S^^S, S^S^S^S^ S'I,
(CA^^^IS--1, S-^^^1, S-^S^î-^^îS^-S S^^'S^-^S^^S^1)-1, S^S'S^S, S'-^
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et.
•(CA2)8^:!.

D'ailleurs
(^(CA^^A4,

dont le cube est l ' un i té . Soit une équation fuchsienne de genre o
à trois points singuliers et pour différences des racines des équat ions
dé te rminantes^ , -1, ^ Le groupe G de cette équation et le groupe J^,
engendré par CA° et ÇA2, sont évidemment isomorphes. Je vais
montrer que ce t i somorphisme est mér iédr ique et que '£ est isomorphe
hoioédriquement au. groupe des transformations en elles-mêmes de la
surface de Walther Dyck à 96 feui l les ÇMalhematische Annalen, t. 17).
On peut prendre comme polygone générateur de G le triangle MNPÇ)
(flff\ 65), dans lequel iMN et MQ, PN et PQ sont, conjugués, et M. == ̂

FÎ(Ï. 65.

N = Q == 7T. A^ correspond à (MN in MQ), ÇA6 à (PN in PQ). Si l'on
considère "le triangle Q/M'NT' placé comme l ' ind ique la f igure,
QMNP est le transformé de (Y M/NT' par une substitution hyperbo-
l ique , dont l'axe passe par les points P et B. A cette substitution
hyperbolique correspond t^opérat ion

CARA4CAGA-4-=€A;-2CA2»
Or

CA^CA^^IS^^^^^SS^S SW-^S^ S-w^S^-1, S^-S S^S^1, S / 1 ,
Anït. de i'Èc. N'ûnncde. 3e Série. Tome V- —• SwTWm 1888,, 4û
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et, en élevant au cube,
(CA^CA2)^!,

or la surface de Walther Dyck peut se représenter na tu re l l emen t
- comme il su i l : le polygone générateur du groupe fuchsien est formé
de quatre octogones réguliers dont , les angles sont égaux à 7T et qui
sonUéunis par un sommet. Je désigne les paires de cotés conjugués
par ij^ ï/p, et les subs t i tu t ions du polygone par S^, de telle sorte "que

^/-=ya in ij^

o ù . ? = = r , 2 , 3, j = i ,^3, 4.
On a entre les 2^ les relat ions suivantes :

-̂ 'l -^2 ^l'À -^M ̂  Ï y

ï ,
•ci ^ «^
^ i j Z ^ j Z y ;̂:

{ i ^ i , 2, 3),
C/^J, 2, 3,4) .

Imaginons les triangles QMN, Q'M^7 {fig. 6()) dont nous nous

Pig. 66.

3lJ .̂

sommes occupés tout à F'heure, placés comme l'indique la ûgure.
CA^CA2 correspond à la substitution (Q'N^in QN); or S^ est le cube
de cette substitution. Ainsi à S,,, dans G, correspond dans £ Punité
La substitution 2^ est le cube de (RS io R^). Le quadrilatère RSR'S-
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n'est au t re que le quadr i la tère Q^NQN' t ransformé par u n e subslitulHm
de G-. Donc l 'opération de.JP, qui correspond à (RS in B'S') est la t rans-
formée de l 'opération qui répond à (Q^N in QN') par une opéra t ion de . / .
'Mais Q 'NmQN'^QNmQ^, e t ^ à QNin Q'iV répond (CA^CA2)^.
Ainsi, à S;}, répond u n e t ransformée du cube de (CA'^A2)'"1, c'est-
à-dire i .

En ver tu de la re la t ion S^S^S..^ == i , à S^, répond aussi dans'JF
l ' u n i t é . On démontre aussi faci lement qu'à 2^- et à S;̂  et, par suite,
à Sa/'» pour les quatre valeurs de/, correspond l 'uni té dans -f.

Par suite, on aura toutes les opérat ions 'd is t inctes de J" en ne pre-
n a n t que les seules subst i tut ions de G, qui t ransforment un po in t si tué
dans le polygone précédent en u n point encore si tué dans ce poly-
gone; le g roupe J? est donc f in i .

Rernarcjue. -••- Toute relation d,e genre 3 peut se représenter sur u n
polygone de v in^ l -quat re cotés, tel que celui que nous avons choisi
pour ima^e de la surlace de Walt 'her Dyck. On repassera de cette re-
présenta t ion à celle qui, nous est h a b i t u e l l e , comme il su i t . Les rela-
t ions entre les S résolues par rapport h Sa /C/ ̂  ï » ^ ̂  4) ^t p^11 Ap-
port à S/;, (^= î, 2, 3) d o n n e n t

v . .̂,... v-'i v-i v -.,- . v - i v-i v ...... v 1 1 1 ! v-i v .-.-.-.- v-i v- i
^•i\ •••••— ^\ 1 *••':} 1 ï ^iî •i— M41 ;î ^'.\ a» ^•n ••— ^1 ;i ^3 ;î l *<i'i 1-••1"~ •̂  1.'(. Mi•.^ 'P

v ,..-„.., v • 1 1 1 v 1 1 1 1 ! , v""î v „-..,.„. 'v •i y-i v 1 1 - 1 ! v —-.- v 1 1 1 - 1 ! 'v-'-'i v 1 1 - 1 ! .<wj ;; -„...- *-<F^ ^»(,̂  ^w( ^ , ^_;;( —- -^ 2 a -<"'^ i -^ a '». » •w•>^;î "ll"""i "~':î à ^3 i *<( 'i »

en égalant les deux valeurs obtenues pour S^, on trouve
v '̂ v v ^ v v..,i v.,.i v - • 1 v 1 1 ' ! v~i v-i ...-.-. .
.^14 ̂ ^ AW^^ ^;(,^. ̂ ;d ^:}2^i ^ ^3 ',-^11 -^.î 1 M\ 2 ̂ 3 2 11-"" • »

égalité qui peut s'écrire

V •v •v •%" v v •v.-.-i •y-.i v-'l V V V V
^U-'-'l.l •-<1, 2-"';{'* ̂ ;îl -̂ ;r.! • -1"'! 4 • ̂ 1 •2 ^1 1 * -"^1 ï • ^ia-*-';}! • -éw;}•2

^ v-i v - - i ^--i v - 1 - 1 ! v-i v-i v v v v 1 1 - 1 1 1 1 ! v-11-! y-- i v-'i -....-,X A<;^ ^;^A<y 4 ^.j^ —' i l ^t ^ . «wii. ̂ n ̂ i\ï - -^i i . -w;^^i^ . ̂ 32 — l?

ce qu i , en posant
,̂ , ,̂ ,̂ ^1 y ^ / _ _ Y H// ^^. "v--i V1 - !

0 —. A<I.^ ,*«qi -*-<i2À<;'j4 -w;{i ^ij^î '̂  1---1 -^149 '•iiu' — ^ 1 2 ^ 1 1 ?

C,w „..„,, "V - i Cr»; .—. V V t-i'i'»)_ V- î 1
0 ...-,.-,- À ̂ , Sî / — ^12 ^31, » 1 ^..-^ya, ^ ^ ,

devient
. SS^-^S^S^^S^^S^^^S-^^^^S^SW-'1^^)^!; . •
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S, S', S\ S'", S^, S^ sont donc les substitutions d'un dodécagone d o n f c
les côtés opposés sont conjugués. Voici main tenant les expressions de
S/y en fonction des S obtenues en résolvant ces formules :

ii i = s^-s Zn ̂  s^ s^~1 s" s^^ ^ [iyi = s" s'^i s^;
1,,=^^-^ S^^S^S^, , l3^=S(8)-1;
i^^s^s'-1, 1,3= s, . ^^s-^s's^^
^14 "^S^ Iâ4=S^ lS / /SW-3S^)S^)- lS~- lS /S f f- l, ^..rrS^S'-^SS^îSt^-^S^S'

La surface de Dyck fourni t , par l ' app l i ca t ion des théorèmes (Ju §VI ,
un groupe f ini dont on détermine, comme i l suit, un système de deux

Fig. 67.

opérations fondamentales. Faisons tourner l'octogone P (fig. 67) de
T" i
^ {ur tourde son centre et imaginons que le polygone générateur tourne
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avec lui , les subst i tut ions du nouveau polygone sont
/v \ _ v-i /'v \ _,. ̂ -i v /'<? \ _ v-i v 'ç .
^11; —— — ' ! ' < , » ^217 —— ^13—'3l? ^31/ —— —':U—'13^-'U?

(̂ ,) = ̂ ,, (S,,) = ̂ \ :STÎ, ($3,) = in;

(^3)=.^;S,^^, (^)==-Sl,2^, (2,3) == ;S;|;

/V \ .,„ 'V V-l yy \ _. ^-l /V \ _ V-l •̂
l̂.'<.) —— ^ 1 1 — 2 ,'„ 9 ^â/J —— ^2 ;î 9 ^34.} —— -^â 2 -"'31 •

Par tes formules données plus h a u t et qui font correspondre u.nidéter-
minaliveniôïifc à tout polygone de vingt-quatre côtés un dodécagone don i
les côtés opposés sont conjugués, on obtient l 'opération de période 8,

I y-1 s" s'-1 s, s^-^s^s, s^-^s^s7, s', s\ y \.

l/octone P étant décomposé en tr iangles équilatéraux égaux entre
eux et dont les angles sont T ) faisons tou rne r le polygone générateur

de ̂  au tour du centre du t r iangle T. On a

/v \ —,... v--1'! /v 's ..—• v v v-i yv '\ —•••• v v—i.
( 2 - 3 1 ) — 2<:, y, (,—2l} — ^;}2 ^â4 ̂ i ] ? \^3l) --- ^11 ^2 p

/ V \ „„.....,, V- IV / V \ _ V-l V ^ / V \ .-—.. Y'-l.v^ia/ --•- ^22^31» ^aa^ — ^31 —'22^u? v^iî^/ -— •-"'i '(.i
/ V \ ........... V-l V--l V 1 - * ! " /V \ _ V--1 'V-l /V \ ~— ï *
(.-13; •"--- ;̂i l ̂ l a -"'1 1 ? ^2;V ••--•- ^1. 4 -'1 3» V^3;t; —— ^ 3 1 î
/ v \ v /v \ —...» v-"i v-î /'v '\ -— v v v~i(2<i^) :r=- 2<n, (^2^ — A;î3 -;{2, (,-;î4.) -"•1- -;{2-;i:i^i r

1 î o péra l,i on co rresp ond an te est

| S^S y-\ S^)-1, S^)"1, S, S' 1 = .A,~^

TH.ÉOTU^M'K. — DA2 et DA0 engendrent un groupe fini isomorphe au
groupe des transformations d'un cube en lui-même; D et DA2 engendrent
un groupe fini isomorphe aux transformations d'une surface hyperellip-
ifque en elle-même.

DA^ = 1 S^ S'S-1 S^-"1 S^), S^-1 S^'), S^1-1 S(^, S^--1, S^-1 S\ S^1-1 S' |,
DA :̂:: | S^^S^ S^, S^-^S", S'-^S", S^S'S^S^^S^, S"--1^^^ j.

Le calcul donne

(DA,6)2::::::^ ( D A 3 ) 4 ^ ^ [DÀ^BA^-'J^^J;, , , , ' .

ce sont précisément les relat ions qui existent ent re 1 les deux rotations
fondamentales qui engendrent toutes les transformations d'un cube en
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lui-même. Comme le groupe des t ransformations d'un cube en lui-
même n'a pas de sous-groupe d is l ingué , les deux groupes présentent
un isomorphisoie hoioédrique. Le calcul donne aussi IP == i. (domine
on a aussi (DA2)4 =~= r et (A2)0 === i , on voit que D et DA2 engendren t u n
groupe isomorphe avec le groupe d'une équat ion fuclisienne à trois
points singuliers et ayant -|, ^ <| pour différences des racines des équa-
tions déterminan les. Reprenons la figure que nous avons (aile pour le
cas où, dans une rota t ion hype re l l i p l i que de genre 3, j =- \ / R Ç x ) , les
hui t racines de R(.r) forment les sommets d 'un cube. On suppose que,
dans le triangle MNPQ (fig. 69), à (M:Q in MiN) correspond A2!); à

Vï^. f'i8.

(PNin PQ),D; A.2 répond, à une rotat ion de - a u t o u r de Q dans le sens
positif. DA." répond évidemment à la subst i tu t ion h y p e r b o l i q u e qu i
t ransforme l'arc 6N ï ï dans l 'arc TQS. Or

(DA^r.rï.

Donc à (61 î in Sa) répond, l'unité; (94 in to3) et (27 in 38) sont des
transformées de cette substitution. L 'uni té l eu r correspond aussi* La
subst i tut ion hyperbol ique 16 in LP est le p rodu i t d 'une ro ta t ion de
.180° au tour de M, qui répond à (A2!))2 par une rota t ion de 160° a u l o u r
de Q, qui répond à A". Or

( A2 i) )3 A0 == A2 [( DA2 y A6 ] A-2.
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Le calcul mon ire que
[(DA^A6]2^:!.

Ainsi, à 16 in 127 répond l 'uni té .
Le groupe engendré par D et DA2 est donc isomorphe hoioédrique-

ment au groupe de transformations uniformes en'elles-mêmes d'une
surface hypere l l ip t ique de genre 3, lorsque les hui t racines forment
les sommets d 'un cube.

THÉORÈME. ~ A,B est une opération de période n ; A est une opération de
période î a , et A. engendre y avec une opération de période 2, un groupe
isomorphe à celui d'une double pyramide régulière de vin gt-cfuatre faces,

Autre exemple. — Nous donnerons encore un exemple de groupe fini.

Fig. 69.

fourni par une surface régulière.du, § IV. Cette surface se représente
nature l lement sur le polygone figuré. Soit Çfig. 69)

H, := A î B i in Aalîi,
©i :=BiCi in EiDi,
©i ,=HiGi m Ei Fi,
Ii =:(j,Fi in CJ)a,

Ha:= AssBs! m AaÏïg,
© â ^ B ^ C â m EA,
©3=ÏÏâGâ m E^Fs, .
Ig =:GrîtFs m.C^

Hâ^AsBa in AiH:3,
©g^B^Câ inEâDg,
©3=: Ha G 3 inÉsFa,
la =G3Fa m Ci]),.
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Les sept cycles an polygone

A,AaA, , FiGiCJ)2, FaGaCa.D;,, FaGaCiD, , I I i E i l i , , HaEJS,, HJSA

d o n n e n t
H,tLHa=--i,

©i-'iiQj-,1^!, ©i-'Hi-'ei^i,
©,-1 LQJ,1 = i, ®'r1 n,1 ©, = i,
©'^i.eii,1----!, ©,-'H,'©,-=,.

En é l iminan t @',, ©3, ©';,, puis H,, IL, H,, on a la relation

©i ii@i1171 ©A®^ i,1 (")J,,©,1 r;,1 = i,
Hi ^iIiOï1!-!1, Hî--=e,.I,©;,':l:î1, H^^e,!:;,®!-1!,1,-

à une relat ion de 120° autour d u centre 0 du polygone répond l'opéra-
tion de période 3,

(0,)=("),, (©2)=®», (®3)=®,, (T,)=l2, (lî)----l,, ( I»)-~l l ;

si l 'on fait, tourner le polygone de 180° autour de P, les deux polygones
MJUU^EJ^CULN, efcM,B;,C3D;,E;,F,,tG;,H,N;, sont remplacés par
deux autres, l imit rophes du polygone générateur en G, F, et, C |D| .
On a

(("),) --=H^©J,©3'1,1,
(@,)==^; lH, l l3=@,L.10;, ' I , ,
(©;,)--=i,@;-'r,'---îii.,©,'i,<4';

(I,)=:L, (li)^!,'!,1!,1, (I,)=I,.

La relat ion cniro les @ et les 1 peut s'écrire

i,-<.©<.i,i,©T'.ej»'0,'.iï'0,ij;,@-,-.©il:,-'©,•©,'i,
xIa.QT'.eiI^r^.OîIaeY1.®!!,-1!,^,1!!.!,-1®^),!,,®,1--:-!,

et, en posant
s=r,1, s'=©r1 , s"==i,i,©71, y'^Q.ï,^1,

S^^lT1^!,!,®,', S('i):.--Ï7I0,©,I,('),l,
on a

gS/-ig//gc/-ig(4)S(i>)-is-i S'S"-IS"/5(4)~1S(^ == i.

Les S sont les substitutions (l'un dodécagone dont les côtés opposés
sont conjugués. Les deux opérations calculées engendrent un groupe
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i somorphe au groupe des t ransformat ions d'un tétraèdre régulier en
lu i -même. Le polygone O A i M . i P ^ N i A ^ dans lequel OA^ et OA^, A , M ,
e t A ^ N i , Pi M,, et P,iN\ sont conjugués, engendre une équat ion fuch-
s ienne à qua t re points singuliers, deux différences égales à ^ et deux
autres égales à {.Le groupe de cette équation, ayant comme sous-groupe
dis t ingué le groupe de genre 3, f o u r n i t encore un groupe fini J7 d'opé-
rat ions. Nous connaissons les opérations fondamentales qui changent
OA-i'M'i Pi N, A.^ en un polygone p roprement équ iva l en t ; a ces opérations
correspondent les opérations fondamentales d 'un groupe M admet tan t
£ comme sous-groupe dist ingué.

Opérations inverses.

Jusqu' ici nous avons réservé le nom de proprement équivalents à deux
dodécagones i , 6, . . , , 8; { / , 6\ . . . , 8', qui engendrent le même
groupe, dont les côtes opposés sont conjugués, mais tels que les nom-
bres qui i n d i q u e n t les angles croissent régul ièrement de c inq un i t é s
(mod. j ^ ) lorsqu'on parcour t le contour des deux dodécagones dans
le sens posi i i f . En é tendan t la d é n o m i n a t i o n ^proprement équivalents
à deux dodécagones dont les côtés opposés sont con jugués et qu i
engendren t le même groupe, mais tels que les nombres qui. i n d i q u e n t
les angles croissent régul ièrement de cinq un i t é s (mod. 12) q u a n d on
parcour t le contour de l 'un dans le sens positif et ce lu i de l ' au t re dans
le sens négat i f , on d é f i n i t en même temps de nouvelles opérat ions que
nous appellerons opérations inç'erses, en réservant le nom ^opérations
directes aux opérat ions considérées jusqu'à présent. Le produi t de d e u x
opérations inverses est une opérat ion directe. Le p r o d u i t d ' u n e opéra-
t ion directe par u n e opération inverse, ou vice versa, est une opérat ion
inverse. IVapres cela, il suff i t , pour engendrer toutes les opéra t ions
directes et inverses, d 'adjoindre à un système fondamenta l d 'opérat ions
directes une seule opération inverse, par exemple

K— |S, S^'-S S^~1, S^S y-\ S^ |,

qui t ransforme i , 6, ..., 8 en ï\ 6', . * , , 8' {fig. 70).
Nous avons étudié différents cas (§ V) ou un groupe G de genre 3

est sous-groupe distingué d'un groupe F de substi tut ions directes e£
Ann. de VÈc. Norm. 3e Série. Tome V. — SEPTEMBRE 1888. ^ ï
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inverses. Soient R ie polygone générateur de G etB/ son transformé par
une substitution inverse de F: les expressions des substitutions de B/
p a r R définissent une opération de période 2.

Fig. 70.

Exemple. -— Le polygone générateur de F est Çfeg' 71)

MiAJîiMsAJ^MABAA^B/o

dont les subst i tut ions sont les quatre substitutions directes

2i r= M'ïAi in MâBi, 1^= M a A a io M.^B^
2;i =: MsA^ in M41:^3, ^4 "= MaA,/,, in M'i i^,,

et les quatre substitutions inverses T,, Ta» Tg, T/, définies par les côtés

F4?;. 7 1 .

s
^

de troisiènie espèce AJ,io A^Ba, A^B^ , A^B/^ En prenant le symétrique
de ce polygone par rapport à A ^ B i , l'ensemble donne un polygone gé-
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nérajeur de G, dont les substitutions sont, outre les S,

A ==AiBi in A[ïï\, A^AJ^ in AgB:,, A^ A,ï^ m A^B';,,
2i = M, Ai in MgBi , X^M^ in M^B,, 13= M, A', mM'.B',,
r^M.A.mM^B,

avec les relations
-V \; y V _ _ 'c- ^•f y/ y/24^2^4—ï, l^l^^^r,

v / ^A^A-1^, ^A^A^^i, ^A^A^m.

Les transforî-nées de ces substitutions par ï\ ont pour valeurs
/ v \ _ "ç / ' ' v ^ _ v / v \ v / v \ v^J--.^!, ^2;—2-^, (2/3)==: 2<3, (^4)=: 2^,

V/ __ V V __ <r< ' •^i/ ^
A,^ —— ,̂3, ^^ — 2<3, 2<^ =. 2<4,

( A, ) == A~\ ( A^ ) == A^, ( A^ ) = A^1.

Remarque. — Si un polygone est tel que les substitutions a ins i dé-
Unies soient les transformées des anciennes par une substitution in-
verse T^ le polygone générateur de F admet quatre côtés de troisième
espèce et, par su i t e , G engendre une courbe du troisième genre à
quatre branches réelles.

Comme 1\ transforme 2^ en elle-même, les axes deT/et de Z^ coïn-
cident; rï^ t ransformant A en A""1 transforme en lu i -même l'axe de A,
ce qui ne peut avoir lieu que si 1\ a une ligne de points doubles per-
pendiculaire à cet axe. Soit Tâ== A T ^ , Ta a aussi une ligne de points
doubles; or de T,2U\ == S, et S,AS,A-^ = î , on déduit

22=AT,^TiA~1:

, donc les axes de Ta et de Sa coïncident. On retrouve ainsi comme
polygone générateur de F le même polygone que plus haut.

Si entre les relations (i) on élimine S^, 2^, S^p S^, on obtient

^.^^A^^^AW-^^^A-^^Am,

qui peut s'écrire

A..Ï^AlA-iS7,Ï.S,^'-lS^^A,/-lS,iA/^^^

x A-1.2-^ .^AA/-1 .S^^A'A^S?1 .^AA^^A/A'--1 ̂ î A'A'-1^1 A'A-11^1 =: 1 .
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En posant

A == S, V ̂  ^/, A^A-1^1 = S", ^A^----1^11 ̂  S^,
A^A^-^^A^A-^^^S^, 2, lA / /A/- l l^ lA^A~ t221=S( î>\

les S sont les substi tutions d'un dodécagone don t les côtés opposés
sont conjugués. En résolvant les équat ions précédentes par rappor t à
A \ f A //. v y y .A, A, , A. , AJ,I , 2j^, 2j3 ,

A = S, A/=. S^-1 S, A^r: SW S^-i S^ S7--1 S,
Sâ= S7"1. ^^ S^--1, 2,=: S^^ S<^-1,

les autres S sont donnés par
Ii = S^S^-1 S^S"-1 S', ï\ =:. S-1 S^,
13 ̂  s-1 s/ s^1 s" s^1"1 s, 2, = s-1 s/ s'-1 y ̂ •^ s^ s^1 s's'- i s.

A. l'aide de ces formules, on obtient l 'opération inverse de période 2

Q=-|s~1, s-^s, s-1 s ' s " - 1 y s, s-1 s'y-1 y y--1 s's,
g-i s/gy-i g/// g(^~i s^""1 s/ s, s-1 s's^"1 s^sw-1 s^^, s^4^-1 s^s'-1 s^],

qui est- te l le que, lorsque les nouvelles ^ubsl i tut ions sont les transfor-
mées des anciennes par une subs t i t u t i on inverse, le dodécagone en-
gendre une courbe du troisième genre à quatre brandies réelles.

Soit P le polygone générateur de T. Les polygones proprement équi-
valents à P s'obtiennent de la même manière que les polygones équiva-
lents à un polygone de genre o ayant quatre cycles d o n t les sommes

d'angles sont différentes de 271 et égales entre elles. Les contours com-
plets A ^ B o A^Ba, A^B^î, A^B/, jouent ici le rôle des quatre cycles/
Imaginons dans un plan quatre coupures^par tant d'un point m quel-
conque e t , a l l an t aux quatre points singuliers a^ a^, a;,, a^ (fîg. 72)
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de réqualion de genre o. On transformera ce système en un système
proprement équivalent quelconque en combinant les deux opérations

i ^ ^ y ^ , [ "̂  v.-i. v v 'v v i .
1A? A}? ^4? ^l|? l^? ^2 ^i-2î -'3? -"J?

soit (P) uî) nouveau polygone proprement équivalent à P. Le polygone
(B.) dérivé de (P) est proprement équivalent à R. A Sa, Ss, S,., S, |
correspond sur R l 'opération

(20=2^ (2,)==23, (^)=^n
(2,)=À,23À"S (r,)=A2,A-1, (2,)=:AI,A-S
(A) = A'A-1, ., (A) := A^A-1, (A^) == A~1,

et, en se servant des formules plus haut, on obtient sur un dodécagone
l 'opérat ion u^is^s'-1, s^s^s s^s^s s^s^-1,

g^lg/g/ / -«lg/ / /g(4)^lg( î ,}S/^l^ S-^-1 |.

A S^S^S.S^SîpS.Irépond , •

(S,)^ï,, (20= ̂ ï1^, (Sa)^^, (24)=:^
(^^^AS^^.S.A-1; (S^^AS^A-1, (i,)=A2,A~S

( A) ̂  Z1;1 A-^S,, (A.^) = A^S (A^) = A.^A-1,

et sur le dodécagone
V= [S^-^^-'S S^S^S^S^^S^-1, S^SS^S'S^'-'^^^St^^S'-1,

s^ss'""1 s^s^-1 s^'^ s^-1 s^"1, s^0 ss7-1 s^s^"1 s^ s^^ •"1 s^s
S^ SS^1 S^ S^-1 S(^ S^^-1 S'-11.

Les deux opérations U et V sont permutables avec Q, ainsi que le
groupe qu'elles engendrent .

Aulre exemple. — r est engendré par le polygone (Jig. ^3)

Mi AlBiMsiAaBaM'aM/ .MfiMo,
M'i Ai in Ms'Bî = 2^ Ma As in M^ B, = S^,

M:8M:4 in MeMs= 0^ M^Mg m M.iMe= ©2; 1

il n'y a pas de côtés de deuxième^espece ; A ^ B ( et AaBa sont de troi-
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sième espèce et définissent deux substitutions T, et Ta; en posant

A==ïvi\, @',=:T.0,T,, e'^ï.e/r,, ^=T,vr,, 2',--ï.^ï.,

A, les S et les S' définissent un groupe de genre 3; on a les relations

i, ̂  ©, ©Ï 'QÏ ' ©, =-1, 2.2, ©', ©'^ 10'^ ©^ 1, ^^A^-, ̂ _, ̂  , ̂

Fig. 73.

.̂̂

,..,-..,/.M»

"li,

•J A,

on obtient l 'opérat ion inverse

(^)=-s,, w=::^, (r,).--.^,
(e,)=e,, (0, )=(">„ (02).--^, (o;).=M,,;

on repasse au dodécagone par les formules

S = A, s'=-; 2;', S" =.. 0. A- ' l-, <, S'" „-. e, A;-' 2;, ',

S('''= 0^ 0,0^1 A-' 2,', S"^- e,'0,e',-<A-'2;1. '


