
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

JULES RIEMANN
Sur le problème de Dirichlet

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 5 (1888), p. 327-410
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888_3_5__327_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1888, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1888_3_5__327_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


S U R LE

PROBLÈME DE DIRICHLET,
PAR M. JULES RIEMANN,

ANCIEN ELEVE DE L'ÉCOLE NORMALE SlîPÉBIEUBE.

I N T R O D U C T I O N .

Un des géomètres qui ont fait le plus avancer la solution du pro-
blème de Dirichlet, tout au moins dans le cas de deux variables, est,
sans contredit , M. Schwarz. Le travail le plus impor t an t et le plus com-
plet qu^ i l ait publié sur cette matière se trouve dans les Monatsberichte
de 1870 ( ^ ) . A en juger par l 'extrême concision du texte, ce Mémoire
ne deva i t être, dans l ' intent ion primitive de son auteur, que provisoire;
c'est du reste ce qu'il dit lui-même dans un travail ultérieur, inséré au
Journal de Crelle (2), dans lequel il développe, avec uneélég'ance et une
précision rares, la partie de la théorie relative au cercle. Depuis,
M. Schwarz semble avoir renoncé à son projet" : c'est ce qui m'a con-
dui t à essayer d^expliquer, au moins en partie, ce que son Mémoire
pouvait présenter de trop concis*

Ce Mémoire comprend d^abord une méthode générale de combi-
naison, permettant de passer d'aires simples à d'autres plus compli-
quées; puis des applications de cette méthode. En premier lieu, le
théorème général de M. Schwarx nfa paru susceptible d'extension*

('^..«Pages 767-795. Nous ne nous sommes guère occupé que des treize premiers para-
graphes. ! 1 , 11,' ! 1 1 , ! 1 , ! 1 1 1 1 , , ' .

( 2 ) T. 74 (année 1872),?. 2i8^53. 1 1 1 , 1 1 ' 1 • 1 1 . ' ; 1 1 ^ 1
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Convenons d 'employer les expressions suivantes , qu i abrégeront le
langage : lorsque les valeurs données sur le contour n 'éprouveront pas
de discontinuité , nous dirons qu ' i l s'agit du problème classique; au
cas où ces valeurs éprouvera ien t des discont inui tés en un nombre
l i m i t é de poinis singuliers du con tour , nous di rons qu ' i l s'agit du pro-
blème généralisé. Le problème généralisé renferme une condi t ion qu i
se trouve rempl ie d'elle-même dans le cas du problème classique : c'est
que la fonct ion inconnue ne doit pas croître indéf iniment dans le voisi-
nage d 'un point singulier. Ceci posé, M'. Schwarz énonce ainsi son
théorème : « Soient S< et S^ deux aires se recouvran t en part ie , S l 'aire
constituée par leur ensemble. Si l 'on sait résoudre le problème généra-
lisé ^QW S, et pour S^, on sait aussi le résoudre pour S, à condition
que S^ et 83 soient limitées par des lignes analytiques, »

J'ai remarqué que, lorsqu'on sava i t résoudre pour une aire S le pro-
blème classique, il était 1res faci le de construire^ à l'aide d 'un nombre
l imité de f o n c t i o n s arc tang'^-""-'^0? une fonction U résolvant le pro-u x —' ^•o l

blême généralisé. Celle r emarque permet déjà de remplacer , dans
l 'énoncé du théorème, le mot généralisé par le mot. classique. Ensuite,
M. Schwarz se sert dans son r a i s o n n e m e n t de ce que le p rob lème gé-
néralisé ne peut avoir plus d ' u n e solut ion, et c'est pour cela qu' i l est
obligé de supposer que S, et S^ sont l imitées par des lignes analy-
tiques. Or la construction que j ' i n d i q u e ne peut f o u r n i r qu 'une seule
fonct ion U; à ceîte fonction s 'étendent les propr ié tés des fonctions
harmoniques dans une aire et con t inues sur son c o n t o u r : en parti-
culier, lorsqu'une série de fonct ions U ayan t les mêmes p o i n t s s ingu-
liers converge uniformément dans une aire S, elle d é f i n i t , pour cette
aire, une nouvel le fonction U. Ces fonctions U sont donc la géné-
ral isa t ion naturelle des fonct ions harmoniques dans S et c o n t i n u e s
sur,? : c'est en leur app l iquan t le raisonnement, de M,. Sehwarz que je
résous le problème pour l'aire tonnée par l 'ensemble de Si et de Sa,
sans qu'il soit nécessaire de-supposer ana ly t i ques les contours ^
et s^.

En second lieu, M. Schwarz énonce que, grâce à ce théorème, on
peut résoudre le problème pour toute aire l imitée par un nombre f ini
d'arcs de lignes analytiques. Je développe ce point très important en
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supposant, comme il paraît indispensable pour la démons t ra t ion , que
les arcs de lignes ana ly t iques soient réguliers.

Un problème à peu près inséparable du précédent est celui qui con-
siste à représenter d'une manière conforme u n e aire simplement con-
nexe S sur un cercle ou sur un demi-plan . Ce problème, M. Schiâf l i f 1 )
a essayé de le résoudre directement q u a n d l 'aire S est un poly-
gone donné : partant de la formule déjà trouvée par M. Schwarz
et par M. Christoffel, il cherche à y déterminer les constantes de ma-
nière à obtenir 1a représentation conforme demandée. Les calculs de
M. Scblafli ne m'ont pas semblé démontrer d'une façon suf f i san te la
possibilité de cette représenta t ion; en cherchant à les compléter, j 'ai
été arrêté par une di f f icul té très sérieuse. Ils ne sont pas, néanmoins ,
dépourvus d'intérêt ; car, si l 'on admet cette possibilité (et après les
théories générales de M- Schwarz, elle ne saurai t être révoquée en
doute) , la d i t ï icu l té dont je viens de parler d i spa ra î t , et l'on se t rouve
en possession d 'un procédé prat ique pour dé terminer les constantes.
Aussi ai-je jugé u t i le d'exposer les p r inc ipaux résultats de M. Scblatli,
ainsi que les remarques que j 'y ai ajoutées.

- En revanche, je n'ai rien d i t du rôle que peut jouer le problème de
Dirichlet dans la théorie de la représentat ion conforme, ' Les géomètres
qui se sont occupés de ce sujet sont R i c m a n n et M. Schwarx, dans le
cas de la connexion s imple; M. Schottky pour la connexion m u l t i p l e .
Ces auteurs a d m e t t e n t tous, sans démons t r a t ion , que, lorsqu 'une fonc-
tion u est ha rmon ique dans S et continue sur.?, la fonct ion ^ c o n j u g u é e
de u, laquel le est h a r m o n i q u e dans S, est aussi continue sur s. C'est
là u n fait qui est lo in d'être évident . Dans un très r emarquab le Ou-
vrage t o u t récemment paru, M. Harnack (2) démontre ce théorème
dans le cas du cercle et l 'énonce dans le cas d 'une aire dont les par t ies
sont représentables sur le cercle, à condit ion toutefois que les valeurs
de u sur le con tour aient , par r appor t a l'arc, u n e dérivée in tégrable .

La même object ion pourra i t être adressée à un Mémoire de
M. Schwarx ( ; î) où , pa r t an t de la possibil i té de représenter u n poly-

( 1 ) Journal de Crelle, fc. 78, p. 63-Bo; 1874.
(2) Die Grundiagen der Théorie (h^ îo^arithrrwchen Pote/aied^.^^^^^ 1887.
(3) Zur Théorie der Âbbildung ( Programm cler pol. Sc/mle. Zurich, 1869-70).

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome V.— OCTOBRE i8H8. 4^
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gone sur la surface (Tun cercle^ il cherche à é tab l i r la même possi-
bil i té pour une aire S quelconque à connexion simple. Au fond, la
conclusion à tirer de cet intéressant Mémoire est l 'existence, pour
l'aire S, de la fonct ion de Green relative à un point i n t é r i e u r quel-
conque, dcins le cas où l 'aire S est wwexe vers l 'extérieur. M. Harnack
a traité la même question, en p a r t a n t également du polygone, mais
d'une façon plus simple et qui n'exige pas que l 'a i re S soit convexe;
sa méthode s'étend même a u x aires à connex ion mul t ip le . Du reste, il
m'a semblé que sa démonstrat ion é ta i t encore susceptible de simpli-
fication.

J'ai divisé mon travail en qua t r e Parties* Dans la première, je m'oc-
cupe d'abord du problème de Diricblet classique et des propriétés des
fonctions harmoniques dans une aire et cont inues sur son contour . Je
passe ensuite à la représentation conforme, et je m'efforce d 'établir ,
avec toute la précision possible, les principes fondamentaux de cette
théorie. Enfin j 'arrive au problème généralisé : je développe ma solu-
tion, et j 'é tudie les propriétés des fonctions IL La deuxième Partie est
consacrée exclusivement à la discussion du Mémoire de M. Scblafli. Dans
la troisième Partie, je commence par déf in i r les arcs réguliers de lignes
analyt iques et j ' é tudie leurs propriétés les pi us importantes. J'expose en-
suite, avec les modifications q u e j ^ a i indiquées, la méthode de combi-
naison de M. Schwarx ; puis je m^en sers pour résoudre le problème de
Dirichlet pour toute aire l imitée par des arcs réguliers de lignes analy-
tiques. Enf in la qua t r i ème Partie est consacrée aux travaux récents de
M. Harnack. Je donne d'abord la méthode par laquel le le savant géo-
mètre . cons t ru i t , à l'égard d^une aire quelconque, la fonction de Grecn.
Je n'ai pas cru pouvo i r me dispenser ensuite de montrer comment ,
tirant parti de ce premier résultat, il résout le problème de Dirichlel
dans toute sa généralité et démontre en outre que le problème géné-
ralisé ne peut avoir plus d'une solut ion. Mais, sur ces derniers points ,
j'ai été fort bref : j'ai surtout cherché a faire ressortir la marche géné-
rale des idées, et ne me suis pas âstremt à passer par tous les inter-
médiaires.
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PREMIÈRE PARTIE.

I» — Problème de Birichlet.

1. Dans le plan dont les points représentent les valeurs de la va-
riable complexe z == x +yi, considérons une aire limitée extérieu-
rement par une ligne fermée L(), intérieurement par n — î lignes
fermées L ^ , La, ..., L^_, , extérieures les unes aux autres. Ces n lignes
sont supposées simples, c'est-à-dire que chacune d'elles ne passe plus
d 'une fois par aucun de ses points. Une telle aire est dite à connexion
multiple d'ordre n. S'il n'y a pas de lignes intérieures, elle est dite.à
connexion simple. Nous la désignerons dans la suite par la let tre S, et
nous appellerons .9 l 'ensemble des lignes qui forment le contour de
l'aire S. A l'égard de chaque ligne L, nous supposerons qu'elle a en
chaque point une tangente déterminée et var ian t d 'une manière con-
t inue , sauf en certains points isolés où cette tangente peut changer
brusquement de direction.

Ceci posé, voici l 'énoncé du problème qui va nous occuper :
A chaque point M du contour s faisons correspondre une valeur dé-

terminée m. Il s'agit de trouver une fonction réelle uÇx, y) satisfaisant
aux condi t ions suivantes :

i° A Vintérieur de l'aire S, cette fonction doit être uniforme et
continue, admettre des dérivées partielles des deux premiers ordres,
également uniformes et continues, enfin satisfaire à Féquat ion

. ^u fflu
/\U == ~T 4- ——7 = 0 .àj^ ày"

Pour abréger le langage, nous dirons qu'une fonction qui remplit ces
conditions ^{.harmonique dans l'aire S.

2° Sur le contour s, cette fonction doit prendre les valeurs données.
Dire que la fonction u prend au point M du contour la valeur m, c'est
dire que, lorsque le point (^»j) intérieur à S tend vers le point M
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de s par un chemin quelconque, uÇx, y) prend des valeurs qui tendent
vers m.

C'e-st à ce problème que nous donnerons le nom de problême de
Dirichlet. Pour qu'i l puisse admet t re une solut ion, i l est nécessaire que
la valeur m relative au point M soit, lorsque le po in t M décrit la ligne
du con tou r dont i l fait par t ie , u n e fonction continue de l'arc de cette
ligne. Cela résulte d 'un théorème général don t je me contente de rap-
peler l ' énoncé (1) :

SoitAB un arc a p p a r t e n a n t au, contour s. Si une fonction u ( x ^ y ) ,
un i fo rme et continue dans S, prend en chaque point M de AB une
valeur déterminée m,, m est une fonction, continue de l'arc AM. En
ou Ire, u{x^y) tend vers m uniformément tout le long de AB.

Voici un au t re théorème dont nous nous servirons : Si l'on peut faire
correspondre à chaque point M de l'arc AB un chemin ( i n t é r i eu r à S
et var iant avec M d^une .manière cont inue) , tel que, le po in t (^,.y)
tendant vers M par ce chemin, u tende ^mmimiformérnent tout le long
de AB, cela sutïit pour en conclure que u(x,y) prend la. va l eu r m en
chaque p o i n t M de AB qui. ne soit ni, A ni IL

Enfin nous emploierons souvent l 'expression suivante. Quand une
fonction continue dans S prendra en chaque point de $ une va leur dé-
terminée, nous dirons que cette fonction est continue dans S et sur .y.

2. Voici encore quelques résultats bien connus que Je rappelle ;
u é t an t une fonct ion h a r m o n i q u e non seu lement dans S, mais dans
u n e aire S ren fe rman t l'aire S tout entière à son intérieur, on a

/ du ,
-Y" (il •=; 0,
d/z

d•j- désignant la dérivée suivant la normale menée à l ' intérieur de l 'aire.
On a aussiy en chaque point A intér ieur a Sy

diog^ , \0 r ï du ( ../(u ~7^— """"' ̂ ë 7: ̂  uvï
277 J \'. dn & r dn,

( 1 ) .ie renvoie, pour la démônsiration de cô théorèrnô et du suivant, a un Mémoire fort
remarquable de M. Pamievô, publié dans le tome H des Ânncilcf; de la Faculté des Science fs
cîe Toulowe, p. B.K) et suîv.
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r représentant le module de z — a. De là nous déduisons un premier
résul tat intéressant. Supposons que S soit l'aire d 'un cercle ayant
pour centre le point ZQ et pour rayon p. Posons re'^ = s -— s^. Soit
u ( x , y) == ^(r, ç) une fonction harmonique dans S et cont inue sur s ;
appe lons /(y) la valeur qu'elle prend au point, (p, ç) : /(ç) est u n e
fonc t ion uniforme de l 'angle polaire ç; cette fonction est cont inue
p o u r toute valeur de la variable et adme t la période 2ir. Soit UQ la
va leur de u au centre du cercle ; je dis qu'on a

^f^fW^ ( 1 ) -

Soil, en effet, S' un cercle concentrique à S et de rayon r moindre
que p. On a r \ r^

a i diOQ- . \ S
i j /' » ï du. ] ,., i I . , . ..

u^ =: — ! \ u —.—— — log - -7- / dl == — J r (, r, ̂  ) d'^
^rc ^f „ \ • dn D /• dnf 277 J^ . T T

d'où ,
^STC ' .. ^^^

(0 ^-^ / \fW^=^j [^(r, ̂ )-/(+)] ̂ .

Main lenan i , comme la fonction u (.end vers/^ç) un i fo rmémen t lout
le lonç de .9, à chaque nombre £ on peut faire correspondre un nombre
Y] tel que l'on ait

I ( '(^ ^) -fW 1 < ̂  qu'el que soit ^,

sous la cond i t i on p — r< Y], Sous cette condit ion, le secondmembre de
l 'égal i té ( i) est donc, en v a l e u r absolue, moindre que £. Or le premier
membre de celte égalité ne dépend pas de r : il est donc r igoureusement
nul , c'est-à-dire que l 'on a bien

^
^=^ fw€^

Si/('sp) est u n e constante C, u^ est égal à G. Si/(4') n'est pas une
constante , u^'est inférieur à la plus grande et supérieur à la plus
peti te des valeurs de ./(^)- On dédui t de là qu'une fonction harmo-

( ' 1 ) Voir SCHWAHZ, Journal de.- Crelle, t. 74, j 3. ^
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nique dans une aire ne peut avoir ni m a x i m u m ni min imum à l'inté-
rieur de cette aire.

3. Revenons à une aire quelconque S. Soit encore uÇx^y) une
fonction harmonique dans S et cont inue sur s. Les valeurs de cette
fonction sur,?, formant un ensemble fini, ont une l imi te supérieure g
et une l imite inférieure k. Je dis que, pourvu que uÇx,y) ne soit pas
une constante , ses valeurs à l ' intér ieur de S sont toutes plus petites que
g et toutes plus grandes que k. (Ce théorème sera souvent appl iqué
sous cette forme : si l'on a en tous les points de s l 'inégalité u\ <^ e,
on a aussi celte inégalité à l ' in tér ieur de S.)

En effet (4 ), les valeurs de la fonclion u dans S et sur s forment aussi
un ensemble fini : elles ont donc une l imi te supérieure ^el une l imite
inférieure K\ Considérons la l imi te supérieure ^< On a u ^ g " dans S
et sur s. Je dis que, dans S, l'égalité u == g ' est impossible.

Supposons, en effet, qu'au point A on a i t u = g ' ' . Alors les valeurs de
u le long d 'un cercle quelconque ayant A pour centre et in t é r i eu r à S
seraient égales à ^/; car, s'il n'en étai t pas a ins i , une des valeurs de u
"le long de ce cercle serait supérieure à g9\ u serait donc égal à g ' dans
tou t le cercle ayant A pour centre et tangent in tér ieurement à,?. On
pourrai t ensuite recommencer le même ra i sonnement en remplaçant le
point A p^ir un point A' du contour de ce cercle. On parviendrai t donc
a démontrer que u est égal à ^ dans t ou t e l 'aire S, ce qui est contraire
à l'hypothèse. Ainsi donc on a, en chaque point intérieur à S, l'iné-
galité u<ig\

Mais, d'après un théorème connu , il doit exister au moins un po in t
M, situé dans S ou sur ^ tel que les valeurs de la fonction u dans le
voisinage de M aient toujours g ' pour l imite supérieure, quelque res-
t re int que soit ce voisinage. Que ce point M soit à l ' in tér ieur de S ou
sur.?, ^ est la valeur de la fonction en ce point, parce que u est une
fonction cont inue dans Set sur s. Nous venons de voir q u ^ u n tel point
M ne peut être à l'intérieur de S : il est donc sur s. g " est donc la plus
grande des valeurs de u sur s, c'est-à-dire g ' ' = g. On a donc, dans S,
l 'inégalité u<^ g.

(i) ScHWA.R3^ loc. ciL, § ïô.
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On démontre de même Finégalilé u >> 7c.
De ces deux inégalités on déduit la suivante : g^>k. Une fonction

harmonique dans S ne peut donc prendre sur s des valeurs toutes
égales que si elle est une constante. De cette dernière remarque résulte
une conséquence importante : pour une aire S donnée et pour u n
système donné de valeurs m attachées aux points M de S y le problème
de Dirichlet ne peut avoir plus d'une solution. C'est démontré lorsque les
valeurs m sont toutes égales. Soient, dans le cas général, u et (; deux
solutions du problème. La fonction w == u — v résout le problème,
lorsque les valeurs m sont toutes nulles. Mais, dans ce cas, Vunique
fonction résolvant le problème est nulle dans S. Donc u coïncide avec v
dans S.

Ainsi les conditions du n° 1 suffisent a déterminer complètement
la fonction. Toute condition nouvelle rentrera dans les précédentes ou les
contredira. Par exemple, il ne faudrait pas exiger que les dérivées—^?

~^3 qui sont continues dans S, le fussent aussi surs. Car on peut dé-
montrer ( ^ ) qu 'une fonction continue? ainsi que ses dérivées partielles
du premier ordre, dans S et sur s, prend surs des valeurs admettant une
dérivée par rappor t à l'arc / de s. Or les valeurs données m sont bien
supposées former une fonction continue de /, mais non avoir une dérivée.

4. Dans le cas du cercle, le problème de Dirichlet a été complète-
ment résolu par M. Schwarz. Je garde les notations du n° 2, et je con-
sidère la fonction uÇoc.y) == v(r, ç) définie pour l ' intérieur de S par
l ' intégrale

ï r^ (p2_^) /*(^)^
I := — ; ——^———^LiX-LT—, avec r < p.

a T T ^ o p 2 - ^ - / ' 2 —'2prcos(^—9) '

II s'agit de montrer (2), u l'égard de cette fonction :
ï° Qu'elle est harmonique dans S;
2° Qu'elle prend sur .9 les valeurs données /(ç).
La première partie de la démonstration se base sur cette remarque

évidente que, si F(^) est une fonction analytique holomorphedans S,

(1) PAÏNLEVÉ, loc. cit., p. .B.îô.
(r) ScHWAnz, loc. cit.f § 5. ,
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la partie réelle d e F ( ^ ) est harmonique dans S. Or considérons rin-

^^TnJ, /(^)^^^^^^. Sous la cond i t ion l ^ - ^ [ < p ,
cette in tégra le a un sens : elle définit une fonction ana ly t ique holo-
inorphe dans S. La partie réelle de cette fonction ne cesse de coïncider
avec uÇx, y).

En second l ieu, M. Schwarz considère la différence I—/( îp) , ou o
est. que lconque , r é t a n t supposé plus pe t i t que p. Il démontre qu'à
chaque nombre positif s on peu l faire correspondre un nombre positif
T]/tel qu'on ail l ' inégalité

I l~ / (9 ) |<s ,

quel (iue sait y, sous la cond i t ion p — r<^ Y]. A u t r e m e n t d i t , à chaque
point M. de s o n ' p e u t faire correspondre un chemin in té r ieur à S et
variant d^une manière continue avec M, savoir le rayon qui about i t , à
M, tel que, Çoc.y) tendant vers M' par ce chemin , uÇx.y) tende vers
./(ç) uniformément tout le long de ,?. La fonct ion u prend donc sur le
cercle les valeurs données.

Nous avons vu que la fonction u coïncide, à l ' in tér ieur de S, avec la
partie rée l le d 'une certaine fonction ho lomorphe dans S. Cette fonction
a été représentée par une intégrale déf in ie ; mais on peut aussi la re-
présenter par une série ordonnée suivant les puissances ent ières et
croissantes de z — ^y, et absolument convergente dans S :

^ r/w^ +1; [^^r/w^^}'
7l "S 1

Considérons les valeurs de u sur le cercle de rayon r. Leurs modules
ont une l imite supérieure qu'il peut être utile de connaî t re . On a

ï Ç 7C /./ .. — r ( r — p c o s ^ W ' Lu — ^o= <- / /(ç 4- 4Q —^J-^^^———î—r .• , • 71 JQ u x i T / p^" r2— aprcos^

- /*(/ '—pcostl 'Wd» , . i ,AA, . ,, . . • rsin^_ ^ i——ÎLL^ est la différentielle de arc si n -7——-:—-,=^
r+r^^pr^^ , , ^+r2-2prcôs^

^ croissant de o à TC, cette fonction part de zéro, croît jusqu'à la valeur
a rcs in- qu'elle al le int pour '^o=== a rccos^? puis décroît de nouveau
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Jusqu 'à zéro. On peut écrire

,i f r^ ,,-r(r-pcos^)^ F r^~^ r^ 1^ — « o = = ~ 1 / (cp^^)—————S———-—r -4- / .4. f .+1
TT LJo t / V T 1 / p^h/^—aprcos^ J^ J^ J^-^J

Si l'on appelle g le maximum de |/(9)j, on voit que chacun des
termes entre parenthèses a un module inférieur à ^ a r c s i n ^ - Donc

| u — UQ 1 < -^ arc sin r (1 ).
7T p

5» Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante.
Soit uÇx^y) une fonction harmonique à l 'intérieur d 'une aire S. Il
suffît de connaître les valeurs de cette fonction dans une port ion S de
S aussi petite qu'on veut pour pouvoir déterminer sa valeur en un poin t
quelconque de S (2).

Car soit A («TQ» Vo) un point intér ieur à 2. De A comme centre dé-
crivons un cercle c qui soit tout entier intérieur à S. Comme nous con-
naissons ^les valeurs de u sur le contour de ce cerclée, nous savons,
d'après le numéro précédent, former une série ($) absolument con-
vergente dans c et dont la partie réelle coïncide avec la fonction u. Je
dis que cette série (s) est convergente dans tout cercle C ayant A pour
centre et compris tout entier à l ' intérieur de S, et que, pour tout l ' in-
térieur de ce cercle C, sa partie réelle représente la valeur de la fonction
u. En effets d'après ce qui précède, il existe une série (S) procédant
suivant les puissances de s — ^ o » et q111? a l'égard du cercle C, j ou i t
des propriétés que nous venons de dire. Les deux séries (,?) et (S) sont
l'une et l 'autre convergentes à l'intérieur de c et ont même partie réelle.
Autrement dit, la série (s — S) est convergente dans ce cercle, et sa
somme ne cesse pas d'être purement imaginaire. Cela exige que cette
série se réduise à son premier terme,,qui doit être une constante pure-
ment imaginaire. Ainsi les séries (.?) et (S) ne diffèrent que par leurs
premiers termes, et cela d'une quantité purement imaginaire. La série

( 1) SCHWAHX, § 6. Le résultat y est énoncé sans démonstration. Le calcul ci-joint est
indiqué à la page 64 de l'Ouvrage de M. lîaniack. , , ,

( 2 ) SCHWAIÏZ, § 9. La démonstration qui s'y trouve diffère de la nôtre par ce qu'elle se
fonde aur la théorie des séries trigonométriques, au lieu de mettre enjeu les propriétés des
séries entières. , . , • , • :

Ànn. de. l'Éc. Normcde. 3e Série. TotturV. -"OCTOBRE t888. .43
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(.y) est donc convergente dans le cercle C, et sa par t ie réelle donne la
valeur de u pou r Ions les po in t s de ce cercle. La même conclusion s'ap-
p l ique au cercle a y a n t A pour cent re et tangent i n t é r i e u r e m e n t à s.

Dès lors, soit B un p o i n t que lconque a l ' in té r ieur de S. Proposons-
nous d ' avo i r la valeur de u en B. Pour cela, t raçons de A a R u n e l i g n e
L qui reste à l ' i n té r ieur de S. Nous connaissons la v a l e u r de u en tous
les po in t s du cercle C. Prenons sur la l igne L u n p o i n t D i n t é r i e u r ace
cercle; nous pou r rons répéter sur ce po in t D le r a i s o n n e m e n t fai t sur
A, et connaî t re les va leurs de u pour tous les points d 'un cercle C / a y a n t
D pour centre et tou t ent ier i n t é r i e u r à S. On peu t , par us:) choix con-
venable du p o i n t D , faire en sorte que C ail des po in ts ex tér ieurs à G
et situés sur L. On par t i ra alors d ' u n décès po'inis, et, c o n t i n u a n t a ins i ,
on est sûr de p a r v e n i r a un cercle dans l eque l les valeurs de u sont
c o n n u e s et q u i renferme le p o i n t B.

Ainsi se trouve dé te rminée sans cimbi^uïté la, v a l e u r de u en un p o i n t '
que lconque de l 'aire. En d 'autres termes, d e u x fonct ions h a r m o n i q u e s
d a n s S ne peuven t coïncider dans une po r t ion H de S aussi, pet i te qu 'on
veu t sans coïncider d a n s t o u t e ré tendue de S En p a r t i c u l i e r , si une fonc"
l ion han 'noniq 'ue dans S est constante dans S» elle est, par cela même,
constante dans tou te l ' é t e n d u e de S.

(3. La somme de plusieurs fonc t ions ha rmon iques dans S et con-
tinues sur s est évident nient nue nouve l l e fonction harmonique dans S
et con t i nue sur s. Soit m a i n t e n a n t une série

( î ) ^i -+- U^ ••+• U^ -h , . . 4- U^ -h . . .,

dont les termes sont des fonct ions hamoniques dans S et cont inues sur
's. J 'admets qu'elle converge uni/ormément dans S; c'est-à-dire qu'à
chaque nombre positif £ on peut faire correspondre un nombre ent ier n
tel qu'on a i t

( a ) | Un^\ 4- ^+2 4~ ... -h Un^y \ < £,

que l que soit/), et pour tous les points de'S- 1.1 -est clair que celte iné-
galité a lieu aussi en tous les points de s; car, lorsqu'on tend vers un
po in tM de .y, son premier membre tend vers une l imi te qui ne peut dé-
passer £. La série converge donc unifonnément sur^. Mais, inversement,
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si elle converge uniformément sur.?, elle converge un i fo rmémen t dans
S; car, la fonction u^, + z^+...4- u^p étant harmonique dans S et
cont inue sur s, si sa va leur absolue est moindre que £ en chaque point
de s, elle est moindre que £ en chaque point de S.

Cela étant, la série (i) définit , pour l ' intér ieur de S, une fonction u.
Je dis qu'elle est ha rmonique dans S et c o n t i n u e sur s, et que la valeur
qu 'e l le prend en un point M de s est la somme de la série ( i ) e n ce
p o i n t ( 1 ) ,

On montre d'abord, par un raisonnement bien connu, qu'elle est
continue dans S. Pour démontrer qu'elle est harmonique, traçons d 'un
point A, de S comme centre un cercle S in tér ieur à S, et résolvons le
problème de Dirichlet pour ce cercle, ce que nous savons faire, en pre-
n a n t , comme valeurs données le long de cr, les valeurs mêmes de la
fonct ion u. Nous obtenons ainsi une fonction u' que je dis être identique
à u»

En effet, à tout nombre £ on peut faire correspondre un nombre en-
tier n tel que l'on ai l

| u — s^ 1 < Ê, sous la condition n' > n,

pour tous les points de S et de or. Comme u coïncide avec uf sur cr, on
a pour tous les points de o-

| u ' — s ^ ' \ < e, sous la condition /'^> /?.

M,ais, u — s^ é tant harmonique dans S, cette inégalité subsiste à
l'intérieur de S; s^ tend donc vers la fonction u\ qui n'est autre que h
fonction u. Et comme A est un point quelconque de S, cela prouve que la
fonction u est h a r m o n i q u e dans S.

En second l ieu, soit m la somme de la série (i) en un point M de .v.
& étant un nombre positif quelconque, il existe un entier n tel que|rj
soit infér ieur à 5 pour tous les points de S et de s. Considérons la dif-
férence u — m, u étant la valeur de la fonction en un point N de S. On

(1} Ce théorème n'est pas énoncé explicitement dans les travaux de M. Schwarz; mais le
principe do cotte démonstration se trouve dans son procédé sûtQï'né (Monatf^eric/ite, p. 788.
1870). Une démonstration du même genre occupe, dans POavrage de M.Harnack, la plus
grande partie du §20.. ! ! ! ' ! ! 1 1 1 1 1 1 1 ! ^ 1 1 1 . 1 1 . ' ! , ! , ! ! ^
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peut l'écrire
u — w == ( s,, -+- /•„ ) — ( s;, -h r;,, ) = ( .y/, —• 4 ) + r/, — /•;,.

OD a
/ , £ , , £

r/t 1 <• •Jî | ̂ n \ <. o"'

quel que s o i t N ; enfin on peut déterminer un cercle G de centre 'M le!
que |,^ — ^ | < y pourvu que le pointN soit dans ce cercle. On a donc,
sous cette condition,

| u — m ] <; e.

II. — Théorie de la représentation conforme.

7. Le problème de Dirichlet est en liaison i n t i m e avec la théorie
de la représentation conforme. Avant d 'expl iquer en quoi el le consiste,
je crois u t i l e de revoir quelques propriétés de la théorie générale des
fondions , don t nous ferons d 'a i l leurs un usap;e continuel dans la suite.

Soil z , == ' F ( z ) = P(^j) -4- ^Q(^y) une fonction l îo lomorphe
(c'est-à-dire u n i f o r m e et continue ainsi que sa dérivée) à l ' in tér ieur
d 'une aire Simplement connexe, dont le contour .y est une l igne fennec
simple. Soit ^ une valeur prise par ' F ( s ) en un poin t a intérieure S.
I/équation ^,, === F ( s ) déf in i t une fonction z de ,̂  p renant la valeur a
pour z^ == ̂  et représentahie dans le vois inage de ^ == <^ par u n e
série de la forme

1 îi

s — a = b{z^ — c^ )m• ̂  c(^i, — ai )m+....

dans laquelle b n'est pas n u l , et où m désigne l 'ordre de la première
dérivée de V ( z ) qui n'est pas nul le pour z = a. Celte fonct ion inverse
est cont inue dans le voisinage d e ^ = = ^ . Il est donc possible de
t rouver un cercle C^ de centre <^ tel .qu'en chaque poini &, s i tué à l 'in-
térieur de ce cercle les m déterminat ions de s soient représentées
par des points intérieurs à l'aire S. En chacun de ces poin ts , F<» a la
même valeur 6^ . On peut donc trouver un cercle C< de centre a, qui
ne renferme que des valeurs effectivement at teintes par V ( z ) dans S.
D'une façon , plus précise, à chaque cercle G ayant a p o u r centre on
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peut faire correspondre un cercle C,s de centre a^ tel que toutes les va-
leurs intérieures à C, soient atteintes parF(^) a l ' intérieur de C.

Je fais maintenant , à l'égard de la fonction F(^), une nouvelle hy-
pothèse. j 'admets qu'elle prend une valeur bien déterminée en chaque
point de s. C'est ce qu'on exprime d^ordinaire en disant que la fonc-
tion est holomorphe dans S et continue sur s. Alors on voit, en se re-
por t an t aux principes énoncés dans le n° 1, que la valeur ̂  deP(a-,j)
et la valeury^ deQ(;r,y) en un point de s sont des fonctions continues
de l'arc de s. Il s'ensuit que, lorsque le point z parcourt la ligne s
tout entière, le point ̂  parcourt mie certaine ligne s^ D'après la défi-
n i t ion même de s^ on voit qu'à chaque point de s correspond un
point de^ , et que, réciproquement , chaque point de s^ correspond a
u n point au moins de ,9. Celte l igne 5, joue un rôle capital dans l ' im-
por tan t théorème que voici :

Soit a^ une valeur, située ou non sur s^ mais prise par la fonction F (s)
en un point a intérieur à S. Soit d'ailleurs b^ une autre valeur non située
sur .y, que Von puisse joindre à a^ par une ligne lu ne renfermant aucun
point de .y, (sauf peut-être a<). Il existe dans S un point b tel crue
F(^-&,

Ea effet, nous avons vu qu'au point a,, on peut faire correspondre
un cercle Ci ne renfermant que des valeurs atteintes par F(^) dans S.
Si le po in t b^ est à l ' in tér ieur de ce cercle, le théorème est démontré ;
s inon, soi ta^ le point de la l igne L situé sur le con tou r du cercle. Ce
poin t a\ est une valeur a t t e in te par F(-s) à l ' intérieur de S; car la fonc-
tion |F(z<) — a\ | est cont inue dans S et sur s ; la l imite infér ieure de
ses valeurs dans S et sur s est zéro : il y a donc, dans S ou sur ^, un
point a' tel que V(ar) == a\. Mais, a\ n 'é tant pas sur ^, a' ne peut être
sur s : il est donc dans S» Dès lors nous pouvons recommencer sur a\
l 'opérat ion faite sur a^ et, sinon atteindre, du moins nous rapprocher
de & 4 . En continuant ainsi , et prenant chacun de ces cercles C^, Cp ...
aussi grand que possible, on parviendra certainement à la valeur b^. Il
est en effet impossible que les points a\, d\, ... se rapprochent indéfi-
niment d 'un certain p o i n t a situé entre a, et b^ Pour que cela fû t» il
faudra i t que la valeur ^ ne fût pas atteinte dans S; et comme, parie
ra i sonnement précédent, on peut montrer qu'elle est at teinte dans S
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ou sur s, il faudrai t que /, fût situé sur s^ ce qui est contre l 'hypo-
thèse.

Ce théorème nous donne que lques ind ica t ions sur la n a t u r e de la
l igne s^ el, la maniè re d o n t sont placées, par r a p p o r t a ce l le l igne, les
valeurs de F(z-) a l ' i n t é r i eu r de S. Tout d 'abord, les va leurs de V ( z )
dans S et sur s f o r m e n t un ensenibley?m : par su i le drune v a l e u r a^ de
F(s) dans S i l d o i t être impossible de s 'éloigner i n d é f i n i m e n t dans le
plan des ̂  sans passer par un point de .9,. La ligne s^ par tage donc
le plan en deux régions : l ' une comprend les po in t s d'où l 'on p e u t a l l e r
à l ' in f in i sans passer par u n po in t de .s\, l ' aut re comprend les po in t s du
plan pour lesquels cela n'est pas possible. Toute v a l e u r de Ff-s)
dans S est si tuée dans la seconde région. La première région ren fe rme
une par t ie ou la to ta l i t é de s^ et c'est ce t te p a r t i e de s^ q u i forme le
contour de la seconde région. Enf in la seconde région a cette pro-
priété i m p o r t a n t e qu ' i l est possible d 'a l ler d ' u n de ses po in t s à un au t r e
sans passer par un poin t de ^ a p p a r t e n a n t à la première région ( { ) .

8. Nous pouvons m a i n t e n a n t faire comprendre en quoi consiste
la représentat ion conforme. Envisageons une fonct ion ^ = F ( z ) l iolo-
rnorpbe dans S et c o n t i n u e sur .?, mais possédant en outre cette pro-
priété essentielle : ses valeurs en deux points différents quelconques in-
teneurs à S sont différerues. A cette fonc t ion s ' app l iqueron t t o u t d'abord
tous les résu l t a t s du n u m é r o précédent , mais l 'hypothèse nouve l le que
nous venons de faire va leur d o n n e r p lus de précision, lui premier
l i eu , en c lia que poin t a de S, le nombre "m i n d i q u a n t l 'o rdre de la
première dérivée qui ne s 'annule pas do i t être égal à i; s inon, comme
on l'a vu , F(.^) p rendra i t la même va leur on des p o i n t s d i f fé ren t s
de S. A ins i la dérivée V^s) n'a la valeur xéro en aucun po in t de
l'aire S. Delà suit que la, p ropr ié té géométr ique qu'a la fonc t ion ana-
lyt ique F(^) de conserver la grandeur et le sens de ro ta t ion des angles
ne souffre d'exception en aucun1 po in t de l ' in té r ieur de S* C'est cet te
propr ié té qu'est destinée à rappeler Fépithète de conforme at tachée a
la représentation dont il s'agit.

( î ) Autrornont dit, cette seconde région est connexe, c'fâsl-à-dire se compose d'uno
soûle aire, et non de plusieurs aires séparées.
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Dans le nmïiéro précédent , nous avons été amené à partager en deux
régions le p lan des ^, et c'est dans la seconde région seule que nous
avons eu a.chercher les valeurs dans S de F(.s). Mais cette région pou-
vait con ten i r des points de ,^, et rien n ' empêcha i t un de ces points de
représenter une des va leurs de F(^) à l ' i n t é r i e u r de S. Il n'en est plus
de même ici. A u c u n e des valeurs de F(-s) à l ' in tér ieur de S ne peut
être représentée par un po in t de ̂ . Imaginons en effet que le po in t a,
de Si corresponde à un p o i n t a intérieur à S. Il correspond aussi à un
p o i n t af de s. Traçons dans S une l igne L qui ne passe pas par ci et qu i
aboutisse à a'\ et soit C un cercle ayant a pour centre et q u i ne ren-
f e r m e a u c u n p o i n t de L. Au cercle G on peut faire correspondre u n
cercle C^ de centre a^ et ne ren fe rmant que des valeurs at teintes dansC.
A la l igne L correspond u n e l igne L, abou t i s san t à a^ ; s o i t & i un po in t
de L| i n t é r i e u r a C i . La valeur b^ serait a t te in te en deux points diffé-
ren ts de S.

Ou voi t par l î i que l ' ensemble S^ des valeurs de F(^) dans S est tel
qu 'on p e u t a l l e r d ' u n q u e l c o n q u e de ses points à un autre sans passer
par un p o i n t de .^ . Comme d 'ai l leurs on ne peut sortir de S< qu'en
passant par un po in t de s^ on voit que S^ est cons t i t ué par les points
d 'une aire simplement connexe l imitée par la ligne s^ t ou t ent ière. La
fonc t ion ^ === F^) é t a b l i t entre les points des deux aires S et S,i u n e
correspondance urwo(fae : à chaque point de l ' une correspond u n
point et un seul de l ' au t re .

Voyons m a i n t e n a n t comment se cor respondent les points des lignes s
et .v, . A c h a q u e p o i n t de s correspond un po in t , et un seul, de^; inver-
semen t , chaque point de s^ correspond au moins à un point de s. I l
s'agit de voir si u n p o i n t de ,̂  peu t correspondre à plus d 'un p o i n t
de .y. Pour cela, imaginons que la variable z par te d 'un point quel-
conque de s et parcoure s t o u t ent ier , mais une seule fois, dans le sens
direct . Que fera la variable /sj Elle ne pourra pas garder la même
v a l e u r p e n d a n t que z parcourra u n arc de À', car alors F(^) serait con-
s tant dans S (1); elle ne cesse donc pas de se mouvoi r sur ^, En se-
cond l ie i iy le principe de la conservation du sens (les angles apprend

( ï ) Foir PÂÏNUÎVE. p. B.'^S.
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que 5,1 marche constamment dans le sens direct . Enfin il n'est pas dif-
ficile de montrer que, si ̂  revenait avant z à son point de dépar t , 'les
valeurs de ' F ( z ) dans S.ne seraient pas toutes distinctes. Un point
de ^ ne peut donc correspondre qu'à u n poin t de s.

En résumé, à chaque fonction ^,, =F(s) holomorphe dans S, con-
t inue sur s, et dont les valeurs dans S sont toutes distinctes, corres-
pond une aire s implement connexe S, telle que F ( z ) établit entre les
points de S et de Si, de s et de ^, une correspondance imiwque. On di t
que F(-s) représente d'une manière conforme S surS^,

9. Si une fonction ^=F(^) représente, d 'une manière confo rme
une aire simplement connexe S sur une aire s implement connexe S < ,
la fonction inverse z=F.^z^) représente S^ sur S.

Car soit a un point intér ieur à S, et posons a^ == T(a). Comme la
dérivée F'(a) n'est pas nu l l e / l a fonction z de ^, , prenant la va leur a
pour ̂  = a< , que définit l 'équation ^ == F(^), est représentée dans le
voisinage de ^ ==a^ par une série entière (S). Soit C un cercle de
centre a^ dans lequel cette série est convergente. Pour tout p o i n t b^
i n t é r i e u r à la fois à ce cercle et à S^ la somme de la série (S) est la
va leur b in tér ieure à S pour laquel le F(À) == b^ Soit ma in t enan t a\ un
point quelconque appartenant au con tou r du cercle C et à l ' in té r ieur
de S^ Soit a' la valeur de z intérieure à S pour laquel le 'VÇaf} =a\.
Nous pourrons répéter, à l'égard du p o i n t a , et de la va leur correspon-
dante a', tout ce que nous avons dit du point a^ et de la valeur corres-
pondante a. Nous aurons ainsi une série entière (S') : soit C un
cercle décen t r e r où elle est convergente. Dans la partie c o m m u n e
aux cercles C et C' et intérieure à S < , les sommes des séries (S) et
(S') coïncident ; par suite, la fonction représentée par la série (S')
continue analytiquement la fonct ion représentée par la série (S),
ponr laquelle, en conséquence, le point a\ n'est pas un point singu-
lier. En résumé, la.série (S) est convergente àTintér ieur du cercle
ayant ^ pour centre et tangent intérieurement à ^ ; la fonction re-
présentée par cette série peut être cont inuée ana ly t iquemeot dans tou t
l 'intérieur de Faire S, sans qu'elle cesse, pour un point part iculier de
cette aire, d ' avoi r le caractère d 'une fonct ion entière. C'est donc une
fonction holomorphe de ^ dans S^
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•11 est main tenant très aisé de reconnaître que celte fonction

^==F^)

représente effectivement S, sur S. Ses valeurs dans Sç sont toutes dis-
tinctes ; il suffî t donc de montrer qu'en un point b^ de ^ elle prend
une valeur représentée par un point de s. Or soit b le point de s auquel
la fonction F(^) fait correspondre & i . A u nombre pos i t i f s je vais
faire correspondre un nombre positif Y] tel que l'on ai t l ' inégalité
F i (^) - -& <^ £» pour toutes les valeurs de z^ intérieures à S^ et

telles que ^,, — &< | soit << Y].
A ceteflet, je décris, du point b comme centre, un cercle de rayon £ :

il découpe dans S une aire s implement connexe S que la fonction
F ( z ) représente sur une aire S, qui est une port ion de S, el qui con-
tient sur son contour le point b^ Soit Y] le rayon d 'un -cercle ayant &i
pour centre et tel que l 'aire qu'il découpe dans S,,i soit une port ion de
S^. Ce nombre Y] répond évidemment à la question.

KL Nous avons vu (n0 8) que, lorsqu 'une fonction holomorphe dans
une aire y prend des valeurs toutes distinctes, sa dérivée n'y est jamais
nulle. Nous al lons démontrer une sorte de réciproque de ce théorème.
11 est évident d 'abord que, si' F(^) est holomorphe dans une aire S, si
F ^ s ) n'est jamais nul dans S, il ne s 'ensuit pas que les va leurs de
F(s) dans S soient foules distinctes.

Mais voici ce qifon peut dire : si î ( z ) est ho îomorphe dans S, si
F^) est différent de zéro en un point a.de S, alors, dans le voisinage
immédiat du point a, les valeurs de F(s) sont dist inctes.

Pour le montrer, posons ^ ==F(s), et considérons encore la fonc-
tion inverse z de s^ Elle est représentée dans le voisinage de la va leur
a, ==F(a) par une série (S) procédant su ivant les puissances entières
de-^ i — a^ On peut déterminer un cercle S, de centre a^ dans lequel
la 'série (S) soit convergente, et tel en outre que les valeurs d e ^ aux
di f fé ren ts points intér ieurs à ce cercle soient représentées par des points
intérieurs à S. Ces valeurs sont toutes distinctes : car la valeur b de z en
un po in t ^ de S< est telle q u e l'on a F(&) == & i . On peut, de plus,
prendre 2^ assez petit pour que la fonction représentée par la série
(S) prenne une valeur déterminée en chaque point de cr< : alors elle

Afin. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome V. —OCTOSKE 1888. 44



^4^ J. ÏUEMANN.

représente d'une manière conforme l 'aire S, sur une port ion 2 de S
simplement connexe et r e n f e r m a n t le p o i n t a. Inversement , la fonc-
tion F(^) représente S sur S^, et ses valeurs aux di f férents points de
S sont toutes distinctes.

11. Voici une autre propriété intéressante de la représentat ion con-
forme : elle conserve l'ordre des contacts. Ainsi , soit z , = F(^) une
fonct ion qui représente d 'une manière conforme une aire S sur une
aire S,. Soit A un point intérieur à S, et considérons deux courbes (7,
(7, 'issues du po in t A, et ayant en ce point un contact d'ordre c. 11
s'agit de faire voir que les courbes G'., C\ ont ea A, un contact du
même ordre c.

Posons z — a = r<?^, de sorte qu'on aura , dans le voisinage (lu
point A,

(0 ^ - a, == r V ( a ) e^ 4" V ^ î lL̂ l e^
^u^ î . 9... . n -

^ fî^ï

A chaque valeur de r correspondent, sur C' cl G", deux points déter-
minés M'(z' - a == ̂ ') et M " ( z " ~ a = r^") ; sur G', (M, G';, deux points
détern-linés M, et M';. Je dis que, r tendant vers zéro, le rapport

M' M/' , , ,, . -^r^h tend vers une limite ditTéronte de zéro.
AiM\

Tout d'abord, A.M',==|^ - a. j est du même ordre infinitésimal
que r :

.-^_p^ ̂ vr/."-^!'^)?-.,--̂ i=p(̂ ) + y f.n^^lW
s'—a v > ' ^V î . a . . . / < ( / » , -

-——— =i,-/(^) ̂  y ^—————^.1^. ̂  .
" —a ^L ' • a... n ( n. -t- » ) |

Tout revient à évaluer l'ordre infinitésimal de M,M'; , r étant pris
comme in f imiment pet i t principal. Or M\M'\ == \z\ — z " ( , et

n "-",' oo

^ ~ z\ ̂  rF'(a)(e^^ e^) ̂  V \^ Ĵ iïiL (^^/_ ^.^^1
-^ | 1 . 2 . . . ^ ' , '' / 1
/ fsîï "" •J

On lire de là
i i , n. s y.

9-r-̂  = l?'(«) -»-^ ̂ » ̂ -^-^^ (^^ ̂  e(/.-,)/p/4-^ ̂ ,.,,,. g.,v/^ ,
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Cette formule montre que l'ordre infinitésimal de M[W[ est le même
gué celui de M'RF. Mais ce dernier est c 4- i par hypothèse. Il en est
donc de même de celui de M ^ M ^ .

12. Le théorème suivant permet de décomposer en deux le problème
qui consiste à représenter l'une sur l'autre deux aires simplement con-
nexes S et S< : Si l'on sait représenter séparément chacune d'elles sur
une aire simplement connexe S, on sait représenter S sur S, .

Car soit Ç==y(5) une fonction qui représente S sur S, et soit
s^ === y^C) une fonction qui représente S sur S^. On vérifie sans peine
que z ^ == ̂ \f{^)\ est une fonction qui représente S sur S,.

D'après cela, on peut, au lieu de chercher à représenter directement
l 'une sur l ' a u t r e deux aires simplement connexes S et Si, se proposer
de représenter chacune d'elles sur une aire simplement connexe S.
L'aire S qu'il est le plus naturel de choisir est la surface d'un cercle.
Prenons, pour fixer les idées, le cercle ayant l'origine pour centre et
l 'unité pour rayon. , •

Quand on a t rouvé une manière de représenter une aire simplenient
connexe S sur le cercle S, il est facile d'en obtenir une infinité d'au-
tres. Car toutes les fonctions comprises dans la formule

T __ y/ , \ </1 _ s '•su ia { n(i) ç^^^e ( ),

où a est une constante arbitraire réelle, Ço Faffîxe d'un point intérieur
au cercle, Co la quant i té imagina i re conjuguée, réalisent une repré-
sentation conforme du cercle S sur lui-même. Par suite, toutes les
fonctions
{ ^ \ r — Ji^lLzZ^-^. e^
^ ^-^).Ç/

représentent S sur S. En outre, nous démontrerons dans le numéro
suivant que la formule (ï) renferme toutes les manières de représenter
le cercle S sur lui-même. On en conclut que la formule (^) renferme

( 1 ) SCHWAK%, Monatsbericîite, p. 790; 1870.
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toutes les manières de représenter S sur S. La solution générale dé-
pend , comme on le voi t , de trois constantes arbitraires réelles.

Pare i l lement , quand on sait représenter deux aires s implement con-
nexes S ei S^ sur le cercle S, on sait , par cela même, les représenter
l 'une sur l'autre d ' u n e infinité de manières ; et il suf f i t d'associer une
manière part icul ière de représenter S sur S successivement à toutes
les manières de représenter 2 sur S^ pour avoir ainsi foules les ma-
nières de représenter S sur S,.

Au lieu du cercle, on peut prendre aussi, comme aire intermédiaire,
le demi-plan. iMais, comme cette nouvel le aire est d'un ^enre un peu
différent de celles que nous avons considérées jusqu 'à présent, quel-
ques déf ini t ions me paraissent nécessaires,

Soit S la moitié supérieure du plan de la variable complexe z. Soit
^==F(,s) une fonction holomorphe dans S; à cette fonct ion s'ap-
p l iquen t les conclusions énoncées au commencement du n° 7. Sup-
posons en outre que F(z) prend une valeur dé te rminée en chaque
p o i n t de s, et qu'elle prend aussi une valeur déterminée m point à
l'infini, en e n t e n d a n t p a r l a que, lorsque ^ s'éloigne à 1,'infîni dans le
d e m i - p l a n S par un chemin quelconque, V ( z ' ) prend des valeurs qu i
tendent vers une l imi te / toujours la morne. Alors, s s 'é loignant indé- .
f i n i m e n t sur .9 soit vers la droite, soit vers la gauche, les valeurs de
F ( z ) tendent vers /. La fonction F(^) fai t correspondre à l'axe réel s
une certaine l'igné s^ et tout ce qui a été di t à la fin du n° 7 s 'applique
au cas actuel. Enfin, si l'on admet en outre que les valeurs de V ( z )
dans S sont toutes distinctes, on peut reprendre les raisonnements du
n° 8, et dire que la fonction F(^) fait correspondre au demi-plan S une
aire simplement connexe S < , de manière qu'à un point de l 'une quel-
conque des deux aires corresponde un seul point de l 'autre. Le point z
parcourant d'ailleurs l'axe réel tout entier de gauche à droite, le point
^ parcourt la ligne ^ tout entière, en marchant toujours dans le sens
direct, et sans passer plus d'une fois par le même point. On dit que la
fonction ^ == F(^) représente d'une manière conforme le demi-plan S sur
Faire S ^ . La fonction inverse z == F., (^ ) est holornorphe dans l'aire S^
comme le montre un raisonnement semblable à celui du n° 9, et l 'on
dit qu'elle représente d'une manière conforme l'aire S, sur le demi-
plan S,
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Ces défini t ions posées, on a encore le théorème suivant :
Soit Ç ==:y(^) une/onction qui représente une aire S sur le demi-pleine,

et s, ===<?('() une. fonction qui représente 2 sur une aire S^ ; la fonction
z, == y [y( ̂  yj représente S ;mr S,.

Plus généralement , ce théorème subsiste quel le que soit celle des
trois aires S, Si ou £ qui est un demi-plan.

D'après cela, le demi-plan peut remplacer le cercle dans la décom-
position du problème de la représentation de S sur Si. D'ailleurs il est
facile de passer d'une de ces aires particulières à l 'autre* La fonc-
tion
(3) .==|̂ : (>)

représente la moitié supérieure S du plan *( sur l 'aire S du. cercle ayant
l 'origine pour centre et l 'uni té pour rayon. Il y a une in t in i l é d 'autres
fonctions représentant S sur S, et nous avons appris à les former foules .
Associons la manière (3) de représenter S sur S successivement à
toutes les manières de représenter S sur S; nous obtiendrons une in-
f i n i t é de fondions *Ci de *C. On dit de chacune d'elles qu'elle représente
le demi-plan sur lui-même. Il n'y a aucune diff icul té à faire le calcul , el
voici quelle expression générale on trouve pour ces fonctions :

_ aÇ-(- b
• "—~7~~~——, ?
cÇ-4- d^"^TT^

où a, b, c, r f s o û t des constantes réelles vérifiant la condition
aci — bc >" ô.

Le théorème énoncé au début de ce paragraphe subsiste lors même
que plusieurs des aires qui y figurent coïncident avec le demi-plan.

.Enfin, Ç====y(s) é tant une fonction particulière représentant une
aire S sur le demi-plan S, l'expression générale des fonctions qui re-
présentent S sur S est

ç^^f)^, avecarf-ôoo.
c j { z ) -^d

Ici encore, on retrouve la triple indétermination.

( 1 ) SCHWABZ, Journal de Crelle, t. 70, p.m*
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13. Nous avons encore à faire voir que la formule donnée au n° 12
renferme toutes les manières de représenter sur lui-même le cercle 2
ayant l 'origine pour centre et Fumté pour rayon. Nous déduirons ce
résul tat d 'un théorème plus général ( ' ) . Observons à cet effet qu'on
peut disposer des constantes que r en fe rme la formule d u n° 12 de
manière à faire correspondre au p o i n t ^ == o un po in t que lconque
de l 'intérieur de S, au point *(,=== 4- i un point que lconque du con-
tour de S. La proposi t ion sera donc é tabl ie , si nous faisons voir que ,
A étant un po in t que lconque de l ' i n té r i eur et B un p o i n t que lconque
du contour de S, il ne peut exister plus d 'une fonc t ion représentants
sur lui -même de manière a faire correspondre au point A le centre du
cercle, au point B le point ^ == -h r .

Or je dis que, S étant une aire s implement connexe q u e l c o n q u e ,
A un point quelconque de S, B u n poin t que l conque de s , il ne peut
exister plus d'une fonction qui représente S sur S de maniè re qu'au
point A. corresponde le centre du cercle» au p o i n t B le point *( == i.

Négligeons, pour commencer, cette dernière c o n d i l i o n , et soit
'(rrrF^) une fonc t ion qui représente S sur S de manière à faire cor-
respondre au point A le centre du cercle S. Cette fonction est holo-
rnorphe dans S, et s 'annule au seul point A. La fonction •^^ est, elle

l. ,5? ••*"'"• (,.t

aussi, holomorphe dans S et ne s 'annule en aucun poin t de S. On peut
donc aussi considérer la fonction log ^~'-^- comme holomorphe dans S :
i l suffit pour cela de fixer, pour un point par t icul ier de S, la valeur du
coefficient de i (2). J'appelle u la partie réelle de cette fonct ion ; /// est
une fonction de oc et de y uniforme et cont inue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres, et satisfait à À^ = o, à l'intérieur
de S. Sur s , u prend une suite de valeurs qui nous est connue : car,
F(^) ayant un module qui tend vers ï lorsque z tend vers un point de s^

(1) Cette démonstration est au fond identique à celle que donne Biemann à la fin de
sa Disserteitwî inau^umie; mais elle est débarrassée de tout postulatum, et par suite
parfaitement rigoureuse.

( s s ) Car, si l'on décrit un contour fermé quelconque intérieur à S/ce coefficient revient
à sa valeur initiale, vu que le nombre des zéros de —-^ intérieurs à ce contour est

" ! ' 5 — €t ^
nul,
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a ne cesse pas sur s de coïncider avec — logr, en posant r== \z — a \.
Ces propriétés d é t e r m i n e n t la fonct ion usons ambiguïté, ainsi que cela
résu l te du n° 3. Si m a i n t e n a n t j ' appel le v le coefficient de i dans la

F { ' ~ \fonction loff ~—^~-, ç est dé te rminé à une cons tante près c :
v -. __ n 1

r^ ( a i t , au . \
t? •=. c -l- I -v- ci y -— — clœ i

^.n.r.A^ ^y )

où (\To,yo) estun point part icul ier de S, et où l ' in tégra le est à prendre
le long d'un chemin que lconque in tér ieur a S a l l a n t de (.Tp,yo) à
(<r,y). On a donc

îog^f^ = = c / + ^ ( ^ ) ,

ff(z) é tant une fonc t ion holomorphe dans S et cont inue sur .y, puisque
la f o n c t i o n F (-s) est c o n t i n u e sur ,ç.

L'expression F ( z ) == ( .s — a ) ̂ ^ e^ renferme ce r t a inement toutes
les fondions représentant S sur S de man iè r e à faire correspondre à A
le centre de S. Si m a i n t e n a n t nous expr imons qu 'au po in t B corres-
pond le p o i n t Ç = = + ï , nous ne t rouvons év idemment qu'une valeur
pour le f a c t e u r ê"'1. Il ne peu t donc y avoir (.[^ime fonc t ion sa t i s fa i san t
aux cond i t ions du problème.

H. Tout le rôle de la représentation conforme dans la r é so lu t ion du
problème de Dirichlet est renfermé dans le théorème su ivan t :

Si l'on sait représenter une aire simplement connexe S sur une aire sim-
plement connexe S,, et si en outre on mil résoudre le problème de Di-
richlet pour S, on sait le résoudre pour S^ ( { ) .

Car soit
z = Fi (-^i ) =-. Pi (^i,./i) + ^'(h Oi, yi )

une fonction qu i représente S^ sur S. Chaque point M de s correspond
à un point bien déterminé M< de ^ ; soit m la valeur attachée à ce der-
n ie r po in t . A chaque point M de s faisons correspondre cette va-
leur w; soit u ( x , y ) la fonction q u i résont le problème pour ce sys-

( 1 ) SCIÏWARZ, Monatffbenclite, p. 771; 1870.,
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terne de valeurs m. Il n'est pas difficile de voir que la fonction
u [ P,i ( .^, ji ), Q i ( ̂ -i, ji )] =: ^.i ( ̂ i, yi )

résout le problème pour l'aire Si. Car el le est bien définie pour l ' inté-
r ieur de S^, u n i f o r m e et cont inue ainsi que ses dérivées par t ie l les . Un
calcul simple m o n t r e que l'on a

Donc A^i est nul à l ' i n té r i eur de S,. Enf in , lorsque le po in t (^, y^ )
de S^ tend vers le po in t M, de s^ le point (^\r) de S tend vers le
point M de s : u Ç x , y ) et, par sui te , u ^ Ç x ^ y ^ ) tend vers la v a l e u r
donnée m. u^x^y^) est donc la fonction qui résout le problème.

Ainsi l 'on sait résoudre le problème de Di r i ch i c t pour t ou t e aire sim-
plement connexe qu'on sait représenter sur un cercle.

III. •— Problème de Dirichlet généralisé,

15. Le problème de Di r ich le t , tel qu'i l a été énoncé au n° 1, est
susceptible d ' une généralisation i m p o r t a n t e . Choisissons sur le con-
tour s des points A ^ , As, ... quelconques, mais en nombre l i m i t é .
Faisons main tenan t correspondre, comme au n° 1,, une va leur déter-
minée m à chaque po in t M du contour s, en exceptant les points A,
auxque ls nous ne faisons correspondre aucune valeur. Nous pouvons
dès lors nous proposer de déterminer u n e fonct ion u satisfaisant,
pour l ' intér ieur de l 'aire S, aux .condit ions énoncées dans le n° -1., et
p renan t en outre, en chaque point M du contour, la valeur m q u e
nous y avons attachée.

Nous savons déjà que le problème ainsi énoncé n'est possible qu'à
la condi t ion que m soit une fonction cont inue de l'arc le long de toute
port ion de s qui ne renferme aucun point singulier A. Nous suppose-
rons donc rempl ie cette condi t ion . Mais ily a plus : nous nous borne-
rons à examine r le cas où, pour chaque point singulier A, m tend vers'
u n e l imite lorsque le point M de ^ tend vers le point A en marchan t
dans le sens d i rec t , et vers une autre l imite lorsque le po in t M tend
vers A en m a r c h a n t dans le sens inverse.
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Enfin à l'énoncé précédent j 'ajoute la condit ion suivante : la fonc-
tion u doit rester finie dans le voisinage de chaque point singulier A.
Cela veut dire que, si de A comme centre on décrit un petit cercle C,
on doit pouvoir fixer un nombre positif g auquel restent inférieures
les valeurs de \u\ pour tous les points intérieurs à la fois à S et à C.

C'est au problème ainsi précisé que nous donnerons le nom de pro-
blème de Dirichlet généralisé. Par opposition, nous appel lerons problème
de Dirichlet classique celui qu ia été énoncé au n° 1.

16. Supposons que^ pour une aire S, à connexion simple ou mul-
tiple, on sache résoudre le problème de Dir ichlet classique. Il est dès
lors très faci le de résoudre le problème généralisé, ainsi que nous
al lons le faire voir.

Nous emploierons, dans tout ce qui va suivre, les notations sui-
vantes. Nous appellerons a Paffixe du point singulier A, a l'angle,
compté à l'intérieur de l'aire, que font les tangentes en A aux deux
branches de r issues de A; a est en général égal à -rc; il est toujours
compris entre o et ^TC. Enfin, à chaque point A correspondent, d'après
l'énoncé, deux valeurs l imites pour la valeur donnée m; nous ap-
pellerons S l'excès de la première valeur l imite sur la seconde, en sui-
v a n t l 'ordre du numéro précédent.

Cela étant , supposons d'abord S à connexion s imple ; ou, s'il esta con-
nexion mul t ip le , admettons que s n'ait de points s inguliers que sur la
ligne extérieure Lo : soient a^ d^ d^ ... leurs affixes. Il n'est pas dif-
ficile de construire une fonction harmonique dans S et ayant sur s, s inon
les valeurs, du moins les discontinuités de la fonction cherchée. Car
soit u le coefficient de ^"^r dans log(s — a) : la fonction

, ^^,y)=^u^^^^^u^..^
Oo WQ £-<()

dans laquelle on a fixé, pour un point particulier de l 'aire, les valeurs
de u^ u^ u^ ..., répond évidemment à cette condit ion. Celaposé, soit
U(^,y) la fonction cherchée : la différence U — V, harmonique dans S,
prend en chaque point non singulier de s une valeur déterminée, diffé-
rence entre la valeur donnée et celle de la fonction IT. Cette valeur
n'éprouve pas de discontmuité aux points singuliers Mais on ne sait

Ann. de l ' Ê c . Normale. 3" Série. Tome V. — OCTOBKE 1888. 4^
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rien sur la manière dont la fonction se comporte dans le voisinage d'un
point singulier, si ce n'est que sa valeur reste finie. Admettons qu'elle
prenne une v a l e u r déterminée même aux points s inguliers; on sait
alors la déterminer sans ambiguïté, et l'on a, en la désignant par
^(^^

U = ̂ (.r,7) + ̂  „,+ ̂  ̂ + ̂  <+....
cîy oc,, O^Q

Réciproquement, cette fonct ion sat isfai t a toutes les condit ions de
l'énoncé. On a donc ainsi une solution du problème. Si l'on essaye d'ap-
pliquer le même mode de raisonnement au cas où il y a u r a i t des points
singuliers a/, cip a"^ ... sur la ligne L/ (z désignant l ' un des nombres i,
2, 3, . . . , n — r), on se trouve tou t d'abord arrêté par une difficulté :
ta fonction u correspondant à l 'un de ces points n'est pas u n i f o r m e dans
l'aire S. Transformons l 'aire S en une aire s implement connexe Si par
des coupures G,,, Ça, ..., C^< assujetties à ne pas se rencont re r et à
ne passer par aucun point singulier de s : alors, il est vra i , l 'un i for -
mité des fonct ions^ sera assurée, si l 'on a eu soin de f ixer la valeur de
chacune d'elles en un point par t icul ier de l 'aire; mais, le long de la
coupure C/, chaque fonction réprouve une discont inui té : ses valeurs
sur le bord droit de la coupure surpassent de 2rc ses valeurs sur le bord
gauche. Posons encore

W^y)^^u.^^u'^^^^.
v.o ao y.o

1=11'-1

( '\ <\f >•<.,»? \
^1 O/ 0, , 0, ,/ \

-4- 1 ^l+^•-4-a^4-•••>
Ï^l

et considérons de nouveau la différence U — U'. Elle est harmonique
dans Si, prend en chaque point non s ingul ier de s une valeur déter-
minée qui reste continue même aux points singuliers, reste finie dans
le voisinage d'un point singulier, enfin éprouve le long de chaque cou-
pure C^ une discontinuité

, /ô/ 8, Si .A^=:—2Tr -J ̂  - 4» -4^.,
\^i ffn <y-i

Si la fonction elle-même éprouve une discontinuité le long de Ci, il
n'en est pas de même de ses dérivées partielles des deux premiers
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ordres, qui , elles, restent continues dans Faire S tout entière. Nous
sommes ainsi amené à nous poser le problème suivant ( ^ ) :

La z^aleur m étant donnée d'une manière arbitraire, meus cependant
de façon avarier d'une manière continue tant quon ne franchit aucune
coupure, et à varier brusquement de k, lorsqu'on franchit [a coupure C/,
on demande de trower une fonction V(.r,y) harmonique dans S^ pre-
nant en chaque point de s la valeur donnée, enfin prenant sur le bord
droit delà coupure (^ des valeurs qui dépassent de la quantité constante /•/
ses valeurs sur le bord gauche. On ajoute la condition que ses dérivées par-
tielles des deux premiers ordres doivent être continues dans l'aire S tout
entière.

Pour résoudre ce nouveau problème, nous allons suivre une marche
toute semblable à la précédente. Il n'est pas difficile de former une
fonction ayant les propriétés de la fonct ion ^ ( x , y ) , éprouvant les
mêmes discontinuités k, le long des coupures, et ne différant de V que
par ses valeurs sur s. Soit ^ le coefficient de ^/— i dans log(s — ^-),
ht é tant Faffixe d'un po in t intérieur à L/. ^ est une fonction uniforme
dans S^ pourvu que l'on ait fixé sa valeur en un point particulier de
celte aire. La fonction

t == n — l

V'(^7)=;^2; ^^
ts î

a les propriétés énoncées. Dès lors, la différence V — V est une fonc-
t ion de même nature, mais pour laquel le Ions les k sont nuls ; par
suite, on peu t suppr imer les coupures, et celte fonction se trouve dé-
terminée sans ambiguïté, puisqu'elle est harmonique dans S et qu'elle
prend sur s des valeurs connues. Soit wÇx.y} celte fonction. La fonc-
t ion

f=zn~-1

V(^,j)=w(^j)+— ̂  Â-,r,

( 1 ) Ce problème est posé par M. Schwarz dans les Monat^berfchte^ p. 787, et résolu
par lui dans les Mcithematuche Annalen, t. 24, p- 157 et 8uir.; mais sa solution repose
sur le procédé alterné.
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est la seule pouvan t résoudre le problème. Inversement, on reconnaît
qu'elle sa t i s fa i t bien à toutes les conditions de renoncé.

Revenons main tenant à la dif férence U — U'. Si elle prend une va-
leur déterminée même aux points singuliers, elle a nécessairement
pour expression, d'après ce qu i précède,

/ =; /; — i
/ '\ "s? "s// \

•\r / ^ / \ V /° / ' °/ ° i \V(,r,,y)=.,.^,.y)- ̂  (̂  + ̂ -^+.. .̂ ,,
/==l

w étant déterminée sans ambiguïté, et, par suite,

u^'v-hir.
Inversement, cette fonc t ion est bien une solution du problème généra-
lisé, ainsi qu'on s'en assure en remontant la chaîne des raisonne-
ments.

i7. Si l'on écril t o u t au long la somme V 4- U', on est amené à
formuler, pour la construction de la fonclion U, la règle suivante :

ï° Traçons des coupures Cp Cy, ..., C/^ ; ^choisissons, dans chaque
ligne L,, un point />/:; 3° fixons, pour un point particulier de l 'aire S,,,
les valeurs de toutes les fonctions^ et de toutes les fonct ions^ . Cela
fait, l'expression

5l^+^^.,A^^,.,
ao a,, () a, 0

:s n — î

^ [^(^^^)^j(,4^,,).,^(^^^)+ ^ ^ ( ,„ „ ̂ ) ̂  ̂  ( ̂  ̂  ,̂ ) ̂  ̂  ( ̂  _ ̂  ̂ ,

représente pour l 'aire S une fonction ayant les propriétés de la fonc-
tion cherchée, ayant les mêmes discontinuités aux points singuliers,
et ne différant de la fonction cherchée que par ses valeurs sur le bord.
Par l 'addition à l'expression précédente d 'une fonction wÇsc.y) har-
monique dans S et continue ^ s u r s, déterminée d'ai l leurs sans ambi-
guï té , on obtient une solution du problème. Et, sous celte forme, on
voit bien le rôle des fonctionâ ̂  La fonction ^ est, pour chaque fonc-
tion Ui, u^ ..., une fonction compensatrice; c'est-à-dire qu'elle fait
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disparaître la mulfciformité de la fonction u, sans toutefois introduire
de nouvelles singularités sur le bord .?.

Dans la construction que nous venons d'énoncer, on dispose arbi-
trairement des coupures, des points b^ enfin des valeurs des fonctions
u et v en un point particulier de l 'aire. On pourrait être tenté de croire
que la var ia t ion de ces condit ions entraîne un changement dans la
fonc t ion U à laquelle on parvient . Il n'en est rien : car imaginons
que, en choisissant ces condit ions autrement que nous ne l 'avons fait
jusqu ' ic i , nous obtenions une nouvelle fonction U , . La dif férence
U^ — lY, U' étant la même fonction que dans le numéro précédent , a
évidemment une valeur déterminée même aux points singuliers; elle a
donc pour expression V, d'après ce paragraphe. Donc Ui n'est autre
chose que U. Cette fonct ion déterminée sans ambiguï té par la construc-
tion qu i précède, nous l 'appellerons fonction U relative aux valeurs
données m.

Mais ce qui n'est n u l l e m e n t prouvé, c'est qu'il n'existe pas une
fonct ion T répondant au problème et. telle que la différenceï — IT ne
prenne pas de valeur déterminée aux points singuliers. Démontrer
l ' impossibilité de l'existence d'une tel le fonction est une question dif-
ficile et à laquelle nous aurons l'occasion de revenir.

18. Voyons comment la fonction U se comporte dans le voisinage
d'un point singulier A. On peut mettre son expression sous la forme

U(^,y)=:U\(,r,y)4-^^(^.r),

U<(^y) prenant en A une valeur bien déterminée. Par suite, la fonc-
tion U se comporte dans le voisinage du point A comme la fonction u,
qui est une fonction élémentaire bien connue.

Ainsi la valeur vers laquelle tend U lorsque le point {oc,y) tend
vers A par un chemin intérieur à S dépend de ce chemin , ou, p lus
exacteinenty de la tangente A/, en A à ce c l iemin . So i tMAM'Ie sens
direct, AT, AT' les deux demi-tangentes à AM et à A.W ; appelons /' la
valeur limite correspondant à AT' ; à une direction At ( 'Hisantavee AT
un angle égal à ^(o5 ̂ ^a) correspond la valeur limite

'^•==7'"h^â, ... :
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(î' variant de o à a, on voit que cette valeur varie, toujours dans le
même sens, de /' à // -+- 5. Elle reste donc toujours comprise entre ces
deux valeurs limites ( ^ ) .

On peut me t t r e l'expression précédente sous une forme plus symé-
tr ique en in t rodu i san t la valeur l imi te /relative à AT, et l'angle [3 que
Al fait avec AT. On a

l^l'-^^ p+p^a,

et l'expression précédente s'écrit

.+^(^f)^ ,,,!. ̂  ,^tL .
a K \ ffj \ v- )

émontré au n0 3 pour une fonction haLe théorème démontré au n° 3 pour une fonction harmonique dans
S et continue sur s s 'applique à la fonct ion U re la t ive à des valeurs
données m qui éprouvent des discontinuités. J 'appelle encore g et k
les limites supérieure et inférieure des valeurs données w. Chacun de
ces nombres est, ou la valeur correspondant à un point non singulier
de s, ou une des deux valeurs l imi tes correspondant a un point sin-
gulier . Les valeurs de U dans S sont toutes plus petites que g et toutes
plus grandes que k.

Raisonnons comme au. n° 3. Appelons g ' la limite supérieure (les va-
leurs de U dans S et sur s. On voit tout d'abord que, dans S, on a
U <^ ̂ .11 existe un point M situé clans S ou sur s tel que les valeurs de
la fonction dans le voisinage de M aient encore g ' pour limite supé-
rieure, quelque restreint que soit ce voisinage. Ce po in t M est néces-
sairement sur .?. Si c'est un point non singulier, g ' est la valeur cor-
respondant k ce po in t , et g11 == g. Si M , est un point singulier de s ,
g ' est la plus grande des valeurs limites de U lorsqu'on tend vers M par
les différents chemins possibles intérieurs à S. Mais, d'après ce que
nous avons vu, ces valeurs limites appart iennent toutes à l ' intervalle
(/, V ) . g ' est donc le plus grand des deux nombres /, l\ et l'on a encore
g ' == g, ce qui démontre le théorème.

19. Nous allons maintenant étendre aux fonctions U les résultats du
n° 6. Je considère plusieurs de ces fonctions ayant toutes les mêmes

( 1 ) En particulier, si $ == o, X est indépendant de p'.
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points singuliers : U i , U^» • • • ? U^. Je dis que leur somme est une nou-
velle fonction U. En effet, lorsqu^on tend vers un point singulier A
par un chemin quelconque L, la somme U\ + Ua + • • • + U» tend vers
la l imite

7. = (^+ i, +...+ /,) f, -1) + {i, +1, +...-+- /,) (i - ry
Soit U la fonction U coïncidant sur s avec U^ -4- Ua +... 4- U^. La

différence Ui -4- U^ -h ... •+- U^ "— U est harmonique dans S et prend la
valeur zéro même aux points singuliers de s : elle est donc identique-
ment nu l l e dans S.

Soit maintenant une série

( l) Ui -t- Ug + U» -4". . . 4- U/, -h. . .

dont les termes sont des fonctions U ayant toutes les mêmes points sin-
û'uliers. Je suppose que cette série converge un i formément dans S : on
voit alors, comme au n° 6, qu'elle converge uniformément pour l'en-
semble des points non singuliers de ^. B é c î p r o q u c m e n t y si elle con-
verge uniformément pour rensernble des points non singuliers de s,
elle converge uniformément dans S : car la fonct ion

U/,4.1 4- U/,4-2 4- . . . 4~ U/^//

est une fonction U.
Appelons U' la fonction que définit la série (i) pour l ' in tér ieur de

S. Cette fonct ion est harmonique dans S et prend en chaque point non
sinquiier de ,? une valeur déterminée, somme de la série ( î ) en ce point.
Considérons maintenant un point singulier A. Lorsqu'on tend vers ce
point par un chemin L quelconque intérieur à S, les termes de la
série (î) tendent vers des limites 7^, "Xg, Xp , . . , \, ..., qui forment
une série convergente, de sommer. En part icul ier , les séries

^ ̂  4 -+.... -î- 4 +... et l\ -h 1'^ +... + 4 + • • -

sont convergentes, et l'on a

^^-ê)^-^.
\ a-) \ «. )

Je dis que, lorsqu'on tend vers le point A par le chemin L, U' tend
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vers À. Car soit £ un nombre quelconque. La différence IF — A, U'
étant la valeur de la fonct ion en un point N de L, peut s'écrire

ir _7 ̂  (s, 4- R.) - (^ 4-p.) =(S,,-^) + R,, - p,.

On peut d'abord choisir n assez grand pour qu'on ait

!p/J<|; fl^l <|.

quel que soit N ; puis on peut déterminer un cercle C de centre A tel
que

1 C 1 -- ^1 o/^ — a'fi [ <, .73

pourvu que le po in t N de L soit dans ce cercle. On a donc, sous celte
condi t ion,

\V'-7.\<€.

La fonction W n'est donc autre chose que la fonction II relat ive aux
valeurs sur ,ç de la série (i). Car la différence U — IV est ha rmonique
dans S çt prend la valeur %éro même aux points singuliers de .y.

20. Pour un système donné de valeurs m, ne peut-il exister, outre
la fonction U relative à ce système, une autre fonc t ion T répondan t au
problème (^ÎPour répondre à cette question, on est conduit naturel-
lement à considérer la différence U — T == W, Cette fonction est har-
monique dans S, prend la valeur zéro en chaque po in t non singulier
de s\ enfin garde une valeur finie dans le voisinage de chaque point
singulier. Démontrer qu'il ne peut exister de fonction T autre que la
fonction U revient donc à faire voir qu 'une fonction qui jou i t de ces
trois propriétés est forcément nu l le dans S,

II ne faudrait pas s ' imaginer que la troisième propriété est une con-
séquence nécessaire des, deux premières» Un exemple très simple va
montrer qu' i l y a des fonctions harmoniques dans une aire, s ' annu lan t
en chaque point non singulier du contour, et qu i néanmoins croissent
indéf iniment dans le voisinage d'un point singulier.

(1) 11 n'est pas inutile do faire observer que jamais dans la siiHe nous no nous appuie-
rons sur les résultais contenus dans ce paragraphe.
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Soit ,̂  = F(^) une fonction qui représente d'une manière conforme
une aire S à connexion simple sur la moitié supérieure du plan des z^
Posons

r^)=P(^y)+Q(^j)^="7.

La fonction Q(a?,y) est harmonique dans S et prend la valeur zéro
en chaque point de s, sauf au point A correspondant, au point à l'infini
du demi-plan. Ses valeurs dans S sont toutes positives, et, quelque
grand que soit g, il existe dans S une courbe Q(^j) == g : c'est une
courbe fermée simple partant de A et y revenant. Q(^,j) ne reste
donc pas finie dans le voisinage de A.

Cette remarque faite, nous allons, établir le théorème en question
pour le cercle. Soient encore ZQ le centre du cercle et p son rayon, et
posons

re1^ = s — SQ.

Soit u(^y)== P(r,cp) une fonction harmonique dans S, et nul le en
chaque point de ^, sauf aux points correspondant aux valeurs c p ^ ,
ça , . . . , cp^ de l'angle polaire, qu'on peut supposer comprises entre o et
air. Soit enfin g une grandeur positive à laquelle \u reste inférieur.

r, ç étant les coordonnées polaires d^un point quelconque intérieur
au cercle (r<< p), il s'agit de démontrer que l'on a v(r, cp) == o. A cet
effet, j ' intercale entre ret p un nombre fixe B^, et j'appelle Run nombre
variable assujetti à vérifier les inégalités R, ^R<^ p. On a u q u e l que
soit IL

^ ̂  ^ C^ (R—^MR^)^ ,
v ? T / ̂  a TT ̂  IP -+- r2 — a R, r cos ( ̂  — 9 )

Je décompose ainsi cette intégrale :
[- ^îpi-û /,9.»-S ^cpa-S ^2-n: ~j

—l •+ + / -+-.. .-}-/
^77 ^J^ ^+8 ^<p,+5 ^Çm+ôJ

y ^Çl-i-Ô ,*Cp3-(-Ô ^ ^Çw-+-S

^_ ^ ^— ^ +...4-—— /
^J^S ^^S ^^-ô

Soit £ un nombre positif quelconque» Où peut disposer de S de ma-
nière à rendre chacune des m dernières intégrales plus petite que , ?

Ann. de VÉc, Normale. 3e Série. TomeV* "—NOVEMBRE î888. 4^
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et sans qu'il soit nécessaire de restreindre le champ de la variation de
R, car on a

î r̂ 0—!!:̂ .̂ ^̂  ^ ̂  i±r -< ̂  RIî ^•+-0 ( M.2 - r- ) c ( K, ̂  ) ̂  | ^ ii ̂  r , , ̂  R, -^ r ,
-ÎTT Jy^o IP + '/•-2 — a I{ / • COS ( ̂  -- 9 ) ' ̂  R — /• ° -= 7T Ri
— ———————————————— <^ -. -——„ o ^ - ^——— o., . ~ 7 T R , — r

II suffi t de déterminer à par l 'inéû-alilé ^ RL±-^ô< ~-£—. à étantc' TT Ki — /" rn -\- ï
ainsi dé terminé , je considère la somme

î " f^1""0 f^-^ p'-0 , r^ 1
— f 4» f + l +. _ ̂ . i
m -J" ^yr.i-ô ^a...)-o ^y^+sJ

On peut prendre pour R une valeur .suffisamment voisine de p pour
que le module de cetie somme soit, lui aussi, inférieur à ̂ l—. Il suffit ,yîi — .̂«i )
pour s'en convaincre, d'observer qu'à chacune des intégrales com-
posant celle somme correspond un arc de ,?le long d u q u e l la fonction
9 tend uniformément vers zéro»

Les quant i tés 0 elle nombre R é tant ainsi choisis, la somme de toutes
nos intégrales a un module plus pet i t que £. Mais cette somme n'est
autre chose que ^( r ,y) . D 'a i l leurs £ est aussi pet i t qu'on veut. Donc
^(r, cp) == o.

Le principe de cette démonstration a été donné par M. Schwarx (1).
Le -même théorème s'étend à toute aire S^ représentable sur le cercle

S. Soit z , = F ( z ) ==P(.r,j)+^/~TQ(,y,y) une fonction qui re-
présente S sur S,. Soit d 'ai l leurs u , ( x ^ y ^ ) une fonction ha rmonique
d a n s S ^ et prenant sur .̂  la valeur zéro, sauf aux points A^ B,, C,,, .^,
dans le voisinage desquels elle reste simplement f inie . La, fonction
M^G^y)^ Q(^j)] = ^(^y) <^t harmonique dans S et prend en
chaque point d.e^ la valeur zéro, sauf aux points A, B, G . . . , dans le
voisinage desquels elle reste s implement finie. Donc la fonction u a la
valeur zéro en chaque point de S. Par suite, la fonction u, a la valeur
zéro en chaque po in t de S^,

Enfin, dans le cas du cercle, il importe de faire la remarque suivante :

(1) tournai de Crclle, t. 74, § 7. L'ôminent ^ôomôtre iaîl la démonstration pour un
exemple particulier, on njoulant qu'elle détend sans peine au cas général.
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La fonction qui résout le problème de Dirichlet classique a été donnée
par l'intégrale i=± r (p^^v'w^

2Tc JQ p2 4- r2 — 2 p /' ces ( ̂  — 9 ).

La fonction qui résout le problème généralisé est encore représentée
par celle intégrale; seulement lci/(ç?) éprouve des discontinuités pour
les valeurs c p ^ , cpa, 93 , . . . ,o^ de la variable. En effet, la fonction définie
par cette intégrale pour l'intérieur du cercle satisfait à toutes les con-
ditions de l'énoncé : elle est ha rmonique dans S; elle prend la valeur
/(ç) en chaque point non singulier de s, car on montre, en reprenant
le raisonnement de M. Sch-warz, qu'à tout nombre positif £ on peut
faire correspondre un nombre positif r\ tel qu'on ait |I -~/(ç)| -< £»
sous la condition p — r <^y], et cela pour toutes les valeurs de ^ cor-
respondant à un arc de s ne renfermant pas de points singuliers. Enfin
le calcul fait à la fin du n° 4, et qui s'applique encore au cas actuel,
nous apprend que cette fonction ne croît pas indéf in iment dans le voi-
sinage d^un point singulier,

DEUXIÈME PARTIE.

1, Nous avons vu que Fon sait résoudre le problème de Dirichiet
pour toute aire S représentable sur la surface d'un cercle. De la uoe
manière Indirecte d'aborder le problème de Dirichlet,*'dans le cas où
l'aire proposée est simplement connexe. Mais, en général, cette voie est.
beaucoup plus compliquée que l 'autre et ne peut guère servir que pour
des aires très particulières. C'est ce que nous allons montrer en nous
occupant spécialement du cas où S est un polygone limité par des lignes
droites. , , , , : ,

Cette limitation rectiligne nous conduit à remplacer le cercle par le
demi-plan S. {voir le n° 12 de la première Partie). Nous avons vu que
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ce demi-plan est représentable sur lui-même d'une infinité de façons,
contenues dans la formule
/ \ ^ ci^-\- b . , , ,
( J) ^^^(ad^ôc>o).

Soient a, (3, y trois nombres réels satisfaisant à l 'une des trois iné-
galités suivantes :

a < (3 < y ou (3 < y < a ou y < a < |3.

Si a ^ , f^, y, sont trois autres nombres réels rangés par ordre de
grandeur croissante, il y a, parmi les fonctions renfermées dans la for-
mule ( s ) , une fonction et une seule qui fasse correspondre aux valeurs
a, (3, y de *( les valeurs o^, f^, y^ ^e ^* Delà ï'ésulie que, s'il, est pos-
sible de représenter une aire S sur S, on peut faire correspondre à trois
points A, B, C de s les points de or d'abscisses a^ f^, y^ ; pourvu, que,
si l'on part de A pour décrire s dans le sens direct, on rencontre
d'abord B, puis C. En outre, la représentation conforme de S sur S,
dans ces cond i t ions , n'est possible que d'une seule manière.

Cela étant:, soit S un polygone de /// côtés d o n t le contour s est sup-
posé former une ligne fermée simple. Soient A, B, C, ..., I, K les som-
mets de ce polygone dans l 'ordre où on les rencontre quand on marche
dans lésons direct. Soient an;, pir, p;, ..., m, xrc les angles in té r ieurs
du polygone : a-n; est le plus petit angle posit if de AB avec AK, [JTC le
plus pet i t angle positif de BC avec BA, etc. Chacun de ces nombres
a, [3,... est compris entre o et 2, et aucun d'eux n'est égal à r . On a
de plus la r e l a t i on

(% -^ j3 4.. y 4.. . . 4- ( 4- x =r; n — 2.

Pour préciser le problème, proposons-nous de faire correspondre
aux sommets K A,B les points de l'axe réel d'abscisses — x^o, i.

Enfin il suffit de résoudre le problème pour une position particulière
du polygone dans son plan. Car ,si/(s) est la fonction, qui résout le pro-
blème pour cette position particulière, f{e^z -+- À-}" p) est. l'ex-
pression générale des fonctions répondant a la question pour toutes
les positions possibles du polygone.. Faisons coïncider le sommet A
avec F origine, puis dirigeons le côté AB dans le sens du demi-axe 'des
abscisses positives. Il n'y a plus alors aucune indétermination.
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2. S étant l'aire du. demi-plan, S l'aire du polygone, on démontre
que, s'il existe une fonction représentant S sur S dans les conditions
indiquées, elle est nécessairement de la forme

/^(x)

(l) P r= M J r^-^I — &))P-1 (I — .9Cû)Y-l (i — ̂ )5-l. . . (i — ^co^-1^),
^o

avec

( 2 ) M > o et i> s > t > ^ > v > . .. > x > y > z > o.

La fonction sous le signe F est parfaitement définie par la condition
que chaque facteur w^^Çi — o3)P~\ ... soit positif pour co compris
entre o et i. On voit sans peine alors que la fonction sous le signe 1
esl holomorphe dans S et prend une valeur déterminée en chaque point
de cr, sauf aux points

i ï :s
°9 I ? ":? T? - " • '> ^ ?

o C •**»

où elle peut devenir infinie. La fonction P de o, elle/est holomorphe
dans toute l'aire S, et prend une valeur déterminée en chaque point de
G-, même au point à l ' infini ,

Je n'ai pas à rappeler ici comment on arrive à l'expression de cette
fonction ( ^ ) . Ce qui nous impor te , c'est de voir s'il est possible de dé-
terminer les constantes M, -—^, t, ..., z, au nombre de n — 2, satis-
faisant aux inégalités (^), de manière que la fonction (i) représente le
demi-plan £ sur le polygone donné S.

Prenons d'abord pour M, — s, t, ..., s. un système quelconque de
n — 2 valeurs vérifiant les inégalités (2), et voyons quelle est la ligne
^, que la fonction (ï) fait correspondre à cr.

Faisons partir 03 de l 'origine et imaginons qu' i l aille dans le sens di-
rect. Le po in t P part aussi de l'origine A^ et se meut sur l'axe des ab-
scisses positives, de gauche à droite, oj arrivant au point ï , P arrive en
un certain point Bi , et l'on à

A,iB,==M/ oJa•• l-• l(I,—û^f^ I(:ï--.y&))^' l...(x—^û}) l-• lA).
V I )

(r) On pourra consultera cet ôgard le Chapitre que, dans ses Leçons sur Ut théorie
générale des mr'feice.^ M. Darboux consacre à la représentation conforme.
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co décrivant la portion de l'axe réel^allant du point i au p o i n t - ? P dé-
crit un nouveau segment rectiligne B<C^ Le plus petit angle positif de
B,C, avec B ^ A ^ est ̂  : B^ et BC sont donc parallèles et de même
sens. Enfin on a i

B^= M f f^-1^) -1)^(1 - .çc,))Y-1. .. (i. -.sœ)1-1^).
^i

co allant de ^ à -^ P décrit un segment rectiligne C^ parallèle à CD et
S €

de même sens. La longueur de cette ligne a pour expression
i

CJ>i= M f û)^-1^) — ï)P-1 (,î(o " i)Y-i (i - ̂ c,))^-1... (i — ^œ)1-1^.).
^i

s

Continuons ainsi, et arrivons tout de suite à l ' interval le de ^ à ^ - P</
décrit un segment recliligne LJ,, parallèle à LI et de même sens, et,
dont la longueur a pour expression

a

LJi= M f ^l(&,) - J)M(^) - Q^1 - . . (yœ -1)0-"1 (.»j^ 30))1--1^.).

Enfio, o s'éloignant à rinfini, P décrit un segment I^K^ parallèle à
IK et de même sens (1). De même, o allant de o à co dans le sens in-
direct, P décrit A ^ K i parallèle à AK et de même sens. En résumé, on
voit que ^ est une ligne brisée fermée de n côtés ayant les mêmes
angles que le contour s du polygone S, à condition de prendre le plus
petit angle positif de chaque côté âvec'le précédent,

Pour que la ligne .̂  coïncide avec la ligne s, il faut évidemment que
les n — 2 longueurs dont nous avons écrit les expressions soient égales
respectivement aux longueurs AB, BC, CD» < . . , LI. Ces conditions sont

(1) Nous aurons besoin dans la suite de l'expression de IiKi : c'est

M j o)»-1 ( (o — i )P-i (.? «) — ï )Y-I ... ( z iû — i y-i dtû.
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d'ailleurs suffisantes : car, s'il en est ainsi, les n — i sommets A^ B ^ ,
Co . . . , Ii coïncident avec A, B, C, ..., 1 : donc I^ Ki .prend la direc-
tion 1K; de même AJ<^ prend la direction AK : d o n c K ^ coïncide aussi
avec K.

Ainsi les conditions nécessaires et suffisantes pour que ^ coïncide
avec s sont les suivantes :

M f c,^-1 (x — c,))?-1 ( i — ,çœ)ï-i. .. (i — 5 a))1-1 dco = AB,
«-'o

I p-
M » Ma- l(û^-I)P- l(I——^)T- l...(I——5M)'- l<^'M==.BC,

i
(3 ) { BU O)^"^^—!)^^^^"!^"^!—^))0-1..^!—^^^^1^

<1

M f o^^-^r.) — jOP-^O^ — f )Y- 1 . . . (yo) — î)0-1^ — ^o))1-1^,) ==: LI.
<,/ï

.y

3. La résûlution directe des équations (3), à laquelle se trouve ra-
mené le problème, ne parait pas pouvoir se faire facilement. Voici
rartifice qu'emploie M* Sehiâfli (1). Il considère les premiers membres
des équations (3) comme des fonctions de M, —.?, ^ u,v, . ̂ , x ' , y , z
prises pour variables indépendantes. Au lieu ('rétudier ces fondions
elles-mêmes, il les désigne par d.e nouvelles lettres, et il considère
les fonctions inverses, c'est-à-dire les fonctions M, -~ s, t, « . . , z des
nouvelles lettres définies par les équations (3). Si le problème est p.os"
sible, les valeurs de ces nouvelles fonctions pour les valeurs AB, BC,
C D , . . . , LI des variables seront les valeurs cherchées.

Une première cond i t ion pour que l'inversion puisse se faire est que
le déterminant fonctionnel des n — 2 fonctions de M, — s^ t, . , . ^ z ne
soit pas nul . Supposons donc que l'on ait
(9.) î >, y ><(>. . , >^>o,

et posons avec M. Schlàfli, dont nous avons du reste conservé toutes les

(1) Zur Théorie der conformen Abbildung {Journal de Crelle, t» 78).
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(ap)== / a)a- l(I—û^P-' l(ï—.ï(u)T-- l. ..(i—z^Y^elw,
^o

i

([37)== / (,)a- l(û)—î)P- l(I—,ç^)Y- l. ..(i—^a))^1^),
Jj[

(^)= f o^- î(^—ï)P- î...(yc..)—I)û- l(I—^r,)) t- î^).
t7 j

y

Nous avons là n — 2 fonctions bien définies des n — 3 variables in-
dépendantes s, t, . . . , z satisfaisant aux inégalités (a). Il s^agit de mon-
trer que le déterminant

^op) à(c^) r)«3) '
as "" ôt ! " ' ' ~.̂ ~(ap)

(Py) ^M. ^^ïl ĵ êl)
""'r),ç " "' '^ï"" ' ' ' as "'A[(^),(Py),...,(003--=

6)(00 /)(^)(90
/).Ç ôt

(W
"0^

est différent de 5îéro. C'est exclusivement à démontrer ce point qu'est
consacré le Mémoire de M. Schlàfli, dont je donne ici âne analyse rapide.

I. Parmi les fonctions de ^ t, . . < » z dont nous avons écrit les ex-
pressions, la plus simple esl(ap), parce que les limites de l 'intégrale
qui la,définit sont constantes. M. Schiâtii ( 4 ) démontre que celte fonc-
tion (ap) est une intégrale d'un certain système d^équations aux déri-
vées partielles du second ordre, linéaires et homogènes* Voici ces équa-
tions résolues par rapport aux dérivées partielles du second ordre :

/

w

à\f
as* ~

y/
à sàt

^ + y 2 ^

" \ ^

^.^-y
S{S—ï)

i—Sàf
s — t as

Vt(t
L s

i
s

(3 -t- y — a ^

S -

-I)
— t

-y—/•

— Ï

àf
àt ' "

àf / ,s
àt v /

Ô-I
——— ̂

fS—t

s(z-
$ —

t ""
««Lx.

,ç "~
-ï) à/
s ()z

-I\
- z )

r/fw/

àf
()s

]•

0) N^â, 4, £i.
( 2 ) Le système (4) renferme n'—3 équations du premier type et ^-ll-i'-^-^ équa-

tions du second.
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L'élude de l'intégrale générale (1) de ce système est 1res facile. Soit
.^, t^ ..., ^o "n sytème de valeurs des variables satisfaisant aux inéga-
lités ï> ,9o>^>. . .>^>o . Soient d'ailleurs/o, (^} , (^\ , ...,
/ )^\ \ ^ /o \ff£/Q

(^) ^—^q^0111^ arbitraires. Le système (4) admet une intégrale,
et une seule, régulière dans le voisinagedu système (.Wo^ - • • » ^ o ) > Pa-
nant pour ce système de valeurs la valeur/o, enfin dontles dérivées pren-
nent, pour ce même système de valeurs, les valeurs (^ , (^ , ...,

\^/0 \^/0

(~L) - Le développement de cette fonction en série de Taylor, dans
le voisinage de Çs^ t^ ..., z^, est de la forme

f=AA -^ (^ f^ (|0 /,+... ̂  fë) A-,,
\ </(> / 0 \ ( ' / c J 0 \ </-' / o

et les fonctions/^/2,/3, .. .,y^a so"t linéairement indépendantes.
Soient maintenant/ , ,^, y^p ^^fn-^ri— ^ intégrales part iculières

quelconques. Le déterminant Af/^/^ .. ̂ fn^\ peut se mettre sous la
forme (2)

C[/i,/^ ...,/^]xK,
avec

•ĵ  ̂ ^ ^%4-Y--2 ^%-hÔ—2 ^ ^ ^ ^y.+i—a

X (ï—^)P+y-2(i«.^P-+5-2 .. . ( i_^)p+t-2

X (.?— ^)T+8-2 . . . (.ç — z)^-'1

x..........................
x(7~^)9^-2.

Quanta CfVo/2, ••^^-a]» c'^st un facteur constant qui change quand
on passe d'un système de fonctions intégrales à un autre. On voit que,
les variables s, t, . . . ^ z vérifiant toujours les inégalités (2), K a une
valeur essentiellement positive. Donc ou bien C n'est pas nul , et alors
A est essentiellement différent de zéro; ou bien C est nul, et alors A
est nul identiquement. Ce dernier cas se présentera toutes les fois que
lés intégrales particulières^ ̂ , ...,^-.2 ne seront pas l inéairement

0) N° ^
(2) N0 6.

Ànn. de VÈc. Normale. 3" Série. Tome V. — NOVEMBRE 1888. 47
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indépendantes , et plus généralement lorsqu'elles seront liées par une
relaiio-n homogène d'un degré quelconque.

I I . Après avoir fa i t celte é tude p ré l imina i re du système (4),
M. Schlàfli revient aux fondions (ap), (Py), ..., (Oi) . (Test là la partie
la p lus originale du Mémoire; son au teur y emploie des ar t i f ices ex-
t rêmement ingén ieux , mais que nous devons renoncer à exposer ici.
Nous savons déjà que (ap) est u n e in tégra le du système (4); M.ScbIafl i
étend la même propriété aux fonct ions (Py), • • • ? (OQ ( 1 ) , de sorte
que l'on a

A[(ap) , (,6y), .. ., (0i.)] = C|:(ap), (,6y), ..., (0Q;| x K.

De plus , un calcul très long et très compliqué ( 2) d o n n e

.̂ )IXÊ..LJL:IÎC[(<^(py),...,(&0:| (-i)^r(i-z)

La valeur de la constante n'est pas n u l l e . Il est a insi démontré que,
sous les condi t ions (2), le dé t e rminan t A est différent de %éro.

4. Tels sont les principaux résultats contenus dans le Mémoire de
AI. Scblàfli . Complétons ces cons idé ra t ions par quelques remarques
simples. Dans ce qui précède, les fonct ions (ap), (py), ..., (Oi) n'ont
été définies que pour les valeurs réelles des variables; mais il est faci le
maintenant de généraliser leur défini t ion* Car ces /'// — 2 fonct ions ,
étant des intégrales particulières du système (4), sont développables
par la série de Taylor dans le voisinage de tout système (.Vo, /o , ..., ^o)
vér i f i an t les inégalités ï ^> ^o > t^ ^>... ^> z^ ^> o. Ce sont ces dévelop-
pements qui serviront de déf in i t ion à nos fonctions pour le cas des va-
riables complexes. Appelons /^ /a» -^./^.a les fonctions ainsi géné-
ralisées, et posons, en changeant un peu la signification de (a?),
(Pï)»....(<ï0.

• (ap)=M.A(.s^ ...^),
(Py)=M,/â(^, ...^),

(90 ==M/,^(,y^, ...^).

0) N0 7.
( î ) N0 8.
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Soit ( M o , — s ^ t ^ U o , . . . , ^ 0 ) ^û système de valeurs des variables
vérifiant les inégal i tés (2). Pour ce système, les valeurs (ap), ,
(Pï)(p • • ^ (^Oo des fonctions sont positives; ces fonctions sont régu-
lières dans le voisinage de ce système de valeurs; enfin leur déter-
minant fonctionnel est M7^ A [/,,/,, ...,,/,-2] : il est d i f férent de zéro
pour Mo, — ^ o , /o» • • • - > ^o. Par suite, on peut faire l ' inversion pour ce
système de valeurs des variables. Considérons donc les fonctions in-
verses M, — s , t, ..., ^de(ap) , (py), . - , , (Oi). Elles sont représentées
par des séries procédant suivant les puissances de ( a p ) — ( a p ) ^
(^()"~~(^Ô^ - - • » ( fh) "--(OOo» et qu i convergent t a n t que les mo-
dules de ces différences sont respectivement inférieurs à des quanti tés
R i , IL, . . . , B,^. Parmi les valeurs de (ap), (py), , . . , (Qi) comprises
dans la région de convergence, celles qui ont de l ' intérêt pour nous
sont les valeurs positives. Pour un système de valeurs positives des
variables comprises dans la région de convergence, les fondions M',
— s , t, ..., z ont des valeurs réelles. La question est de savoir si ces
valeurs sont encore liées par les inégalités (2). Il est clair que ces iné-
galités sont vérifiées dans le voisinage immédiat de (a8)o, (0r)o? • • • ,
(Ot )o . Tant qu'el les sont vérifiées, on a entre les valeurs des variables
(ap), ... et celles des fonct ions M, — s , ... les relations (5). Cela
posé, soit (ap)n ( P y ) i » • • • » (OQi ^ système de valeurs positives des
variables appar tenan t à la région de convergence et tel que, pour (aS)
compris entre (ap)o et (a?)^, pour ((3y) compris ent re ([3y}o ^
(^{)i, etc., les inégal i tés (2) soient vérifiées. A ce système de valeurs
des variables correspond pour les fonction^ un système de valeurs M,,
— ^ i , ^ , ..., ,5i. Nous nous proposons d^examiner si ces valeurs satis-
font encore aux inégalités (2) ; autrement dit, s^il est possible que l 'on
ait MI == o, ou bien l 'une des égalités

ï==.çi , .Vi=^, ..., Ji =^î, ^i-=0.

Ce qui nous guidera dans cet examen, c'est la remarque suivante:
M, — <y, t, ..., z tendant respectivement vers M ^ , —- ^, ï^ ..., ̂ , les
seconds membres des relations (5) tendent vers (ap)^ (py)^..., (Ot,)^ .
Ceci montre immédia temen t l'impossibilité de l'égalité B^===o , car
alors (a(ï), , (PY)i , •-, (OOi seraient tous nuls. Passons à l'égalité
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.ŝ  = r . Dans cette hypothèse, on a
,,i

(a(3)i = iMi ^ c^-1 (i — a))^-^! ~-^ï)S-i . . .(i — ^G))1-1 r/G),
<•'()

A1
( P y ) ^ =:Mi ^ ^^^(f —G))P+r -2 ( i — ^))S^. . .(x—^))1--1 ̂ ).

Pour que la première in tégrale a i t un sens, i l f au t que [3 4-y soit plus
grand que i ; mais alors la seconde intégrale est nu l le , ce qu i est con-
traire à l 'hypothèse. Ainsi on ne peut avoir ^ = r . On démontrera de
même l ' impossibil i té des égalités ^, == ^, . . . , y , == z^

Enfin supposons ^, == o. On a, dans cette hypothèse,

(A)i=M'i r o)a•---••• l(^-I)p~ l(^o)-I)ï- l...o^
yi

La condit ion pour que celte intégrale ait un sens est
\^ a + l — (3 -h r —" y 4-. . . 4" l ""- (? > î

OU
a -+- P -+" / 4- . . * 4- 0<. n— 3y

ce qui, en vertu de l 'égalité a 4" p 4- y 4".. . 4- t +• x == /^ — 2, peut
s'écrire

». 4- % > ï .

Voyons ce que devient , dans celte hypothèse, la fonction P de oj
considérée au n0 2. Elle s'écrit

..c.)

Pi = Mi ^ 0)^ ( f - r.) )P-1 ( ï — .Vi o:) )T-1. . . ( j - y, o> )0-«i A).
^o

Elle est encore holomorphe dans le demi-plan 2 et prend une va l eu r
déterminée en chaque point (le cr, même au point à l ' i n f i n i ; mais la
ligne brisée qu'elle fait correspondre à l'axe réel cr se compose de
n — T côtés seulement. Les n — 2 premiers de ces côtés sont (a6)i ,
^ p ï ^ i » • • • » (^)u et les n — a premiers angles sont, comme dans le
polygone proposé, arc, (î-rr, . . . , O Î T . Ainsi les nombres (ap),, (RY), , ....
(9i)i satisfont à cette condit ion, que si l'on cons t ru i t une ligne brisée
A^B^.. . I < ayan t ces longueurs pour côtés et pour angles p-n;, -yn:, ,..,
OTC, la ligne menée par le point A^ de manière à faire avec A ^ B , un
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angle aïe vient passer par le point I^ . On peut encore exprimer ce fait
en d isan t qu'il y a une ligne brisée fermée de n côtés ayant les angles
du polygone proposé et dont les n— 2 premiers côtés ont pour lon-
gueurs (ap)i , ([Sy),, . . . , (9^)n mais que le Çn — i)1^6 côté de cette
ligne est évanouissant.

Cherchons maintenant à parvenir aa polygone proposé, dont nous
désignerons le contour par L. D'après le n° 2, au système de valeurs
(Mo» — S Q , Î Q , ..., ^o) correspond une ligne brisée fermée Lo de n côtés,
ayant les mêmes angles que L, et dont les n — 2 premiers côtés
ont pour longueurs (a(3)o, (py)o» - • • » (^Oo* O11 peut admettre que,
(a(3)i, (Py)n • • • étant n — ^ nombres quelconques compris respec-
tivement entre (a[3)o et AB, (Py)o ^t BC, etc., il y a une ligne brisée
fermée de n côtés, dont aucun côté n'est évanouissant, ayant les an-
gles du polygone proposé, et dont les n — 2 premiers côtés ont pour
longueurs (a( î) i , (Pv ) i» - • • • Si les lignes Lo et L ne remplissaient pas
cette condi t ion, on intercalerai t entre Lo et L des lignes intermé-
diaires telles que, pour deux lignes consécutives quelconques, la con-
dition fût remplie. Si ma in t enan t nous considérons les fonctions in-
verses, nous voyous que, pour tout système (a(3), (Py), ... de valeurs
positives des variables comprises respectivement entre (ap)o et AB,
(8^)0 et BC, ..., et situées d'ailleurs dans la région de convergence,
les valeurs des fonctions satisfont nécessairement aux inégalités (2).
La fonction P de co correspondante fait correspondre à l'axe réel cr la
li^'ne brisée de n côtés ayant les angles donnés et pour longueurs des
n — 2 premiers côtés (a?), ((Sy),.... Si, en part iculier , le système ÀB,
BC. ... est compris dans la région de convergence, les valeurs corres-
pondantes des fonctions résolvent le problème. Au cas contraire , nous
partirons d 'un système (ap)o (^7)1, ... de valeurs comprises respecti-
vement entre (a^)o etAB, etc., et appar tenant à la région de conver-
gence; nous répéterons sur ces valeurs et les valeurs correspondantes
M i , — s^ t^ ... ce qui a été fait sur (<x[î)o, (p'y)o> • • • et 1e8 valeurs
M^ _ ^, /^ .... Nous continuerons ainsi, et à chaque opération nous
nous serons rapprochés de la ligne brisée L.

5. Mais ce qui n'est pas prouvé par le raisonnement précédent, c^est
que, au bout d 'un nombre limité de telles opérations, nous arriverons
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à avoir une région de convergence à l a q u e l l e a p p a r t i e n d r o n t les valeurs
AB, BC, . . . » LI. On peut craindre, en effet, qu ' i l y ait entre le système
init ial [(a[3)o, ((3y)o, ...] et le système (AB, BC, ...) un système in-
termédiaire [(a?),, (py)^ , ...] cr i t ique pour les fonctions inverses;
ou encore, s'il n'en est pas ainsi, que le système (AB, BC, ...) lui-même
soit un système critique. Dans le premier cas, on ne pourra pas ap-
procher autant qu 'on voudra du polygone donné ; dans le second cas,
on pourra bien en approcher a u t a n t qu 'on voudra, mais on ne pourra
pas l 'atteindre.

Cette difficulté sera évidemment surmontée, si l 'on parvient à faire
voir qu'il n'y a pas de système [(ap),(py), . , . , (0 t ) | de valeurs posi-
tives qui soit critique pour les fonct ions inverses. Mais un peu de
réflexion fait comprendre qu'une telle proposition n'est n u l l e m e n t
conforme à la réalité. Considérons de nouveau une fonct ion P de co du
genre de celles dont il a été question dans le n° 2. La ligne brisée que
celte fonction fait correspondre à l'axe réel cr n'est pas nécessairement
simple : elle peut se couper elle-même. Mais elle est assujettie à une
cond i t ion qui a été énoncée dans le n° 7 de la première Partie : c'est
que, si l'on considère la partie de celte l igne d'où l'on p e u l a l l e r à l ' in-
fini sans passer de nouveau par un point de la ligne, cette partie doit
l imi ter une région du plan connexe, c'est-à-dirg composée d'une seole
aire, et non de plusieurs aires séparées les unes des autres.

La figure ci-jointe donne un exemple de lignes ne sat isfaisant pas à

cette condi t ion : telles sont les lignes ABCD'E', ABCD^ir, l imi t an t la
première deux, la seconde trois triangles séparés.

Ceci posé, il va nous être facile de mettre en évidence l'existence
w
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forcée de systèmes de valeurs critiques. I m a g i n o n s qu'on ait déler-
miné les constantes pour la ligne ABCDE ; prenons cette ligne pour
poin t de départ , et, des trois côtés AB, BC, CD, faisons varier seu-
lement le troisième. Il est certain, pour les raisons que nous avons
dites, que nous ne pourrons arriver à la valeur CD"; il y a donc
à coup sûr, entre CD et CD", une valeur critique. Celte valeur est au
plus égale à CD'.

Il est vrai que l'on peut s 'arranger de manière qu'entre Lo et L il
n'y ai t pas de ligne intermédiaire présentant cette impossibil i té géo-
mé t r i que , de sorte qu 'on sera ramené à prouver qu ' i l ne peut y avoir
d 'autres systèmes cri t iques que ceux q'ui donnent une transition de
lignes brisées possibles à des lignes brisées impossibles. Mais la ques-
tion ainsi posée, difficile à t r adu i re algébriquement, ne semble pas
simple à résoudre dans l 'é tat actuel de là Science.

Remarque. — On peut envisager la question à un autre point de vue*
Des considérat ions très générales, dont il sera question plus loin, ont
permis à M. Schwarz d'énoncer, comme cas très part iculier , la possi-
bili té de la représentation d'un polygone quelconque sur un demi-
plan. Si l 'on se propose d^obtenir effectivement cette représentation,
on pourra procéder comme nous venons de l ' indiquer, en ayant bien
soin d'éviter elles polygones à côtés évanouissants et les lignes brisées
géométriquement impossibles, et Fon sera sûr de n^être pas arrêté en
chemin . C'est ce qui fak que, malgré leur imperfection comme mode
de démonstration, les considérations précédentes peuvent complé te r
uti lement, dans le cas du polygone, la théorie générale que nous
abordons ma in t enan t .

T'ROISIÈM.E PARTIE.

1. Nous venons de voir à quelles diff icul tés on a affaire et en pré-
sence de quelles complications on se trouve lorsqu'on essaye de ré-
soudre le problème de Dirichlet pour un polygone en cherchant à
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représenter celui-ci sur un demi-plan. Ce sont encore des considéra-
tions de représentation conforme, mais jointes à d'autres plus géné-
rales, qui ont permis à M. Schwarz, de la manière la plus élémentaire,
de résoudre le problème pour tout polygone limité par un nombre fini
à'arcs réguliers de lignes analytiques. Il y a plus : on n'est pas arrêté à
la connexion simple, et l 'on peut considérer une aire dont le contour
est formé par un nombre que lconque de tels polygones.

Il impor te avant, tout de préciser ce que nous entendrons par un arc
régulier de ligne ana ly t ique ( { ) . Considérons une série entière, or-
donnée suivant les puissances de t— t^ t^ étant un nombre réel, et
ayant des coefficients tous réels,

OQ -+" Oi ( t — /i ) "h Oa ( / — /i )2 -4- . . . .

Cette série est convergente dans un certain cercle ayant le po in ta
pour centre. C'est un élément fonctionnel d 'une certaine fonction ana-
lytique de t. Si l'on cherche à rétendre analyt iquement le long de
l'axe réel, on sera en général arrêté à deux valeurs de t, situées de part
et d 'autre de t^ et qu i seront des valeurs singulières pour là fonction
ana ly t ique . Sur toute la portion de l'axe réel comprise entre ces deux
points l imites, la fonction ainsi définie a une valeur réelle. J 'ap-
pelle <?(<?) cette fonct ion.

Considérons maintenant u n e seconde série de même nature
^o 4- Ai ( t — ti ) 4- b^ ( t•— î )24". . .,

définissant une fonction analy t ique ^ ( t ) régulière dans le voisinage
de chaque point d'une certaine portion de l'axe réel, les extrémités
étant exceptées, et réelle tout le long de cette portion. J'admets enfin
que les deux portions de l'axe réel relatives l'une à ç(^), l 'autre
à ^(Q, aient une portion commune a^t. Posons

^=y(^), y^^W,

et faisons varier t de a' à ?', a' étant aussi voisin qu'on veut de a,
et [V aussi voisin qu'on veut de ^.'Le point (<r,,y) décrira alors un
arc de courbe que nous appellerons arc de ligne analytique.

( 1 ) SCHWARZ, Moîiatsberichte^ § S; x87ô.
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J'envisage l ' in te rva l le (<y/, p'). Une valeur de ^ appartenant à cet
i n t e rva l l e sera di te singulière si l'on a à la fois

^(0=0, ^)=0.

Soit (a^ p") un intervalle inclus dans (a\ ^) et dépourvu de valeurs
singulières, les l imites a", ̂  ne devant pas non plus être singulières.
t var iant de vf à ^//, le point (<^y) décrira une portion AB de l'arc de
l igne ana ly t ique considéré p lus haut. Cette port ion a une tangente
déterminée en chaque point sans exception; de plus, à chacun de ses
points correspond une seule valeur de £ appar tenant à l ' interval le
(a/, P"). C'est, la ce que nous appellerons un arc régulier de ligne ana-
lytique.

Citons comme exemples de tels arcs : i° un segment rec l i l igne nussi
grand que l'on veut ; 2° un arc de cercle aussi voisin que l 'on veut du
cercle t o u t en t ie r .

2. De la définition donnée d'un arc régulier de ligne ana ly t ique
résul tent t rès-simplement d ' importantes propriétés, que nous al lons
m a i n t e n a n t exposer.

• Gardons les notations qui précèdent, sauf que nous remplacerons a"
et, [y par a et p. Posons

/(^y^)^,^).

Cela étant, soit S une aire renfermant l'arc AB tou l entier à son Inté-
rieur, et so i t ^= F(^) une fonction qui représente l 'aire S ^ s u r une
aut re aire S,,.' A AB cette fonction fait correspondre un arc A ^ B , in té-
r ieur tout entier à S^ Je dis que A ^ B < aussi est un arc régulier de l igne
a n a l y t i q u e .

Considérons en effet la fonct ion

AW=P[fW]'
Elle est régulière dans le voisinage de chaque point du segment a?.
En outre, sa dérivée ne s 'annule pour aucun de ces points, car elle est
égale au produi t T(^) X/^Q» z étant l'afïixe du point, correspondant
de AB. On peut donc mettre/^) sous la forme y < ( 0 4-^(0' ?l
et ^, étant deux fonctions analytiques régulières dans le voisinage de
chaque point de aj3, p renant l 'une et l 'autre des valeurs réelles en tous

Ânn. de VÉc. formelle. 3° Série, Tome V. — NOVEMME 1888. H0
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ces points, enfm donfc les dérivées ne sont s imul tanément nu l l e s pour
aucun poin t de a?. Si l'on pose

^==(pi(^), yi==<M^

au segment a^ correspond l'arc A^B^ qui est par suite un arc régulier
de l igne analytique.

De ce théorème résulte la conséquence suivante. S'il est possible
d'enfermer un arc de courbe AB dans une aire s implement connexe S
et de représenter ensuite cette aire sur une aire Si de manière à faire
correspondre à AB un segment rectiligne A i B ^ , l'arc AB est néces-
sairement un arc régulier de l igne ana ly t ique .

Inversement, si AB est un arc régulier de l igne ana ly t ique , l 'opéra-
tion précédemment décrite est possible. Cette propriété fondamentale
et, d'après ce qui précède, caractéristique pour une l igne analytique,
peut se démontrer comme il suit :

Tout d'abord i l est facile de renfermer le segment rect i l igne ap dans
une aire S onf(£) est bolomorphe : il suff i t de prendre la pa r t i e du
plan recouverte par les cercles de convergence de/(f) relatifs aux
divers points de oc?. Rappelons-nous m a i n t e n a n t ce que nous avons
démontré au n° 10 de la I1110 Part ie* La dérivée/7^) n'étant pas nul le
au point a, on peut déterminer un cercle C de centre A sur lequel la
fonction s ==/(^) représente d'une manière conforme une port ion F
de S renfermant le point a. Les courbes y et c coupent a^ et AB en des
points correspondants a, et A < . Opérons sur a, comme sur a : nous
obtiendrons u n e nouvelle airel^ renfe rmant o^ à son in tér ieur et que
la fonction/'^) représente sur un cercle (^ de centre A , . Les deux
aires r et r\ ont une portion commune : c'est celle qui correspond
à l'aire commune aux deux cercles G et C< ; dans l 'aire (F, r\),/(^) ne
prend pas deux fois la même valeur : la fonction s =/Çt} représente
donc cette aire sur l 'aire (C, C^).

Les courbes 7< et <^ donnent les points ocg et Aa situés l'un entre a^
et [3, l 'autre entre A,i et B. Recommençons sur a^ la même opération,
en ayant soin de choisir Ça assez petit pour qu'il n'ait avec l'aire
(G, C,) d'autre porlion commune que celle qu'il a en commun avec C^
Dans ces condit ions, les aires (r,I\) et £2 n'ont en commun que
l'aire qui correspond à la portion commune à (^ et a Ça; de plus, dans
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l 'a ire (T^ F.,, Fa), /'(Q ne prend pas deux fois la même valeur . La
fonction z ==/(•£') représente par conséquent l'aire (r,]^,!^) sur
l'aire (0,01,62). En c o n t i n u a n t ainsi, et en ayant soin de choisir
chaque cercle assez petit pour que la portion qu^il a nécessairement
en c o m m u n ave.c le cercle précédent soit la seule qu'il ait en commun
avec l'aire formée par l'ensemble des cercles précédents, on parvient
a u n e aire, r en fe rman t à son intérieur a(3, que la fonction z=fÇt)
représente sur une aire contenant AB, de manière qu'à a? corres-
ponde AB.

3. Dans la P'® Partie, nous avons résolu le problème de Dirichlet
généralisé (en supposant déjà résolu le problème classique) par une
fonction que nous avons appelée U. Il est facile de voir que notre solu-
tion tombe en d é f a u t dans un cas par t icul ier . Soit A un po in t singu-
lier; appelons AM et AW les deux branches de s issues de A, et soit
MAM/ le sens direct. Supposons que AM. et AM' aient la même tan-
gente AT; admet tons en outre que AT pénètre à l ' intérieur de l'aire,
si AM et AM" sont de part et d'autre de cette tangente; quelle reste au
contraire extérieure à S, si AM et AM/ sont du même côté. On dit
alors que le point A est une pointe. Dans ce cas, l 'angle a relatif à ce
point est égal à zéro, de sorte que les formules données deviennent
inappl icables .

Je me propose de traiter le cas de la pointe, lorsque AM et AM/
sont deux arcs réguliers de lignes analytiques.

Soit a raffixe du point singulier, et soit a l ' a rgument de la tan-
gente AT. Posons z — a === r^°. La courbe AM est définie par les équa-
tions

r c o s 0 = = y ( Q , r s in0==4 ' ( ^ ) ?

ç et ^ étant des fonctions analytiques régulières dans le voisinage de
t === o et dont les dérivées ne sont pas nulles simultanément pour t == o.
L'ordre c du contact de AM avec AT est l'ordre infinitésimal de 0 — a
par rapport à r. D'ail leurs r est du même ordre que^ , 0 •— a est du même
ordre que sin (0 — a) : il suffit donc d'évaluer, par rapport à t, Fordre
infinitésimal de

^(^) c o s a — ( p ( ^ ) s i n a ,

et de retrancher i au nombre obtenu, c est donc un nombre entier au
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moins égal à i . Soit de même c ' l'ordre du contact de AÎVT avec AT.
Soit enf in (x l'ordre du contact de AM avec AM" : ;j. est l 'ordre infini-

tésimal de 0 — 0' par rapport à r. Or
0^,Q'==:(0^-cc)—(Ô'—cc).

Si donc c el c' sont différents, [x est le plus pet i t de ces deux nom-
bres. Soi t m a i n t e n a n t <?=== </. Alors, si 0 — a et 0 '— a sont de signes
contraires, c'est-à-dire si AM et AM' sont de par t et d ' r3utre de leur
tangente commune, on a toujours [j. == c == < / . Cette égalilé subsiste en
général lorsque AM et AM/ sont du même côte de leur tangente com-
mune, mais il pourrai t se faire que p- fût supérieur à c. Dans tout ce
qui suivra, nous exclurons ce cas exceptionnel,

/ e1^ \ (x
Je considère maintenant la fonction rat ionnelle ( ——) • Dans cette\z— a/

fonction, le coefficient de i changé de signe est

«=-si.n ,̂-.a.) (,).
C'est l u i qui va remplacer la fonction u du cas général. On voit tout
d'abord qu'il tend vers une l imi te lorsqu'on tend vers A sur MA ou
sur WA, car

dl-:̂  ̂  ̂ -L^ ̂  ^'- ̂  „.,,„„.,, ̂ f-a) ̂
r^ ' r^ rV' >1""" r^ î

et [x ne dépasse ni c ni c\ Lorsqu'on tend vers A par un chemin quel-
conque in tér ieur à S, u tend encore vers une l imi te , car on a

û > c.) > ̂  d'où =̂l5l > ̂ Z^l > ̂ Z:..^.^j. ^ ^ .. i.\ï. ^ ^

Enfin les deux valeurs limites relatives, l 'une à MA, l'autre à M'A,
sont différentes, et l'excès de la première sur la seconde est

i^r^^^^^i-A*iim y ^ J— A ,
A est un nombre positif.

Le terme qui^ dans l'expression de U, correspondra au point singu-

(r) SCÏÏWARZ, loc. Cit., p. 777,
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lier a, sera ^-u. De plus, la fonction u étant uniforme, il n'y a pas lieu
de lui ad jo indre une fonction compensatrice v.

La valeur vers laquelle tend U quand on tend vers A par un chemin
intérieur à S peut s'écrire corn nue il sui t :,.= ,̂
en posant

B l̂in.P ]̂, B'âo.

Cette va leur appa r t i en t toujours à l ' intervalle ( f , / ' -+-o)* On peu t
encore écrire son expression comme il suit :

. ,/ B\ „ / B^
^-^(^^-^^T.

en posant
^ inn r^^^t, (FOU Bîo, B + B^ A.B^lirn .̂Ç^ h d-où Bîo, B

| r^' •

On voit l 'analogie de ces formules avec cell.es du cas général. Aussi
toutes les propriétés établies pour les fonctions U subsistent-elles dans
le cas actuel.

La solut ion que nous venons de donner du problème généralisé
dans le cas cil, p a r m i les points singuliers, se trouve une pointe , sup-
pose : ï° que cette pointe est formée par deux arcs réguliers de lignes
ana ly t iques ; 2° que l 'ordre de leur contact mutuel n'est pas supé-
r ieur a l 'ordre du contact de chacun d'eux avec leur tangente com-
mune . Toutes les fois que dans la suite nous construirons une fonc-
tion U pour une aire S, nous supposerons remplie cette double
cond i t i on pour toutes les pointes de S.

4. Le ' i l léorème sur lequel. M. Schwarz base sa résolution du pro-
blème de Dirichlet repose sur le lemrne suivant ( i ) :

Soit S une aire pour laque l le on sait résoudre le problème de
Dirichlet. Partageons le contour s en un nombre l imité de parties et

( î ) Ce lernmo occupe, dans le Mémoire de M* Schwar%, les §§•'10 et 14.
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répartissons celles-ci en deux groupes que nous appellerons A et B.
Désignons par L des lignes intérieures à S et pouvan t rencontrer s en
des points intérieurs à A ou appar tenant à la fois à A et à B, mais non
en des points intérieurs à B. De plus , si M est un point commun à A,
à B et à L, L ne doit pas être tangent à B en M, si ce poin t est un po in t
ordinaire de S; si M est une pointe, l 'ordre du contact en t re B e tL,
lequel ne saurait être in fé r i eu r à l 'ordre du contact entre A et B, ne
doit pas non plus lui être supérieur.

Je dis qu ' i l existe un nombre y, positif et plus pe t i t que r , jouissant
de la propriété que voici : construisons pour l ' a i re S la fonct ion U re-
lative aux valeurs suivantes : le long de A y la va leur zéro; le lon^
de B, des valeurs que lconques ; soit g la l imi te supér ieure de leurs
modules . Quelles que soient ces valeurs, les valeurs d e | U [ le long
de L ne dépassent jamais gq»

Pour le voir, prenons le long de A la valeur zéro, le long de B la
valeur 4- i. Soit V la fonction correspondante. Ses valeurs dans S sont
toutes positives. En part icul ier , ses valeurs le long de L ont une l i m i t e
supér ieure pos i t ive y. Je vais mon t re r que ce nombre q répond a u x
condi t ions de l 'énoncé.

En premier l i eu , q est i n f é r i eu r à j ; car il existe sur L un point M'
tel que la l i m i t e supér ieure des valeurs de V pour les points de L situés
dans le vois inage de M soit toujours y, quelque restreint que soit ce
voisinage. Si ce point M est dans S, q est la valeur de la fonction V en
ce point, et nous. savons qu'elle est inférieure à i. Si M. est sur le con-
t o u r s, q est la l i m i t e vers l a q u e l l e tend V lorsqu'on t e n d vers le
point M par ce chemin. M ne peu t être à l ' intérieur de A, c'est donc
un point commun à A et à B. D'après ce qui a été vu, q appar t ien t à
l ' intervalle (o, i). Il 'ne peut être égal à x , car cela exige que L soit
langent àB , si M est un point ordinaire de S; que l 'ordre du contac t
de L avec B soit supérieur à l 'ordre du contact de A avec B, si M est
une pointe. L'une et l 'autre de ces circonstances on t été exclues dans
l 'hypothèse. Le nombre q est donc plus pet i t que x .

Prenons, en second lieu, des valeurs quelconques le long de B, et
soit U la fonction correspondante- Envisageons la somme ^V-h" U? qui
est, comme on sait, une nouvel le fonc t ion U. Elle est nu l le sur A, elle
n'est jamais négative sur B ; par sui te , elle n'est jamais négative dans S.
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En part icul ier , ses valeurs sur L ne sont jamais négatives. Mais on
peut écrire

^V+U:r=^7+U+^(V-y).

Le terme ^ ( V — q) n'étant jamais positif le long de L, cela exige
que la somme gq -+- U ne soit jamais négative. On mon t re de même,
en cons idéran t la fonct ion g'V — U, que la différence gq — U n'est
jamais négat ive sur L. Au t r emen t dit, les valeurs de U| le long de L
ne sont jamais supérieures à gq.

5. J 'arrive à la partie fondamenta le de là théorie de M. Schwarz ( 1) .
Soient deux aires S, et S^ ayant en commun une ou plusieurs aires,
dont nous désignerons l 'ensemble par So. Les deux contours ^ et ^
peuvent coïncider en partie. .l 'appelle L^ la portion de .̂  qui n'est pas
in té r ieure à S^ La la portion de .̂  qui n'est pas in tér ieure à S ^ . Je
désigne par L..( et L,. les restes de ^ et de ^- L^ port ion du plein que
recouvre l 'ensemble des deux aires S^ et Sa est une aire S dont le con-
tour .9 se compose de L< et de La. J 'admets en outre que tout point
commun à L;, e tàL, , appart ient aussi à L< et à La, et que, M étant un tel
point , La n'est pas tangent en M à L.,, si M est un p o i n t ordinaire de S;
si M est une pointe , nous supposerons que l 'ordre de contac t ent re L.^
et L/,, qui ne peut être inférieur a l'ordre du contact entre L^ et La, ne
lui soit pas non plus supérieur.

Cela é tant , je suppose que l'on sache résoudre le problème de Di-
richlet et pour S^ et pour S^ et je me propose de le résoudre pour S.

La marche que nous a l lons suivre à cet effet a reçu de son inven-
teur le nom de passage à la limite par procédé alterné. Aux valeurs
données le long de L( je jo ins des Vc^leurs absolument quelconques le
long de L,, et je construis la fonction U relative à ce système de va-
leurs; soit V, cette fonction définie pour S,. Elle a des valeurs déter-
minées sur L/. ; jo ignons ces valeurs aux valeurs données le long de La,
et construisons la fonction U correspondante; soit Ua cette fonction
définie pour S^. Joignons les valeurs de Us sur ï^ aux valeurs données
sur LI pour construire une nouvelle fonction U, U;p définie pour

( i ) SCHWAÏÎZ, Monataberichte, § 12; 1870.
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l 'aire S^ Poursuivons indéfiniment cette opération. Nous obtenons
deux suites de fonctions
(1) U,, U^, U,, . . . , U^i, . . . ,
( 2 ) Ua, U,.,, Uc, . . . , U^,, . . . .

Ce sont des fonctions U, celles de la suite (ï), pour l'aire S, ; celles de
In suite (2) pour l'aire 82. Considérons les deux séries

(3) u, + (U,- Ui) + (U— U,) -h... -r (U ,̂i - IL..-. ) +.\ .,
( ̂  ) V, + ( U 4 - V, ) + ( U,, - U, ) -4-... + ( 0, ̂  - U^ ) -h.....

D'après la loi de formation des fonct ions U, on voiî. qu ' i l y a coïnci-
dence, le long de L/,, entre deux termes de même rang des deux séries;
le long de L;(, entre un terme de la série (3) et le terme de rang im-
médiatement inférieur de la série (4)- Jo vais m o n t r e r que ces deux
séries convergent un i fo rmément , la prcnrière*dans l 'aire S^ la seconde
dans l 'aire S^.

Le Icmme du n° 4 s 'applique à l 'aire Si , si l 'on prend pour A la
porl ion L^ p o u r B la portion ,L;(, enf in pour L les l ignes L,.. En effel,
d'après 1/liypotlièse, L., ne rencont re L;} qu 'en des points a p p a r t e n a n t ,
aussi à L,. Soit M un de ces points : si M est un po in t , o rd ina i re
pour S,, c'est un p o i n t o rd ina i re pour S, de sorte que L.^ cl L,, no sont
pas tangents en ce point . Si M est u n e poin te pour Si, c^cst aussi u n e
pointe pour S, sans quoi la condi t ion de l 'énoncé ne serait pas rempl ie ;
l 'ordre du contact entre L, el L., n'est pas supér ieur à l 'ordre (L^ £,3),
sans quoi il serait supér ieur a fortiori à l 'ordre (LoL^) . Le lernme
fournit alors un nombre posit if plus petit que î , que nous appelle-
rons y^ II s 'applique de même à l'aire Sy, où L^, L/. et La jouen t res-
pectivement le rôle de A, B, L : soit ç^ le nombre positif p lus pet i t
que î correspondant .

Ceci posé, examinons les différents termes des séries (3) et (4)-
Partons de V^— V^ Cette fonction est nulle sur L^ ; sur L.̂ , elle prend
certaines valeurs : soit G la l imite supérieure de leurs modules.
| U;t — U^ | est inférieur à G dans S^

Le terme U/ ,— '(Ja est n u l sur La et coïncide sur L/, avec Ug — U i ;
d'après le lemme, V.^—V^\ ne dépasse pas Cx^ le long de L^ : donc
JU/ . — Ug [ est infér ieur à G^ dans Sa.
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Parei l lement , U^ — U^ est nul surL, et coïncide sur La avec V^ — U^
D'après le lemme, [U,--U.,| ne dépasse pas Gy^ le long de L,':
donc | Us — U3 [ est inférieur à Gq^y^ dans S^.

Il n'y a aucune dif f icul té à poursuivre ce raisonnement, qui condu i t
à la conclusion générale suivante :

IU^-H — U^i I est in fé r ieur à G^,^)72"1 dans S,,.
1 Ua^2 — U^ est inférieur à G^ (y, 93)^ dans Sa.
Le p rodu i t q^q^ étant u n nombre positif plus petit que î ,

Cx(^<7,)^ et G<7i(yiÇ2)^1

sont les termes généraux de deux progressions géométriques décrois-
santes. La convergence un i fo rme des séries (3) et (4) est ainsi mise
en évidence.

Nous pouvons dès lors appl iquer à ces deux séries les résultats qui
ont été démont rés dans la 1̂  Partie, n° i9. La série (3) déf in i t une
fonction U pour l'aire S < ; appelons-la U'. On voit immédiatement
qu'elle prend sur 1^ les valeurs données. Cette fonction n'a pas de
points singuliers sur Lg ; elle en a sur L < , aux points où les valeurs
données subissent une rup tu r e de con t inu i t é ; enf in elle peut en avoir
aux points communs à L^ et à Lg. De même, la série (4) définit une
fonct ion U", qui est une fonction U pour l'aire Sa; cette fonc t ion U"
prend les valeurs données surL^ et a, comme points singuliers, d'abord
les points de La où les valeurs données éprouvent une rup tu r e de con-
t inu i t é , ensui te peut-être les points communs à L^ et à Lj;.

Les fonctions U' et U" sont définies toutes deux pour l'aire So com-
mune à S^ et à 83. Comparons leurs valeurs sur SQ. Ce contour se compose
de Lg, de L/, et des parties communes à L., et à La. Considérons d'abord
cette dernière partie de SQ : nos deux fonctions prennent la même
valeur en chaque point non singulier, savoir la valeur donnée, et ten-
dent vers la même limite lorsqu'on tend vers un point singulier par un
chemin quelconque. Nos deux fonctions coïncident aussi sur L^ et
sur L/,, Soit, par exemple, A un point de L,,, et appelons a^ cxf, o!' les
valeurs en ce point de U^, U', U". On a

a^lim^^ a^ limais.

Mais, d'après la loi de formation des fonctions U, a^^a == ^4-3. Donc
Afin. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome V. —• NOVEMBRE 1888. 49
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a; == a". Les deux fonctions coïncident donc sur Lg. On verrai t de
mêliêe qu'elles coïncident sur I^.

Il reste à examiner ce qui se passe à l 'extrémité A. d'un arc Lg ou L,,.
Supposons d'abord que ce point A soit une extrémité d 'un arc L;» et ne
soit pas en même temps sur L/,, c'est-à-dire sépare L.^ d ' u n e par t ie
commune à L^ et à L^. Alors, si ce poin t n'est pas un po in t s ingulier
pourU^ il n'est pas non plus un poini singulier pour [P; U' et 'IP y
prennent la même valeur , la valeur donnée.

Supposons à présent que A. soit un point singulier pour U\ il
pourra se faire que ce ne soit pas un point singulier pour ir. Cela ar-
rivera lorsque Ls sera tancent à 1^, si A est un point ordinaire de S;
si A est une po in le , lorsque l'ordre de contact (1^, L;{) sera s u p é r i e u r
à l'ordre (L^Lss)» Dans ce cas-là encore, IV et U^ considérés seule-
ment dans So, prennent en A la même valeur. Hors de ce cas part i -
culier, A est aussi un po in t singulier pour U'. Je vais montrer alors
que, par quelque chemin intérieur à So que l'on tende vers A o IJ' el IJ"
t e n d e n t vers la même va leur limite.

Supposons que le point A soit un point ordinai re de S. Alors la
valeur l imite de IT correspondant à un chemin qui, fait avec L.< et L:{
des angles [̂  et ^ a pour expression

• . ^=^.^^)^4(-p8yV ^i/ \ ^i/
La valeur limite de W correspondant au même chemin est

^^^êiU4f^^V
\ ^) \ «2/

Je dis que ^// est égal à À^ Pour cela, observons que l'on a
, , / aA y oq4=:^ i— -J -+- 4-J»

\ , GW, «îî
Par suite

r^^y^f, ^\^f. PAr/ / ( . ^\\ / ^ " " p i , . / ^A — == ti — i J, — — •+- ( x — — } \ h — <i [ î — — == i4 ———— 4- ̂  -— ?
OÎ2 ^ \ ^J \ ^) L \ ^/J ^2 ' ^2

iYon
V=k(^^\^l^=V.

\ ^i/ ^
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Un calcul tout semblable conduit à la même conclusion lorsque le
point A est une pointe.

On traiterait de la même façon le cas où A est une extrémité d ' u n
arc L/., sans être en même temps sur La.

Je suppose, en second lieu, que le point A est commun à la fois àL , ,
La, L;( et L.^ Si A est un point ordinaire de S, L3 et L/. ne sont pc^s
tangents ; soit ao l eu r angle. Si l'on tend vers A par un chemin L inté-
rieur à So, IT et U" tendent vers des limites

}/.-./ ( , ^\^ 1 (\ ^\A —— ^1 ï —— — -+- &3 1 1 —— —— ?
\ ^1 \ ai/

}.-/ fr ^\^/ ( , ^\À — ty, I — — ) -r- 4 t — — ) •\ ^J \ y - î /

En refaisant deux fois le calcul précédent, on arrive à mettre l 'une
et l 'autre de ces expressions sous la forme

4^^).^4,_^).
\ ^o/ \ ^o/

Donc "À" == "À^, On arrive à la même conclusion lorsque le point A
est une pointe de S.

En résumée les fonctions U7 et HT, harmoniques toutes deux dans
So, prennent la même valeur en chaque point de S Q , à l 'exception d'un
nombre limité de points Ay où ni l 'une ni l 'autre ne prend de valeur
déterminée. Mais qu'on tende vers un de ces points A par un chemin
quelconque, ettoutes deux tendront vers la même limite. On en conclut
que IT et U^ sont identiques dans So-

Soit U la fonction égale à U' dans S < , à U^ dans S^. La valeur vers
l aque l l e tend cette fonct ion lorsqu'on tend vers un point A commun à
L.3 et à L^ par un chemin L intérieur à S se met, par un calcul inverse
du précédent, sous la forme

.̂(- '̂.(-^
L'analyse qui précède nous permet d'énoncer les conclusions sui-

vantes :
&° Si les valeurs données n'éprouvent pas de discontinuité le long
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d e s , la fonction trouvée U, harmonique dans S, prend en chaque po in t
de s la valeur donnée. Le problème de Dirichlet est donc résolu pour
l'aire S.

.2° Si les valeurs données éprouvent des discontinuités, on sait con-
struire la fonct ion U relative a ces valeurs ; mais ici l 'application de la
règle générale est inut i le , car il résulte de nos calculs que la fonction
U formée par le procédé al terné est ident ique à là fonction cherchée.

3° Dans un cas comme dans Fautre, la fonction U à laquel le on par-
vient est la même quelles que soient les valeurs initiales choisies le
long de La.

(3. L ' importance p r a t i que du théorème qui précède est manifeste .
Si S^ et S^ sont deux aires représentables sur le cercle, se recouvran t
en partie et satisfaisant aux autres condit ions de l 'énoncé, on sait ré-
soudre le problème pour l 'aire S constituée par leur ensemble. Si S;,
est une n o u v e l l e aire représcntable sur le cercle et ayant une port ion
commune avec S, on sait résoudre le problème pour l 'a ire S" prove-
n a n t de la fus ion des aires S cl 83. On peut poursuivre ce procédé
aussi longtemps qu'on veut el arriver ainsi à des aires très compliquées.
Je me propose de fa i r e voir que l'on peut at te indre une aire que lconque
dont le contour se compose de n polygones limités par des droi tes , oa
par des arcs de cercle, ou, p lus généralement, par des arcs réguliers de
lignes analytiques.

Quelle que soit l 'aire dont il s'agit, on pourra toujours commencer
par tracer à son in té r i eu r assez de cercles pour réaliser, par leur en-
semble, u n e aire dif férant d'aussi peu que l 'on veut de l 'a i re proposée.
Mais, une fois arrivé près du bord, il f au t employer d 'autres aires, p lus
ou moins compliquées suivant là na ture du bord. Nous allons d i s t i n -
guer différents cas, en commençant par les plus simples (1) :

T 0 Le bord e$t formé de segments rectilignes. — Deux sortes d'aires
suf f i ron t pour résoudre la question : le segment et le secteur circulaires.

Soient z^ ^ les sommets du segment, a son angle. La transfor-

(r) Nous développons, dans ce paragraphe, les affirmations contenues dans le § 13 du
Mémoire de M. Schwarz. Los aires auxiliaires dont nous nous servons sont énumérées au
S 4 du même Mémoire.
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m a il on
•So

revient à une inversion dont l'origine est le pointa. Elle représente
par su i te le segment sur l'aire comprise entre deux demi-droites fai-
sant entre elles un angle égal à a. La transformation

7t
^~V.

représente à son tour cet espace sur un demi-plan.
Le cas du secteur se ramène au précédent. Si a est l 'angle et ,^o le

sommet du secteur, la fonction

^==(s-^

représente le secteur sur un demi-cercle.
On voit le parti à tirer de ces aires. Un segment par côté et un sec-

teur par sommet, joints aux cercles tracés à l ' intérieur de l'aire, don-
nent , la so lu t ion pour l'aire considérée.

2° Le bord est formé d^arcs de cercle. — Alors au segment circulaire
nous substituerons l'espace compris entre deux arcs de cercle, et que
l'on peut appeler un croissant. Cette aire se représente sur le demi-plan
abso lument comme le segment de cercle.

Le croissant et le secteur circulaire suffisent à résoudre la question
tan t qu ' i l n'y a pas de pointes : on n'a qu'à faire correspondre à chaque
sommet deux croissants reliés entre eux, s'il y a l ieu. par un secteur
circulai re . Néanmoins, si l'angle a relatif au sommet A n'est égal
ni à TC ni à ^TC, on peut procéder plus rapidement. On peut tracer un arc
de cercle coupant orthogonalement les deux arcs de cercle issus de A;
on obtient ainsi un triangle curviligne d'angles a, ̂  ^- Si So est Fat-
fixe du point A, et si ^ est l'affixe du second point A' où se coupent
les deux arcs de cercle, la transformation

revient à une inversion d'origine A', Elle transforme le triangle cur-
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v i l igne en un secteur circulaire. Nous sommes ainsi ramenés à un cas
déjà examiné .

Reste le cas de la pointe (a === o). Ici encore on peut couper orlho-
gona lement les deux arcs de cercle issus de A par un troisième, mais
ce dernier prolongé passe par la pointe. Le triangle curvi l igne ainsi
formé peut encore être représenté sur un secteur circulaire, mais une
f o n c t i o n transcendante va être nécessaire. Soi ' t^o l 'aff ixe de la pointe ,
et soit a l 'argument de la tangente. Posons d'abord

- / /-./a

de manière à amener la t angente à être paral lè le à l 'axe des ^ posi-
tifs. La t ransformat ion

revient alors à une inversion a y a n t la pointe pour o r ig ine ; elle repré-
sente le t r i ang le sur l'espace (E) compris entre deux demi-droiles pa-
ral lè les h l ' axe des x91 positifs et un segment de droite pa ra l l è l e à l 'axe
des y " . Soil enfin

ç=^1"-^.

A une paral lè le a l 'axe des x" cette fonct ion f a i t correspondre une
demi-droite issue de oj (œ correspond à a/''== + ce); à une pa ra l l è l e à
l'axe des y correspond un cercle de cent re co. Par suite, celle fonction
représente l'espace (E) sur un secteur c i rcula i re .

3° Le bord e^t formé d''arcs réguliers de lignes ancitylùjues. "•- Alors les
aires élémentaires dont on aura à se servir seront, bien en tendu , de
nature bien plus variée ; mais elles se ramènent toutes aux précédentes
par voie de représentation conforme. Tant que l 'aire considérée ne
contiendra pas de pointe, une seule aire nouvelle sera nécessaire. Soit
AB u n arc régulier de ligne analyt ique; enfermons-le dans u n e aire S,
et représentons celle-ci sur une aire S de manière que ap soit rec-
t i l igne. Joignons a à (S par un arc de cercle A formant avec a[3 un
segment de cercle. A A correspond dans la première figure un arc ré-
gui ier L de ligne analyt ique joignant A à B. L'aire comprise entre AB
e tL est représentable sur on cercle.

Telle est l'aire qui, dans le cas général, jouera le même rôle que le seg-
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ment de cercle dans le cas des lignes droites et le croissant dans le cas
des arcs de cercle. Ici, comme dans le cas précédent, cette aire ne suffit.
p lus lorsqu'il y a des pointes. Soit donc A une pointe, et appelons L et,
I/ les deux arcs qui la forment. Nous allons traiter la question en sup-
posant que l 'ordre du contact entre L et V est égal à i . Faisons,
comme tou t à Fheure, une représentation conforme transformant L en
u n e port ion rectil igne L ^ . L'ordre du contact se conservant dans une
représenta t ion conforme, L\ a un contact du premier ordre avec sa
tangente L ^ . On peut donc faire passer par A^ un arc de cercle C,
entre Li et I/,. Soit maintenant D^ un arc de cercle coupant orthogo-
na lement L^ et C^ : le triangle LCD, limité par trois arcs réguliers
de lignes a n a l y t i q u e s , est représentable sur un cercle. Pareil lement, à
I,/ on fera correspondre un tr iangle I/C/D' obtenu comme 11 su i t : ayant
représenté le voisinage d u point A. de manière à faire correspondre à
I/ un scgîTient recliligne U, on trace par As un arc de cercle (^ entre
Ly et C^ pu i s un arc de cercle D^ coupant or thogonalement U et C.̂
Tous les contacts qui, ont lieu en A é tan t du premier ordre, on est sûr
q u e le procédé alterné s'appliquera.

En résumé, on peut considérer le problème de Dirichlet comme
résolu pour tou te aire l imi tée par un nombre fini de segments r'ecti-
lignes, ou, d'arcs de cercle, ou p lus généralement d'arcs réguliers de
lignes analyt iques ; à condition de supposer, dans ce dernier cas, qu'il
n'y a pas, ent re deux de ces arcs, de contact d'ordre supérieur au
premier .

QUATRIÈME PARTIE.

I. — De la fonction de Green.

1. Soit S une aire quelconque, et soit A un po in t intérieure celte
aire. Si l'on résout le problème de Dirichlet en p renan t pour valeur,
le long de s, log^ r étant le module de z — a , on obtient une certaine
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fonction g qui est ce que nous appellerons là fonction de Green rela-
tive aupoint A. La propriété fondamentale de cette fonct ion est la sui-
vante : sa valeur en un point quelconque de S est inférieure à la valeur
en ce p o i n t de log^- Soit en effet B un point quelconque de S autre
que A. Entourons A d 'un pe t i t cercle s ' auquel B soit extérieur. La
différence u—log \ est harmonique dans l'aire limitée par s et s ' ;
elle prend sur s la valeur zéro, sur s ' des valeurs négatives (si l'on a
pris sf suffisamment peti t) ; sa valeur en B est donc négative.

On a résolu le problème de Dirichlet pour toute aire l imi tée par un
nombre f in i de segments rectilignes. Ce résultat permet à M. Harnack
de construire la fonction de Green relative au point A, quelle que soit
Faire S. Sa démonstration repose d'abord sur la proprié té que nous
venons d'établir, ensuite sur le remarquable théorème dont voici
l 'énoncé (1) :

Soit u^ -4- u^ -h 1/3 4-... 4- Un + • . . une série dont les termes sont des
fonctions harmoniques dans S et positives dans toute l'étendue de l'aire.
Si cette série cowerge en un point A intérieur à S, elle cowerge en tout
point de S et définit une/onction harmonique dans S.

Ce théorème résulte de la remarque (2) que voici :
Soit u une fonction harmonique dans un cercle C, de rayon p, et con-

tinue sur son contour. J'admets que ses valeurs f(^) sur le contour ,
et par suite ses valeurs dans C, sont toutes positives. On sait que sa
valeur en un point quelconque (^9), avec r<^p^ a pour expression

j, r^_(pizi^ZW.f^^
a 77 JQ ^ -h r2 — 2 p r cos"( ̂  -— 9 )

/(^) étant constamment positif, cette intégrale est comprise entre

P±^-L f fWd^ et P-=^JL f /(^)rf^
p — r 2 7 r j ^ • / V T / * p + r ^ r c j ^ • / s i / T

( 1 ) HAKNACK, Die GruncUageiz der Théorie des logarithrnùchen Potentielles ̂  fin 44
i 20.

(2) HAHNACK, loc. cit.) p. 62.
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Ainsi, a é t a n t la valeur de u au centre du cercle C, ses valeurs sur le
cercle S concentr ique a C et ayant r pour rayon sont toutes inférieures
à <^~—:' 11 en est de même a fortiori de ses valeurs à Pintérieur de ce
cercle S,

Revenons main tenan t à notre théorème. De A comme centre je
décris un cercle S tout entier intérieur à S, et je dis que la série con-
verge un i fo rmément dans S. Soit en effet r le rayon du cercle S, et
soit p ie rayon d'un cercle C concentrique à S, enveloppant S, mais
in té r i eu r à S. Notre hypothèse est que la série

€(^ -1- Oâ -+•• ci'3 -t-... -4- a n ~\- . . .

est convergente. Autrement dit, à chaque nombre positif s on peut
faire correspondre un entier n tel que

a,,..^ -+- a/,+2 H- . . . 4- a^p < £ ^-—^-. •'

quel que soit/?. Cette inégalité peut s'écrire

p -+- /• p -h r p -h r ,
a.,^ L——- + 0 .̂2 L——: -1- • - • -+- ^n^p -——" < ̂p — / p — / p — /

D'après notre remarque, les valeurs dans S de ^-n, ^+-39 • • • ? Un+p
sont inférieures respectivement à a,^,, ^——? a,^ •—— •> - ' " 5 ^ . r — — •p — /• - p — /• p — /
Par suite, on a l 'inégalité

Urt-^i -1- lln^z 4- . . . + ̂ -|-p < £»

quel que soit/?, pour tous les points de S. Par suite, la somme de la
série est harmonique dans S et continue sur o\

Maintenant r ien ne nous empêche de répéter le même raisonnement
en prenant comme poin t de départ un point A" de o-. En opérant ainsi
de proche en proche, nous parvenons à démontrer que la série con-
verge uniformément dans le voisinage de tout point B in tér ieur à S,
d'où, il suit que la fonct ion u est harmonique dans l'aire S, tout en-
t ière ( 4 ) .

( 1 ) On peut dire aussi que la série converge uniformément dans une aire S' différant
de S d'aussi peu que l'oti veut, mais dont le contour .̂  est tout entier intérieur à S.

Ann. de l'Éa. Normale. 38 Série. Tome V. — NOVEMBRE x888, ^0
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Le même théorème s'applique évidemment aux séries à termes tous
négat i fs» Je n ' insis te pas là-dessus, et j ' a r r ive au procédé par lequel
M. Harnack construi t , à l'égard d ' u n e aire que lconque S, la fonction
de Green relat ive à un po in t in té r ieur A. On peut considérer l'aire S
comme la l imi t e d ' u n e série i l l i m i t é e d'aires Si, S^, 83, . . . , S^, ...,
toutes de menue connex ion que S, mais dont les contours se composent
de segments rectihgnes. Il n'y a pou r cela qu'à former une série £ ^ , £2,
£;s, ..., s^, .,. de nombres posi t i fs tendant vers zéro q u a n d n croît indé-
f in iment , et à tracer chacun des polygones d o n t se compose ^ à une
distance m o i n d r e que ̂  de la l igne correspondante de .y. On peut, en
outre, assujellir ces aires S/^ à la doub le c o n d i t i o n su ivante : ï° cha-
cune d'elles d o i t ê t r e intérieure à S; 2° chacune d'elles d o i t être inté-
rieure à la su ivante . Aut rement di t , le contour ,̂ est t o u t ent ier in-
térieur à l'aire Sy et même in té r ieur à l'aire S,,.̂  ( ' ).

Ceci posé, nous savons former, pour ces différentes aires, les fonc-
tions de Green ^, g^ g,, ..., ̂ , ... relatives au po in t A. La fonc-
lion g,, est déf in ie pour l 'a ire S/,; ses valeurs sur ̂  sont inférieures à
celles de g^^, pu i sque ces dernières sont celles de log ^ et que les
po in t s considérés sont intérieurs à S/,. On a donc, dans S,̂ ., et sur v-o
rinégali lé

o* <-•""" <rte' ti ^ f> //,••-• i-

Cela é tant , on a, pour tout point B in té r i eu r à S^, les inégali tés
<r *'""••> <r , ""''-s» (f '^^,, *<, ,:' "-.
h !> -^ ô p+i '-> & /)-+-'2 ^"> ' • • ^- kp'^n ^> * • * •

^D'a i l leurs , quelque grand que soi t / i , g^, est supér ieur à log-.,
M é tant la p lus grande des distances de A à s. De là résul te que gp^
tend vers une limite g . Cette fonct ion ^est ha rmon ique dans S^, car la
série

(é"/M-i - ë'p) ̂  (^+2 ~ ̂ +1 )+...+ (ffp^ — Sp+^i ) + * • .

a ses termes harmoniques et négatifs dans toute l 'étendue de S^ et
converge en outre en un point quelconque de S^. Comme d'ail leurs p
est aussi grand qu'on veut, g est une fonction h a r m o n i q u e dans S.

( 1 ) HAÏWACK, §39, p. n8 et ne).
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2. Avant d 'a l ler p lus loin et de démontrer que la fonction trouvée
prend sur s la valeur log^ , traitons la question suivante. Soit S une
aire quelconque, et soit g la fonction de Green relative au point inté-
rieur A. Posons

y == re^.

La fonction 9 est continue dans S et sur s. Elle est nu l le en A, elle
a une valeur positive moindre que i en chaque poin t de S au t re que A,
enfin elle prend la valeur i en chaque point de s. Il s'agit d'étudier
le lieu y == a, a étant compris entre o et i.

La réponse à cette question va résulter de trois remarques : i° II est
impossible d'aller du point A à un point quelconque de s sans passer
par un point du l i eu ; car <p, va r ian t d 'une manière cont inue depuis o
jusqu'à î , doit passer au moins une fois par la valeur a. 2° II est im-
possible que ce l i eu ou qu 'une partie de ce l ieu l i m i t e une aire ne ren-
fermant pas A ; car, s'il en était a ins i , la fonction logç ^== logr-4- g
serait h a r m o n i q u e dans cette aire et prendrai t sur son contour des
valeurs eûtes égales; loge? et, par suite?, o, seraientdonc constanis dans
cette aire, ce qui est absurde. 3° Enfin ce l ieu ne peut renfermer ni un
point isolé, ni une l igne ayant im p o i n t d 'arrê t ; car, en un tef poin t ,
la fonct ion harmonique log'cp a u r a i t un maximum ou un m i n i m u m , ce
que nous savons être impossible. '

Si S est une aire à connexion simple, le lieu o == a est une ligne
fermée simple entourant le point A. A l ' i n t é r i eu r de cette ligne, ç est
inférieur à a; à l 'extérieur, ç est plus grand que a; a variant de o à î ,
la courbe, d'abord réduite au. point A, s'élargit constamment et se
confond en'tin avec .9.

Les choses se présentent moins simplement lorsque S est à con-
nexion multiple. On voit d'abord que le lieu peut comprendre plu-
sieurs lignes fermées simples. Lorsque a est très petit , il se compose
d'une ligne fermée simple entourant A; au contraire, lorsque a est
très voisin de i, il diffère peu de s et comprend autant de lignes que s.
Dans l ' intervalle, il se compose d'un nombre de lignes au plus égal
à celui de s. Dans tous les casy une de ces lignes enveloppe toutes les
autres, qui sont extérieures les unes aux autres. Le nombre de ces
dernières est égal au plus au nombre des lignes limitant intérieure"
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ment S comprises dans la première; chacune d'elles e n t o u r e au moins
une de ces lignes. Enfin le point A est à l ' intérieur de l 'aire ainsi li-
mitée. Dans ceUe aire, y est plus petit que a; il est plus grand que a
à son extérieur.

Ici encore on se rend compte c o m m e n t se t r ans fo rme le l ieu o == a,
lorsque a varie d ' une manière cont inue de o à i. Il est d 'abord rédu i t
au point A, puis se compose d'une seule l igneL. a commuant à croître,
une parlie de L entoure peu à peu un espace comprenan t une ou p lu -
sieurs des lignes l imi tan t in té r ieurement S; puis cette partie se dé-
tache du reste de L, et nous avons deux lignes au lieu d 'une. Cette
scission se répétant p lus ieurs fois, et chacune des l ignes in tér ieures se
décomposant elle-même en au tan t de lignes séparées qu'elle renferme
de lignes L/, nous finissons par avoir n lignes. E n f i n , a tendant vers i,
ces dernières se rapprochent indéf in iment de celles qui composent s.

X Je reviens main tenant à la fonction g obtenue au n° 1. Il s'agit
de montrer qu'el le coïncide sur s avec lo^"~* J ' i n t rodu i s à cet eiîet les
fonct ions suivantes :

91 =; r<^, y 2 :=:= reS . . . » y,, == r e ^ " , . , .,

et de même
y ==: re^.

On voit immédia tement que ç^ tend vers ç lorsque n croît indétini-
î'nent, et cela sans cesser de décroître. D'après cela, le lieu ç^==a
(a étant compris entre o et i) l imite une aire renfe rmant à son inté-
rieur le lieu ç^ === a; car, en tous les points de celui-ci, on a ç^ < a.

La fonction y est continue dans S, a. la valeur zéro au seul po in t A,
enfin a en tout autre point de S une valeur positive m o i n d r e que i. Je

. m e propose de montrer qu'en chaque point de s elle prend la va"
leur :i; (1). Soit, à cet effet, a u n nombre positif plus petit que i, mais
d'HIerant assez peu de l 'uni té pour que le lieu cp^==a comprenne ,

( 1 ) HAKNACK, § 30, p, t2o cl 121. Le cas (Je la connexion simple y est H e i » i iraitô.
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comme .y, n lignes fermées simples. Etudions le lieu cp = a. Il faut
montrer tout d'abord que ce lieu existe. Pour cela^ je considère une
aire S limitée par des lignes droites, de même connexion que S, et
contenant S à son intérieur/mais de manière que chaque ligne de o-
ait des points communs avec la ligne correspondante de s. Soit y la
fonction de Green qui? pour celte aire S, correspond au po in t A. Po-
sons ^ ==- re^\ En un point quelconque de S, ^ est in fé r ieur à ç?,
quelque grand que soitp, et, par suite, au plus égal à ç. D'après cela,
le lieu '.p == a se compose de n lignes, dont une et une seule entre
chaque l igne de ©«== a et la ligne correspondante de cr. Chacune des
lignes de ^ = a a des points in tér ieurs à S, puisque la l igne corres-
pondante de a- a des po in t s sur s. En ces points de S, cp est au moins
égal à a. Ains i , entre chaque ligne de ̂ p= a et la ligne correspondante
de s, il y a des points où ç a la v a l e u r a. Pour voir comment sont
distr ibués ces points , observons d 'une par t que logç est une fonct ion
ha rmonique dans S, sauf au po in t A; d'à être pa r i , qu'une ligne où ç
est égal à a ne peut about i r à un, po in t P de s; car, s'il en était ainsi,
en choisissant l 'aire Z; de manière que P fût sur cr, il y aurait sur cette
ligne des points extérieurs à Faire l imitée par ^ == a, ce qui est ab-
surde. Le lieu 9 == a se compose donc aussi de n lignes, tout entières
intér ieures à S ; chacune d'elles est comprise entre une ligne de ç? = a
et la ligne correspondante de s. La disposition de ces n lignes est
ident ique a celle àesn l ignes de.y.

Cela é t an t , soil £ un nombre positif aussi petit qu'on veut. Con-
struisons le l ieu ç == ï -- s; mesurons la dis tance à s de chaque point de
ce l i eu , et soit Y] la p lus petite^le ces distances, qu i , nous. le savons,
est plus grande que zéro. En chaque point de S distant de s de moins
de "/], on a

o > ï — s, (.Ton î — © << s,

^ prend donc la v a l e u r ï en chaque po in t de s. g prend donc la valeur
log^ j aut rement dit , g est, pour l 'aire S, la fonction de Green rela-
tive au po in t A.

Nous avons donné, avec de légères modifications, la démonstration
de M. Harnack. Observons maintenant que l'on peut établir le même
résultat beaucoup plus rapidement . Je veux démontrer que la fonction ç
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prend la va.Ieur i en un point P de s. Tendons vers P par un chemin L
intérieur à S. Choisissons notre aire S de manière que P soit sur cr.
Tout le long de L, on a les inégalités

4 ^ = 9 < î .

D'ail leurs, lorsqu'on tend vers P, ^ tend vers i, puisque Pest sur •a' :
donc ç tend aussi vers i, ce qu'i l f a l l a i t démontrer.

II. — Sointion générale du problème de Dirichlet.

4. Nous avons appris, à l'égard d ' u n e aire quelconque, à former la
fonction de Green relat ive à n'h'oporle quel point in té r ieur . Ce résul ta t
peut servir à la résolution du problème de Dirichlel , ainsi q u e nous
allons le faire voir main tenan t .

Soit (coiTu'ne au n0 2 de la première Partie) u une fonction harmo-
nique non seulement dans S, mais dans uoe aire S renfermani Faire S
l o u f c entière à son in té r ieur» On a, en chaque po in t A i n t é r i e u r à S,

{ ' i \
/ d\^ , \i ° r , î du. \ , ,^C'••^J. \u. =: — \ iiL —,— — où' ••- — / al.

'27T. \ dtl ' & r dnj 9

r représentant le module de z "— a. Soit d 'a i l leurs g la fonct ion de
Green relative au po in t A, et soit S' une aire de môme connex'ion que S,
mais intérieure à S. On a, par le théorème de Green,

ï r ( dff du \ ..,,
. 0 = .—— 1 U -,-"7 —— g -.—— d l ' .2^ JA dn! h dn'}

Par suite^ on peut écrire

r d\^
U rr. ̂  / u — — r dl - —— / U "^ dl!

a7T ,y^ , an '271: jy, dn'

| î / f, î du ,, F du ^\9 _ „,-„-. l \^^ cil— / ff—,dl1)'
^V, /• ̂  J^ dn1 }
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Or faisons tendre maintenant s ' vers s; alors l ' intégrale

jî».
£end vers l'intégrale | log^ —^dl. Il suit de là que l ' intégrale

f^cll-
J,. dri'

a une l imite, et que cette limite satisfait à la relation

î / J10^ î r ^o1i f J10^ î r: — î u —-,— <o?7 — — lim I <
^ TC (../ . a/'/- 2 7T , /,,

(a) //,==— / i^—__^^_iim / ^ ' ~ c ^ ( i ) .
â7r../ ^n 271 / , r/n

La formule (2) donne la solution du problème lorsqu'on connaî t les
valeurs de u sur .y. Car on peut établir entre .v et / une correspondance
point par point, et la l imi t e de l ' intégrale j u^—dif ne sera pas mo-

difiée, si en chaque point de s ' nous prenons pour u non la valeur en ce
point même de la fonction, qui nous est inconnue, mais sa valeur au
point correspondant de s. Nous n'avons ainsi besoin de connaî t re que
les valeurs de u sur s,

Tout ceci suppose l'existence de la fonction u et ne peut, par suite,
servir à la démontrer. Mais inversement, soit /(/) la valeur donnée
pour chaque point de s, et soit/ <7') la fonction définie par cette con-
d i t ion , qu'en deux points correspondants de s et de s ' on doit avoir
f(r)=f,(l'). La différence

ci log - r i
f(l) ^Icll-—— f,(l')^dl'u ' ' dn 271 J , dïv

définil une fonction pour tout l ' in té r ieur de S. Je me propose de
montrer que, s ' tendant vers s, cette fonction tend vers une l imite ré-
pondant au problème de Dirichlet.

(1 ) HAUNACK:, § 24.
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Supposons d 'abord qu ' i l s'agisse dii problème classique, c'est-à-dire
que/(/)soit une fonction conlimie de l'arc sur chaque l igne dont se
compose s. É tud ions d'abord l ' in tégra le

r F ^Io^
^j^^-^r^11 ^

q u i ne dépend pas de .<. On voit imméd ia t emen t que c'est u n e fonction
harmonique dans S. Je vais faire voir qu'el le prend une va leur déter-
minée en chaque point M de s.

(:̂ 0&^.
,1 observe que ~^.~^/est l 'angle sous leque l du point A on voit.,

l 'élément d'arc dl, avec le signe + _ o u le signe —, suivani que cet élé-
ment tourne vers A sa face intérieure ou sa face extérieure. Nous re-
présenterons cet angle avec son signe par le symbole ( d l ) ^ Partageons
le con tou r s en deux parties : l 'une, ^, comprendra le point M à son
i n t é r i e u r el sera aussi peîile qu'on voudra ; l ' aut re , ̂ , se composera du
reste de .y. .

^ ̂ fWl)^ ̂  j^fW^ + ̂  j^Wl^

Le second terme du second membre tend, lorsque le poin t A tend
vers le point M, vers ̂  ff(l)(dl)^. Dans les mêmes condit ions, le

* '^s

premier terme a une l imi te déterminée. Observons qu'on peut l'écrire
ni. f . ' i

•y^ j Wa + s, m étant la valeur def(l) au point M, et s. tendant vers

zéro en même temps que s,. Mais f\dl'^ est l'angle sous lequel, (lu

point A, on voit .y, ; A tendant vers M, cet angle tend vers STT — y!, a!
étant l'angle intérieur à l'aire formé par les deux demi-droites qui joi-
gnent le point M aux deux extrémités de l'arc ^. On a donc

l"^jf/(Q(^-^^/(^^+(,-^),n,-,-,,,

( î ) HARNACK, § 10.
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£, t e n d a n t vers zéro en même temps que s^ Appe lons a F cingle inté-
r ieur à S formé en M par les tangentes à .9. Lorsque s^ t end vers zéro,
y/ tend vers a ; l ' in tégrale j f{l){dl)^ tend vers une l i m i t e que nous

appellerons //(0(^0w- Donc

nn^y/(Z)(^)..-^^/(0(^/.+(i"^^

Cette va leur l imite est égale a la valeur donnée 772, augmentée de

Q^^ffWW^^m.

Nous sommes donc ramenés à démontrer que le second terme de
notre d i f férence ,

.̂p^) '̂
tend, lorsque s ' tend vers ,s\ vers une fonction l imi te h a r m o n i q u e dans
S et p renan t au point M de s la va leu r Q.

5. Commençons par étudier quelques propriétés intéressnnies de la
fonction de Green (1).

1° Considérons une aire S et deux points A et A' intérieurs à cette
aire. J 'appel le ga et ga ^s fonctions de Green relat ives à ces deux
points, et je dis que l'on a, en désignant par (^,.y), (^./) 1<^ ^or-
données des points A et AS

^(^y)=é^(^7).
Pour le montrer , je vais considérer l ' intégrale double

s
( i l = ̂ , — k)^-rn^^^^^d.dri 'jj\ô.ô. ôy ô y ) ^^^^

étendue à une aire 2 limitée de la façon suivante : au l ieu-de s, un

( i ) Ces doux propriétés sont exposées dans le § 23 de l'Ouvrage de M. Harnack.
Ann. de l ' É c . Nom, 3° Série. Tome V. — DÉCEMBRE, 1888. , JI
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contour s' très voisin de .?, mais intér ieur à S ; ensuite, deux cercles C
et G', ayant pour centres A e£ A', pour rayons p et p'. Lorsqu'on fait
tendre p et p' vers zéro d 'une par t , s ' vers s d 'autre part , celte intégrale
double tend vers une l imite que je vais évaluer de deux façons dif-
férentes.

En premier l ieu, soit a un nombre négatif très voisin de zéro. Pre-
nons pour s ' le l ieu u === a, dont nous avons étudié la nature dans le
n° 2. Comme a doi t tendre vers zéro, la l imi te cherchée est la même
que celle de l ' intégrale double

r rfàv au' ô^ ^//\ , , , si l _ ^ cix a y, v == u — a == ̂  — lu g -" "-- a.
J J \à^ àx àf ôy / '•

D'après un théorème connu, cette intégrale est égale à la suivante :
r d^ y .

— ( v —dl.
J^ dn

Celle-ci se décompose en trois autres : l 'une relative à s\ la deuxième à
C, la troisième à C\ La première est nulle, parce que v est nu l tou t le
long de ^ ; la seconde est égale à

/•"» à 'ire / \ y fi l , î \ du' ,.
^i ^-^-^^pdO

et tend vers zéro avec p. Enfin la troisième s'écrit

{2 TC / / \

^ ^^^^^10
\€ln p 1 } 1

et tend , lorsque p" tend vers zéro, vers

--27T ^(^sy)-~iog^-"-^ ,
ê désignant la distance AA'. Si enfin a tend aussi vers zéro, on obt ient
pour expression de la l imite cherchée

-27T ^(^y)~iog-g j -

Si maintenant on reprend le même raisonnement en introduisant
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cette fois le lieu u' == a et la fonction ^ = i£— a, on arrive à donner
à la même limite l'expression

— 2 7 T ^(^,y)-- lOg^ •

La comparaison de ces deux expressions donne la propriété énoncée.
a° Supposons que le point A intérieur à S tende vers un point M

de s, et examinons ce que deviendra la fonction ga relative au point A.
Soit, à cet effet. A" un point fixe de S, et considérons comme précé-
demment la courbe u'= a, a é tant un nombre négatif voisin de zéro.
Supposons que le point A soit sur cette courbe. Alors on a, d'après la
propriété démontrée,

^(^,y) = év(^ 7) -^ i°^§ -i-a-
Autrement dit, la fonction u= ga — log^. a la valeur a au point A'.
D'ailleurs, en tout point de S autre que A, elle a une va leur déterminée
négatwe. Dès lors, en employant un mode de raisonnement suivi au
n° 1, on fai t voir que cette différence tend uniformément vers zéro en
même temps que a à l ' intérieur de tout cercle ayant A' pour centre et
tout en t i e r in té r i eu r à S. En opérant de proche en proche, on voit que
g,, tend uniformément vers log-1 à l ' in tér ieur de toute aire S' de même
connexion que S, mais dont le contour .9' est tout entier intérieure S.

Enfin on montre, par des développements en séries trigonomé"
triques, que toute dérivée partielle de ga tend vers la dérivée partielle
correspondante de log^ et cela dans les mêmes conditions que précé-

demment.

6. Abordons à présent l 'étude de l'intégrale ( 4 )

± CMD^CI^
2TC J/ ^t^

Le contour variable <qui doit tendre vers s peut être choisi de la

(1) IlABNACIC1, § 40.
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manière suivante : A chaque point M de s faisons correspondre un point
M' en menan t pîir M la para l lè le à une direct ion fixe, par exemple à
l 'axe des y , et en prenant sur cette paral lèle, et vers Vintérieur de
l'aire, une longueur MW=== S, S étant un nombre positif fixe. Celte
construction doit être modifiée dans le voisinage d'un point M de 5" tel
que la parallèle à Oy menée par M est d'abord extérieure, ou d'abord
intér ieure à S, des deux cotés de M. Dans le premier cas, on considère
la droite NN^ parallèle à Oy et située dans le voisinage de M telle que
NN^ == 2 à, et c'est le mi l i eu N' de NN^ qui correspond, à lui tout seul,
à tout l 'arc NMN). 11 est vrai qu'en ce point la fonction/^/') éprouvera
une var ia t ion brusque; mais cette discontinuité s'évanouira en même
temps que o. Dans le second cas, au po in t M correspondent deux po in t s
M/, M^, de sorte que la courbe s ' ne se ferme pas : il faut alors jo indre
ces deux points par un arc de courbe situé tout entier à l ' intérieur de
S. Tous les points de cet arc de courbe devront être considérés comme
correspondant au même po in t "M; en tous ces points, /,(T) a la même
valeur.

Ceci posé, é tudions la fonction u' définie par l ' intégrale

± f/^)^^,2 7e J/ ^

La preinifere propriété de la fonction de (Sreen nous apprend que
cette fonction est harmonique dans S : car la valeur de g en un point
M' de ^ est égale à la valeur au point A de la fonction de Green relative
au point M'. La seconde propriété nous montre que cette fonction est
continue sws : car, lorsque le point A tend vers un point M de s, g et
d<y ^lo'g".
^ tendent respectivement vers log-^ et ^^/\ r désignant la distance
du point z au point M, et cela uniformément tout le long de s\ Par
suite, la fonction u' prend au point M la valeur

Q'= ̂ ^(^^^^^^(^(^^

Voyons ce que devient cette valeur, lorsque l'aire S'tend vers l'aire
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S, autrement dit lorsque S tend vers zéro. A cet effet , partageons
comme précédemment*? en .?, et ^; à ces deux portions de s corres-
ponden t , dans s ' , les portions s\ e t^ , et l'on a •

^^/i(0(^n/.-^^/i(n(^n.+^y/.(n^n

Le second terme du second membre tend, lorsque à tend vers zéro,
vers ;.̂  jf{l)(dl)^ Dans les mêmes conditions, le premier terme a

^A 'g •

une l i m i t e déterminée. On peut l'écrire

^/W.+£,
^i

£ tendant vers zéro en même temps que ̂ . Or l'intégrale ( Çdt)^ rf'est

autre chose, au signe près, que l'angle a" sous lequel du p o i n t M on
voit s\ ; lorsque .9' tend vers $, cet angle tend vers a'. Par suite, on a

lim^ff^l')^)^ ̂ fAl)W^ ^m^^

s, tendant vers zéro en même temps que ^. D'ailleurs, lorsque ^, tend
vers zéro, a' tend vers a; f/(/)(rf/),/z tend vers ff(f)(dl)^ Donc
enfin

1^— f/i(QW/.=— fAWl^^^m^Q.
-" '(' »/^ -:i ̂  t/^, ^ Tti

Ainsi , lorsque S tend vers zéro, Q' tend vers Q,
Mais il y a plus : Q' tend vers Q uniformément tout le long de s. Soit

€ un nombre positif quelconque; on peut assigner un. nombre positif?]
tel que, sous la condi t ion â< Y], on ait l ' inégal i té | Q — Q' < £', et
cela pour tout point M de s. Car on a

// p diog-
Q^.:ç_fL-;n^J_ f^r)^__l^^

271 27îJ^ dfl'

' f ^ diog-
Q ̂  e ^L,̂  4, JL / y^) ———ai.

âTT ^^^ ^n
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On peut d'abord, par un choix convenable de l'arc ̂ , faire en sorte
_/

que [ s — sj soit inférieur à 3- en chaque point de ^. Ensuite on peut
f ixer : ï° un nombre Y]' tel que, sous la condi t ion â^y;', les seconds

s,1termes de Q et de Q' différent de moins de ^; 2° un nombre -/// tel que,
sous la condition §<7f, les troisièmes termes diffèrent de moins de
1-5 et cela tout le long de s. Soit Y) le plus pet i t des deux nombres Y]' et
Y]"; ce nombre r\ vérifie la condi t ion ci-dessus énoncée.

Dès lors, la proposition que nous avons en vue résulte de notre
théorème sur les séries à termes harmoniques (première Partie, n° 6).
Considérons une série de quant i tés positives qui tendent vers zéro :
£^ £3, £ 3 , . . . , e^, .... et soient p.,, p^? ^n • • • » p//.» - • • 1e8 fonctions //
correspondant aux divers termes de cette suite pris comme valeurs
de S. La série

^ + ( ̂  „-. ̂  ) 4, ( ̂  — ̂  ) + . . . ̂ . ( (^ ̂  ç^ ) 4- . . ̂

d o n t les termes sont harmoniques dans S et continus sur s, converge
uni fo rmément sur .9, d'après ce qui vient d'être dit. Elle déf ini t donc
une fonction u h a r m o n i q u e dans S, cont inue sur .9, et prenant au point
M de ^ l a valeur Q.

7. Dans le cas où la fonction/(/) éprouve des variations brusques
en certains points de s, sans cesser cependant d'être finie, c'est-à-dire
dans le cas du problème généralisé, on est conduit na ture l lement à
penser que le même procédé fournira la fonction U relative aux valeurs
/(/). Mais il ne faut pas croire que l'on puisse suivre, pour le dé-
montrer, une marche toute parallèle à celle du numéro précédent, car
les fonctions u' que l'on formera seront encore continues sur s et ne se-
ront en aucune façon des fonctions U. Aussi n'ai-je pas l'intention de
reprendre cette discussion; je me bornerai, et cela en vue d'un théo-
rème ultérieur, à étudier dans ce cas la fonction

27T r/(o(^)., (1 ) .
J e

( i ) Voir HAIWACK, § 33.



SUR LE PROBLÈME DE DmiCHLET. 4°7

Cest une fonction ha rmonique dans S, et l'on voit, comme au n° 4,
qu'en un point non singulier de s elle prend la valeur

^fAl}W^-^-^)m.

Soit m a i n t e n a n t M un point singulier, auquel correspondent les deux
valeurs l imites m' et m". Supposons que A tende vers M par un chemin
intérieur à S faisant avec les deux branches de.? issues de M des angles
[y et B7', avec p'4- [^=OL, Partageons, comme nous l'avons déjà fait,
s en ^ et 5*2; puis ̂  lu i -même en s\ et s\, de part et d'autre de M. On a

^L r/(/)(^=_ r/^)(^+_ r/^)(^+_ r/(/)(^),.
27r Js ^n J s\ ^A ' Ï * w s».

Le dernier terme du second membre tend vers ^- |/(Q(^0//z- 1̂

premier terme peut s'écrire^- f(cll)a+ £', £' t endant vers zéro en

même temps que.^. D'ailleurs f(^ est Fangle sous lequel du

poin t A on voit ff\ ; lorsque A tend vers M sur le chemin considéré,
cet angle tend vers T C — Y ^ Y ' é tant l'angle in té r ieur à S formé par la
tangente en M au chemin considéré et la demi-droite j o ignan t M à l 'autre
ext rémi té de s\. On raisonne de même sur le second terme, et l'on ar-
rive à l'égalité suivante :

lim^ ff(l) Wa^ ̂  ffW W^ ̂  - ̂  m'^E',

^(L^É^^-^e[,
\2 âTÎ:/ 1

s' tendant vers zéro avec s\ et^ avec s\. D'ai l leurs , lorsque s\ et s\ ten-
/T r*

dent simullanément vers zéro, f(l)(dl'),n tend vers / /( l " ) ( dl'),,, ; y'
^s, " s

et y" tendent respectivement vers p' et ^". On a donc

).=lim^ ffW W^ ̂  ffW W^ ̂  - ̂ ) ̂ + (^ - ̂ ) ̂ .

Si le point M est une pointe, ^ et ^"sont nuls, et la fonction con-
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sidérée prend au point M une va leur délerrninée. Au contraire, lorsque
le point M n'est pas une pointe, X dépend du chemin par lequel on tend
vers M. Les valeurs de la fonction sur s tendent , s u i v a n t qu'on se rap-
proche de M dans un sens ou dans l 'autre, vers

^^f/ww^'^^^--^^
ou vers

'•-r.f/ww---^-^} "'•+<

On vérifie sans peine l 'égalité

^.(^r),,.^^?:).\ ^/ \ ^ )
On voit que la fonction déf in ie par l ' intégrale -^ f f ( ^ ) (dl\^ est u n e

fonclion U, dont les points s ingul iers sont. ceux de/'(7), à, l 'exception de
ceux de ces points qu i sont des pointes de S.

III. — Le problème généralisé ne peut admettre pins d'âne solution.

8. Nous allons, pour terminer , nous occuper de la question de sa-
voir si le problème généralisé peut admet t r e plus d'une so lu t ion . La
réponse à cette ques t ion sera négative, si nous parvenons à é tab l i r le
résul ta t suivant :

Soit u une fonction ha rmon ique dans S, prenant la valeur zéro en
chaque po in t de s, sauf en un nombre l imi té de points s ingul iers Ay
enfin conservant une valeur finie dans le voisinage de chaque point
singulier. Une telle fonction est nécessairement iden t ique à zéro.

Il suffit de démontrer ce théorème pour une aire S à connexion simple
et d o n t le contours renferme un seul point singulier. Car supposons
cela fait, et envisageons main tenant une aire que lconque S, dont le
contour possède un nombre quelconque de points singuliers* Soit A
l ' u n quelconque d'entre eux; je dis que la fonct ion u considérée prend

,en A la valeur zéro. Car prenons sur a, de part et d'autre de A, deux
points M! et Ma que nous jo indrons par une l igne L tracée dans S.
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L'aire S comprise entre l'arc M ^ M a et L est simplement connexe, et
son con tour ne renferme que le seul po in t singulier A : pour cette
aire, le problème généralisé ne peut, par, hypothèse, admettre plus
d'u,ne so lu t ion , u n'est donc autre chose que la fonction h a r m o n i q u e
dans S et c o n t i n u e sur s qui p rend la valeur zéro en chaque point de
M,M.2 et coïncide avec u le long de L. Ainsi u prend, la valeur zéro en
chaque point de cr sans except ion : elle est donc n u l l e dans 2.

Ceci posé, soit N le po in t singulier u n i q u e de s (1). Je me borne au
cas où l 'angle a relatif à ce p o i n t est égal à TC (c'est, du reste ce qui a
l ieu o rd ina i r emen t ) . 3e partage s en deux parties : l 'une, ^, est aussi
petite qu'on veut et contient à son intérieur le point N; l 'autre, ^,
comprend le reste de ,?. Soient K un nombre positif auquel reste infé-
r ieur le m o d u l e de u, et K' un nombre supérieur à K. J'appelle/^/) la
fonc t ion qui a la v a l e u r ,K/ sur s^ la va leur zéro sur .92, et je pose

U-^ p'(0(^),=^ f{dl)^

P,~ ff{l)W^^ Ç(dl)^
" ^ .n »•' .ï.

Le numéro précédent nous apprend comment se comporte la fonct ion
U. (Test une fonc t ion U pour l'aire S; ses po in t s singuliers sont les deux
points Q qu i séparent s^ et s^; en un point M de .y, elle prend la v a l e u r
p^+K7 ; en un po in t M de.^, la valeur P^; en un point Q, ses d e u x
valeurs l i m i t e s sont Py et Py+ K/. Car on peut toujours supposer l 'arc
.y, assez petit pour qu'en tous les points de cet arc, y compris les extré-
mités, l 'angle a soit égal à TC. Quant à P^, c'est une fonct ion de l 'arc /
qu i est continue tout le long de s. Soit à la l im i t e supér ieure des va-
leurs de son module . Je dis qu'en un point quelconque A de S on a
l ' inégal i té

[ u | < U + ô.

Je considère à cet effet la différence U —u. Comme j ' ignore la ma-
nière dont cet te fonct ion se comporte dans le voisinage du poin t N,
j 'exclus ce voisinage par un arc de cercle de centre N et de rayon très
pet i t , assez petit pour que les valeurs de U sur cet arc de cercle soient

( l)HAHNACK, § 41.
Ânn. de l'Éc. Norm. 311 Série. Tome V. -- DÉCEMBRE 1888. Sa.
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supérieures à P,,+ K; soit S' Faire S ainsi r édu i te . La différence U — u
est une fonction U pour l'aire S'; sur s ' ' , elle coïncide avecU, sauf peut-
être sur l'arc de cercle; mais là elle prend une valeur supérieure à

. P/.-+- K — u et par suite supérieure à P,^. P^ étant toujours au moins
égal à — §, on voit que la l imi te inférieure des valeurs sur s ' d eU — u
est au moins égale à — 5. Donc, dans S', et en particulier en A, on a

U „ a > - rî.

La considérat ion 'de la somme U +• u donnera de même
[J 4-. u > — (î.

L'inégalité \u\ < U "4- § est ainsi établ ie; elle démontre le théorème :
car son premier membre ne dépend pas de ,9, ; dans le second membre
au contraire, U et S en dépenden t et peuven t être rendus aussi peti ts
qu'on veut. D'abord U n'est autre chose, au signe près, que. le p rodu i t

î{ /

de -^ par l ' angle sous l eque l , d u point A, on voi t ^, ; ce tang io tend vers

zéro en même temps que s,. Q u a n t à P^ :1/, c'esl l ' angle sous lequel , du
point M, on voit ^, lorsque le point M' est ex tér ieur a s, ; c'est l 'angle
formé par la tangente en M: avec la corde de Farc^, lorsque M coïncide
avec un p o i n t Q ; enfin c'est la somme ou la difîércnce des angles de la
tangente en M avec les demi-droites j o i g n a n t M aux deux extrémités de
l'arc ^, lorsque M, est à Fiûtérieur de^. Lorsque s, (end vers zéro, P,/,
tend aussi vers zéro, et cela uniformément tout le long de s : donc à tend
vers zéro. Ainsi la somme U •+- à peu t être rendue plus petite que TJ ;
et, comme u ne dépend pas de s^ cela exige que cette valeur soit rigou-
reusement nulle.


