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MEMOIRE

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
(surre),

Par M. Pavr PAINLEVE,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

CHAPITRE II.

DIGRESSION SUR LES TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES COURBES
ALGEBRIQUES.

1. L’étude des transformations birationnelles des courbes algé-
briques ou des surfaces de Riemann a été I'objet, comme on sait, de
travaux considérables. C’est Riemann qui, le premier, en a montré
'importance, et ses idées ont été développées depuis lors par un grand
nombre de géometres : Clebsch, MM. Neether, F. Klein, etc.

Un des problemes les plus irtéressants qui se rattachent a cette
étude consiste a former toutes les substitutions birationnelles qui trans-
forment une courbe algébrique en elle-méme ou en une autre courbe
donnée. M. Scharwz (') a montré que, si le genre p de la courbe est
supérieur i I'unité, il ne peut exister de telles substitutions dépendant
d’un parametre arbitraire. M. F. Klein a complété ce théortme, en indi-
quant que ces substitutions sont alors en nombre limité. Sa démonstra-

(1) Scuwarz, Journal de Crelle, t. 81.
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tion, qui repose sur les propriétés des groupes fuchsiens, se trouve dé-
veloppée dans un Mémoire de M. Poincaré (*), Mémoire qui renferme
en méme temps une application du théoreme & I'intégration des ¢qua-
tions différentielles du premier ordre, dont I'intégrale générale n’a que
des points critiques fixes. Plus récemment, M. Hurwitz (*) a étudic les
groupes de substitutions birationnelles qui transforment en lui-méme
un domaine algébrique. Enfin, ces propositions ont été étendues par
M. E. Picard (?) aux transformations birationnelles des surfaces.

Je me propose d’établir ici, au sujet des transformations simplement
rationnelles des courbes algébriques, certains théortmes qui corres-
pondent aux précédents ().

Soient

(1) Sy, 5) =o,
(2) F(y1,5) =0

les équations de deux courbes indécomposables, Ia premiere de genre
p etde degré n en 5, la scconde de genre p’ et de degré n' en 5.

Supposons qu’il existe une substitution rationnelle permettant de
passer de (1) a (2):

S-7:‘?(.)’1»51):(104‘“151‘*‘- L T

(3
%) | 5= by, 50) == byt Oz~ o = by 370

Les a;, b; désignent des fonctions rationnelles de y, et les fonctions ¢
et Y sont telles que le point (y, z) parcourt la courbe (1) quand le
point (y,, 5,) parcourt la courbe (2). Autrement dit, & un point de
(2) correspond rationnellement un point de (1), mais la réciproque
n’est pas nécessairement vraie.

En premier licu, je dis que ¢ ez ) ne peuvent renfermer algébrique-
ment un paramétre arbitraire t, si le genre p de (1) est supérieur a
U unuté.

(1) H. PoNcARE, Sur un théoréme de M. Fuchs ( dcta mathematica, t. VII).

(2) Munwrrz, Nachrichter von der Universitit zu Geettingen, 20 avril 1887.

(%) B. Prcarp, Théorie des fonctions algcbriques de deux variables (Journal de Mathdé-
matiques, 4° séric, L. V; 1889).

(¥) Poir 4 co sujet une Note Sur les transformations rationnelles des courbes algé-
briques (Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, octobre 1887).
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Pour le voir, il suffit de répéter le raisonnement par lequel M. E. Pi-
card (*) démontre le théoreme de M. Schwarz.
Soit J;(¥, =) une intégrale abélienne de premiere espece de la
courbe (1)
" Pi(y,s)dy
.][(}/’ 3):L/ *—-—(“yf:t ) ) .

Donnons au parametre £ une valeur quelconque, et remplacons dans
Ji» y et = en fonction de y, et =z, d’apres les équations (3). L’intégrale
J; devient une intégrale de premiere espece de la courbe (2)

P,‘ 'y S
‘.;,.(‘y,s)——f_%_’ dy =T yur 51)
(4

( - /[ l’)‘,/li“l yﬁ—h/l (.lz”nﬂ)d) NI, [pn(‘tw-l) dy,.

A priore, les coefficients A,, Ay, ..., A, peuvent dépendre algébri-
quement de ¢, puisque ¢ et sont supposées fonctions algébriques de
25 8’1l en est ainsi, un au moins de ces coefficients devient infini pour
une certaine valeur ¢, de ¢. Laissons constants y,, z, dans le second
membre de 'égalité (4) et faisons tendre ¢ vers ¢,. Le point (y z) se
déplace sur la courbe (1) et tend vers une position limite (y’, ='); par
suite, le premier membre de I'équation (4) reste fini, puisque J; est
une intégrale de premitre espece. Au contraire, le sccond membre
croit indéfiniment. Les ; ne sauraient donc dépendre de ¢.

Nous avons dit toutefois que le second membre de (4) devait croitre
pour ¢ = ¢, indéfiniment. Il convient de le démontrer d’une maniere
plus précise.

Supposons que A; soit infini pour z=¢,, d’ordre y;, et appelons p.
le plus grand des nombres p.;. On peut écrire le second membre de (4)

I Ty Y oy
('t_——c(,—)T*()‘ Ji+ 0T+ =200,

les %, restant finis pour ¢ =, et n’étant pas tous nuls.
Donnons & y,, 5, des valeurs qui, pour ¢ =¢,, n'annulent pas le

(1) E. Picarp, Mémoire sur les fonctions algébrigues de deux variables (loc. cit.).
Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome VIII — AvriL 1891. 14
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. r . . . L. ,
facteur de T Cela est toujours possible, sinon les p’ intégrales
— by )" * -

J vérifieraient identiquement une relation linéaire et homogene @
coefficients constants, et ne seraient pas indépendantes. Dans ces con-
ditions, le second membre de (4) eroit indéfiniment quand 7 tend
vers .

D’apres cela, nous pouvons éerive
Pily, 3dy Py (v 3 e by Py, 1)

B dyy,

(:)) 4/5 lc":’

et, de méme, en considérant une seconde integrale abélienne de pre-
miere espece J, de (1),
Pily, )y paPilyiy 50) oo e P (20

(6)

./«" I‘T‘l
(Dans ces cégalites, Tes A;, @y sont des constantes.) D’oir, en divisant
membre & membre,

Py, 5)

Pilyss) 2Py 50 42 P (s 50) oo 2 Pl (00 510
Puly, =

V;l I)vil’(:yh :l) =4 [-’:2 I)I,g( )’(’ ‘51) I {J-,/'(,'Vn zl)

Laissons fixe le point (y, z,) et faisons vavier ¢ @ le point (v, 5)
décrit la courbe (1) et vérifie la relation

P/’(,)'.a 3) ~= I)A (,Vw 3) )

olt A est une constante, ce qui est impossible, les deux polynémes P,
Pr correspondant & deux intégrales J distinctes.

Les substitutions rationnelles (3) ne sauraient done venfermer algeé-
briquement un parametre arbitraive. Co v ¥o D

Cette proposition ¢tablie, nous allons examiner successivement les
2as ot le genre de la courbe (1) est nul, égal & unité, ou supérieur i
unité.

Auparavant, je ferai la remarque suivante :

Quand on connait une substitution rationnelle qui transforme une
courbe donnée en elle-méme, on peut en déduire d’autres qui jouis-
sent de la méme propriété.
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Soit, en effet,

Il

‘P(J’la 31)1

(3) [
" = LP(L?'U 51)

[l

une telle substitution. Remplacons dans les égalités (3) y, par
2( 2 52) et 5, par $(vs, 5,), nous aurons

i

,

Il

Y

(3) ; C‘O’Ey“”

1 }/-9

3]
I
[A)

.

2 ),
2)

Quand le point (., 5,) parcourt la courbe (1), le point (y,, 5,) et,
parsuite, le point (v, ) parcourent la méme courbe. Les égalités (3)
définissent done unc transformation rationnelle de la courbe (1) en
elle-méme. On en obtiendra une nouvelle en remplacant, dans les
¢quations (3), v et z, par o( vy, 25), (¥4 55), ... On trouve ainsi
un nombre indéfini de transformations, & moins qu'on n’arrive i la
transformation

y :y”, S /=35,

Plus généralement, supposons que la substitution (3) permette de
passer de la courbe (r) a la courbe (2). S’il existe une substitution

rationnelle
Y= 'G)‘(Y, Z),

s =y (Y, 7),

qui transforme la courbe (1) en elle-méme, en remplacant Y par
“(y,, 5, ) et Z par (i, 2,), on obtient une nouvelle substitution qui
transforme (1) en (2).

De méme, si la substitution

J’zzmi(Yu Z),
St =7 (Yh Zy)

transforme la courbe (2) en elle-méme, quand on remplace, dans les
égalités (3), y, par o,(Y,,Z,) et 5, par 7,(Y,,Z,), la substitution
transforme (1) en (2).

Toutes ces remarques sont analogues & des propositions connues de
la théorie des transformations birationnelles. Mais il convient de
signaler une différence importante : Etant donnés deux systemes de
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substitutions qui transforment la courbe (1) en la courbe (2), on peut
toujours passer de 'une & Pautre par une transformation biration-
nelle qui transforme la courbe (1) ou la courbe (2) en clle-méme.
Ceci n’est plus vrai pour les transformations simplement rationnelles.
Connaissant deux transformations rationnelles de la courbe (1) en la
courbe (2), on n’en saurait déduire une transformation rationnelle de
la courbe (1) [ou de Ta courbe (2)] en elle-méme, & moins, toutefois,
qu’une des transformations ne soit birationnelle.

FPajoute que, si Pon étudie les transformations rationnelles d'une
courbe en une autre, il est loisible d’effectuer sur les deux conrbes
une transformation birationnelle quelconque.

2. Cela posé, supposons d’abord que le genre p de la courbe (1) soit
nul. On peut écrire

(=) y";;‘.f,'(_l), s Ni(¢L),

/

avee
Loy, 5),
g+ by £ étant des fonetions rationnelles.

D’apres les formules (3), ¢ sera fonction rationnelle de v, z,, ot
imversement, si ¢ est une fonction rationnelle du point analytique
(Y11 30), les égalités (7) définissent une correspondance rationnelle
entre les deux courbes.

Ore pewt lowjours passer d’une courbe de genre o a une courbe quel-
conque par une infinite de substiutions rationnelles; ces substitutions de-
pendent d’une fonction rationnelle arbitraire du point (y,, z,) de la
seconde courbe.

Sila transformation est birationnelle, le genre de (2) est également
nuls yy et 5, s’expriment rationnellement en ¢,5 ¢ doit étre fonction
ationnelle de ¢, et réciproquement, ¢’est-a-dire que

ol
ST
Jassons maintenant au cas ol p == 1, et ramenons la courbe (1) i la
forme

e =
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[’égalité (5) devient

dy _MPU(rns) 2Py, 50) e = 2 Pl (34, 51) o

() V= =Ry ., 7
=H(yy, 50) dy,.

La fonction de y,
Yy =9y 31)
doit vérifier équation (57), et inversement, quand I’équation (5") ad-
met une intégrale algébrique y(y,), qui s’exprime rationnellement
en y,, 5,, cette intégrale «(y,, z,) correspond & une transformation
ationnelle de (1) en (2). Posons, en effet,

Yy=0(¥15);
il vient
dy | D

S o 'M'" "_‘b 5‘7‘*‘;:"';_12""”"2"’ D e == d 31 )
sV =y 0= Ry = e e a) T T B (e = e

J étant rationnel en y,, z,.

Si équation (57) admet une telle intégrale, J; a toutes ses périodes

de la forme
mo ~+ nw',
m et n désignant deux entiers.

[nversement, si les périodes de J; se réduisent & deux, » et ', la
fonction elliptique sny.z, dont les périodes sont o et o', est une fone-
tion rationnelle de (y,, z,), quand on y remplace ¢ par J,(v,, z,), de
méme que enpt, dnpe. Si done #* désigne le module de ces fonctions
elliptiques, il existe une substitution rationnelle

qui permet de passer de la courbe
Z2= (1 —Y2) (1 — x?Y?)

i la courbe (2) et qui vérifie I'équation

e TS [’l(.}’“ 51) d,}’:-

i)
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Comparons cette ¢quation & Uéquation (57). Si elle admet une inté-
grale y rationnelle en v, =, en appelant o, 8 les périodes de Uinté-

grale
f L
i )

on a

m oM = nz,

' = m o - n' o,
ce qui nous montre que Y est lice & y par Pégalite

re=o,(Y),
qui détinit une transformation dordee quelconque v des foncetions ellip-
tiques @ £ est 1ié & a* par la relation qui correspond & cette valeur
de v,
SiPéquation (57) admet une intégrale algébrique en vy, 5, ona

mo - ne!

A ey

p
, oo — '

L v — N

p
rdésignant un entier.
Posons done
l
V=1l p =R IS

7 est une fonction rationnelle de vy, =5 v est Lié & v par la relation
qui donne sn,£ en fonction de sne. I suffit de multiplier par 7 le se-
cond membre de (57) pour que son intégrale soit rationnelle en y,, =,.

En définitive, pour que la courbe (2) soit la transformée rationnelle
d'une conrbe de genre (1), il faut et il suffit qu'une des intégrales J;
de premivre espeee de la courbe (2) nait que deux périodes dis-
tinetes.

Pour que la courbe (2) soit la transformée rationnelle d’ane courbe
donnée (1) de genre 1, il faut de plus que, parmi les intégrales J, &
deux périodes, il en existe une dont les périodes o et o satisfassent i
la condition

B min' 4 na’
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z et B sont les périodes de I'intégrale de premiere espece de (1),
m, n,m', n’ des entiers.

La question qui nous occupe ne differe done pas du probleme de la
réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques. Je ren-
voie, pour cette question, aux travaux bien connus de MM. Weierstrass,
E. Picard, Poincaré, etc.

On peut décider algébriquement si la courbe (2) est une transtor-
mée d’ordre v d’une courbe de genre 1 : Jentends par transformation
Q’ordre v une transformation (3) telle qu’a tout point (y, z) de (1)
correspondent v points (y,, z,) de (2). Mais on ne sait pas, en général,
déterminer une limite supérieure de v.

Le genre de (2) est au moins égal & 1, puisque cette courbe pos-
sede une intégrale de premiere espece. Si p’=1, on peut ramener la
courbe (2) a la forme

s=V0—r) =y,
et 'équation (57) s’éerit

o dy B Ly,

V=)0 r=#y% ~ Ja=yDH— k)

On retombe ainsi sur le probleme de la transformation des fonctions
elliptiques. Pour qu’on puisse passer rationnellement de (1) & (2), il
faunt et il suffit que 47 verifie une des équations modulaires relatives
A k2.

. . . . . . , . V. - [

Ceci a lieu en particulier si £ == £,. Il vient, en faisant A = P

o pdy _ dy, .
Vi— (=Y Ja—yh(— eyt

on doit avoir
Moy == e = 7o),

po’ =m'e + n'o'.
Si 'on pose
(J)’ -
—_— T va
(2)
on trouve
o
74 v
[ ) A Py (Y e ! [P N w
Pe== o o A= D = = m Py e tn o Bt
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ou bien

(ee) n(o®-+ (f")%—l}l’::(),
m'o
b Mo N e R e e D 0,
( ) o2 = rfj)

Dans le cas général, a* + B* est incommensurable; I'égalité («) exige
que 2 et o soient nuls, et 'égalité (b) que m = r’. On a alors

= m o= n'

et on peut éerire
. ¥ osnd,
yyomsn(ms 4 G);

v, est donné en fonetion de y et de (1= y*)(v — £2y*) par les for-
mules de multiplication et d’addition des fonctions elliptiques.

Dans le cas particulier ot («* 4 B*) est commensurable, il peut
exister d’autres transformations de la courbe (1) en elle-méme. On voit
immédiatement que, si («*+ 3*) et o sont deux nombres commensu-
rables (autrement dit si « et §* sont commensurables), il existe une
infinité de transformations rationnelles de la courbe (1) en elle-méme;
ces ransformations correspondent aux valeurs des nombres m, n, m’,
n', poobtenues de la maniere suivante :

On pose

; C
ot e B Ly T

o ol
/o !

c ¢ . . . \ .
(-’ — ¢lantirr¢ductibles )5 et on prend pour 2 un multiple quelconque
v d

. , do. . .
des entiers d, d (ou d," sid est pzur>- Appelons D le plus petit com-
\ 3

mun multiple de ces deux nombres; on a

.
n=v) = qgd=q'd <nu q' Z—) ;

on fait ensuite
m' = g
ot
mz==n'-+aq’¢’ (oum==n'+q'c, sid estpair);

I'entier »’ est choisi arbitrairement.
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Les nouvelles transformations dépendent de deux entiers arbitraires
v et n' et se confondent avec les premieres pour v = o. Cette classe
exceptionnelle de courbes de genre 1 correspond aux fonctions ellip-
tiques qui admettent la multiplication complexe.

En résumé, une courbe de genre (1) se laisse toujours transformer en
elle-méme rationnellement d’une infinité de maniéres. Ces transformations
dépendent d’un paramétre C et d’un entier p. arbitraires. Quand le module
k*de la courbe est un module singulier pour lequel les fonctions elliptiques
admettent lamultiplication complexe, ces transformations dépendent d’un
second entier arbitraire.

Si la transformation est birationnelle, A =1, et la transformation
ne dépend plus, comme on sait, que de la constante arbitraive C. On
obtient toutes les transformations rationnelles de la courbe (1) en elle-
meéme, en opérant la substitution birationnelle la plus générale sur
toutes les substitutions rationnelles obtenues en laissant constant le
paramétre C. ‘

Ce point ¢labli, supposons qu’on ait trouvé une transformation
ationnelle de la courbe (1) en une courbe (2) de genre p'. On peuten
déduire une infinité d’autres qui dépendent d’un parametre et d’un
entier arbitraires, en se servant des transformations de (1) en elle-
méme. Dans certains cas, lasubstitution la plus générale qui transforme
(1) en (2) renferme d’autres entiers arbitraires, mais elle ne saurait
dépendre d’un second parametre €7 continu.

Pour le voir, revenons aI’égalité

5" s T ;
VO — ) (1— k2 y*) F,

! o y L 1 ‘) ? ‘ ) ' ,I s M !l
Les 2, satisfont aux 2p’ égalités

(/y - 7"1 l’/i (.’)’u 51) +. ‘/+ ;-p' );)l (J’u :1) (lv')’it

, . ,
Mot 4 dan? o hpol =mye 4 ngo,
......................................... ,

D - © 2 r e 1
Dy 02 e Dy 2 A A D B = My e - Ry

Dans ces équations les of, ..., w}” désignent les 2p” périodes élé-
mentaires de J;, les m;, n; des entiers.

Admettons qu’on ait trouvé un systeme de nombres m, n; pour
lesquels les équations précédentes soient compatibles. Ces équations

Ann. de 1'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome VIII. — Avri 1891, 1o
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ne sont pas indéterminées, sinon on pourrait se donner arbitrairement
au moins un des A, et les autres en dépendraient q]frolmquom(,nl ce
que nous savons absurde ('). D'autre part, les 2; une fois déterminés,
I'équation (""’) définit une transformation (3) qui ne contient que la
constante C. C’est done le seul paramétre continu qui figure dans la
tmnsfornmtlon la plus générale.

Nous arrivons ainsi aux conclusions suivantes :

On ne peut passer rationnellement, en général, d’une courbe de genre
a une courbe de genre p'. Une telle transformation, quand elle existe,
dépend d’unc seule constante e d’un entior ou de plusieurs entiers arbi-
traires (en nombre aw plus égal a 2p').

3. Vai insisté surle cas de p =1 pour bien marquer les différences
essentielles qui le distinguent du cas ol p est quelconque, ue nous
allons maintenant étudier.

Tout d’abord, p/ est au moins égal i p, car lesp intégrales distinetes
J; de premitre ¢ .spu,(, relatives & (1) se transforment en p intégrales
distinctes de premiere espece de la courbe (2).

Si p désigne Pordre de la transformation (3), il est méme facile
d’établir une relation entre ., p et p'.

Soient en effet m et " les degrés des courbes (1) et (2), et considé-
rons toutes les courbes G, de degré (ze — 3), qui passent par les points
doubles A de la courbe (1). Ces courbes adjointes ont pour équation

AP (y, )+ AyPu(y, 3) .- APy, 5)=0

L’une queleonque de ces courbes se transforme par la substitution
(3) en une courbe adjointe (X de (2), ainsi qu’il résulte des théoremes
¢tablis dans le premier paragraphe.

Une courbe Crencontre Ja courbe (1) en (2p — 2) points, distincts
des points A. D’autre part, & chaque point (y,, z,) de (2) correspond

(1) Ceei nous montre quo le déterminant des coefficients des A est différent de zéro au
woing pour un systéme do p' des Gquations précédentes @ par exemple, pour celui des p’
premiéres équations. [ Autrement, d’aillears, il existerait des intégrales de premicre espéce
J"de la eourbe (2) sans périodes.] Une fois connus les 2p’ enticrs weg, nyy <oy mys 1y,
les % sont done déterminés. 11 on résulte que la transformation (3) ne saurait dépendre
de plus de 2p’ entiers arbitraires (en dehors de la constante ().
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un seul point (y, =) de (1), saufpour des points (y/, s") exceptionnels,
et & chaque point (y, 5) de (1) correspondent p. points (y,, z,), sauf
pour des points (), ) exceptionnels. Choisissons donc une courbe C
(ui ne passe par aucun de ces points (y/, s’) :+ aux (2p — 2) points
communs a Ceta (1) correspondent (2p — 2)u points communs 2 €'
et & (2). Ces points sont distincts; autrement, & un point (y,, s,) cor-
respondraient plusicurs points (y, z); il en résulte qu'on doit avoir
pl—1 )

pP—1

(2p-—2o)p=2p —a, ou bien p=

Ceci nous montre, comme nous le savions déji, quep =p'sip =1,
mais aussi que la réciproque est vraie : toute substitution rationnelle
qui transforme une courbe en une courbe de méme genre est nécessaire-
ment birationnelle ().

De plus, si (p"— 1) est un nombre premier, la courbe (2) ne saurait
étre la transformée rationnelle que d’une courbe degenre 2. Si(p'— 1)
admet des diviseurs, p — 1 doit étre un de ces diviseurs. Enfin, p. ne
peut dépasser p/— 1.

Nous allons démontrer maintenant qu’il n’existe qu’'un nombre fini
de substitutions (3) permettant de passer de la courbe (1) 4 la courbe
(2), quand p est supérieur i 1.

Nous savons en effet qu'une telle substitution vérifie 'égalité

Py (y, 3) — 27‘[?;’(.7’1, 51)-
Py (y, 5) E[-’-il)}(_}’u z;)

Cette équation, jointe h I'équation (1), détermine algébriquement y
et 5 en fonction de y,, =,. Par exemple, si on élimine z, il reste une
équation en y, y,, z,. Quand on exprime qu’une racine de cette équa-
tion est fonction rationnelle du point y,, z, de (2)

ye=ay (Y1) + a5+ 4 ay Y

et qu'il en est de méme de =, on obtient un certain nombre de condi-
tions algébriques entre les A;, (1. St ces relations sont incompatibles,
il n’existe pas de substitution (3) répondant i la question. Si elles

() Celte proposilion a déja 616 établic par Weber (Journal de Crelle, 1879).
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sont compatibles et déterminées, il existe un nombre fini de telles
transformations. D’autre part, elles ne peuvent étre indéterminées;
autrement, une infinité de substitutions, dépendant algébriquement
d’un parametre, transformeraient (1) en (2).

La démonstration, ainsi présentée, ne comporte pas d’exception.
Nous allons toutefois en indiquer une seconde, qui met en évidence
quelques particularités intéressantes.

Parmi les courbes C adjointes & (1), choisissons-en deux qui aient,
sur (1), un point commun et un scul. La chose est toujours possible
quand (1) n’est pas hyperelliptique. C’est Iy un fait bien connu dont on
se rend compte ais¢ment ainsi :

Quand il n’existe pas deux courbes Crépondant a la courbe imposée,
¢’est que toutes les courbes C passant par un point M, de (1) ont avee
cette courbe au moins un second point commun N, (en dehors des
points multiples A). Par suite, toutes les courbes G qui ont un point
fixe M, sur la courbe (1) ont, par le fait méme, un second point fixe N,
sur cette courbe.

Assujettissons les courbes G i passer par (p — 2) points fixes M,
M., ..., Mo, pris sur (1) en dehors des points A, L'équation du fais-
ceau de courbes ainsi obtenu est de la forme

Rt8 0,
et ces courbes ont sur (1) (p — 2) autres points fixes, N, Ny, ..o, Npose
Quand ¢ varie, le nombre des points variables de Pintersection de (1)
et de (C) est
(e 3) = [ 1) (e ) e ) = o p = G ] = 2
Les coordonnées de ces deux points d’intersection sont données par
des équations de la forme
¥ o gle) R YR,
5 == g1 () 4+ Ay () VR(2),
avee cette condition

R(y, s
Sy 3)’
¢’est-a-dire que la courbe (1) se ramene, par une transformation bira-
tionnelle, & la forme hyperelliptique.

[ e
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Inversement, quand (1) estde’espece hyperelliptique, deux courbes C
n’ont jamais un point commun avec (1) sans en avoir un second.
[1suftit de vérifier le fait, en supposant I’équation de (1) ramenée 2
la forme
T=yR(¢);
les courbes C sont alors décomposables en droites

L=y,

et si Pune passe par le point (z,,T,) de (1), elle passe aussi par le
point (¢y, —T,).

Supposons donc, en premier lieu, que la courbe (1) ne rentre pas
dans cette classe exceptionnelle, et soient

H(y,s)=o, K(y,s)=o

les équations de deux courbes C qui ont sur la courbe (1) un point
commun et un seul M, ou (y,, z,) (en dehors des A). Ces deux équa-
tions peuvent s’éerire

Pu(y,s) —Pi(y,5) =0,

Py(y,5)—Pi(y,3)=0,
Py, Py, P, étant lincairement indépendants. Comme nous Pavons dé-
montré, la substitution (3) vérifie les égalités

Poly,s) P s) e e (70 50)

(8) . s Pi(y, =) o 7‘1])11 (Y1 51) o hp (Y1 31)
( Py(y,5) v Py (yi,50) oo v (Y15 51) ,

Pi(y,s)  ml (yir31)+...+ (Y15 51)

ot les A, ., v; sont des constantes convenablement choisies.

Pour toutes valeurs des y,, =, vérifiant 1'équation (2), ces deux
¢quations (8) doivent étre compatibles avee I'équation (1). Si nous
exprimons qu’il en est ainsi, nous formons un certain nombre de con-
ditions algébriques auxquelles doivent satisfaire les %, p., v.

Pour tout systeme A, i, v (') répondant a ces conditions, les équa-

(1) Nous supposons 6eartées les solutions ol

et aussi celles olt les A, 1, v sont nuls.
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tions (8) et (1) ont au moins une solution (y, s) commune. Ce point
v, z varie avec v,, 5., $inon on aurait constamment
2p P, 3

st e A [2 o l)(")’”. :'u ‘) N
2300y, =)

e

2 Al
et les polyndmes P, vérificraient une relation linéaire ¢t homogene
dont les coefficients (constants) ne seraicnt pas tous nuls.

D’autre part, les ¢quations (8) ¢t (1) ne peuvenl avoir, pour un
point quelconque de (2) (y,, =,), plus d'une solution ( ¥, ) commune,
puisqu’elles n’ont qu'une solution commune pour les valeurs (v, =)
qui correspondent & (y,, 5, ).

Les valeurs (v, z) de cette solution commune s’expriment done ra-
tionnellement en fonction de y,, =,.

Tajoute que deux systemes distinets de solutions A, (., v correspon-
dent & deux (ransformations (3) distinctes. En disant que les deux
systemes (0, g, v), (W, 0/, v') sont distinets, j"entends que les A, g, v
ne sont pas respectivement proportionnels aux 2/, @/, v'.

En effet, si les deux substitutions (3) coincidaient, on aurait

/' Py, 5)ds  CELP (v, ) dsy G250y, 300 d s
A Iz, I, ’

identité qui exige que
3 -

(DVFE= MW

On verrait de méme que
Cpp== G,

Gy

Donc & deux systemes A, i, v distincls correspondent deux substi-
tutions (3) distinctes.

Il en résulte que les relations qui lient les rapports des A, p., v sont
ou incompatibles ou déterminées. Ces relations, qui sont algébriques,
ne sauraient admettre qu'un nombre fini de solutions : il n’existe
done qu’un nombre fini de substitutions (3) transformant (1) en (2),
et la méthode précédente permet de les calculer algébriquement.

4. On peut donner plus de symétric au raisonnement employé en
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introduisant la courbe gauche & laquelle M. Neether a donné le nom
de courbe normale.
Regardons les p quantités

Pily,s), Po(y3), ooy Puly,3)

comme les p coordonnées homogenes d’un certain point N dans 'es-
pace & (p — 1) dimensions. Quand le point (y, ) déerit la courbe (1),
le point N décrit une courbe gauche I' dans Uespace & (p — 1) dimen-
sions. Gette courbe T est la courbe normale attachée a la courbe (1).

A chaque point (y, z) de (1) correspond un point de I' et un seul.

Réciproquement, si la courbe (1) n’est pas hyperelliptique, & chaque
point de I correspond un point de (r) et un seul.

En effet, soient

I, P, P,

Lot Sy T ey ey Dy =
y ? 2 > p=1 )
I, P, P,

%y
les rapports des coordonnées homogtnes d’un point de I'. Les
courbes G,

Py =0,

Py, Py =20,

ont (en dehors des points A) un point commun M situé sur (1) el un
seul; autrement, toutes les courbes C qui ont un point commun sur (1)
en auraient par le fait méme un second, et la courbe serait hyper-
elliptique.

D’apres cela, il y a une correspondance  birationnelle entre les
courbes (1) et T

Remarquons que la courbe I' n’est définie qu’a unce transformation
homographique pres.

SiI’on élimine (y, s) entre les égalités qui expriment les p coor-
données Py, on obtient (p — 2) relations homogenes entre ces coordon-
nées. Ces relations, que nous appellerons les relations («), sont les
équations de I'.

On peut de méme attacher 2 la courbe (2) une courbe gauche I de
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"espace i (p'— 1) dimensions, définies par (p' — 2) relations homo-

genes entre les Py, relations que nous désignerons par la lettre ()
Admettons qu’il existe une substitution (3) transformant (r) en (2).

Les P, deviennent des fonetions de y,, z,, qui continuent & vérifier les

relations («) 3 d’autre part, on a

Po(ysz) ol Cyay 30) ol Oy 30 e e P (1 510

Pl(.'}’7 5) 7,1 (,) 19 51) ""‘.- ceoh 'I'l,zr<_f}"1» 3p)
Py(ns) ”L_ ,(n,«.) ~iﬁ AV Py w1
Pi(y,3) P (s 5) o+ 2yl ,ﬂ()’nvx)

S

On voit done que les coordonnées d’un point de la courbe I' s"ex-
priment homographiquement en foncetion des coordonnées d’un point
de 17,

Analytiquement, on voit qu "en remplacant dans les équations ()
les Py par des fonctions linéaires et homogines des P (les coefficients
ctant des constantes convenablement choisies), les (p — 2) relations
411!1(* les P oainsi formées doivent étre des conséquences (Ios relations

). Ce .ul s'exprimera par des relations algéhriques entre les a, g, v.

fuversement, quand les points de la courbe I' correspondent homo-
graphiquement aux points de 1Y, par des formules telles que

cette correspondance homographique définit une substitution ration-
nelle transformant la courbe (1) en la courbe (2).

Dans ce cas, en effet, & chaque point de (2) correspond un et seul
point de (1), & chaque point de I" un et seul point de T', enfin &
chaque point de I" un et seul point de (1). Chaque point (y, z) de (1)
est done défini rationnellement en fonetion d’un point (y,,z,)de(2).
Le raisonnement n’excepte pas le cas oli la courbe (2) serait de Ves-
pece hyperelliptique.

Quand la substitution (3) est birationnelle, p == p’, et la correspon-
dance homographique entre les deux courbes (I') et (IV) est roci-
proque.

Inversement, si p = p/, la substitution (3) est nécessairement bira-
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tionnelle, car la correspondance entre T et I" est réciproque : & un
point (y,s) de (1) correspond un point de T, & ce point un point de
I, & ce dernier enfin un point (y,,z,) de (2), si cette courbe (2)
n’est pas hyperelliptique.

Ce cas, ou (2) serait hyperelliptique, ne peut d’ailleurs se présen-
ter. Pour le voir, ramenons ’équation (2) & la forme

si=R ().

P; .
Les polynomes P; ne renfermant pas z,, les rapports 5- P, s’exprimeraient

rationnellement en y,, et comme les coordonnees (y, 5) d’un point de
(1) sont des fonctions rationnelles de —, elles s’exprimeraient elles-

mémes rationnellement en fonction d'un p‘u‘ametre La courbe (1) se-
rait donc de genre zéro, tandis que p est plus grand que 1 par hypo-
thise.

Nous sommes conduits ainsi aux propositions suivantes :

On ne peut passer rationnellement d’une courbe (1) de genre superieur
a1 a une courbe hyperelliptique (2), st la courbe (1) n’est elle-méme hy-
perelliptique.

Toute transformation rationnelle quv permet de passer d’une courbe
(1) de genre supérieur a 1 et non hyperelliptique & une autre courbe (2)
de méme genre p est nécessairement birationnelle.

Ce théoreme, nous 'avons démontré plus haut dans tous les cas.

Pour qu’il existe une substitution rationnelle qui permelte de passer
d’une courbe (1) non hyperelliptique @ une autre courbe (2) du méme
genre p, il faut et il suffit que les deux courbes (1) et (2) admettent la
méme courbe normale.

Remarquons en passant que laméthode précédente fournit un moyen
de calculer les modules d’une courbe algébrique ou d’une surface
de Riemann. Ces modules ne sont autre chose que les invariants de la
courbe T relatifs & la substitution homographique la plus générale.

Observons, au point de vue de la marche du calcul, qu'on peut
choisir P,, P,, Py, liés par une des relations () :

I'I. (P“ Pz, Ps) =0.
Adnn. de ’Ee. Norm. 3° Série. Tome VIII. — AvriL 18g1. . 16



122 P. PAINLEVE.

P, , . . . P, P,
de telle tacon que f’“i s’exprime rationnellement en fonction de b l"'",
Cette courbe H=o, de degré p -+ 1, introduite par Clebsch, cor-
respond birationnellement & (1) et son équation se calcule aisément.
Sil'on pose

P, . P,
—et T \ P Z
P, ’ P, '

pour que (1) corresponde rationnellement & (2), il faut et il suffit
quon puisse disposer des constantes Ay ey vy de telle facon qu’en

faisant
29 PiCyn, 3)
. -\:'7~i P:(.}’n )

dans I'équation
”1(Y7Z) Oy

["équation ainsi obtenue soit une conséquence de

() F(yy,s)==o.

~
i

5. Au licu de faire usage de la courbe normale de M. Neether, on
pouvait avoir recours i certaines considérations indiquées par M, Poin-
caré dans le Mémoire déja cité (1),

Eerivons équation des courbes adjointes €

APy, s)+ A Po(y, )+ o= AP (y,3) 0
et de méme, Péquation des courbes adjointes (7

”I PI’ (,,V), Sy) - ”/l' P/u(.yn 5y) O,
Soient
6‘)(/\17 /\;5, ...,A‘”) © 0,
0.(Bs, By ..y By) = 0

les deux relations algébriques et homogenes qui expriment, la pre-
miere, que la courbe Cest tangente & (1), la seconde, que (7 est tangente
a(2).

Désignons par (y, s) les coordonnées du point de contact de G et
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de (1). Nous aurons
y=R (A, A, .., AL,
s=Ry(A Ay oL, A)),

R et R, étant deux fonctions rationnelles. Toutefois, cette derniere
i

proposition cesse d’étre exacte si les courbes C ne peuvent avoir un-
point de contact avec (1) sans en avoir plusieurs. Cest précisément ce
qui arrive pour les courbes hyperelliptiques.

Supposons en effet que la courbe (1) soit hyperelliptique et ramenée
a la forme

2= R()).

Les courbes Cont alors pour équation
Al Apy ...+ A yP—t=o0.

La relation 0 = o exprime alors que cette équation a une racine
double en y. A tout systeme de A, A,, ..., A,, vérifiant cette condi-
tion correspond une seule valeur de y, mais deux valeurs de = :

5 = 3

).

Inversement, si toutes les courbes C tangentes a la courbe (1) ont
avee cette courbe plusieurs points de contact, la courbe est hyper-
elliptique.

Soit en effet M un point de contact de (1) et de C. Par hypothese,
toutes les courbes C tangentes en M a la courbe (1) ont avec cette
courbe au moins un second point de contact N. .

Je dis en premier lieu que ce point N est le méme pour toutes les
courbes C tangentes & (1) en M.

Pour le voir, désignons par (y,, 5,) les coordonnées de M, par (y, 5)
celles de N.

Le point (y,, 5,) étant un point de contact de (1) et de C, ses coor-
données satisfont aux égalités

Ay Pi(Yoy 30) 4o A,Pr(ye,30) =o,

il P s %0 . dP (}’ y S ) o
AP (e se) o APl Be)

A dy dy
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Le symbole
AP (¥ 50)

dx

représente, dans cette dernitre équation, la valeur que prend la fonc-
tion

dPi(r,5) 0Pi(v,5) 9dy
Jdy  0s I/ (¥, =
03

quand on y fait y =y,, & = 5,.
Par hypothese, le point (y, =) doit vérifier, par le fait méme, les re-
lations analogues

ZA,I’i(y,z) =o.

{P;(y,s)
ZA‘ dy =

Ces égalités doivent donc étre des conséquences des précédentes,
quels que soient les A;, ce qui exige qu’on ait

Py, 5
() Pi(y,5) = 2P (y0, 30) =+ pp —— ¢ %;T',, )
et de méme
APy, z) Co,dP ()’n 3y)
— WP ,50) -+ ! el Ind
), t(}’o 0) [ )"

pour toutes les valeurs de ¢, it =1, 2, ..., p.
On en déduit aussitot

P, (,}’7 )(Ipz()’owvo) P, (7, 2) ‘_l__pi(}’o; 59)

Y e e dl.ff{y -
Py (yos 50) )” ~ Py (%0, 50) c'l):” 0
P, (Yo, zo)%ﬁﬁ._pz(yo,zo)ff_l_z_%;,,i,)

Les quantités y,, 5, étant données, ces équations sont de la forme

Pi(y,2) +aPy(y, s)+BP(y, 5) =0
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«, B désignant des constantes. Une telle relation ne peut jamais se
réduire 2 une identité. Elle détermine donc sur la courbe (1) des
points particuliers N qui correspondent au point M.

Pour rappeler ce fait, désignons par (¥, s,) les coordonnées d’un
de ces points N.

Revenons alors aux égalités (4). Il est facile de voir que, dans ces
égalités, i est nul. Sinon I’égalité

EA d[ (yﬂy“'l)) — 0

résulterait des deux égalités

DALy, 50) =0,
DALY, 5 =o,

¢’est-d-dire que toute courbe C passant par les deux points M et N
serait tangente a la courbe (1) au point M.

Or cette supposition est inadmissible, comme on peut s’en rendre
compte de la maniere suivante : considérons toutes les courbes C qui
passent par le point M et coupent la courbe (1) sous un angle donné «;
elles rencontrent la courbe (1) en un certain nombre de points va-
riables Q;, qui parcourent la courbe (1) et coincident, pour certaines
courbes C, avec N. Ces courbes passent par M et N sans étre tangentes
a (1) au point M (').

Donc 1~ est nul, et 'on a

Pi(.)'os Sy) =2A Pf(y,o’ z/o )s

c¢’est-d-dire que I’équation

D APy
est une conséquence de I’équation
ZAiPi(}’aa%);

(1) A la vérité, ce raisonnement suppose p > 3. Si p = 3, on raméne, par une trans-
formation birationnelle, I'équation (1) & ¢tre du quatricme degré, et le théoréme que nous
voulons démontrer apparait immédiatement.
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toute courbe C qui passe par M passe par N. La courbe (1) est de es-
pece hyperelliptique.

Si donc nous laissons de ¢oté la classe des courbes (1) hyperellip-
tiques, les coordonnées y, = des points de contact d’une courbe Cavee
(1) s’expriment rationnellement en fonction des A;

y=R (AL A ..., AL,
¥ = ".1(«\1) Aoy ..o, .'\,,).

Les quantités A, sont assujetties a la seale relation
O(AL Ay o A =0,

Cela posé¢, admettons qu’il existe une substitution rationnelle (3)
permettant de passer de la courbe (1) & la courbe (2).
Par cette substitution, les courbes G, définies par 'équation
APy, s AL, 3) o,

se transforment en un [aisceau de courbes €7 dépendant linéairement
de p parametres homogenes
APy s0) e = AP (e, 51) = 0.
Dans cette équation, les A} sont de la forme suivante :
(k) A== A 13 - BEA,

fes 25 désignant des constantes.

Siles courbes G sont tangentes i (1), les courbes G correspondantes
sont tangentes a (2). Ce fait géométrique équivaut i cet autre fait ana-
Iytique : si les A; vérifient Ta relation

(')(.Al, Ag, cvuy A/’) L0,
les quantités A; virifient la relation
O (A}, Ay, ., /\},l} 0.

Ainsi, s'il existe une substitution rationnelle (3) qui transforme (1)
en (2), il existe une transformation homographique de la forme (%),
qui permet de passer de la relation

O(AL Ay, . A =20
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1o
~J

4 la relation
(u)l(A’“ Al - © A;l’) = 0.

29

Laréciproque est vraie. Pour’énoncer sous une forme géomeétrique,
regardons les A,, A,, ..., A, comme les coordonnées homogenes d’un
point dans I'espace & (p — 1) dimensions. L’équation homogéne

O(A, Ay .. A,) =0
représente une su rface dans cet espace. De méme l’(?.quu'ltion
0, (A, A), ..., A;),) =0

représente une surface dans 'espace 4 (p”— 1) dimensions. Si la sur-
face O == o correspond homographiquement a la surface @, = o [par
des formules telles que (4)], cette correspondance définit une transfor-
mation rationnelle de (1) en (2).

Kn effet, choisissons parmi les courbes C un faisceau quelconque
dépendant de deux parametres et assujetti & 'anique condition de
renfermer une courbe ayant avee la courbe (1) un point de contact et
un seal. Soit

() APy, 5) = AaPy (), 5) -+ APy (y, 5) == 0

équation de ce faisceau.
A ces courbes Ccorrespondent par la transformation (3) des courbes
(7 dépendant de deux paramétres et dont I’équation s’éerit

(&) Ay Qi 50) -+ A Qe (1, 3y) + Ay Qa(yy, 3) =0

avee .

iz=p'

Qi (yi>31) :Z o P (res 51),
=1
i=p'

. _ ,
Qs(y1»51) :—2‘ Bl yisz1)s
Pe=1
i:/:‘

. O '
Qs(y1,51) :‘—z‘ viPi (¥ 51)s
i=1

i

les o, B, v étant des constantes qui dépendent des A;.
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Si I'on se donne un point de contact (y,, z,) de la courbe (2) avec
! - . A, As
la courbe (/'), la courbe (/') est déterminée, et les rapports i

sont donnés rationnellement en fonction de (v,, 5,) par les équations

AL Qu(y,51) + Ay Qﬁ()’n 5y) = Ay Qu ()1, 51) =03

dQ1(}’1,51) A dQsy(y1,5) A, ‘[Q:;(J'n 5y)

A dy, o dy, B dy,

= 0.

D’autre part, la courbe (£) correspondante est tangente & la courbe (1)
en un point (v, ), car A,, A,, A, vérifient la relation

G(AU A27 A:S) = O;

les coordonnées (y, z) du point de contact s’expriment rationnelle-
A,
Ay

Il suffira donc d’examiner sil’on peut passer de la surface @, =0 i
la surface ® = o par une transformation homographique (£). Pour
qu'il en soit ainsi, il faut que les rapports des A} vérifient certaines
relations algébriques, qui sont ou incompatibles ou déterminées.

Quand les deux courbes (1) et (2) sont de méme genre, la corres-
pondance homographique entre les deux surfaces @ = o ¢t 0, = o de
I'espace & (p — 1) dimensions est réciproque. Les relations (£) défi-
nissent alors les A; en fonction linéaire et homogene des A’ et le rai-
sonnement précédent montre que la transformation rationnelle de la
courbe (1) en la courbe (2) est nécessairement birationnelle.

Ce raisonnement serait toutefois en défaut si la courbe (2) était
hyperelliptique; mais nous avons montré que ce cas ne peut se pré-
senter. Voici, d’ailleurs, comment on le verrait directement :

Supposons que (2) soit hyperelliptique, et ramenons-la & la forme

si=R(y).

Toutes les courbes C’ qui passent par le point (y,, z,) passent par le
point (y,, — 5,); par suite, toutes les courbes C qui passent par le
point (y, 5) correspondant & (y,, z,) passent par le point (y’, ) cor-
respondant 4 (y,, — 5,). Ceci montre que la courbe (1) est hyper-
elliptique, ou bien que les points (y,s), (), s") coincident. Mais,

ment en fonction des rapports =, 7\—1’; parsuite, en fonction de (y,, 5,).
2
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dans cette dernitre hypothese, y et = s’exprimeraient rationnellement
en fonction de y,, et la courbe (1) serait de genre o, ce qui est ab-
surde. La courbe (1) est donc hyperelliptique.

Nous retrouvons ainsi, par cette seconde méthode, tous les résultats

(ue nous avions obtenus en faisant usage de la courbe normale de
M. Neether.

6. 11 nous reste d examiner avec quelque détail le cas ol 1a courbe (1)
est hyperelliptique.
Ramenons d’abord I'équation (1) & la forme

2=R(y)-
Pour une telle courbe,
P, 1)253'-'}'7 ])3:__.,}-“2, ey l)p ::.)’"—‘I H
on doit done avoir
/;:-/»’
Py N i Pi(v 50)

P, ' ‘-1‘ 2P, (v, 510)
=

el, par suite,

3o \/IR'(M)_; = /IR (- T VA T Y

R, désignant une fonction rationnelle de y,, =,. Si I'on exprime,
autre part, que R, doit étre une fonction rationnelle du point
(v,,3,) de (1), on obtient certaines relations algébriques entre les
'}ll')[‘)()l"[,.% des %, p., relations qui sont incompatibles ou déterminées.

Examinons, en particulier, le cas ot p=p". En premicr licu, la
courbe (2) est alors hyperelliptique. En effet, toutes les courbes C qui
passent par le point (y,, z,) de (r) passent aussi par le point
(¥y» — ). Les courbes € correspondant aux courbes C (lesquelles
comprennent toutes les courbes €7, puisque p = p’) ne peuvent done
avoir un point commun (y,,s,) sur (2) sans en avoir un second
(v,,5,) : ces points (y,,5,), (¥,,%,) sont les correspondants de
(¥os 50 )y (¥or — 34), et ne peuvent se confondre; car autrement, au
méme point (y,,3,) de (2) correspondraient deux points de (1). La
courbe (2) est donc hyperelliptique.

Ann. de U’ Fe. Normale, 3¢ Série. Tome VII. -— Avei 18g1. 17
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Tajoute que la correspondance entre les deux courbes est biration-
nelle. Soit, en effet,

Q0
Y=Y
el aussi
S0y
VP PR MEEA
’ l'(.?'l)

P, Q, S désignant trois polyndémes de dearé (p — 1) au plus en y,.
< o t»] .
Ces ¢galités ne sauraient étre compatibles que si 'on a

Qy) _ pri-k

P(y) Ty Iy ’
A, Ay, i, 1, Gtant quatre constantes. Done

o PV

o ')\.)"’I ‘}_ j"l ’
d’autre part,
f s 1(‘}'1) -t 51(5(.'}’1 )s

z et B étant rationnels. Ces ¢galités nous montrent que y, et =, s'ex-
priment rationnellement en v, z. La correspondance entre (1) et (2)
est done birationnelle. Nous vérifions ainsi, dans tous les cas, le théo-
reme que nous avions établi en général au début de cette étude :
quand p = p'(p >1), les transformations (3) sont birationnelles.

7. Les conclusions auxquelles nous arrivons sont les suivantes :

Etant donndes deux courbes algébriques (1) et (2) de genre p et p', st
p est supérieur a 1, il n’existe pas, en géncéral, de substitutions ralion-
nelles (3) permettant de passer de la courbe (1) a la courbe (2). De telles
substitutions, quand elles existent, ne sont jamais qu’en nombre limité, et
se calculent & U aide d’ opérations algébriques.

) zd ] / / « ” I’ ;, y / el ] 1 2] vy ——— ’

Le genre p' de (2) est infeérieur ou égal au genre p de (1). St p =/,

toute substitution rationnelle qui transforme (1) en (2) est birationnelle.
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Plus généralement, p. désignant I'ordrz de la substitution rationnelle (3),
on a

!
=
Les courbes de genre o et 1 sont les seules qui se laissent transformer
en courbes du méme genre par des substitutions simplement rationnelles.
Quand la courbe (2) est hyperelliptique, toute courbe (1) de genre plus
grand que 1 dont elle est la transformée rationnelle est hyperelliptique.

Dans ce qui précede, nous avons supposé qu’'on se donnait la
courbe (1) de genre p qu’il s’agissait de transformer rationnellement
en la courbe (2), de genre p'.

Plus généralement, on peat checcher i résoudre le probleme sui-
vant :

Iitant donncée une courbe (2) de genre p', rezonnaiire si elle est la
transformée rationnelle d’une courbe de genre p.

Quand p =1, le probleme, comme nous I'avons dit, se ramene !
reconnaitre si une intégrale de premitre espece de la courbe (2) n’a
que deux [)(,‘,l’.l()il(‘/s.

Quand p est supérieur & 1, la question se résout algébriquement.
Tout Cabord, si p =p’, la transformation est nécessairement biration-
nelles toutes les courbes de la méme classe que (2) sont des transfor-
mées birationnelles de cette courbe et répondent a la question. Mais
nous ne regardons pas comme distinctes, dans ce qui va suivre, deux
courbes qui correspondent d la méme surface de Riemann. Nous cher-
chons sculement, parmi les courbes (1) qui se transforment rationnel-
lement en la courbe (2), un type de chaque classe. Toutes les courbes
appartenant 4 la méme classe jouiront de la méme propriété.

D’apres un théortme déjarappelé de Clebsch, toute courbe de genre p
(non hyperelliptique) peut étre ramenée au degré p 41 par une trans-
formation birationnelle. Prenons done comme courbe (1) la courbe de

—1

degré (p 1) la plus générale & I'/—)i)_)———l —~pJ points doubles. Son

équation dépendra encore d’un certain nombre d’indéterminées o,
%y, ..., % Donnons & ces constantes des valeurs quelconques et écri-
vons les équalions nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une
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correspondance rationnelle de (2) & (1). Nous obtenons ainsi certaines
relations algébriques auxquelles doivent satisfaire les o, oy, ..., 2.
Quand ces relations sont compatibles, en remplacant les «; par un sys-
teme quelconque de solutions, on forme I'équation d’une courbe (1)
dont (2) se déduit rationnellement.

Pour chercher les courbes (1) hyperelliptiques, on procede de la
méme manitre, en prenant leur ¢quation sous la forme

Y=y (=) (= k) (y = ko) e (= Kape)-

s . Vo1 . .
En donnant i p les valeurs 1+ IT (p ¢tant un diviseur de p' — 1),

on détermine algéhriquement toutes les courbes du genre p plus grand
que 1, dont (2) est Ta transformée rationnelle, ou plutot des types de
toutes les classes de ces courbes.

Parmi ces courbes, en peut-il exister une infinité qui soient dis-
tinctes? autrement dit, ces courbes peuvent-elles appartenir & une
infinité de classes?

Pour nous en rendre comple, assujettissons dans Péquation (1) les
constantes e; & des conditions arbitraires choisies de facon que cette
équation ne dépende plus que de (3p — 3) indétermindes B, permet-
tant de donner aux (3p — 3 ) modules de (1) des valeurs quelconques.
Ceei est toujours possible : ces constantes forment alors elles-mémes
un systeme de modules de (1).

Raisonnons maintenant surcette équation (1) comme plus haut. Les
B, doivent satisfaire & des conditions algébriques qui sont ou incom-
patibles, ou déterminées, ou indéterminées. Dans le premier cas, il
nexiste pas de courbes de genre 1 répondant i la question; dans le
second, il en existe un nombre limité et, dans le trotsieme, une infi-
nité dont les modules dépendent algébriquement de parametres arbi-
traires.

Je vais montrer que ce dernier cas ne saurait se présenter.

Soit, en elfet,

(1) SOy, s byu, .o.)=0

Péquation de la courbe (1) dont les modules dépendent de ¢, «, ...
algébriquement. Faisons varier seulement le paramétre ¢.
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>ar hypothese, une substitution (3) permet de passer de (1) i la
courbe donnée (2) et vérifie, par suite, les égulités
-~ )I 4 ~ -~ Q -~
((l) / 1(l)7 ) l»—)tf[l—(-“*i:——l—‘)(l +7;) /\P,v()h 1 (/l

Siles A; ne dépendent pas de ¢, la courbe (1) a des modules indépen-
dants, car on a

>
-y

1= P =p (Y1, 51)s
1

>

P,
C = l’;f — Pl(.ylasl)r

¢, g ne renfermant pas ¢; la relation entre v et € ne dépend donc pas
de ¢, et, d’autre part, la correspondance entre (7, 0) et (v, z) est bi-
rationnelle si P, P,, P, sontconvenablement choisis.

Le raisonnement est en défaut quand (1) est hyperelliptique; on a,
dans ce cas, s

st Ry, by o) ==y (y— ) (y—H) oo (Y — Rapy)
est équation de (1),

_(_/_)_ . / dy, Pl,.(“’ 51) et ‘P ,,(j 15 ds,
VR .

I, s
et les A, doivent (l(*p(*n(lro de ¢ si les £; en d('*pendcnt- autrement,
pour une valeur de ¢ qui rend égales (Ioux racines de R, le premier
membre deviendrait infini en certains points (y, z) de 1, le second
membre restant toujours fini.

Admettons done que A, dépendent de ¢ dans I'équation (a) et trai-
tons d’abord le cas ot (1) serait hyperelliptique. Quand ¢ tend vers ¢,,
le second membre de (@) eroit indéfiniment, quel que soit (), =,);
le premier membre, au contraire, ne devient infini que pour des va-
leurs particulieres (y,, 50) de (y,z). Il faut done que y=9(y,, =),
== {(y,,z,) tendent respectivement vers y,, 5, quand ¢ tend vers ¢,,
quel que soit le point (y,,z,) de (2). Les fonctions ¢ et ¢ dépendent
di ¢ algébriquement et se laissent développer suivant les puissances

I
de (¢ —1¢,)"=T; par exemple,

(')

2

Y= yo= Ay, 2) T Ay (e, ) T L
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Soit A; le premier des coefficients A qui dépende effectivement de
( ¥y, 3,); posons

¥—vo—THA + AT - A, Ti-)
T ==

et de méme
S s T B T By T

Tovi — 5.

La courbe que déerit le point (v, C) est encore hyperelliptique,

() gre=p(n),
et correspond birationnellement & la courbe (1) par une substitution
de Ia forme

o Py o=y -k ds.

Elle a done mémes modules, et deux de ces modules deviennent égaux
pour £ ==¢,. En raisonnant sur (1) comme sur (1), on voit que le point
(7, €) doit tendre vers un point (7,, §,) particulier quand ¢ tend
vers Z,, et cela quel que soit le point (v, 5,) de (2). Or (7, {) varie,
pouré==1,, avee (v, 5, ). Les modules de (1) et (1) sont done indépen-
dants de ¢. Co Q. F. DL

e raisonnement s’étend aux courbes (1) queleconques. Berivons la
condition que doivent vérifier les (3p — 3) coefficients modules de (1)
pour que le genre de cette courbe s’abaisse. On forme ainsi une vela-
tion en £ qui a au moins une racine £ ==¢,. Pour £==¢,, le premier
membre de (@) devient infini au moins en un point (y,, z,) de (1).
Nous pouvons d’ailleurs admettre qu’il ne devient pas infini pour
t =1,, quel que soit le point (y, z), sinon il contiendrait en facteur
(£ —4)"Y et on le multiplierait par (¢ — ¢,)*. Dans ces conditions,
un au moins des coefticients A; doit étre infini pour 2= ¢,. On en con-
clut, comme ci-dessus, que, ¢ tendant vers ¢,, y=2(y,,5,),z=9(v,,5,)
doivent tendre, quel que soit le point (y,,5,) de (2), vers les valeurs
(Yo %0) particulieres qui rendent le premier membre de (1) infini.
Le raisonnement s’acheve des lors comme pour les courbes hyperellip-
tiques.

Nous sommes maintenant en état d’énoncer le théoreme suivant :

Les courbes de genre plus grand que 1 qui se laissent transformer
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rationnellement en une courbe donnéde (2) appartiennent a un nombre
limité de classes. On peut déterminer algébriguement un type de chaque
classe ou, st ['on veut encore, leurs modules.

Le procédé que nous venons d’employer démontre également qu'une
courbe donnée (2) ne peut étre transformée rationnelle d’une courbe de
genre 1 el de module arbitraire.

8. Pour terminer cette étude, je signalerai les rapports du probleme
de la transformation rationnelle des courbes algébriques avec le pro-
bleme de la réduction des intégrales abéliennes et celui de la transfor-
mation des fonctions fuchsiennes.

Tout d’abord, quand une courbe (2) de genre p’est la transformée
ationnelle d’une courbe (1) de genre p, p des intégrales abéliennes
de premicre espece attachées a la courbe (2) (intégrales a 2p’ pé-
riodes), n’ont que 2 p périodes distinctes.

Pour ce qui est de la transformation des fonctions fuchsiennes, ce
probleme, analogue au probleme de la transformation des fonctions
elliptiques, peut s’énoncer ainsi : on se donne un groupe fuchsien G,
et deux fonctions fondamentales correspondantes

yi==0,(4), s =, (4),

¢t 'on demande de déterminer un second groupe G jouissant de la pro-
priété suivante.

Si Pon pose
L= ol +f
T y4+0 ’

pour certaines valeurs convenablement choisies des constantes «, §,
Y, ¢, les deux fonctions fondamentales

y=®(¢), z == 1I(¢)

s’expriment rationnellement & I"aide de @, (¢,), IL, (¢z,).

D’apres les idées de MM. Poincaré et F. Klein, le groupe fuchsien G,
définit une surface de Riemann ou, si 'on veuat, une classe de courbes
algébriques dont I'une est représentée par la relation entre les deux

fonctions ®,, II,,
F(®,, II,) =o.
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De méme, au groupe G correspond la courbe

'/'((]’, ) = o.

Posons
o ENES
y=00)= (b( Yl 0 ,)’
Y/ ((eb+8
s=1() =1 ( Py )

et, de méme,
3 =10, (¢);

puisque G résout le probleme de la transformation, on a

-+ B v
(1’(?",:'!”}“_"}) =R [®(4), Wi (4y)],

R et R, étant deux fonctions rationnelles; par suite,

Y= RO, 50),
oo I{l(‘yl, 3y ).

On se trouve ramené ainsi & déterminer les courbes de genrve poinfe-
rieur a p', dont la courbe (2) est la transformde.

Etant donné un groupe fuchsien G, de genre p’, on sait done déter-
miner algéhriquement tous les groupes transformés G, de genre plus
grand que 1. La recherche des groupes G de genre 1 revient i recon-
naitre si une des intégrales de premiere espece de la courbe I == o n'a
que deux périodes; mais les théoremes précedents n’indiquent rien
sur les groupes G de genre o.

9. Les propositions que nous venons d’établir ontleurs équivalentes
dans la théorie des transformations rationnelles des surfaces. Je me
bornerai, sur ce point, aux indications suivantes. Soient

(1) [ (x,y,5)==0

I’équation d’une surface algébrique S; p le nombre (plus grand que 1)
des polynomes Q lin¢airement distinets adjoints a la surface; p, le
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genre de Uintersection C de S avee la surface X (ou Q = o); désignons
par v la courbe d’intersection de deux surfaces X; cette courbe ren-
contre S en (p, — 1) points.

Nous distinguerons trois groupes de surfaces : le premier (le plus
général), comprend les surfaces S pour lesquelles toute surface X
qui passe par un point de S ne passe pas nécessairement par d’autres
points de S correspondarnts (en dehors des points singuliers de S).
Pour ces surfaces, les p polynomes Q distincts, regardés comme les
coordonnées homogenes d’un point de 'espace & (p — 1) dimensions,
définissent (4 une transformation homographique pres) une surface S,
de cet espace, dite swrface normale, qui correspond birationnelle-
ment & S. D’une maniére plus précise, on peut exprimer que les trois
surfaces

Qy— o =o, Q;—(BQ,=o, Q—7Q,=o0

ont avee S un point commun et un seul. Pour cela, il faut et il suffit
que o, 3, vy vérifient une relation

(' o(a,B,7)=0,

et, i chaque point (e, B, v) de (1) correspond un seul point (z, ¥, =)
de S. Cette surface S, qui correspond birationnellement & S, est de
degré (p,— p -+ 3), comme I'a montré M. Neether.

Le second groupe (ol nous rangeons les surfaces de genre p = 3)
comprend les surfaces pour lesquelles toute surface X, passant par un
point de S, passe par (n — 1) autres points correspondants. On a né-
cessalrement

' nsfi— 1,

=p—3

Toute surface X tangente ¢ S au point (x, y, 5) est tangente a S aux
points correspondanis. Toute courbe y qui passe par (,y, z) (ou est
tangente & S en ce point) passe par les points correspondants (ou est
tangente 4 S en ces points).

Le troisicme groupe comprend les surfaces S (en particulier les
surfaces de genre p =2) pour lesquelles deux surfaces X, qui ont un
point commun avec S, ont une ligne commune avec cette surface.
Pour ces surfaces, les courbes C se décomposent en courbes de

dnn. de U'Ec. Normale. 3¢ Sévie. Tome VIII. — Mar 18gr. 8
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‘)1 (""7 7, :’) g . ()0 (-1'7 Y :') ,
genre s rapport 222" est une fonction de <=2 quand
genre 1, et lt l I Q/("I':.)U: QI(“"G.)HS) |

(, y, 5) varie sur S.
Ceci posé, soient S une seconde surface

(2) F' (2, v, 3" =o,

p et p’ les nombres qui correspondent aux nombres p et p,.
Admettons qu'on puisse passer rationnellement de (1) & (2) par la
transformation

-

(3)  wmA(ahy, S,y k) ), s Ly, S,

qui dépend de parametres arbitraives. En répétant le raisonnement
qu'emploie M. Picard (') dans I'¢tude des transformations biration-
nelles des surfaces, on démontre que toute intégrale double de pre-
mitre espece J de S se transforme en une intégrale de &

J= g 2 - =g

les h; étant des constantes. On en conclut que p étant plus grand que v,
la transformation (3) ne saurait dépendre de deux paramétres arbi-
traires. Si elle dépend d’un paraméire, S rentre dans le troisicme: groupe,
et le module des courbes G (de genre 1) est constant. Quand S' est du
trowsiéme groupe, i en est de méme de S. Enfin, on «, dans tous les cas,
pPEp, pip

St je désigne par p. Pordre de la transformation (3), ¢’est-a-dire le
nombre de points (x', ¥/, ') de S qui correspondenti un point (%, v, =)
de S, ce nombre p satisfait a Pégalité

I

== ~/,1 -..:|

Supposons maintenantque S el 8" apparticnnent au premier groupes
on aura

(‘)2 . Z - ZulQ;
Q7 X TR0

On devra donc pouvoir déterminer les constantes A, p., ..., de facon
que les rapports «, 3, vy introduits plus haut vérifient la relation (1Y,

(1) E. Prcarn, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (loc. cit. ).
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et ces conditions sont suffisantes. Ceci nous montre qu’on peut calculer
algébriquement toutes les transformations (3); il ne saurait, par suite,
exaster entre (1) et (2) (ju’un nombre fint de transformations ration-
nelles. Geei revient i dire qu’on passe de la surface de la normale S, &
la surface normale 8 4 I'aide de la transformation

St done p=p’, la transformation (3) est nécessairement birationnelle.
On poml"ut se servir également de la condition qui exprime que la
surface X (ou la courbe v) est tangente a S.

Passons au cas olt " est du sccon(l groupe, S étant du premier, et olt
il existe une transformation (3). La méthode précédente s’applique.
Ajoutons que, o/, @, ¥" désignant les rapports de quatre polynomes Q'
quelconques, la hln'[acn S ou

(', p's ') =0
correspond rationnellement & 8. Si 8| n’est pas da premier groupe,
on raisonne sur S, comme sur 8, et comme le genre p, des 8; dimi-
nue, on parvient & une surface 8” du premier groupe qu’on peut sub-
stitner a 8. Si p ==p”, la correspondance entre S et 8” est nécessaire-
ment birationnelle.

Plus généralement, cherchons toutes les surfaces S distinctes du
premier groupe, qui correspondent rationnellement & la surface don-
née 8. (Nous ne regardons pas comme distinctes deux surfaces qu1 se
correspondent birationnellement.) On peut toujours supposer S de
degré (p, — p -+ 3), par suite de degré au plus égal a (p| —p'+3).
On délermine dés lors algébriquement toutes les sur faces cherchées de ce
degré. Il ' existe qu'un nombre fini g de surfaces S réellement distincles
el répondant a la question.

Placons-nous maintenant dans le cas ot 8 appartient au second
groupe. On peut déterminer algébriquement toutes les substitu-
tions(3) et, par suite, il n’en existe qu'un nombre fini. On le voit,
en raisonnant comme M. Picard et en exprimant que les équations
‘v,() )

7:Q;

‘\"‘!‘,’i (); (
Q

[¢

i
1
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ct les équations (1) et (2) déterminent rationnellement un systeme
de valeurs (&, y, =) en fonction du point (&, ¥/, =z") de 8, sip, =p|,
la transformation (3) est birationnelle.
On peut également déterminer algébriquement toutes les surfaces S
distinctes du second groupe qui correspondent rationnellement a S
Supposons enfin que S soit du troisieme groupe, ce qui a toujours
lieu si 8" appartient [ui-méme au méme groupe. Nous aurons

[T doit exister un faisceau de surfaces &', dépendant de (p — 1) para-
metres et tel que deux surfaces du faisceau qui ont un point arbi-
traire commun sur S coincident le long de S'. Cette condition, tou-
jours satisfaite si p = 2, montre que, si p = p’, 8 doit appartenir au
(woisieme groupe. Il faut, de plus, que la courbe € (de genre 1)

Q,—aQ =0, [F==0
corresponde rationnellement & la courbe (¥

();‘,m 1();- == 0, [ = o.

<

La question revient i reconnaitre si une intégrale de premiere espece
de la courbe G (pour un certain faiscean de surfaces X') ne se ramene
pas aux intégrales elliptiques.

Cette question résolue, on déterminerait algéhriquement les trans-
formations (3), s’il en existe. Quand le module k* des courbes G est
constant, la transformation ( ‘)) peut dependre d’un paramétre et de plu-
steurs entiers arbitraires. St k* n’est pas constant, la transformation ne
saurait dépendre que d’entiers arbitraires,

Cette ¢tude se rattache au probleme de la transformation des fone-
tions hyperfuchsiennes. Mais je me réserve de développer ailleurs ces
considérations, qui nous entraineraient trop loin de notre sujet.

(A suivre.)



