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MÉMOIRE
SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE
(SUITE),

PAR M. PAUL P A I N L E V É ,
CHABGE DIÎ COURS A LA FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

CHAPITRE II.
DIGRESSION SUR LES TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES COURBES

ALGÉBRIQUES.

1. L'étude des transformations birationnelles des courbes algé-
briques ou des surfaces de Riemann a été l'objet, comme on sait, de
travaux considérables. C'est Riemann qui, le premier, en a montré
l'importance, et ses idées ont été développées depuis lors par un grand
nombre de géomètres : Clebsch, MM. Nœther, F. Klein, etc.

Un des problèmes les plus intéressants qui se rattachent à cette
étude consiste à former toutes les substitutions birationnelles qui trans-
forment une courbe algébrique en elle-même ou en une autre courbe
donnée. M. Scharwz ( j ) a montré que, si le genre p de la courbe est,
supérieur à l'unité, il ne peut exister de telles substitutions dépendant
d'un paramètre arbitraire. M. F. Klein a complété ce théorème, en indi-
quant que ces substitutions sont alors en nombre limité. Sa démonstra-

(1) SCHWAR^;, Journal do Crelle^ t. 87.
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lion, qui repose sur les propriétés des groupes, fuchsiens, se trouve dé-
veloppée dans un Mémoire de M, Poincaré (1), Mémoire qui renferme
en même temps une applicat ion du théorème à l'intégration des équa-
tions différentielles du premier ordre, dont Fintégrale générale n'a que
des points critiques fixes. Plus récemment, M. Hurwitz (2) a étudié les
groupes de subst i tut ions birationnelles qui transforment en lui-même
un domaine algébrique. Enfin, ces proposit ions ont été étendues par
M. E. Picard (3) aux transformations birationnelles des surfaces.

Je me propose d'établir ici, au sujet des transformations simpkm.eni
rationnelles des courbes algébriques, certains théorèmes qui corres-
pondent aux précédents ( / < ) .

Soient

(1 ) /(y^)=o,
(^) F(j^)=o

les équations de deux courbes indécomposables, la pmnicre de genre
p et de degré n en z, la seconde de genre // et de degré n' en ^.

Supposons qu'il existe une substitution rationnelle permettant de
passer de (i) à (^) :

_ ( y==y(yi, ^i)=^o+^i^i4-..»+^^i5^
{ s =, ̂  (yi, ̂  ) = b, -h &^^-...4» b,^ ï z^-

Lesa^ bj désignent des fonctions rationnelles dej, et les fonctions o
et ^ sont telles que le point (j, s) parcourt la courbe (i) quand le
point (y^ ^) parcourt la, courbe (a). Autrement d i t , à un point de
(2) correspond rat ionnellement un point de (ï), mais la réciproque
n'est pas nécessairement vraie.

En premier lieu, je dis que y et ^ ne peuvent renfermer algébrique-
ment un paramètre arbitraire t, si le genre p de ( ï) est supérieur à
F unité.

0) H. POINCARÉ, Sur un théorème de M. Fuc/i^ {Àcta mathcmatica, t. VJI1).
(2) HÏWWITZ, Nachric/uen von der Uniwdtât m Gœttwgen, %o avril 1887-
(3) E. PÏGAKÏ), Théorie des fane liûns cd^ébriqueff de deux varwb les (Journal de Mat/ié-

matique.^ 4° sério, t. V; 1889).
(4) Toir à ee sujet âne Nofco Sur les trcmsformcdians rationnelles des courbes cdgé'-

briques (Comptes rendus de l'Académie dw Sciences, octobre 1887).
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Pour le voir, il suffit: de répéter le raisonnement par lequel M. E. Pi-
card (^ ) démontre le théorème de M. Schwarz.

Soit î i ( y , s) une intégrale abélienne de première espèce de la
courbe (i)

^)=/piL .̂

Donnons au paramètre £ une valeur quelconque, et remplaçons dans
J/, y et z en fonct ion de y, et ̂  d'après les équations (3). L'intégrale
J/ devient une intégrale de première espèce de la courbe (2)

[^(y^)= r^'^'^dr^s^^^}
( 4 ) / J v "
' \ . rPi(ji^i) / , . rP.(yi^-i). , ,. fP^ri^i),^^ = Ai f —^——— dy^ + As 1 ——-——— d)\ -4- ... 4- A// 1 ——p7—— .̂/i

»y -•s i </ • •Si <-' ^ i

A priori, les coefficients À, , Àg, . . . » A^ peuvent dépendre algébri-
quement de /, puisque o et ^ sont supposées fonctions algébriques de
/; s'il en est a ins i , un au moins de ces coefficients devient i n f i n i pour
une certaine valeur ^ de î. Laissons constants y, , .̂  dans le second.
membre de l'égalité (4) et faisons tendre t vers ^* Le point (y, s) s<î
déplace sur la courbe (i) et tend vers une position limite (y\ ^ /); par
sui te , le premier membre de l 'équation (4) reste fini , pu i sque J; est
une intégrale de première espèce. Au contraire, le second membre
croît indéf in iment . Les À/ ne sauraient donc dépendre de L

Nous avons dit toutefois que le second membre de (4) devait croître
pour ^ = = ^ 0 indéfiniment. Il convient de le démontrer d'une manière
plus précise.

Supposons que À^ soit infini p o u r < ? = ^ o » d'ordre p-p et appelons p.
le plus grand des nombres [j^-. On peut écrire le second membre de (4)

——, (^ .r̂  À^ +...+).;, J;,.),
\i — & o / '

les ^ restant finis pour / == ^ et n'étant pas tous nuls.
Donnons à y^ ^ des valeurs qui, pour t=t^ n'annulent pas le

(1) E. PICARD, Mémoire .wr les fonctions algébriques clé deux variables (loc, cit.).
Ânn, de VÈc. Normale. 3e Série. Tome VÏÏL — AVRIL 1891. l4
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facteur de ——.—• Cela est, toujours possible, sinon les p' intégrales
( // ——- / /<) ^' . 1 / C.,

,r vérifieraient id<;mtiquemenl une relation linéaire et homogène a
coefficients constants, et ne seraient pas indépendantes. Dans ces con-
dit ions, le second membre de» (/i) croî t indéfiniment quand / tend
vers ^.

Diaprés cela, rions pouvons écrire

( 5 ) 'My^l^,..,: î!li:̂ ^^^^^^^ r / y ,

et, de môme, en considérant nne seconde intégrale ahé l i t ^nne de Drt1"-
n'iiere espèce J^ de (i),

( (}} Îz .̂fl̂  ,.-, ̂ Jî lLlii.ijI,̂ ,:.;,.:,:'̂  ̂ / p/''( vî 1 ^) t { .

(Dans ces égalités, les Ay, [Xysont des constantes.) D'on, en divisant
membre à me ml) ri:*,

^ÂZi^l..-.- ÎL&tijl:!̂ .̂̂ ^^^ 1 5 ' )
^'À-t./, .s ) " 1 ' 1 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' ^ i^itji,' ̂ i ̂ ^ ̂ ^j^'^-y^'^y^ -

Laissons (ixe le point (y<, 5/) et fa isons varier / : le point (y, z}
décrit la courbe (1) et vérifie la relation

P/(j.-, ^) .+.//i^(^ ,:;)-: o,

oii A est une constante, ce qu i est impossible, les deux polynômes P / ,
Ph correspondant à deux intégrales J d is t inctes .

Les subst i tut ions rat ionnelles (3) ne saura ient donc renfe rmer algé-
br iquement un paramètre arbitraire, ! c. Q. F, n.

Cette proposition établie, nous a l lons examiner successivement les
cas où le ^enre de la courbe ( î ) est n u l , égal à l ' u n i t é , ou supér ieur a
l 'un i té .

Auparavant , je ferai la remarque suivante :
Quand on connaît une subst i tu t ion r a t ionne l l e q u i transforme une

courbe 'donnée en elle-môme, on peut en dédui re d'autres q u i jouis-
sent de la même propriété.
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Soit, en effet,
( y=?(ji, ̂ ),w ( z=^(r,,z,)

u n e t e l l e s u b s t i t u t i o n . Remplaçons dans les égalités (3) y ^ par
?(".y2» ^li) e^ z } P^ '-Ky2» ^T nous aurons

\ r=?j(j2, ^2),
( z =^(72, ^a).

Quand le poin t (y^ s^) parcourt la courbe (i), le point (r,, ^.,) et,
I')ar s u i l e , le po in t (y, -s) parcourent la même courbe. Les égalités (3)'
clé f i n i s s e n t donc une t ransformat ion ra t ionne l le de la courbe (i) en
e l l e - inême. On en obtiendra une nouvel le en remplaçant, dans les
é q u a t i o n s (3)\ j^ et^ par ^(y^ ^3), ^(y^ z ^ ' 1 • - - • on trouve amsi

u n nonil)re indé f in i de transformations, à mo ins qu'on n'arrive à. la
t ransformat ion

jrrj/,, ^==^.

Plus généralement , supposons que la subs t i tu t ion (3) permette de
passer de la courbe (:r) à la courbe (2). S'il existe une subst i tut ion
r a t i o n n e l l e

J=OT(Y,Z),
,^%(Y,Z),

qui t r ans fo rme la courbe (i) en elle-même, en remplaçant Y par
^ ( y , , ̂  ) et Z par ^(.y,i, Z i ) » on obtient une nouvelle substitution qui
t ransforme (î) en (2).

De même, si la substi tution
y^ =: TO-I (YI, Zi),
^^^(Y,,Z,)

t ransforme la courbe (2) en elle-même, quand on remplace, dans les
égalités (3), y , par ^ ( Y , , Z ^ ) et z , par ^(Y. ,ZO, la substitution
transforme (i) en (2).

Toutes ces remarques sont analogues à des proposi t ions connues de
la théorie des transformations hirat ionnel les . Mais il convient de
signaler une différence importante : Étant donnés deux systèmes de
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subst i tut ions qu i t ransforment la courbe ( i ) en la courbe (2), on peu t
toujours passer de l 'une à l 'autre par une transformation birafcion"-
nelle qu i transforme la courbe ( ï) ou la courbe (2) en el le-même.
Ceci n'est plus vrai pour les t ransformat ions s implement ra t ionnel les .
Connaissant deux transformations ra t ionnel les de la courbe (i) en la
courbe (2), on n'en saurait dédu i re une t r a n s f o r m a t i o n r a t i o n n e l l e de
la courbe (i) [ou de la courbe ( 2 ) ) en elle-même, a moins , t o u t e f o i s ,
q u ' u n e des t ransformat ions ne soit b i r a t i o n n e l l e .

J 'ajoute que, si l'on étudie les t ranstbrmations ra t ionnel les d ' u n e
courbe en une autre , il est loisible d 'efÏectuer sur les deux courbes
n n e f ra n s fo r m a t i o n 1) i ra t i o n n e 11 e q a e 1 c o n q u e.

2. Cela posé, supposons d'abord que le ^enre/^ de la. courbe ( i ) soit
nul. On peut écrire

(7) j-^tO. z - h ( t ) ,

avec
t,,:::.-, /.{y^),

^\ À, k étant des fonctions rationnelles,
D'après les formules (3), / sera (onction rationnelle de y ^s^ et,

inversement, si t est une fonction rationnelle du point analytique
(V t , ^ ) , les égalités (7) définissent une correspondance rationnelle
entre les deux courbes.

On peut toujours passer d'une courba (le ^enrc o à une courhc nuol-
('o/K/ue par une infinité de ml)SUÏuli()m rationnelle; ce^ substitutions dé-
fendent d'une fonction rationnelle arbitraux du. point (y,^ ^) de la
seconde courbe.

Si la. transformation est birationnelle, le genre de (2) est également
nul;y^ et ^ s'expriment rationnellement en ^; t doit être (onction
rationnelle de ^ et réciproquement, c'est-à-dire que

^.4-(3^^yT^'r
Passons maintenant an cas où p ^ ' r , et ramenons la courl)e ( ï ) à la

forme ^^^••:r^n^zjî^^
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L'égalité (5) devient

dy _ \ P,( rt,^)+À,P,(y,,^) -+-... -h VP;.(j^i) .^-_=:̂ _~ — ——————————————-,——————————————— ciy.^(5 / ) ^_^^_^ -^

H(.ri^i)^'i.
La fonction de y,

^^^(ji^i)

doit vérifier l 'équation (5'), et inversement, quand l 'équation (S') ad-
met une intégrale algébrique ,y(ji), qui s'exprime rat ionnellement
en /y, y z.^ cette intégrale cp(y , i ,^) correspond à une t ransformation
ra t ionne l le de ( ï) en (2). Posons, en effet,

r==9(j.i,si);
il vient

.̂:::. ̂ :̂:̂ ^^^^ ^ ̂  ^^^^^^ A^^^^^^^ ^ ̂  (^ ̂  ),
^Vl ^l 1 1 \ Jl î ^lj " + • • • • "T- /^/ 1 /,' (, ̂  i, ^ i )

^ é t a n t ra t ionnel e n j i » ^.
Si l 'équation C:')'') admet une telle intégrale, J^ a toutes ses périodes

de la forme
in o) -+• il c»/,

m et /z désignant deux entiers.
Inversement, si les périodes de J^ se réduisent à deux. co et a>\ la

fonc t ion e l l i p t i q u e snp^, dont les périodes sont co et o/, est une fonc-
tion rat ionnelle de (y^ , z ^ ) , quand on y remplace t par J ^ ( y i » ^ i ) » de
même que cn(x/ ' , àn[j.t. Si donc^ 2 désigne le module de ces fonctions
ell iptiques, il existe une s u b s t i t u t i o n ra t ionne l le

Y =9 (7^0,
Z •=^<L(y^Zt),

qui permet de passer de la courbe

/ ^ ( ï ^ Y ^ t i — ^ Y 2 )

h la courbe (2) et q u i vérifie l 'équation

t clY » , , . ,- —==:===:.=^^ ^= H (r i , ̂ )^i.^ ^/(ï »„« Y ^ X ^ — ^ Y ^
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Comparons cette équation à l ' équa t ion (S'). Si, elle admet une inté-
grale y ra t ionnel le en y,, ^ , , en a p p e l a n t a, 3 les périodes de Pin te"
^rale

r^..^..AL
J ^.'-.r^c»~^)( '~^r)

r,) ::-:= / / /a -h- //a^

^^:.ni'a' ̂  n'a',

ce qui nous montre que Y est liée h y par l'égalité

j:=o,(Y),

qui définit une transformation d'ordre quelconque v des fonctions cllip-
tiqiies : /•2 est lié à .z*2 par la relation qui correspond a cette valeur
de v.

Si l'équation (5') admet une intégrale algébrique en y^ ^, ois a

m y, ""|- //. <y.'
r

r dés ignan t un ent ier .
l^osons donc;

t
y ̂  su -- ? T^ "̂  S î î <î ;

y] est une fonction ra t ionne l l e de v^ ^^; y est l i é a TJ |)ar la r e l a t ion
q u i donne sn- en fonc t ion de sîW. 11 su f f i t de m u l t i p l i e r par r i e se-
cond membre de (S') pour que son intégrale soit r a t i o n n e l l e eny^ s:,-

En défini t ive, pour que la courbe (î») soit la transformée r a t i o n n e l h *
d ' u n e courbe de genre (î), i l f a u t et i l suff i t q u ' u n e des intégrales J^
de première espèce de la courbe (2) î'fait que deux périodes dis-
tinctes.

Pour que la courbe (2 ) soit la t r ans formée r a t i o n n e l l e d ' u n e courbe
donnée ( i ) de genre ï , i l f a u t de plus que, pa rmi les in tégra les l\ \
deux périodes, il en existe une dont les périodes co et co' sa t i s fassent \.
la c o n d i t i o n

a 'm (»} -h ri r>)'^ ̂  ̂ ^^.^..^ 5
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a et [3 sont les périodes de l ' intégrale de première espèce de (i),
w, /?., m^ /^ des entiers.

La quest ion qui, nous occupe ne diffère donc pas du problème de la
réduc t ion des intégrales abéliennes aux intégrales el l ipt iques. Je ren-
voie, pour cette ques t ion , aux travaux bien connus de MM. Weierstrass,
E. Picard, Poincaré, etc.

On peut décider algébriquement si. la courbe (2) est une t ransfor-
mée d/ordre v d 'une courbe de genre ï : j 'entends par t ransformation
d'ordre v une transformation (3) telle qu'à tout point (j^) de ( ï)
correspondent ^ points ( j^ , z ^ ) de (2). M.ais (m ne sait pas, en général,
dé terminer u n e l i m i t e supér ieure de v.

Le genre de (2) est au moins égal à ï , puisque cette courbe pos-
sède une intégrale de première espèce. Si ^ /=i , on peut ramener la,
courbe (2) à la forme

^ = ̂ -^Y^-Tc^,

et l'équation (5') s'écrit

dy _ }. dy^
^^^^.^^ ^ ̂ ^^^^

On retombe ainsi sur le problème de la transformation des fonctions
e l l ip t iques . Pour qu 'on puisse passer rat ionnellement de ( ï) à (^2), i l
f a u t et il suff i t que k^ vér i f ie une des équations modulaires relatives
à P.

Ceci, a l ieu en par t icul ier si k == / € . . I l v ient , en fa isant A === -1-?1 [J-
»,„.„„..„....„..„..„ ^2L.., , ^ . =: ___-^Zj____ .^^^^^^ ̂  ̂ ^^^ .

on doit avoir
y. G) == m (f) -h fiw,
p^}1 -=: m' w + ri'G)'\

Si l'on pose

on trouve

h) .Q— == .a -l- ï u ^
r<)

^ ̂  m 4- n a H- <"̂  p =: /?/ -h m7 ̂ -p - ̂ ^ ̂ ^Qi
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ou bien

( a ) ^ ( a2 + (3^ ) -h /^ =- <:>,
/ m'a

( ̂ ) ,̂ .+, ,/ y. -„ ^ ,...,.» .̂ ^ =.: 0.

Dans le cas général, a2 -+- ̂  est i ncommensurab le ; Fégali (é (a) exi^'e
que /ri' et //. so ient nu ls , et Fégalité (&) que rn = n\ On a alors

,.tt.̂ —: /^ •":': n

et. on peu t écrire
y :1..:-:;,:.: sî^1,
;»'.) "•1""*: s n ( / / ^ . ^ 4- (î) ;

y, est donné en (onction ( lej et de v ( ï —^^( ï — Py2) paî* les (or-
r n u i e s d e m u l t i p l i c a t i o n et d ' a d d i t i o n des f o n c t i o n s e l l i p t i ques .

Dans le cas par t i cu l ie r ou (a2"^-^2) csl coinrnensnra l ' ï l t* , i l peut
exister d 'autres t ranstormatious de la courbe (x) en elle-rnêine. On voi t
immédia ten ien t que, si (or + ̂ ) et a sont deux nombres commensu-
râblés ( au t remen t d i t si a et p2 sont commeusurables) , i l existe u n e
i n f i n i t é de t r ans fo rma t ions ra t ionne l les de la courbe ( i ) en e l le -même;
ces t ransformat ions correspondent a u x valeurs des nombres w, n,m.\
///, a obtenues de la m a n i è r e s u i v a n t e :

Ou pose
s<il-4-^-:^ ^

( - 5 — étant irréductibles L et on prend pour n un mul t ip le quelconqiuî
f cf . . \des entiers d, d1 ( ou d^ ;-1 si <^est p a i r ) * Appelons I) le p lus peti t con'ï-\ 9' ^ /

m u n multiple de ces doux nombres; on a

( (V \H =: v 1) r::; qd .""= f/1 d1 ou ff1 •"— ) ;
2 /

on fait ensuite

et
m' == — f'/c

m == ^/-}-' a^^c^ (ou rn :"-:':: n' 4- r/'' c1\ si r/7 est pair);

l 'entier •n! est choisi, arbitrairement.
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Les nouvelles transformations dépendent de deux entiers arbitraires
v et n' et se confondent avec les premières pour v == o. Cette classe
exceptionnelle de courbes de genre ï correspond aux fonctions ellip-
tiques qui admettent la multiplication complexe.

En, résumé, une courbe de genre Ci) se laisse toiij'ours transformer en
elle "me rne rationnellement d'une infinité de manières. Ces transformations
dépendent d'un paramètre C et d'un entier [j, arbitraires. Quand le module
k2 de Ici courbe est un module singulier pour lequel les fonctions elliptiques
admettent, la multiplication complexe, ces transformations dépendent d'un
second. entier arbitraire.

Si la transformation, est b i ra t ionne l le , À = = = i , et la transformation
ne dépend p l u s , comme on sait, que de la constante arbitraire C. On
obt ien t toutes les t ransformations rationnelles de la courbe ( r ) e n elle-
même, en opérant la subst i tut ion Mrat ionndie la plus générale sur
toutes les s u b s t i t u t i o n s ra t ionnel les obtenues en laissant constant le
pam'nètrc C.

Ce p o i n t é tabl i , supposons qu'on ait trouvé une t ra i i s format ion
ra î ionDel le de la courbe (î) en une courbe (2) de genre//. On peuten
d é d u i r e une i n f i n i t é d'autres qui dépendent d'un, paramètre et d'un
e n t i e r a rb i t ra i res , en se servant des transformations de ( î) en elle-
même. Dans certains cas, la substitution la plus générale qui transforme
(1) en (2) renfe rme d'autres entiers arbitraires, mais elle ne saurait
dépendre d'un second paramètre (Y cont inu.

Pour le voir, revenons à l 'égalité

(^) ^,. ^ ̂  . __. .- ^1^^11^)JLL„1±A^^ r i r i^^^.^^^^^^ ^

Les A, sa t i s fon t aux ̂  égalités

}^W\ -+-}.2^J 4-. . .-h^'O)]^ :==Wiû) -r-^iC».)',

}.iœ^+ A^)J^ -4-, . .4- l^ùy'^ m^p'w -}- n^^.

Dans ces équations les o^, . . . y ^pl désignent les 2// périodes élé-
mentaires de J^ , les m/, n^ des entiers*

Admettons qu'on ai t trouvé un système de nombres m,, n, pour
lesquels les équations précédentes soient compatibles. Ces équations

Â/ui. de Vkc. Normale. S" Série. Tome Vïï l . — AVRIL 1891 . 1 ^
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ne sont pas indéterminées, sinon on pourra i t se donner arb i t ra i rement
au moins un des X, et les autres en dépendraient a lgébr iquement , ce
que nous savons absurde (!1). D'autre part , les }̂  une fois déterminés,
l ' équat ion ( ^ r ) d é f i n i t une t rans format ion (3) q u i ne con t i en t que la
constante C. C'est donc le seul paramètre c o n t i n u q u i f i g u r e dans la
t r ans fo rma t ion la plus générale.

Nous arrivons ainsi aux conclusions su ivantes :
On ne peu/ passer mUonnellernent, en général, (F une courbe de ^enre i

à une courbe de genre p\ Une telle transformation, c/uand elle existe,
dépend d'une seule constante et d9 un e/itier ou de plusieurs entiers arbi-
traires (en nombre au plus e^al à ^p')'

3. J'ai insisté sur le cas de p = i pour bien marquer les dilIÏrences
essentielles qui le distinguent: du cas où p est quelconque, (lue nous
allons maintenant étudier.

Tout d'abord, // est au moins égal hp, car les/? intégrales distinctes
J/ de première espèce relatives à (;r) se transforment enp intégrales
distinctes de première espèce de la courbe (2),

Si p- désigne l'ordre de la transformation (3), il est mémo faci le
d'établir une relation entre [x, p et //.

Soient en effet w et m'les degrés dos courbes (i) et (2), et considé-
rons toutes les courbes G, de degré (m — 3), qui passent par les points
doubles A. de la courbe (t). Ces courbes adjointes ont pour équation

AJV(y, 5)~-hA,S>,(r, z) +.. .-h A^(j, ,c)—o.

L'une quelconque do ces courbes se t ransforme par la subs t i tu t ion
(3) en une courbe adjointe (7 de (^) , ainsi q i f î l résulte des théorèmes
établ is dans le premier paragraphe.

Une courbe C rencontre la courbe ( ï ) en^^p — 2) points , d i s t inc t s
des po in t s A. D'autre part , à chaque po in t (j<, ,^) de (2) correspond

{ l ) Ceci nous moniro que le déton'ninaril dos cooffitôicnlB des X est (IHféront (:!o zéro an
moins pour un système do p' dos équations précédentes : par exemple, pour celui den p'
premières équations. [Autrerneni, d'ailleurs, il existerait des intégrales do première espèce
.r de I<Ji courbe (a) sans périodes.] Une fois connus les %// onUcr.s w'i, //i, . * . , mp^ iip'^
les X sont donc déterminés, ïl on résulto que la transfonnalkm ,(3) nô Hauraîfc dépendre
de plus de îp' cm'ticrs arbitraires (en dehors'de la constanle C).
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un seul point (j, -s) de (i), sauf pour des points (y, ^ /) exceptionnels,
et à chaque point (j, ^) de ( r ) correspondent p. points (j^, ^,), sauf
pour des points (y, z ' ) exceptionnels. Choisissons donc une courbe C
qui ne passe par aucun de ces points (y, ^/) : aux (2? — 2) points
communs à C et à ( i) correspondent (2? -— 2)[x points communs à G'
et à (2). Ces points sont distincts; autrement, à un point (ji, ^cor-
respondraient plusieurs points (y, z); il en résulte qu'on doit avoir

/ y — i
( ^ p -,-. ^ ̂  ĵr. •^<3,p' — 3, ou b i en p. ~==- ——- •

Ceci nous montre, comme nous le savions déjà, quep •==p' si (^ == i,
mais aussi que la réciproque est vraie : toute mbstùulion rationnelle
nui transforme une courbe en une courbe de même genre est nécessaire-
ment bircilionnelle (1 ).

De plus, si (j/— ï ) est un nombre premier, la courbe (2) ne saurait
être la t ransformée ra t ionnel le que d'une courbe de genre 2. SiQr/-- ï)
admet des diviseurs, p — i doit être an de ces diviseurs. Enfin, [J. ne
peut dépasser//— • r .

Nous allons démontrer ma in tenan t qu'il n'existe qu'un nombre t ini
de subst i tut ions (3) permettant de passer de la courbe (ï) à la courbe
(2), quand/;» est supérieur à i.

Nous savons en effet qu'une telle subst i tut ion vérifie l'égalité

'rl0^^2}l^^Pa (y, s ) 1 ̂ P^ (y i,s0

Cette équa t i on , j o in t e à l 'équation (ï), détermine algébriquementr
et z en fonction de j i , ̂ . Par exemple, si on é l imine z, il reste une
équation en y, y^ ^. Quand on exprime qu'une racine de cette équa-
tion est fonction rat ionnel le du. point y , , z, de (2)

y rr ffy (ji ) + ^i .^i -+-...+ a^z^

et qu'il, en est de même de z, on obtient un certain nombre de condi-
tions algébriques entre les 7^ [A,. Si ces relations sont incompatibles,
il n'existe pas de substitution (3) répondant à la question. Si. elles

( ï ) Cette proposition a déjà été établie par Weber (tournai de Crclh, 1879).
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sont compatibles et déterminées, il existe un nombre fini de telles
transformations. D'autre part, elles ne peuvent être indéterminées;
autrement, une inf in i té de subst i tut ions, dépendant algébriquement
d'un paramètre, transfornieraient (i) en (2).

La démonstration, a ins i présentée, ne comporte pas d 'exception.
Nous allons toutefo is en indiquer u n e seconde, qui met en évidence
quelques particularités intéressantes.

Parmi les courbes C adjointes à ( ï ) , choisissons-en deux qui. a ien t ,
sur (r) , un p o i n t commun et m seul. La chose est toujours possible
quand (i) n'est pas hypere l l ip t ique . C'est là (in fait bien connu dont on
se rend compte aisément a ins i :

Quand il n'existe pas deux courbes G répondant à la courbe imposée,
c'est que toutes les courbes G passant par un poin t M'( de (Y) ont avec
cette courbe au moins un second point commun N< (er/dehors des
points multiples A), Par suite, toutes les courbes G qu i ont un p o i n t
fixe M., sur la courbe (i) ont , par le (a i t même, un second p o i n t f i x e N,
sur cette courbe.

Assujettissons les courbes G à passer pa r ( / ? — 2) po in t s fixes M^
M^, . • . » M^,,,, pris sur (.1) en dehors des points A. L'équation du f a i s -
ceau de courbes ainsi obtenu est de la. forme

!{+ /S ::;,..: o,

et ces courbes ont s u r ( i ) (p - a) autres points fixes, N ^ , N,, , . . , N^.
Quand avarie , le nombre des points variables de l ' i ï itersoction de (V)
et de (G) est

m{m. — 3) — [{m — i) (m...- ^) — ^p + ̂ p „.....,-, 4:],::,: a.

Les coordonnées de ces deux points d ' intersection sont données par
des équations de la forme

avec cette condition

j1::;.:̂ ) ^h ( t ' ) ^i(ï),
z l•^^(^+Aî(/)^R iIïJ,

/„ . . , . , „ . . „ R(7^)'" ̂ y^r
c'est-à-dire que la courbe (1) se ramené, par une transformation bira-
t ionneife^ à la forme hyperelliptique,
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Inversement, quand (i) est de l'espèce hyperelliptique, deux courbes C
n'ont jamais un point commun avec (i) sans en, avoir un second.

Il suffit de vérifier le f a i t , en supposant l 'équation de (i) ramenée à
la forme

T=/!îr^)î

les courbes G sont alors décomposables en droites
i == /o,

et si Pune passe par le po in t ( ^o , ïo ) de (i), elle passe aussi par le
point ( l , , -To).

Supposons donc, en premier l i eu , que la courbe (i) ne rentre pas
dans cette classe exceptionnelle, et soient

il(j^)=o, K(,y^)=o

les équations de deux, courbes C qui. ont sur la courbe ( i ) un point .
commun et un seul M'o ou (j^, ^) (en dehors des A). Ces deux équa-
t ions peuvent s'écrire

l\(j^)~I:\(j^ )=o,
p,(^^)^p^^^)=o,

P:}, 1\, Pi é tan t l inéa i rement indépendants, ('kn'nme nous l 'avons dé-
montré, la subs t i t u t ion (3) vérifie les égalités

( Pa ( r, ̂  ) î P î. ̂ i )Jiiirt-̂ ^̂^ ^̂ .̂ ,.̂ ^ ,,,, ̂ ^^^^ ̂ ^ ^ .+Â;,(ji, 3,)'

j iv ̂ z ) _ ^1ly!̂ M±_dly^^
l J^Tr7ï) '~ ^iP^(7i, ̂ 0 4-. . .+ À^(yi, ,^)1

(^

ou les X;, [j^, ^^ sont des constantes convenablement choisies.
Pour toutes valeurs d e s y ^ , .Si vérifiant l 'équation (2), ces deux.

équat ions (8) doivent être compatibles avec l 'équation (i). Si nous
exprimons qu'il en est a insi , nous formons un, certain nombre de con-
ditions algébriques auxquelles doivent satisfaire les "X, p., v.

Pour tout système À, pi, v (1) répondant à ces condit ions, les équa"

( i ) Nous supposons écartées les solutions où
^ _ lii _ .̂
Xy w ,̂ """ -</ ?

et aussi celles où les X, (A, v sont nuls.
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f i o n s (8) e t ( i ) ont au, moins une solut ion (,y,^) commune . Ce po in t
y , z varie avec;^, ^, sinon on aura i t cons tamment .

^^I^(.F, , .^) î^ro-o).̂ .̂ .̂ ^^^ ,,,„. ̂ .̂̂  ,,,. ̂

et les polynômes P^ vér i f iera ient une re l a t ion l i néa i r e et homogène
dont les coefficients (cons tan ts ) ne sera ient pas tous n u l s .

D'autre part, les équa t ions (8) et (î) ne peuvent avoir , pour un
poin t quelconque de (2) (j^, ̂ ), p lus d ' u n e s o l u t i o n (y, ^) commune ,
puisqu'el les n 'ont q u ' u n e so lu t ion commune pour les va leurs (";y,, ^,1 )
qu i cor respondent à (.Vo^o )•

Les valeurs (;v, ^) de cette so lu t ion c o m m u n e s ' expr iment donc ra-
t i o n n e 11 e m e n t e n 1 b n c t i o n d e y \ ' z ; k

j 'ajoule que deux systèmes d i s t inc t s de solut ions A, [x, v correspon-
d e n t à deux t r ans fo rma t ions (3) dis t inctes . Eu d i san t que les d e u x
sys(em,es (1, (x, v), (A', p/, v') sont d i s t inc t s , f e n t e n d s que les "A, (,x, v
ne sont pas respec t ivement | )roportionnels aux //, (x^ v'.

En et îet , si les deux, s u b s t i t u t i o n s ('3) c o ï n c i d a i e n t , on a u r a i t

/ *P , , ( r , ^)^ _ C Ï À / I ^ / r y l , .31)^, „ ("^"Â'/S^/f.:),,.-,')^,

ident i té qu i exiû;e (îue
" 1 <:^::-1:•1.,C/}.;.

On verrait de même que
(^/=: (7 .̂;,
l:y/ :,::.: (.y^;.

Donc à deux systèmes À, (x, v distincts correspondent deux substi-
tu t ions (3) distinctes.

I l en résulte que les relations qui l i en t les rapports des ^, ;x, v sont.
ou incompatibles ou, déterminées. Ces relations, qu i sont algébriques,
ne sauraient admettre q u ' u n nombre f in i , de solut ions : i l n'existe
donc qu 'un nombre f ini de subst i tu t ions (3) t r ans formant (11) en (2),
et la méthode précédente permet de les calculer a lgébriquement .

4. On peut donner 'p lus de symétrie au ra isonnement employé en
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i n t r o d u i s a n t la courbe gauche à laquelle M,. Nœther a donué le nom
(le courbe normale.

Regardons les p quan t i t é s

FiL^^ P.OV^ .— 1^0^)

comme les/? coordonnées lîornogènes d'au certain po in t N dans l'es-
pace à ( p —• ï ) d imens ions . Quand le point (y, ^) décrit la courbe ( i ) ,
le p o i n t N décr i t une courbe gauche F dans l'espace à ( p — ï ) d i m e n -
sions. Cet te courbe F est la courbe normale attachée à la courbe (ï ).

A chaque po in t (y, z) de ( ï ) correspond un point de F et un seul.
Réciproquement , si la courbe ( i ) n'est pas hypere l l ip t ique , à chaque

po in t de F correspond un poin t de ( ï ) et un, seul.
En e f ï e t , soient

1^ 1\ „ p/'a ï "1-1•1:1:•: —, ^a ̂  ,r » " • ? ^-1 — pl ï i ï î ï

les rapports dos coordonnées lîornogènes d'un po in t de F, Les
courbes C,

l\...-.ail\ ^o,
l\—^l\ :r::o,

ont ("en dehors des points A) un point commun M s i tué s u r ( î ) et un
seul; au t rement , toutes les courbes C qui ont un point commun s u r ( i )
en auraient par le f a i t même un second, et la courbe serait hyper-
e l l i p t i q u e .

D'après cela, i l y a une correspondance b i ra t ionne l le entre les
courbes (ï) et F.

Remarquons que la courbe F n'est définie qu'à une t r a n s f o r m a t i o n
l'i o m o^; ra p 11 i q u e p r e s.

Si Fou é l i m i n e (y,-s) entre les égalités q u i exp r imen t les p coor-
données P/, on ob t i en t {p - a) relations homogènes entre ces coordon-
nées. Ces relat ions, que nous appellerons les relations (a), sont les
équat ions de F.

' On peut de même attacher à la courbe (2) une courbe gauche F de
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l'espace à (// — ,1) d imensions , déf inies par ( p — 2) relations homo-
gènes entre les P/, relations que nous désignerons par la lettre (?).

Admet ions q u ' i l existe une subs t i tu t ion (3) transformant (ï) en (2).
Les P/ d e v i e n n e n t des fonc t ions dey^ z^ qui c o n t i n u e n t à vérifier les
re la t ions (a) ; d'autre par t , on a

P2 ( y^ ) „„„..,„.. i^ ̂ \ ( .ri --'ï ) + y- ̂  ( •>'i -' ï ) ••-ï-1- • . • -+- /v < 'p' ( .n.z ï )
SM^) 11"1' •"—1~11•1••1••11^^^ ^

î̂ - i? -.- ^ '^ (.')/'-^ ) •4"- • • -41-" ̂ p^^y^ ^ )Pi 01^) 1 " 1 ' 1 1 1 1 " 1 " ^i i>^^ "

On voit donc <,(ue les coordonnées d'un point de la courbe I' s'ex-
priment hoïTio^rttplîiquernent en l'onction des coordonnées d'un point
de r.

Analytiquement, on voit qu'en reniplaçani dans les équations (a)
les P/ par des (onctions linéaires et homogènes des ?'• Clés coefiicients
étant des consta nies convenablement choisies), les ( p — ^} relations
entre les 1^ ainsi formées doivent éire des conséquences des relations
([ii). (le (ait s'expriîïwni par des relations algébriques entre les À, a,v.

lî iversernent, quand les points de la courbe 1" correspondent borno-
gl'apiliquegiientaux. points de .r, par des (brnuib.is t r^ l lc îs que

|) ,.„„„„., ') g ) ' , •) l > ' ï ï ') jvi K -,...-.. f^l ,1 •-+"• /.^.I, ^ +•. . . -•h /.//A /,,

celte correspondance horoograpilique d é f i n i t tine subs t i tu t ion rat ion-
nelle t ransforrnant la courbe (î) en la courl)e (,2).

Dans ce cas, en of Ïe t , à chaque poin t de (2) correspond un et seul
point de (F'), à chaque point de F' un et seul point de F, enf in à
chaque po in t de F un et seul p o i n t de ( i )* Chaque point (y, z) de ( î )
est donc défini , ra t ionnel lement en (onction, (Fun pomt ( ' y^^ )de (2 ) -
l.e raisonnement n'excepte pas le cas où la courbe (2) serait de l'es-
pèce- hyperell iptique..

Quand la substi tution (3) est biratiomielle,/) == p\ et la correspon-
dance hon'iographique entre les deux courbes (F) et ,(F') est réci-
proque,

Inversement, si/.» ==^ la substitution (3) est nécessairement bira-
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t ionnelle , caria correspondance entre T et? est réciproque : à un
point (j,^) de (ï) correspond un point de F, à ce point un point de
P, à ce dernier enfin un point (y^-sQ de (2), si cette courbe (2)
n'est pas hyperelliptique.

Ce cas, où (2) serait hyperelliptique, ne peut d'ailleurs se présen-
ter. Pour le voir, ramenons l'équation (2) à la forme

^=R(ji).

Les polynômes P^. ne renfermant pas ^, les rapports — s'exprimeraient
rationnellement eny^ , et comme les coordonnées (y, s) d'un point de
(ï) sont des fonctions rationnelles d e — ? elles s'exprimeraient elles-
mêmes rationnellement en fonction d'un paramètre. La courbe ( ï ) se-
ra i t donc de genre zéro, tandis que p est plus grand que ï par hypo-
thèse.

Nous sommes conduits ainsi aux propositions suivantes :
On ne peut passer rationnellement d'une courbe (ï) de genre supérieur

à î à une courbe hyperelliptique (2), si la courbe (ï) nesi elle-même hy-
perelliptique.

Toute transformation rationnelle qui permet de passer d'une courbe
(ï) de genre supérieur à ï et non hyperelliptique à une autre courbe ( 2) '
de même genre p est nécessairement Irrationnelle.

Ce théorème^ nous l'avons démontré plus haut dans tous les cas.
Pour qu'il existe une substitution rationnelle qui pey mette de passer

d'une courbe (ï) non hyperelliptique à une autre courbe (i^du même
genre p y il faut et il suffit que les deux courbes ( î) et (2) admettent la
même courbe normale.

Remarquons en passant que la méthode précédente fourni t un moyen
de calculer les modules d'une courbe algébrique ou d'une surface
de Riemann. Ces modales ne sont autre chose que les invariants de la
courbe F relatifs à la substitution homographique la plus générale.

Observons, au point de vue de la marche du calcul, qu'on peut
choisir P^ , Py, Ï\, liés par une des relations (a) :

H(P,,P, ,P3)=0.

Ann. de l'Êc. J^orm. 3" Série. Tome VIII. — AVRIL I^QX. • ï6
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de telle taçon que — s'exprime r a t i o n n e l l e m e n t en fonction de ~, —
Cette courbe H = o, de degré / ? - + - r , in t rodui te par Clebscb, cor-
respond b i r a t i o n n e l l e r n e n t à ( s ) et son équa t ion se calcule a i s é m e n t .
Si l'on pose

j > p
B 2 __ y 1 ;i ,„ yj:r — l » p —/^1 1 j j

pour que ( 1 } corresi)on(le rationnellement à (2), il faut et il suffit
qu'on puisse disposer des constantes À, p, v, de telle (aeon qu^n
fa i san t

2^P;.(yi,3,) S^.P;(.r,,5,), ,,„. ^ .̂̂ ^^^^^ , ^ ,,,„ .̂̂ ^^^^^^^
dans l'équation

IIi (Y,/).-.<),

l'équation ainsi obtenue soil une conséquence de

(a ) . F ( y 1 , ^ 1 ) :=:,(>,

5. Au lieu de faire usa^e de la courbe normale de M. Nœtber, on
pouvait avoir recours à certaines considéra (.ions indiquées par M; Poin"
caré dans le Mémoire déjà cité ( 1 ) .

Ecrivons l'équation des courbes adjointes C

A i PiCr, s ) 4- AJ^j^) +.. .+ A/, P^f^}— o

et de mérne, l ' équat ion des courbes ad jo in tes (7

' K , P\ ( y,,^ ) + < . . "h 'B^P^ y,, ̂ ) :::..:. o.
Soient

0 (Ai,A.â, - ,.,A.^) •„.:„::: o,
©,(Bî,B,,...,B^)r-:o

les deux relations algébriques et homogènes q u i expr imen t , la pre-
mière, que la courbe C est tangente à ( î ) , la seconde, que (7 est tangente
à ( 2 ) ^ ' !,

Désignons par ( y ^ " ) les coordonnées du point de contact de C et
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d e ( i ). Nous aurons
y=R(A,,A,, . . . ,A/0, •
z :=:R^(A.i,A,2, .. . , A p ) ,

R et R ^ étant deux fonctions rationnelles. Toutefois, cette dernière
proposi t ion cesse d'être exacte si. les courbes C ne peuvent avoir un-
po in t de contact avec (i) sans en avoir plusieurs. C'est précisément ce
qui arrive pour les courbes hyperel l ipt iques.

Supposons en effet que la courbe ( i ) soit h y p e r e l l i p t i q u e et ramenée
a la forme

^='R(.y).

Les courbes G ont alors pour équation

Ai -t- A;,.j "l-... -h A^j^-1 == o.

La relation © = o exprime alors que cette équa t ion a une racine
double en y. A tout système de A < , A^ . . . , A^ vér i f iant cette condi-
t ion correspond une seule valeur dey, mais deux valeurs de z :

Inversement , si toutes les courbes C tangentes à la courbe (i) ont
avec cette courbe plusieurs points de contact, la courbe est hyper-
e l l ip t ique ,

Soit en eflet M un point de contact de (i.) et de C. Par hypothèse,
toutes les courbes G tangentes en M à la courbe ( r ) ont avec cette
courbe au moins un second point de contact N. ,

Je dis en premier lieu. que ce po in t N est le même pour toutes les
courbes G tangentes à (i) en M.

Pour le voir, désignons par(yo,^) les coordonnées deM\ par(7,^)
celles de N.

Le point (yo, -So) é1^ un P010'1 ̂  contact de (i) et de C, ses coor-
données sat isfont aux égalités

Ai P, (yo, .^o) -+-. - -+- Ap Pp (./o, ^o) = o.

A. dî^^ ̂  .. ; + A, dp^^^ = o.Al cl y p ci y
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Le symbole
^iMjo^o)

r/^

représente, dans cette dernière équation, la valeur que prend la fonc-
tion

àf(j^
^J\0^f_) _ !̂ piL2̂  _J^_

^ àz à j \ y , z )
ÔZ

quand on y fai t y ===j^, z === z^.
Par hypothèse, le point (y, -s) doit vérifier, par le f a i t même, les re-

lations analogues
^A,IMy^) ==o.

V A dyi^^ -,J^A,—^^—^o,

Ces égalités doivent donc être des conséquences des précédentes,
quels que soient les A^, ce qui exige qu'on ait

W P,(j^)=n>,(y,,^)+^^.,(^l£l)

et de même
^,p=vp.^.^^J^-î

pour toutes les valeurs do i, i = i , 2, ..., p.
On en déduit aussitôt

^ P,(y,.)^^^-P,(^.)^J^^

lT(^^^^ _ p,̂ ^ ]̂

_ ^^^^^^-P,^.)^^-^

"p.̂ ^^^n^^^
Les quantités /o, ^g étant données, ces équations sont de la forme

Pi(j^) + aP»(y, a) + j3P,(y, 5) = o,
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a, ? désignant des constantes. Une telle relation ne peut jamais se
réduire à une identité. Elle détermine donc sur la courbe (i) des
points particuliers N qui correspondent au point M.

Pour rappeler ce fait, désignons par (jo,^) les coordonnées d 'un
de ces points N.

Revenons alors aux égalités (À). Il est facile de voir que, dans ces
égalités, p est nul . Sinon l'égalité

^cip_,^^

résulterait des deux égalités

^A,Ï\(yo^o) ==o,

^A,(\:(,/o^o)=o,

c'est-à-dire que toute courbe C passant par les deux points M et N
serait tangente à la courbe (x) au point M»

Or cette supposit ion est inadmissible, comme on peut s'en rendre
compte de la manière suivante : considérons toutes les courbes C qui
passent par le point M et coupent la courbe ( i)sous un angle donné a\
elles rencontrent la courbe (ï) en un certain nombre de points va-
riables Q,, qui parcourent la courbe (i) et coïncident , pour certaines
courbes C, avec N. Ces courbes passent par M et N sans être tangentes
à (ï) au point M ( { ).

Donc [j. est nul, et l'on a
P,(y^o)=nWo^o).

c'est-à-dire que l 'équation
^A,I\</o^o)

est une conséquence de l 'équation

^A,I\(./o^o);

(1) A la vérité, ce raisonnement suppose p > 3. Si p == 3, on ramène, par une trans-
formation birationnelle, réquaiion ( ï ) à être du quatrième degré, et le théorème que nous
voulons démontrer apparaît immédiatement.
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toute courbe C qui passe par M passe par N.La courbe (,r) est de V es-
pèce hyperel l ipt iquc.

Si, donc nous laissons de côté la classe des courbes ( s ) hypere l l ip -
t iques, les coordonnées j, z des points de contact d 'une courbe C avec
( r ) s 'expr iment r a t i o n n e l l e m e n t en f o n c t i o n des A/

,r=:'H (A i ,Â2 , .. - , A / / ) ,
7=. H i (A i )As , .. ., A^) .

Les quant i tés A/ sont assujet t ies à la, seule r e l a t i o n
8(A,,A^ . . . , A ^ ) : : = o .

Cela posé, admettons qu'il ex is te une substitution rationnelle 0)
permettant de passer de la courbe («) a la courbe (2).

Par cette substitution, les courbes G, définies par réquation
9

AiPi(/i, ^i) -h. - .+A^l\,(j, z) :—<>,

se transforment en un faisceau de courbes (7 dépendant l inéairement
de p paramétres homogènes

A\ Pi (ji, 5,1 ) - { 1 - 1 . . . -h A;, Pp' (ji, ,si ) =- o,

Dans cette équation, les A^ sont de la forme suivante :

(/.) , A;.=^,,Ar4-ÀJA,a4-... l• l lh/;A,,,

les A - désignant des constantes.
Si les courbes C sont tan^entcîs à (i .) , les courbes C' correspondantes

sont tangentes à (2). Ce f a i t géométrique équ ivau t a cet autre f a i t ana-
l y t i q u e : si les A/ vérif ient la relat ion

B ( A i , A ^ . . . , A/ , ) ::::... o,

les quan t i t é s A - vér i f ient la. re la t ion
6t (A^A4, . . . ,A ; / )^o .

Ainsi , s'il existe u n e subst i tut ion ra t ionne l le (3) qui transforme (r )
en (2), i l existe une transformation bomographique1 de la forme (À),
qui pennet de passer de la relation

Ô ( A H Ag, ,.., A//) := o
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à la re la t ion
ê,(A,,A,,...,A;,)=-o.

La réciproque est vraie. Pour l'énoncer sous une forme géométrique,
regardons les A.i, A^, . . . , Ap comme les coordonnées homogènes d 'un
point dans l'espace à ( p — î) dimensions. I/équation homogène

6(A.i, Aa, .. - , Â ^ ) ==o

représente u n e surface dans cet espace. De même l ' équa t i on

©i (A.^A; , . . . ,A ; , ) -^o

représente âne surface dans l'espace à (// •— i) d imensions . Si la sur-
face © = = o correspond homographiquement à la surface ©,== o ( par
'des formules t e l l es que (^)|, celte correspondance d é f i n i t une transfor-
ma t ion r a t i o n n e l l e de ( î ) en (2).

Kn effet , choisissons parmi les courbes G un fa isceau quelconque
dépendan t de doux paramètres et assujet t i à l ' u n i q u e condi t ion de
ren fe rmer u n e courbe ayant avec la courbe (r) un po in t de con tac t et
un seu l . Soit
( / ) A, P, (.)', ^) ••4- AgPaO-, ^) + A,P,(,Y, s) = o

l ' é q u a t i o n de ce f a i s ceau .
A, ces courbes G correspondent p a r l a t r ans format ion (3) des courbes

(7 dépendan t de deux paramètres et dont l 'équation s'écrit

( / / ) Ai Qi (,/p si ) -h AâQâC/i, ̂  ) -4- A.,Q^y^ ^ ) = o

avec , •i = p '
Qi(.ri,^)=^a/p/(./i,^),

i = 1

/: =" //

O^Cri^tî^S^^0^'51^
jT'.-S l

/ = //

O^.ri^i)^^^3^^1^1^
/:.-s:l

les a, p, y étant des constantes qui dépendent des ̂ -
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Si l'on se donne un point de contact {y^ ^) de la courbe (2) avec
la courbe (//), la courbe (/ /) est déterminée, et les rapports ~i . -
sont donnés rationnellement en fonct ion de ( y ^ ,^)par les équations

AI Ql (Vl, Si ) •+- Aa Qs (Jl, .̂ l ) + A3 (h (ji, Z, ) := 0 ;

. ^Qi(yi^i) , A ^QaCyi»^) . 4 ^CM.ri^i)^ ——,—— _)-, ^\ ———— ..4.,. ̂  —— .̂,—.— ̂  Q^
dy, dy, dy,

D^autre part, la courbe (/) correspondante est tangente à la courbe (ï )
en un poin t (y, -s), car A ^ , As, A;, vérifient la relation

0(Ai ,As,A; î )=o;

les coordonnées (j, -s) da point de contact s'expriment rationnelle-
ment en fonction des rapports —y — ? par suite, en fonct ion de (y^, ̂ ).

Il suffira donc d'examiner si 1/on peut passer de la surface ©ï == o a
la surface © = o par une transformation hornographique ( / c ) . Pour
qu'il en soit a ins i , il f au t que les rapports des Â^ vér i f ient certaines
relations algébriques, qu i sont ou incompatibles on déterminées.

Quand les deux courbes ( ï ) et (2) sont de môme genre, la corres-
pondance homographique entre les deux surfaces 0 == o et ©^ == o de
l'espace à ( p — i) d imens ions est réciproque. Les relations (k) défi-
nissent alors les A./ en fonction linéaire et homogène des A - , et le rai-
sonnement précédent montre que la transformation rationnelle de la
courbe ( ï ) en la courbe (2) est nécessairement birationnelle.

Ce raisonnement serait toutefois ! en défaut si la courbe (2) était
hyperelliptique; mais nous avons montré que ce cas ne peut se pré-
senter. Voici, d'ailleurs, comment on le verrait directement :

Supposons que (2) soit byperelliptique, et ramenons-la à là forme
^=R(yo.

Toutes les,courbes C' qui passent par le point ( y ^ s ^ ) passent par le
point (j^,—^); par suite, toutes les courbes C qui passent par le
point (7, z) correspondant à (j^, ̂  ) passent par le point (y, z1) cor-
respondant à ( y ^ -"-^). Ceci montre que la courbe (i) est hyper-
elliptique, ou bien que les points, (y, z), (y,^) coïncident. Mais,
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dans cette dernière hypothèse, j et z s 'exprimeraient ra t ionne l lement
en fonetion de y^ et la courbe ( i ) serait de genre o, ce qui est, ab-
surde. La courbe (î) est donc hyperel l ipt ique.

Nous retrouvons a ins i , parcelle seconde méthode, tous les résultats
( lue nous avions obtenus en f a i s an t usage de la courbe normale de
M. Nœther.

6. Il nous reste à examiner avec quelque détail le cas où la courbe ( i)
e s t l'i y p e r e i 1 i p t i q u e.

Ramenons d'abord l 'équation ( i ) à la forme

^=R(y).

Pour une telle courbe,

BY=:i, P,=r, P=^.r2, ..., P/,=y^1;

on doit donc avoir
l\ ^ ^ ^ /PKrnSi)^ , ĵ, -^^p^^^

{ £ : i
cl, par su i te ,

z ::::;:;: ̂ j'ny'y,.:::: ̂ ^y^^-—^— ̂ ^ _ _ ̂

H, •désignant une fonction rationnelle de y,, ^. Si l'on exprime,
d'autre part, que ^7 doil- être uno fbnction ï^itioîiûelle du point
(y^.s/) dcî 0'"). on obtient certaines relations algébriques entre les
s-apportsî les'À, (A, relations qui, sont incompatibles ou déterminées.

Examinons, en particulier, le cas où p==p. En premier lieu, la
courbe ('"2) est alors hyperelliptique. En eftet, toutes les courbes G qui
passerU'par le point" (jo^o) de (î) passent aussi, parole point
(y^ - s,). Les courbes C correspondant aux courbes C (lesquelles
comprennent toutes les courbes (7, puisque p=^) ne peuvent donc
avoir rm point commun (y^O sur (2) sans en avoir un second
<y^) :'ces points (,y,,^), (y\^\) ^nt les correspondants de
(y,, ^o), (yo, —^o) . <'*t n(:î peuvent se confondre; car autrement, au
même point (y,, ̂ ) de (2) correspondraient deux points de (i). La
courbe (2) est donc hyperelliptique.

Ann. de l'Êc. Normale. 3» Série. Tome VU. - AVRIL 1 8 9 1 . ^
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J'ajoute que la correspondance entre les deux courbes est h i ra t ion-
nelle. Soit, en effet,

^•i^^pïTrï
l ' équat ion de (2). On doi t avoir

_Q(yi)y- PO-i)
et aussi

s(^
'"I\7i1)'

1:\ Q, S désignant trois polynômes de degré ( p —"• :i ) au plus erry,.
Ces égalités ne sauraient être compatibles que si l'on a

Q(.ri) ^ji-i- p.i
î^j^^IyiT"^

À, A j , pi, [j,i étant quatre constantes. .Donc

v — £LljJ"" ^i .•r•w À.y^r?^
d'autre part,

5:::::a(^)+.^(3(.n),

a et ? étant rat ionnels. Ces égalités nous mont ren t que v^ et ^ s'ex-
priment ra t ionnel lement en j, 5. La correspondance entre (i) et ('2)
est donc Irrationnelle. Nous vérifions ainsi, dans tous les cas, le théo-
rème que nous avions établi en général au début de cette étude :
quand/? ==//(/? >i), les transformations (3) sont birationnelles.

7. Les conclusions auxquelles nous arrivons sont/les suivantes :

Etant données deux courbes algébriques (x) et (2) de '^enre p et p\ u
p est supérieur à î , il n'existe pas, en général, de substitutions ration''
nelles (3) permettant dépasser de la courbe (ï) à la courbe (^). De telles
mbstitutions, (fuand elles existent, ne sont jamais quen nombre limité, et
se calculent à l'aide d'opérations algébriques.

Le genre j/ de (2) est inférieur ou égal au genre p de (•1}. Si p ==//,
toute substitution rationnelle qui transforme (i) en (2) est Inrationnelle.
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Plus généralement, p. désignait Fordrz dô la substitution rationnelle (3),
on a

p ' ~ ^ j,. — i __u, ..— !—————— •
1 p—l

Les courbes de genre o et î sont les seules qui se laissent transformer
en courbes du marne genre par des substitutions simplement rationnelles.

Quand la courbe ('>) est hyperelliptique, toute courbe (i) de genre plus
grand que \ dont elle est la tmnsformée rationnelle est hyperelliptique.

Dans ce qui. précède, nous avons supposé qu 'on se d o n n a i t la
courbe ( r ) de genre p qu' i l s'agissait de t ransformer ra t ionne l lement
en la courbe (2), de genre //.

P lus généra lement , on peut chercher a résoudre le problème sui-
v a n t , :

H tant donnée une courbe (2) de genre p\ re^onnaîtrz si elle est la
transformée rationnelle d'une courbe de genre p.

Quand y ^ = ï , le problème, comme nous l 'avons dit , se ramène à
Teconnaî tre si une intégrale de première espèce de la courbe (2) n'a
que doux pér iodes .

Quand p est s u p é r i e u r à î , la, quest ion se résout a lgébr iquement .
'Vont d'abord, si p == //, la t ransformat ion est nécessairement biration-
nel le ; toutes les courbes de la m.ême classe que (2) sont des t ransfor-
mées h i r a t i o n n e l l e s de cette courbe et répondent à la question. Mais
nous ne regardons pas comme dist inctes, dans ce qui va suivre, deux
courbes qui correspondent à la même surface de Riemann. Nous cher-
chons seulement , parmi les courbes ( î ) qui se transforment rationnel-
lement en, la courbe (2), un type de chaque classe. Toutes les courbes
appar tenant à la même classe jouiront de la même propriété.

D'après un théorème déjà rappelé de Clebsch, toute courbe de genre p
(non hypere l l ip l ique) peut être ramenée au degrép -h s par une trans-
format ion b i ra t ionne l le . Prenons donc comme courbe ( î ) la courbe de
degré ( p + ï ) la p lus générale à r7^7^^ —j9 points doubles. Son
équa t ion dépendra encore d'un certain nombre d ' indéterminées a,,
a^, .... a/,. Donnons à ces constantes des valeurs quelconques et écri-
vons les équa t ions nécessaires et suffisantes pour qu' i l existe une
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correspondance ra t ionne l l e de (2) à ( i ) * NOU.S obtenons a ins i cer ta ines
relations algébriques auxquel les doivent satisfaire les c^, c^, . . . , a/,.
Quand ces relations sont compatibles, en remplaçant, les o^- par un sys-
tème quelconque de solut ions , on (orme l 'équat ion d^une courbe ( s )
dont (2) se d é d u i t r a t ionne l l emen t .

Pour chercher les courbes (i) hype re l l i p t i ques , on procède de la
même manière , en p renan t l eu r équa t ion sous la, f o r m e

y^y(f -1) (r - le, ) (y -^)... {y - /^... ̂ .

,/_ i .. ,
En donnantà/^ lesvaleurs ï 4- "—— (a é tan t un diviseurde// — i),

on d é t e r m i n e a l^ébr iquemenl . toutes les courbes du ^'enre/> p l u s ^rand
que r , dont (2) est la t ransformée r a t i o n n e l l e , ou p lu tô t des types de
toutes les classes de ces courbes.

Parmi ces courbes, en peut- i l exister une i n f i n i t é q u i so ien t dis-
t inctes? au t rement d i t , ces courbes peuvent-elles a 'ppartenir a u n e
i n f i n i t é de classes?

Pour nous en rendre compte, assujet t issons dans l ' é q u a t i o n ( i ) les
constantes a^ à des c o n d i t i o n s a rb i t r a i r e s choisies de façon que celle
équat ion ne dépende plus q u e de ( 3 ^ — 3 ) iiHlétenninées [Ï, pe rme î -
t a n t de donner a u x (3^ — 3 ) modules de ( î ) des valeurs que lconques .
Ceci e s t - t o u j o u r s possible : ces constantes f o r m e n t alors e l les- înérnes
un système de iDod.iiles de (s) .

R a i s o n n o n s m a i n t e n a n t SOT cette é q u a t i o n ( i ) coairne plus h a u t . Les
^ doiven tsa t i s fa i re à des c o n d i t i o n s algébriques q u i sont ou i iK^om-
•patibles, ou déterminées, ou i n d é t e r m i n é e s . Dans le p remie r cas, i l
n'existe pas de courbes de genre 's. répondant à la quest ion; dans le
second, il en existe un nombre l i m i t é et, dans le troisième, une kiti-
n i t é dont les modules dépendent a l^é i ï r iquernen t de paramètres arbi -
traires.

Je vais montrer que ce dernier cas ne saura i t so présenter.
Soi t , en effet,

( î ) ' /(,/, 5, l, U, . . . ) ="0

l 'équation de la courbe ( î ) dont les modules d é p e n d e n t ' d e /, u, . . .
a lgébr iquement . Faisons varier seulement: le paramètre /.
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Par hypothèse, une substitution (3) permet de passer de ( i ) a la
courbe donnée (2) et vérif ie^ par suite, les égalités

(,) r^^d.^ p^-A^5+...+).;,. f^y^-.
t} Z <J ^l <J ' - S i

Si les À/ ne dépendent pas de l , la courbe (ï) a des modules i ndépen -
dants, car on a

I\rj :== — .= p (yi, ̂  ),
i i
j\

Ç = ~ = p i ( j i , ^ i ) ,
.1; i

p, p, ne renfermant ()as l; la relation entre Y] et '( ne dépend donc pas
de /, et-, d ' a u t r e part , la correspondance entre (^]/C) et (j, ^) est bi-
ra t ionne l le si P i , P^, P;{ sont convenablement choisis.

Le r a i s o n n e m e n t est en d é f a u t quand (r) est hypere l l ip t ique; on a,
dans ce cas, si

^ = l;î (y, /, / / , . . . ) = y ( y - i ) (j - A11, ) . . . (j -..-.- Â-,,_i )

est l'équation de (?),

(,^ r^v „-.) f^iï'^.ri^i) , , ^ r^-'o'i^)^(a ) J ^T "1"-" ̂ J —'̂ ^^^^^ +> • -h ̂ J ——FT- ?

et les A, doivent dépendre de l si les kj en dépendent ; autrement ,
pour une v a l e u r de t qui. rend égales deux racines de B, le premier
membre dev iendra i t i n f i n i en certains points (y, s) de i, le second
membre restant toujours f i n i .

Admet tons donc que A^ dépendent de t dans 1/équation (a) et trai-
tons d'abord le cas où (i) serait hyperelliptique. Quand i tend vers /<„
le second membre de (a') croît i n d é f i n i m e n t , quel que soit (ji, ^i );
le premier membre, au contraire, ne devient inf in i que pour des va-
leurs part icul ières (jo^o) de (jvs). 1.1 faut donc que y== ç(y,,.^),
s === '^(y,, ^,, ) tendent respectivement vers jo, ^o quand t tend vers l^
< ] u e l que soit le point (j^s,,) de (2). Les fonctions ç et ^ dépendent
di; / a lgébr iquement et se laissent développer suivant les puissances

de (t — l^ == T ; par exemple,
y-^=A(y,,^JT )<+Al(y,,^)T^ l--h....
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Soit A/ le premier des coefficients A qui dépende effectivement de
(y,, ̂ i); posons

y __ y, ̂  T'À ( A + A, ï -4- . . . ~4- A/ ._, T 1 - 1 )
———————— .̂̂ _,_,,...,.,̂  ,̂  ^

et de même
^fo^T^ R + B, T+... "h- Bî^.., T/ ~1 ) _ ^, .̂ .̂ .̂  «,.,.,,,..._...,...,.,.,,.,,,,,,̂ ._.,...,.,,,.,.,̂  ,_, ^ ^

La courbe que décrit: le point (y;, *() est encore hyperelliptique,

d)' Ç2^^),

et correspond b i r a t i o n n e l l e r n e n t a l'a courbe ( ï ) par une s u b s t i t u t i o n
de la forme

T) ;::-:: a t" (3 y, Ç = y -h 03.

,1-ille a donc mêmes modules , et deux de ces modules d e v i e n n e n t ê^'înrx
pour L == ^t. En ra isonnant so r ( r ) ' comme s u r ( i ) , on voi t que le p o i n t
( ï] , Ç) doit tendre vers on po in t (ï^, t^) p a r t i cu l i e r quand t. tend
vers ^, et cela quel que soit le po in t (yi, ̂  ) de (2). Or (Y], ^) var ie ,
p o u r < ? = / , , , avec (j^s,). Les m o d u l e s de ( î ) et ( î ' y sont donc i n d é p e n -
d a n t s de /. (L o. i-\ s ) .

Ce r a i s o n n e m e n t s'étend aux, courbes ( r ) que lconques . Ecrivons la
condi t ion que do iven t vérif ier les (3p — 3) coeflicionts modules de ( ï )
pour que le genre de cette courbe s'abaisse. On (orme ainsi une rela-
tion en / qui a au moins une racine / = ^ . Pour t == ̂  le p remier
membre de (a) devient i n f i n i au moins en un po in t (y<p^o) àe ( t ) .
Nous pouvons d 'ai l leurs admettre qu ' i l ne devient pas i n f i n i pour
ï ==<^, quel que soit le point (,y,^), sinon il cont iendrai t en fac teur
{l — /o)^ et on le mul t ip l i e ra i t par (/ — t^. Dans ces cond i t ions ,
un au, moins des coefficients À^ doit être i n f i n i pour <?== /o- On en con-
clut, comme ci-dessus» que, t tendant vers ^pj=y(y^, s,,), z-^ ^(y, , .5<)
doivent tendre, quel que soit le point (j^-s, ) de (2), vers les va leu r s
G/o^o) pa r t i cu l i è r e s ' qu i rendent le premier membre de ( ï ) i n f i n i .
Le raisonnement s'achève dès lors comme pour les courbes byperel l ip-
t iques. !

Nous sommes main tenant en état d'énoncer le théorème s u i v a n t :
Les courbes de genre plus grand que î qui se lawent trans"former
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rationnellement en une courbe donnée (2) appartiennent à un nombre
limité de classes. On peut déterminer algébriquement un type de chaque
classe ou, si l'on veut encore, leurs modules.

Le procédé que nous venons d'employer démontre également qnune
courbe donnée (2) ne peut être transformée rationnelle d'une courbe de
^enre i et de module arbitraire.

8, Pour terminer cette étude, je signalerai, les rapports du problème
de la transformation rationnelle des courbes algébriques avec le pro-
b lème de la réduction des intégrales abéliennes et celui de la transfor-
mat ion des fonctions fuchsiennes.

Tout d'abord, quand une courbe (2) de genre p ' est la transformée
rationnelle d'une courbe (i) de genre /?, p des intégrales abéliennes
de première espèce attachées à la courbe (2) (intégrales à '2^/pé-
riodes), n'ont que ip périodes distinctes.

Pour ce qui est de la transformation des fonct ions fuchsiennes, ce
problème, analogue au problème de la transformation des fonct ions
el l ipt iques , peut s'énoncer ainsi ; on se donne un groupe fuchsien G,
et deux. fonctions ton (la mental es correspondantes

yi=<I>^i), ^==Iï^j,

et l'on demande de déterminer un second groupe G jouissant de la pro-
priété suivante.

Si, l'on pose
^•i4-(3

^y-ïm7

pour certaines valeurs convenablement choisies des constantes a, [:1,
y, à, les deux fonctions fondamentales

j=(D(^ z^M.W

s'expriment rat ionnel lement à l 'aide de <I\('^), 11, (^).
D'après les idées de M.ML Pomcaré et F. Klein , le groupe fuchsien G,

définit une surface de Riemânn ou, si l'on veut, une classe de courbes
algébriques dont l 'une est représentée par la relation entre les deux
fonctions <D, , II,,

F((Di, Iï0==o.
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De même, an groupe G correspond la courbe

/(<lUI)=o.
Posons

r=*(/)=<i>f^1^</ " / \y£^\- o /

.=lÏ(/)==:iïf^ '-±4)v / \ y ̂ 4- o /
et,, de même,

,ri=:<t».i(^),
5, :=ÏÏi(/i);

puisque G- résout le problème de la transfbrmalkm, on a

^\
(1)(^^ ,=R [:^(/0, II^O],

^,, y ^ i "••r" y /

gl^^^) =R,[*i(^)^li(^)1.\ y^ i "4- o /

1{ (^ R( étant deîi'x fonctions rationnelles; par suite,

j=:B (ri,^),
^=li,(r,,.^).

On si.^ trou.ve ramené ainsi a det'erminer les courbes de genre p infe-
nenr à p\ doni la eouï*be(2) est la transibrrnée.

Étant donné un groupe fuchsien G,, de genre //, on sait. donc détet*-
miner al^ébriqueim'nt tous les ^roîjpcis transformés G-, de genre plus
grand que i. La recherche des groupes G de genre i revient a recon-
naî t re si une des intégrales de première espèce de* la courbe V == o n'a,
que deux périodes; usais les tiléoremes précédents n'indiquent rien
sur les groupes G de genre o.

9. Les propositions que. nous venons d 'é tabl i r oui leurs équivalentes
dans la théorie des transformations ration aelles des surfaces. Je me
bornerai , sur ce point , aux ind ica t ions suivantes. Soient

(i) , ^(.y,^ 5)==o

l'équation d'une surface algébrique S; p le nombre (plus ffmnd que i\)
des, polynômes Q linéairement distincts adjoints à la, surface; /^ le
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genre de l ' intersection C de S avec la surface S (ou Q == o); désignons
par y la courbe d'intersection de deux surfaces S; cette courbe ren-
contre S en (^, — i) points .

Nous dist inguerons trois groupes de surfaces : le premier (le plus
général), comprend les surfaces S pour lesquelles toute surface S
qui passe par un point de S ne passe pas nécessairement par d'autres
points de S correspondants (en dehors des points singuliers de S).
Pour ces surfaces, les p polynômes Q dist incts , regardés comme les
coordonnées homogènes d'un point de l'espace à Çp — i) dimensions,
définissent ( a u n e transformation homographique près) une surface S<
de cet espace, di te surface normale, qui correspond bira t ionnel le-
ment à S. D 'une manière plus précise, on peut exprimer que les trois
surfaces

Qâ — ^ Qi •= o, Qs— (3 Qi == o, Q,— yQi = o

ont avec S un point commun et un seul. Pour cela, il faut et il suff i t
que a, p, y vé r i f i en t , une relation

(i/ 9(a,p,y)=o,

et, à chaque po in t (a, p, y) de (i) correspond, un seul point (^,j, -s)
de S. Cette surface S^ , qui correspond b i ra fc ionne l lement à S, est de
degré (/^ — p + 3), comme l'a montré M. Nœther.

Le second groupe (où nous rangeons les surfaces de genre^»==3)
comprend les surfaces pour lesquelles toute surface S, passant par un
point de S, passe par Çn — s ) autres points correspondants. On a né-
cessairement • "^-
Toute surface S tangente à S au point Çx, y , z ' ) est tangente à S aux
points correspondant. Toute courbe y qui passe par (.'z*, y, z) (ou est
tangente à S en ce point ) passe par les points correspondants (ou est
tangente à S en ces points).

Le troisième groupe comprend les surfaces S (en particulier les
surfaces de genre p ==2) pour lesquelles deux surfaces S, qui ont un
po in t commun avec S, ont une ligne commune avec cette surface.
Pour ces surfaces, les courbes C se décomposent en courbes de

Âwt. de î'Éc. Normale. 3e Série. Tômtè VÏIt. — MAI 1891 . r8
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genre î , et le rapport -^^5^^ est une fonc t ion de .-l̂ ^^^ quandr ^ ' u./1J-' ? .y? ^ j u î ( ^ ' i j'î ^}
(.r,j, ^) varie sur S.

Ceci posé, soient S' une seconde surface
(9.) r(.^r^)=:o,
// et/.»', les nombres qui correspondent aux nombres/.» et/^.

Admettons qu'on puisse passer r a t i o n n e l l e m e n i de ( î ) à (2) par la
t r ans fo rma t ion
(3) ,z- = h (,^, y^ ̂ ), y -r: /• (..,̂ , ̂ y^ ̂ j, z = ^(^• / , ,r^ ,^),

q u i dépend de paramètres a rb i t r a i r e s . En répé tan t le ra i sonnement
qu ' emplo i e M. Picard ( 1 ) ïlans l 'étude des t ransformat ions b i r a t i on"
nelles des surfaces, on démon t r e que toute in tégra le doub le de pre-
mière espèce J de S se transforme en une intégrale de S'

J =Âi^ 4--1^ + ... +?./,• J;,,

les )̂  étant des constantes. On en conclut qwp élaru plus ^rand r/w s ,
la transformation (3) ne saurail dépendre de deux paramétres art>i»
/.mires. Si elle dépend d'un paramètre^ S rentre dans le troisième groupe,
et le module des courbes G (de ^enre î " ) est constant. Quand S' est du
troisième groupe, il en e$t de même de S. Enfin, on a, dans tous laf cas.
pil^P^Py

Si je désigne par \L l 'ordre de la t ransformat ion (3), c'est-à-dire Icï
nombre de points (^',y, z ) de S q u i correspondent à un point (<r^y, z )
de S, ce nombre p- s a t i s f a i t à l ' égal i té

//, - î^ — ,̂ J.~...̂ ..,
/^- Ï

S-upposon-s m a i n t e n a n t q u e Sel S' appar t iennent au. premier groupe;
on aura

y^ l̂ Q; Q, lv,(^
Q^"M7Qr Q^-^^r

On devra donc pouvoir dé terminer les constantes A, [x, * . . , de façon
que les rapports a, (^ y introdui ts plus haut vérif ient la relation (i)\

( l) E. PICAÏU), Théorie des fonctionff algébriques de d<sux variables (toc. eu,).
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et ces cond i t i ons sont suffisantes. Ceci nous montre qn'onpeut calculer
algébriquement toutes les transformations (3); il ne saurait, par suite,
exister entre ( î ) et (2) quun nombre fini clé transformations ration-
nelles. Ceci revient à dire qu'on passe de h surface de la normale S, à
la surface normale S', à l 'aide de la transformation

^y1''Q^ii^-
Si donc p •== p\ la tram'formation (3) est nécessairement b {rationnelle.
On pourra i t se servir également de la condi t ion qui exprime que la
su r f ace £ (ou la courbe y) est tangente à S.

Passons au cas ou S' est du second, groupe, S étant du premier, et où
il existe une t ransformat ion (3). La méthode précédente s'applique.
Ajou tons que, a\ p\ Y désignant les rapports de quatre polynômes (V
quelconques, la sur lace S", ou

9 / ( a / , p ^ / ) = o

correspond r a t . i o n î K d I e r n e u t à S. Si S^ n'est pas du p remie r groupe,
on ra i sonne sur S', comme sur S', (il: comme le genre p ^ des S^. d i m i -
nue , on pa rv i en t , a une surface S" da premier groupe qu 'on peut sub-
s t i tuer à S^ Si p • = = / / ' , la correspondance entre S et S^ est nécessaire-
ment bi r a t i o n n e l l e .

Plus généra l emont , cherchons toutes les surfaces S distinctes du
premier groupe, qui correspondent rat ionnellement à la surface don-
née S'. (Nous ne regardons pas comme dist inctes deux surfaces qui, se
correspondent b i ra î ionnel lement . ) O n , peut toujours supposer S de
degré (/^ .—/;4-3), par suite de degré au plus égal a(j/, -—//-+• 3).
On détermine des lors algébriquement toutes les surfaces cherchées de ce
degré. I l n existe quun nombre fini q de surfaces S réellement distinctes
et répondant à la. question. !

Plaçons-nous m a i n t e n a n t dans le cas où S a p p a r t i e n t au second
groupe- On peu t dé te rminer a lgébr iquement toutes les suhs t i lu"
t i o n s ( 3 ) e t , par suite, i l n'en existe qu 'un nombre f i n i . On le vo i t ,
en r a i s o n n a n t comme M. Picard et en exprimant que les équa t ions

02 ^Q^ ^ ̂  ̂ Q/
(h ̂  S^Q^ Q; •" lÀrQÏ
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et les équations (i) et (2) d é t e r m i n e n t r a t ionne l l emen t un système
de valeurs (^,y,^) en fonction du poin t { x \ / , ^ ) de S\ si^, ==//,,
la transformation (3) e s tb i r a t i onne l l e .

On peut également déterminer a lgébr iquement toutes les surfaces S
dis t inctes du second groupe qui correspondent ra t ionnel lement à S'.

Supposons enfin que S soit du troisième groupe, ce q u i a toujours
l i e u si S' appartient lui-même au même groupe. Nous au rons

^ - w^ ~ %
Qi ' ^Q, -Q;*

11 doit exister un faisceau, de surfaces S\ dépendan t de ( p — i) para-
mètres et tel que deux surfaces du faisceau qu i ont un po in t arbi-
traire commun sur S 'coïncident le long de S\ Cette cond i t i on , tou-
jours satisfaite si. p == 2, montre que, si p ==//, 8' doi t appar ten i r au
trois ième groupe. Il fau t , de plus, que la courbe C (de genre î )

() 3— aQi =: o, V = o

corresponde r a l i o n n e l l e m e n t à la courbe (7

Q,-aQ;:=o, F^::(L

La question revient à reconnai t re si une intégrale de première espèce
de la courbe (7 (pour un certain faisceau de surfaces £') ne se ramené
pas aux intégrales e l l ip t iques .

Cette ques t ion résolue, on dé te rminera i t a lgébr iquement les trans-
formations (3), s'il en existe. Quand le module P des courbes C est
constant, la transformation (3) peul dépendre d'un paramètre et de plu-
sieurs entiers arbitraires Si A2 n'est pas constant, la transformation ne
saurait dépendre que d'entiers arbitraires.

• Cette étude se rattache au problème de la t ransformation des fonc-
tions byperfucbsiennes . Mais je me réserve de développer a i l l e u r s ces
considérations, qui nous e n t r a î n e r a i e n t trop lo in de notre sujet*

(,A suivre.)


