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S U R LES

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE,

P A R P. D U H E M ,
C I I A I l G K D ' U N COUIlS C O M P L É M E N T A l K E A LA F A C U L T É DES SCIENCES DE L I L L K .

I N T R O D U C T I O N .

Claus ius ( 1 ) avait déjà consacré un Mémoire à un exposé systéma-
t ique des équa t ions de la Thermodynamique. Depuis, bien des physi-
ciens o n t ( a i t de cet exposé l 'objet de leurs t r avaux ; rappelons seule-
ment les noms de ceux qui ont fa i t sur ce sujet les plus importantes
recherches.

Au p remie r rang, i l convien t de citer M. F. Massieu ( 2 ) ; il a obtenu
un résul ta t cap i t a l , à savoir que toutes les équations de la Thermody-
namique peuvent être écrites au moyen d^une seule fonction caracté-
risticjiie et doses dérivées par t ie l les , cette fonction changeant d ' a i l l eurs
avec les var iab les indépendantes adoptées*

M. Gibbs (< < t), dans le Travail célèbre où il a démontré que les fonc-
tions caractérist iques de M. Massieu pouvaient jouer le rôle de poten-
tiels dans la dé t e rmina t i on des états d'équilibre du système, a fourni.

( 1 ) II. CLAUSIUS, Sur diverses formes des équations fondwnc/itcdcs de la T/iermodfiia-
ïnUjUGf qui sont commodes dnns L'application ( TIléorie mécanique de ici chaleur. TracL
Folie, Momoire IX).

( l2) F. MASSIEU, Sur le^' fo/tctio/t.v carwteristufucs (Comptes rendus, l. LXIX, p. 85K et
«o 5 7; i8(>9). —Mémoire sur ies fonctions caractérifitiffuef! dc.y divers fùndcs et sur9 la
théorie des vapeur^' (Savants étrangers, [,. XXII; i87(>).

( 3 ) J. WILLARD Ginas, On tlie equillhrwn of lietcro^eneous substances ( Transaction of
thé Coiinecticut Academy, t. III; 1875-1876) .
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également de profondes idées sur les équations de la Thermodyna-
mique prises sous la forme la plus générale.

M. H. von Helmhoitz (1) a développé de son côté des idées analo-
gues.

Enfin, M. Arthur von Oetlingen (2) a donné un exposé de la Ther-
modynamique d 'une remarquable générali té; i l a cherché, dans cet
exposé, à mettre ne t tement en évidence le caractère dual is t ique que
présente le développement de la T h e r m o d y n a m i q u e , caractère déjà
marqué par M. M,assi.eu.

Malgré l ' importance des travaux que nous venons de citer, nous
voulons tenter à notre tour de donner des équations générales de la
T h e r m o d y n a m i q u e un exposé systématique. En f a i s a n t au t r emen t que
les i l lustres physiciens dont les noms v iennen t d'être cités, nous
n'avons pas la pré tent ion de fa i re mieux ; mais nous pensons qu ' i l y a
in t é r ê t à présenter l ' enchaînement ana ly t ique de la Théorie mécanique
de la chaleur , en adoptant successivement des méthodes très diffé-
rentes; chacune de ces méthodes met par t icu l iè rement en évidence
l ' u n e ou l'autre des idées q u i on t présidé au développement de la
Science*

Le Travail que nous publ ions au jourd 'hu i n'est pas nouveau : nous
l'avons rédigé en 1888, comme fragment d 'une étude fort é tendue sur
la Thermodynamique, pour les besoins de notre enseignement de la
Faculté des Sciences de Lille. Ce p remier Mémoire, très général, trai-
tera des systèmes définis par un nombre l i m i t é , mais quelconque d 'a i l -
leurs, de paramètres quelconques . Dans un Mémoire ul tér ieur , pour
éclairer cette théorie générale par un exemple, nous en ferons l 'appli-
cation aux, systèmes dé f in i s seulement par deux paramètres que l'on
étudie dans les Traités de Tl iermodynamique.

C 1 } II. VON UEMLIIOLTZ, Zur Tfuîrmadynamik c/ic/msc/icr For^an^e (Sitzu//g'.vher. dar
Kevi. Akttdcnûe, t. î, p. 23; l88-/).

( t 2 ) AnTUlîtt VON OerriNGEN, Die tliGmwdftiamù'c/ien Keziehu/i^e//, anti.lhelbch cul-
w'ickcU {Mémoires de l'Académie de Sal lit-Pc fers'bourg, L. XXlîl; i885;.
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' CHAPITRE I.
ÉTUDE THERMIQUE D'UN SYSTÈME DONT ON SE DONNE LES ÉQUATIONS

D'ÉQUILIBRE.

Considérons un système, de d imens ions f in ies ou i n f i n i m e n t petites,
ayant en tous ses points la même température. Soit 5" cette tempéra-
ture, lue sur un thermomètre quelconque. Nous supposerons que
l 'état de ce système soit déf in i sans ambiguïté, lorsqu'on se donne les
valeurs d 'un certain nombre limité de paramètres arbitraires, qu i sont
la tempéra ture & et n autres variables indépendantes a, j3, . . . , À.

Nous supposerons que l'on puisse app l iquer à ce système les deux
principes fondamentaux de la Thermodynamique, sous leur forme
o r d i n a i r e ; cela suppose que le système rempl i t les conditions sui-
vantes :

i° Ce système, é tant placé dans une enceinte don t la température £•
est égale à la s ienne, on peut le m a i n t e n i r en équi l ibre en lui appli-
quan t cer taines forces extérieures convenablement choisies;

2° Ces forces sont déterminées sans ambiguïté lorsqu'on connaît les
valeurs des paramètres a, p, ..., À, S".

Celte dernière condi t ion peut s'énoncer d'une manière plus précise
sous la forme suivante :

Si l'on donne aux paramètres a, j3, . .., À, & des variations infini-
ment petites arbitraires âa, 5?, ..., $À, §3, les forces susceptibles de
ma in t en i r le système en équi l ib re effectuent un travail virtuel

dG,= A Qy, 4- B ô,6 •+•... ~l- L <5À -h © ̂ ;

les quantités
A, B, . . . , L, 0

sont des fonctions uniformes, finies et continues des variables

a, (3, . . . » \ ^
Ann. de l ' È c . Normale. 3» Série. Tome VII. — AOUT 1 8 9 1 . 3û
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Supposons que l'on connaisse, par l 'expérience ou par une autre
voie, ces {n -4- i) fonct ions

/ A =/a(a, ;6, .. ., ).,S-),
B=:/p(a,p, .../À,^),

L = / x ( a , p , ...,^),
1 ©=y^(a,p, ...,)^).

Nous ( l i rons alors que l'on conna î t les équations d'équilibre ( lu sys-
tème .

Supposons qu/un semblable système subisse une mod i f i c a t i on i n t i -
n i m e n t peti te , correspondant aux. v a r i a t i o n s Sa, o[î, . . . , OÀ, o3 des
paramètres; il dégagera une q u a n t i t é de chaleur rfQ.

Soit U la fonction un i forme, f i n i e et c o n t i n u e de a, f^, . .., À, S", q u i
représente l 'énergie in terne du système; posons

Ra=

Rp==

B,=

c ^

<)U
7J^ ~
^u.̂  „

âV̂

^u
d'S

A.
a J

Iî

j^

1.

"Ë
9
Sl<

E é t a n t l 'équivalent mécanique de la cha leur ; nous aurons

dQ —. — ( Ra oa + ï^ Oi3 4- . . . -4- RX o^ 4- (^ fô).

Si donc nous connaissons les quan t i t é s

lî^, Bp» ' . . ? K'Â? (.̂

nous saurons calculer la quan t i t é de chaleur dégagée ou absorbée dans
une modi f ica t ion i n t i n i m e n t petite quelconque subie par le système à
par t i r d 'un état d'équilibre déterminé. Nous dirons alors que l'élude
thennwue du système en équilibre esi faite.

Nous donnerons aux coefficients B^, Rr,, . * . , R^, C le nom de coeffi-
cients calorifiques du. système. I I en est un qui se d is t inguera des aut res
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par des propriétés part iculières : c'est le coeff icient G; nous le nom-
merons capacité calorifique du. système, pour le système de variables a,
fJ , . . . , ' À , & .

Des équa t ions (2) nous déduisons des égalités de la forme
àR. àï\^__^(àA__cm\

( " > ) ~^^-^- ^p ^y

:3 / )
JRa^ àc -:- I (ÔA. - àQ}
W àa ~ Ê\,tô à ^ } '

Ces égal i tés sont des conséquences des égalités (2), c'est-à-dire du
p r i n c i p e de l ' équ iva lence de la chaleur et du travail . Réc ip roquement ,
si l'on prend {n 4" i) fonctions A, B, .. -, L, © et (n •+- i ) autres fonc-
t i o n s R^, Bp, . . . , R),, G, le système qui serait en équi l ibre sous l 'action
de forces extérieures, dont le travail virtuel aurait pour expression

riG, = A rîa -1- B op -+"... "h L ÔÀ -+- © r3^,

< » l q u i dégagerait, dans toute modi f ica t ion , une quan t i t é de chaleur

r/Q == — ( Ra oa -h Rp o|3 + . . . + R), o>. + C ÔS-),

serait soumis au pr inc ipe de l 'équivalence de la chaleur et du t rava i l ;
en e f le t , d'après les équa t ions (3) et (3'), i l ex is te ra i t une f o n c t i o n
i i n i f b r m e U de a, ̂  . . . , A, 5, tel le que l'on a i t

'E(dQ,~\-dV)=:dGe-

I m a g i n o n s m a i n t e n a n t que S soit la fonction uni forme, f in ie et con-
t i n u e de a, fJ , .... A, &, qui représente l 'entropie du système.

La d é f i n i t i o n même de l 'entropie nous donnera

/ JRo, _ _ ^
F(^) "~ à^

R? —^<)s

F^fJ """ à^ '
. . . . ... ......
_K)_ __ _ àS
F(&) ~ (»••'

C _f)S
V~(Ji) = d&'

¥ ( 3 ' ) étant , la température absolue du système.
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De ces égalités (4)» nous dédui rons ' des égalités de la forme sui-
v a n t e :

I A?Ra ^ \ , .
('>) F(^)\^3™ à^r" î

r'\ —— €)Ra- ' ¥ r ( 3 ) R -_1 ^v ' / F(3) 'à?" [F(:î)p -^Fp) ()a"

Ces égalités sont des conséquences des égalités ' (4)» c'est-à-dire du
principe de Carnet.

Réciproquement, si l'on donne un système dans leque l le dégage-
ment de chaleur élémentaire, à part ir d 'un é ta t d ' équ i l ib re , est donné
par l 'expression

dQ =:: — (1^ oa 4- Rp ô(3 4" . . . 4- g'̂ . OÂ 4- C oS ),

si les fonct ions Ba, Bp, . . . , R ^ , C vér i f ie t t t les égalités (5) et (5''), i l
existe une fonction uni forme S de l 'état du système te l le que

v^-
et le système satisfait au pr inc ipe de Carnet .

De là la conséquence su ivan t e :
Prenons un Hystèrne dont l'équilibre esl assuré par des forces ayani

pour travail virtuel Ici quantité

^= A oa + B 0,3 -l".. . + L <3À -h C o3,

et dans lequel une transformcition élémentaire à parlir d9 un étal d'équi-
libre dégage une quantité de chaleur

dQ = - ( R^ oa -h Rp op +... 4- R), oÀ -h- C o3-) ;

pour que ce système vérifie les deux principes fondamentaux de la Ther-
modynamiquey il faut et il suffît que les deux quantités

(Ra4- j\ da 4- (Rp4- J) ̂  4- ... 4- ̂ + ̂  dt 4- (c + JJ d%

'Ra , Re ,0 'Ïh ,- C -
^^4-^P4^. +^^4-.^^

soient deux différentiel^ totales.



SUR LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE. 2,3 7

Cette méthode, propre à exprimer qu'un système vérifie les deu^
principes fondamentaux de la Thermodynamique, est connue depuis
longtemps.

Des i 8 Ô 4 , dans le Mémoire même où il é tendai t le second principe
de la Thermodynamique à tous les cycles fermés, Clausius (1) fa i sa i t
usage de cette méthode. En i858, G. KirchhofF (2) en mon t ra i t la
fécondité par de magni f iques applications à l 'étude des changements
d'état. En i863, Clausius (3) écrivait un Mémoire spécialement des-
t iné à montrer comment toutes les équat ions de la Thermodynamique
pouvaient s'établir par cette méthode unique. C'est également la mé-
thode suivie par Reecli ( / < ) dans son grand Mémoire sur la Thermody-
n a m i q u e .

En comparant les équations (3) et (5), nous arrivons à une série
d^égal i tés de la forme

()A àa(0) ^-.^=o.

Ce sont là des re la t ions que les quantités A, B, . . . , L, qui f igurent
dans les égalités (:r), doivent avoir entre el les; ces quanti tés ne sont
donc pas "indépendantes. On ne peut pas choisir arbitrairement les
(/, 4- r) fonctions/,, /p, . . . , /x, U q111 doivent figurer dans les équa-
t ions d ' équ i l ib re ( ï ) du système. Le système que l'on imaginerait ainsi
ne pour ra i t pas rentrer , en général, parmi ceux auxquels sont appl i -
cables les proposi t ions de la Thermodynamique.

Les égalités (6) conduisent à la conclusion suivante :

11 existe une fonction uniforme, finie et continue

.f(a,(3,...^,3)

( ï ) R. CL.UJSUJS, Sur une nuire forme du second principe clé la Théorie mécanique de
la chaleur (Théorie mécanique do la chaleur, i1-" édition. Trad. Folie, t, I, p. r54). ^

( ^ ) G. KKICIÏHOFF, Vcbcr cliien Satz (1er mechanUchisn Wàrmctheoric wid einigc
Ânwendun^n desKelben {Po^cndorff's Ânnalen derPhysik wid Chemie, t. Gin; i858).

(») IL CLMJSUJS, Sur diverses former def: équations fondamentales de la Théorie méca-
nique de la chaleur, qui .wnt commodes dans l'application (Théorie mécanique de la
chaleur, ^ édition. Trad. Folie, t. Ï, Mémoire IX). ^ ,

(^) REECÏÏ , Théorie des effeu dfruwuyue.9 de la chaleur (tournai de Liouville, t » X V U l ,
p. 357; ï853).
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.̂ (̂  4-. i) paramétres a, [S, ..., 'X, S", <7^ définissent l'état d'un sys-
/CT26î auquel les propositions de la Thermodynamique sont applicables, telle
que les équations d'équilibre du système puissent s écrire de la manière
suivante

A=^J(^,p, ...,7.,^),

B=^J(a,p, ...,/.,^),

L=^^,P,...,^),

@= ,A(^p, •••^^).

/(7 fonction f y étant indépendante de la fonction ,f.

Nous n ' ins is terons pas clîmnta^ P0^11 ^ nioment , sur cette re-
n'nrque que nous retrouverons plus loin sous une autre (orme.

En comparant les relations (S^ et (5'), nous t rouvons la série des
re la t ions

/ i F(5) /<)9 àA\, i^,,,^^^^^.^^^

1 îï î v(^ (à% ^(8) ^ i,^^g^,^

' H ^ î ^(^) /^ _ àL\
' """Ê p^j^^-" ^^

Ces égalités (8) nous montrent que, lorsqu on connaît les équations
d'équilibre du système, c est-à-dire les expressions des quantités A, l.,î, . . , ,
L, ©, on peut calculer complètement tous les coefficients calorifiques du
système, sauf la capacité calorifique,

La première relat ion de la forme (8) qui ai t été donnée en Ther-
modynamique est la relation entre la chaleur de vaporisat ion d ' u n

- l iquide, sa tension de vapeur saturée et les volumes spécifiques du
l iquide et de la vapeur. Cette relat ion, déduite en i83/i par Clapeyron
des idées de Carnet, a été corrigée et complétée par Clausius et
W. Thomson. Nous retrouvons ici l'idée de Clapeyron sous sa forme
la plus générale.

Là capacité calorifique C n'est pas entièrement déterminée par la
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seule connaissance des équations d'équilibre (i) du système; mais les
équations (3'), jointes aux équations (8), nous donnent les égalités
su ivan te s :

àC
àa
àC
^

^
ôl

i (
E(

' (
"Ë f

1 i

E (

fà\
\~à3

{ à}i
\.,()3

(àL
\^

à@\
àa) /
à@\ F

~^)\!~

àQ\ r
à h ) L aï

à
aïs
à

~ (55

à

F(5)
P(&)
F(S)
F'(&)

F(S)
F^&)

1
J
1
J

]-

F(S-
F'(&
F (5
F'(Sr

F(&
F'(&

) /
) ^
) /
) \

) /^L
) ^

y-h.
ày
y-B
ày

ày

^Q \
axais)
y-® \

'àf'Tâs)

y-Q \
àT-.à'sl

(9)

Les équa t ions (9) condu i sen t à la conclusion suivante :
Lorayuon connall les équcitions d'équilibre d'un système, on peut cal-

culer les dérwées partielles de la capacité calorifique du système par rap-
port à tous les paramètres qui définissent l'état du système, sauf sa dérivée
par rcipport à la température; la capacité calorifique est déterminée à une
fonction près de la température.

Pour achever de conna î t r e la capacité calorif ique C, il faudra i t con-
na î t r e la valeur de cette q u a n t i t é pour un système particulier de
valeurs des paramètres a, ?, ..., X, et pour toutes les valeurs de r.

Nous arrivons a ins i à la. conclusion suivante :
Lorsqu'on connaît les équations d'équilibre d'un système, qui ne

peuvent d'ailleurs pas être données arbitrairement, mais doivent être de
la forme (7), pour achever complètement r étude thermique du système
supposé en équilibre, il est nécessaire et suffisant de déterminer la suite de
valeurs que prend la capacité calorifique G pour un système particulier de
a, S, . . . » X et pour toute valeur de &.

Nous avons supposé la tempéra ture & lue sur un thermomètre quel-
conque. Prenons pour t empéra tu re la température absolue elle-même,
cas auquel , nous poserons

^=.T.

Dans ce cas, nous aurons i d e n t i q u e m e n t

F (T)=T,
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Les égalités (8) deviendront s implement

,. TfàQ à\\,^=_.H^_^,

R T ( ô < à ^
( lo ) ^~~~V\à^~~àï)'

.. ï f(W à\.\
{^^-E^-àï)-

Les égalités (9) prendront la forme b e a u c o u p moins c o m p l i q u é e

()(: —Ï^'^L ̂  ^A^1)a ""r E {Jy.^ '(Jr2 )'
à(:. K ^e 6)2B"^

( 3 S ) ^ ̂  ̂ ^p"^ — J^^

<)(; T / ^^ô ^L\.̂  :-=^^-^.^ — ̂ -^

Les équat ions (9) se s imp l i f i en t , également Ixîaucoup dans un cas
part iculier qu i a, un grand intérêt : c'est ce lu i ou les paramètres a,
(î, . .., X ont été choisis de telle sorte que, si l'on f a i t varier la seule
température 3, en les main tenant constants, tous les po in t s du sys-
tème demeuren t immobiles. Dans ce cas, la seule var iat ion du para-
mètre & ne peut en t ra îne r aucun travail des forces extér ieures; on a
donc

0= o.

Des lors, les équat ions (8) d e v i e n n e n t

H ^ ' j^) àA
ua———g y^) ̂

R.~ -. î FP) (m

( î 2 ) t' """ E F^") ^?

R -^ ï lî l̂ .?'^ È V'(^) à33
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Les équations ( 9 ) dev iennent

c)C
à y.
<)C
^

()C
àZ

1 \
E f
' \
K l

' (- y ^

0
.' -- ̂
, à
. ^

à
'' ' aï

F(S)-]
F'(^)J
F(S7)-1

V ' ^ ) }

F(&)-1
^ (S)..!

^À

<^s-
()B
^^

àL
à^

vw
F'(2r)

F(&)
F'(S)

F(2r)
F'(S)

^A (
ày \'
à11 B )
ày \'

cr-L)
ày \

Si, dans ces égal i tés ( 1 2 ) et ( ï3) , on pose

on t rouve les égalités lî'es simples

' S-îa ^-

Rp

T àA
Ë ^T5

T an
E cîf'

I'<)

/ ai;
àcc
ÔĈ

T ^L
E ôT'

T à^A
Ë W2 ;

T ̂
lî </r2 -

^<;
<)?:

E ePL
T ô»^12 <

,-//^f. de r/î'6*. Normale, 3tî Sérîc, Tome VIIL — AOUT 1 8 9 1 .
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ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME DONT L'ÉTUDE T H E R M I Q U E
EST SUPPOSÉE FAITE.

Supposons maintenant, a l'inverse de ce que nous avons suppose an
Chapitre précédent, que nous ayons un système défini par les (// + i )
paramètres a, p, . . . , A , &, et que l'étude thermique du système a i t
été faite pour toute modification du système pris dans un état d'équi-
libre.

Si les paramètres a, ^, ..., A, 5", varient de oa, op, ..., $A, o.ï, le
système étant primitivement en équilibre, il se dégage une quan t i té
de chaleur

dQ = - ( Ha oa + H p rî? -+-... --h II), OA ~h C 0e; ),

Ha. Rp» • - » B,),, C étant des fonct ions connues de a, p, . . . , A, r.
Nous nous proposons de rechercher si l'on peut dé te rmine r les va-

leurs des q u a n t i t é s A, B, . . . , I., ©, qu i d é t e r m i n e n t r é q u i l i b r e du
système lorsque les paramètres dont dépend son é ta t ont les v a l e u r s
a, {3, . . . . À, S".

Nous avons, pour effectuer celte d é t e r m i n a t i o n , les équa t ions su i -
vantes :

^Ha- ̂  lf0^ „ ()ïi\( 0 ) ^ " J(3" :::::w E\<Jp "' (h:/

m ^«^ ^^ ^^
' / ^ ^ ~~ É1,.^ ~ ̂ / î

^Ha rfit.i ' 1 1 —.«. "—"' /"»v / 7^ ' ^a" ~ '
, ^Ha r ' (s) ,> , <)<:

v / "t)̂  '7(5)"'"^'
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q u i nous d o n n e n t les deux séries d'égalités

à,\ ()B _
^ ~ ̂  - °'

c)A ^)_ i/H^it
aï ~ aï - ~~ L F(&T lîat

(S^/ ' .s- )
(m ___ à%
ô^ ~ ̂

p^ ' (^ )p^w^
()L à@ -pF^L,
tô •-^^-^-iT^y1^

I.es va l eu r s de A, B, . . . , L, ©, qui conv iennen t à l ' équ i l ib re du sys-
tème, v é r i f i e n t ces égalités (6) et (8 te); mais ces égalités ne peuvent-
e l les pas é f r e vérifiées par d 'autres dé te rmina t ions de A, B, . . . , I., ©"?
Pour répondre à cette ques t ion , proposons-nous d ' in tégrer d ' u n e
maniè re générale les équa t ions (6) et (8 bis}.

IVapres les éga l i t é s (5), il doi t ex is te r une f o n c t i o n u n i f o r m e

tel le que l'on ai t

( t f ) )

^,(3, . . . , Â , ^ ) ,

Iîa= ^(./(^ p, ..., A, ^r),

Hp-^(?(a,p,..,}.,3),

HA= ^()(^P, .. . ,} . ,^).

On intégrera de la m a n i è r e la plus générale les égalités ( G ) en po-
san t

A=-^(a, (3, ...,/., &),
vCX.

I{==^ , f ( a , (3, . . . ,). , 3),

L-=^-J(a, p, ...,?., S),



2l1 P. DUI IEM.

J(a , (3, . . . , À , S-) é tant une fonction uniforme arbùraire (le a,
p,\. . ,X, &.

Parmi les fonc t ions (J(a, ?, . . . , X, S-) qui vérifient les égalités (16),
choisissons-en une; en vertu des égalités (16) et (17), les égalités
(8 bis) deviendront

^ à r^f(,a,p,..,A,3) yF^) , ,^ - ̂  ̂ —————^——„„„_. + ], ̂  (j (a, p, . . ., /, . ,
^ PJ
à ce [~~~

A
J(3 ^ à^
(;©_ Ô •"^(a^...,À^) « l ^ C ^ ) . , „,,..̂ ^__^^^^^^^^ .4. 8. ̂ -^, (, (^ ,.,..., /, .̂ ) ,

r}©^ <) '^J'(a,P, . . . ,7, 3) i,!^),-/ p • . '
'aï - ̂  ^—-—^^^ + .i- F^y (,(a^, . .., /, ̂

d\)u

, ., ,.., <).f(a, 8, . . ., /„ ^) ,-, V ' O " )( , 8 ) e =: .̂ ^^^^^^^^^ + E ̂  (/ ( ̂  p, ..., /.^ ) -h ^ ( ̂  ),

^(5") étant une fonction uniforme arbitraire de la variable ^.
La fonction (/(a, JÏ, ..., A, S') est déterminée; mais les (onct ions

J(a, p, .,., À, 9") et 9(5') sont arbitraires; il y a donc une infinué de
systèmes de wleurs des queirililù

A, B, . . . , L, 0,

qui intègrent les éyualions (6) et (3 ^^), l'expression de ces fo/tetions
dépend de deux fonctions arbitraires, l'une des (n 4- i) variables a,
p, ..., X, S", F autre de la seule variable S"; parmi ces systèmes, un et un
seul est tel que les forces dont le trawilmrtuxd, a pour expression

ctë, = A Sx + B 3p 4-... 4--1. o/. + (-) o^

maintiennent le système en équilibre.
Ainsi, une étude thermique complète d 'un système en é q u i l i b r e est

loin de fournir des renseignements suff isants pour qu ' i l soit poss ible
d'écrire les équat ions d ' équ i l ib re du système.
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CHAPITRE III.
DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE.

Considérons un système qui soit soumis aux condi t ions nécessaires
et suffisantes pour que l'on puisse appl iquer les théorèmes de la Ther-
modynamique sous leur forme hab i tue l l e .

Supposons qu 'une t ransformat ion fasse passer ce système de l 'étal
i n i t i a l r a l 'état f inal 2. A u n ins tan t quelconque de la t ransformat ion ,
le système est supposé avoir la même température en tous ses po in t s ;
cette température peut d ' a i l l eu r s varier d'un instant à, l'autre.

P e n d a n t u n e des t r a n s f o r m a t i o n s élémentaires en lesquelles peut se
décomposer cette t r ans fo rma t ion f inie, le système a la température S:;
i l dégage une q u a n t i t é de chaleur rfQ; sa force vive croit de <î^/"^"•

La t ransformation tout ent ière f a i t passer l 'entropie du système d t »
la valeur Si à la, valeur Sa.

Pour toute t ransformat ion réalisable nous devons avoir ( ' )

(„, l>^^^(./Q->4o^^•8)-l-S..--S,

P é tant une q u a n t i t é essen t ie l l ement posit ive à l aque l l e Clausius a
donné le nom de transformMio'n non compensée. Cette quan t i t é devient
égale à o lorsque la modi f ica t ion ^réversible.

"On peut donner à l 'expression d'une transformation non compensée
une (orme di f férente de celle qui est formée par l'égalité (19).

Le p r inc ipe de l 'équivalence de la chaleur et du travail nous fournil
l 'égal i té

^,=..E^Q+o^^ +Eoi ] ,

P ) P. Du 11101, Étude sur les travaux thermodynamiques de M. WiUcird Gihbf:^ éga-
lité 0 4 ) ( BidlcUii des Sciences mcuficmatîqiies, -À" série, t. Xr; 1887).
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IJ dés ignan t l 'énergie in te rne du système. Donc , an l ieu d'écrire,
comme expression de la t ransformat ion non compensée, l 'égalité (n)),
on peut écrire

(.,o) P ^ ^ f.^(^,-EoU)+S^S,.
^(i» " ̂ ;

Cette forme (20) devient pa r t i cu l i è remen t r emarquab le si la modif ica-
t ion est isothermique. Dans ce cas, on a

F(^) r^consl.,

et l 'égalité (20) d e v i e n t

( • u ) E F ( ^ ) P =E[[Ji - F^Si] -E[IL~ K(^)SJ 4- f > ̂ ,

l.e second membre r en fe rme un travai l
/,.<2.

/ ^
<- /( 1 5

l,e p remier membre est donc une grandeur de même espèce q u ' u n
t rava i l . Dès lors, pour iine m o d i f i c a t i o n q iudconque , isotlierm'upie ou
non, noos donne rons à la q u a n t i t é

A:=EF(3)P

le nom de travail non CÂïrnpensé accompli d u r a n t la t rans format ion .
L'égalité (21) p e u t alors s 'énoncer a ins i :
Dans une modification ùoiliermique quelconque, le. t r a v a i l non com-

pensé est la somme :
i° Du travail des forces extérieures;
21° De la variation changée de signe d 'une fonc t i on uniforme de

l 'état du système définie par l 'égalité

(•0 ^ :.:::: E[l.J-F(^)S:|.

Ce travail est donc égal au travai l mécanique q u i serait accompli
dans la modification considérée si le système é ta i t soumis :

i° Aux mêmes forces extérieures;
2° A des forces intérieures admettant un poten t ie l égal à S.
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De là le nom de polenliel l/iermodynamique interne que nous donne-
rons à la fonction S déf inie par l 'égalité (22).

Cette fonc t ion a été, pour la première fois, é tudiée par M. Mass ieu ,
qui l u i a d o n n é le nom de fonction caractéristique. M. Gibbs, q u i en a
fa i t usage ensui te , l u i a donné le nom de fonction de force à tempénf-
tare constante. Maxwel l , pu i s M. von Helmhoi tz l 'ont nommé énergie
libre.

Dans t ou t e t r ans fo rma t ion réa l i sable , le t rava i l non compensé est
posit if . Par conséquent , si un système, dont la température est maintenue
conslanle, se trouve dans un état tel aue toute modification î^othermif/ne
rirtuelle entraîne un travail non compense négatif, le système est asafsrè-
ment en écfuUihre.

I l a r r ive souvent que le travail effectué dans une modif icat ion iso-
8 , l i e r m i q u e réel le ou v i r t u e l l e par les forces extér ieures appl iquées au
système se trouve être la var ia t ion changée de signe d 'une cer ta ine
( o n c t i o n 0, d é t e r m i n é e d ' u n e maniè re u n i f o r m e par l'état du système

dÇ: == -- ô^.

Les forces extérieures appliquées au système admettent, à température
constante, un potentiel ÛL

L'égalité (21) devien t , dans ce cas,

EF^)?^ E[U,--S^)SJ+i2,
-~.E[U2-F(3-)Sa]-12,,

ou Lien, en posant

(^3) <J I»= .E[ [ J -F (^ )S]+^
(^) EF(^)P=:(Ï>,--<^.

Le tramil non compensé accompli dans une modification isothemîKjUc
(/ueicoru/ue est alors la variation changée de signe d'une fonction um-
forme de Fêtât du système; nous donnerons à cette fonction le nom de
potentiel ihermodynamù/ue du système.

D'après cette d é f i n i t i o n , si un système, dont la température est main-
tenue constante, se trouve dans un état tel que son potentiel therm.odyna'
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mùftie eut une valeur minimum parmi toutes celles qu il peut prendre à la
même température, le système est en équilibre.

Le potentiel thermodynamique interne est défini par l'égalité

(^) ^EEU-F^S];

le po t en t i e l t h e r m o d y n a m i q u e total est défini par l 'égalité

( ]^) (l»r-:E[lT--F(5•jS:l+^.

Chacune des trois fonct ions U, S, û est dé f in i e à une constante près.
Il en résulte qu'à chacun des deux potentiels thermodynaîr i iques

on peut toujours ajouter une q u a n t i t é de la forme

A F ( : 7 ) + B ,

A et B étant deux constantes arbi traires .

CIIAP1T1UÎ IV.

ÉTUDE D'UN SYSTÈME DONT LE POTENTIEL TlII^i.MODyNAMfQUI4 :
EST SUPPOSÉ CONNU.

Considérons un système déf ini par (/z-4-.i) paramètres, au nombre
desquels figure la température &; so ient

a, p, ..., /,, :3-

ces paramètres. Supposons que l'on connaisse le potentiel thermody-
namique interne de ce système. Ce sera u n e fonc t ion uniforme des va-
riai)! es a, p, . . . , "X, &,

^(a,;3, ...,},,&).

Peut-on, en premier lieu, déterminer les forces extérieures qui main-
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tiennent ce système en équil ibre, c'est-à-dire les (n 4- i) fonctions

A, B, . . . . L, 0,
telles que

• <^:= A ôa+Bâp-•+- . . . -+- LÔÀ-4-60^

représente le travail virtuel de ces forces?
Supposons le système soumis à ces forces; si les paramètres

varient de
a, P, • . . . , ).

ôa, ô[3, ..., àX,

tandis que & demeure constant, nous obtiendrons une modification iso-
thermique, réversible, inf in iment petite, dans laquelle le travail non
compensé doit être épçal à o,

EF^^P^o.

Or, dans toute modification isothermique,
E F (2r) dP == •— SS 4- dQ,.'

Dans le cas actuel,
^ à^ . à.i ^ , _, <^ ..,.7 ^^oa4-^op+...+^ô}.

^,==A^ +Bâ(3 -+-... 4-Lô)..

On doit: donc avoir, quelles que soient les valeurs de Sa, âp, ..., o"À,

(._Q,.,(n-|),̂ ,..̂ (,.-^)»,=,,

ce qui entraîne les égalités

( A=^^(a,P, . . . , } . , 2 r ) ,

^ B=^^(a,P,. . .^,^

L=:^^(a,p,...,À,Sr).

Ces égalités (â5), dans lesquelles les seconds membres sont des tbnc-
3?.Ann. de l ' È c , Normale. 3e Série. Tome VllL — AOUT 1 8 9 1 .
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tions uniformes de a, ̂  ..., 7^, 3, déterminent le travail v ir tuel des
(orées extérieures propres à maintenir le système en équilibre, sauf le
terme © 55".

Pour achever l'étude mécanique du système, il faudra, d'une ma-
nière quelconque, déterminer la quantité 0, c'est-à-dire joindre aux
égalités (aS) une égalité de la forme

(^>) e=y^(a,p, ...j.,^).

Les équations d'équilibre une fois déterminées par les égalités (aS ) el
, les coefficients calorif iques(26

Ha, 1^ ..., H),

seront déterminés par les égalités (8), qui deviendront

(^7)

i F(3) (àf^ ^ \
g.xa— ^ ̂ ^ ̂ ^ — ^•^^^

1^.- I F^) /^A ^^ \
^ ~ " E F^) \^p "~" ̂ î;5

ïî), i F(^) /^ ^^
'Ê FC^) \ <}ï """ ̂ "̂

L'égalité que définit À

(^) ^=E[lj--F(c7)S:

donne
rM ^ÏJ r..^^'— }7 l / - J if!^\ 1 / '^, ,1 , ^_^^^ EF'C^ ÎS .

Mais on a évidemment^-^^. OS < :

On a donc

('^)

{ w ) )

^T^
51.Sr=.^ ^^(y^

"-îl^^,^ '"'•' l- 1 ( •ï ) \

( •^ ) c - ' 1 F ̂  ( ô^ - ^^^ ^^ ̂ & V /• ^rî ^ '' ' ' ~ E ( F'(S-) \<y!s ~ ôy ) ~~ ' |: (<""(&)?' V7 - ̂  ) \'
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On voit donc que, si l'on connaît le potentiel thermodynamique interne
d'un système et si l'on connaît en outre la fonction f^^ on sait déterminer
les conditions d'équilibre du système, U énergie, F entropie et les coefficients
calorifiques du système en équilibre, en sorte que Vétude mécanique et
thermique du système en équilibre est complète.

Los égalités (27), (28), (29), (3o) ont été démont rées en suppo-
sant que les égalités (23) et (26) é ta ient vérifiées, c'est-à-dire que le
système étai t soumis aux forces extérieures qu i en assurent l 'équi-
l ibre .

Cette restr ict ion devra tou jou r s être observée lorsqu'on voudra fa i re
usage des égaillés (27) et (3o). Mais nous allons voir que les égalités
(28) et (2<) ) peuvent , au contraire, être démontrées sans faire aucune
hvpotl ièse sur les forces extérieures auxquelles le système est soumis.

Supposons le système soumis à des forces extérieures quelconques ;
lorsque les paramètres a, [3, .... A, S- éprouvent des var ia t ions Sa,
oS, . . . , oA, c^, le t rava i l ex té r i eu r eiïectué a pour expression

dç', = A/ ôa "4- ir ô? -i-... -+-1/ ô^ -h © / &,

A', B\ ..., L\ Q' é t a n t des fonc t ions uniformes de a, p, ..., A, S-, gé-
né ra l emen t di 11 ère nies de A, B, ..., L, ©.

Dans la m o d i f i c a t i o n considérée, Fénergie interne augmente de

,U=()uoa+^5.6-^...-.^ô7-+-^te/
()V. Ôp </Â ^

Calculons la variation oS que subit, dans la même transformation,
Peniropie du système. On a, par définition,

ÔS=- d(}
W

dQ étant la q u a n t i t é de chaleur que dégagerait le système, si, durant
la^ 'modi f î ca t ion , i l é tai t soumis aux forces extérieures propres à le
ma in ten i r en é q u i l i b r e , c'est-à-dire aux forces dont le travail a pour
expression

• • ;̂, = A oy. -+- B ôp •+... •+• L 37. -+- 0 o:7.
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On a donc
^ .r.,- ï ^ /àU^ OU ^ OU ^ OU .\^Q=_oLl+^^=-^oa+^op4-.. .4-.-^oÀ+^

+ - (A rîa + B â(3 -i-..-.-+- L o'À + 9 fô)JD

et, par conséquent,

„ r /^U. ^U^ ^U\, r}U\\ab = •p-7~r — oa 4" -^r op -+-. .. -+- -^ OÀ •+• — os-1^ (3) \ôy. </p ^À ^5- /

— -, g—— (A. rîa 4- B rîp 4" . . . 4- L r3À ~t- Ô 0:̂  ).h .̂  ( .7 )

Cette égîdité doi t avoir lieu quels que so ien t Sa, 'î[j, . . . , OÀ, â&. Si
l 'on y remplace A, B, . . . , L, © par leurs valeurs (25) et (2(>) , on ob-
t i e n t les égalités suivantes, qui doivent avoir l ieu quel les que soient
les forces extérieures appl iquées au système

ôS àV ()^
<}a ~" ¥^) ()a E ¥(^) ôa
^S _ _i_ OU _ ^ r ^ /)J
rf(3 "~ V{^) J^ " :E F(1ï) 5(3'

^S ^ _r__ OU _ i i ̂  ^7
JÂ ^ F(ÎJ) ^ Ë F(^) W

OS _ __^_ ^0 __ i i ^ .
/55 ^ F (20 ^ """' Ë F('sr)'^'

La général i té de ces égalités étant démont rée , i l nous s u f f i t de
remarquer que l'on a toujours, d'après la déf in i t ion de ^ donnée par
l 'égal i té (22),

ô^ 'OU OS"
^-•R --FO)- ~EF^)S,
</-^ t O-i </.Ï

pour voir que l'on a toujours, ffucllcs ({ne soient, les force,}, u-lér'icurcn
appliquées au système,

w
(?-9)

^ _ I ï ( f <^\~'KVrTW}V3~^r
V-

EF' (&)Y' '~^ ; '
j_ r- F(&) /, ùp
E |;1 ~ V^~) V5'- Ifs,
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Lorsque le système est soumis aux forces extérieures quelconques
définies par les fonctions A', B', . . . , L\ © /, un système de variat ions

oa, o P, ..., 61, ^

des paramètres entraîne un dégagement de chaleur rfQ' qui a pour
valeur, si la force vive est nulle au début et à la fin de la modification,

€10'=:- ôïJ + - (A' oa + B' 5p -+-... + V ÔÀ + © / tô).hi
Si nous mettons cette quantité sous la forme

• rfQ' =, _ ( |̂  Sa +• Rp op +... + Rk OÀ + G' aï ),

les quantités H',,, R'p, ..., R),, C' difFéreront, en général, des quan-
tités Ha, RM, ..., R),, C qui représentent les coefficients calorifiques
dans le cas particulier où le système est soumis aux forces qui le main-
tiennent en équilibre.

Ces quantités R,, R'p, ..., Rx, C' auront, respectivement pour valeur

R'a=

H'p=

R). =

C' •=-

OU
àx
<W
(TP

<)u.
ô7.
<W
à's

A',

B',

rL',

E0''

ou b i e n , en vertu de l'égalité (29),
<r^/ H - - • ç^^

"a-" ÈiV'C3)\()a

< r'^5) ^/^
<}a aï
û^ •,>. _ « [VW ̂  __y!l.

"P-ELF^Y^ ^()&

.̂•î
5ï(
c^T
^

4
B'I.

F (S) /^ <)2^ .̂f-l-It). = iî | F'(S) \,~d7' ~" rfÀ àïl ô'î. .1 '
,„ > f FO) /^ ^'^ _J , _ VWV"W ( /y,._ ̂  + ̂  - ©''|.
(' = E IF'(S) ̂  ~ ̂  + ( ' [ F'(&)]2 1 V ^^/ ^ • ^
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Si nous comparons ces égalités aux égalités (27) et (3o), nous
voyons que, pour que l 'une des quant i tés II', la quan t i t é R^ par
exemple, devienne égale à R.a, il, n'est pas du tout nécessaire que les
forces qui agissent sur le système soient celles q u i en assurent l ' équi-
l i b r e ; pour que l'on a i t

Ra=Ra ,

i l est nécessaire et suff isant que l'on ai t

A ' : = ^ A ;<)y.
de même, pour que l'on a i l

i l est nécessaire et su f f i san t que l'on a i t
^=/,::=:0.

Nous venons d 'étudier une m o d i f i c a t i o n que n 'accompagne a u c u n e
var ia t ion de force vive. Dans le cas ou la force rive pourra/'/ varier, on
a u r a i t

d(Y = ~ dU + - ( A/ rîa ̂  W rî,6 +... -h L' ÔÀ + W fô ) -- i rî V m^.
^ E ^ 9.

Si le système se meu t l ib rement sous l 'action des forces ex té r i eu res
déterminées pa r l e s quanti tés A\ B\ . . . , 17, 0', on démont re que
l'on a

o^ m^ = (A^ A) oa + {W- B) op +. . .+ (I/- L) a/.

L'égalité précédente d e v i e n t donc, pour un système (fui se meut libre-
ment sous l'action de forces extérieures quelconques,
(32) €l(V-=:dQ.

Nous avons vu au Chap i t r e I qu 'un cas p a r t i c u l i e r in t é ressan t é t a i t
celui où les paramètres a, p, . . . , À, & é t a i en t chois is de te l le sorte
que tous les points du système d e m e u r e n t i m m o b i l e s lo r sque 3 varn1

seul.
Dans ce cas, on a nécessairement, que le système soil: ou non en

équi l ibre ,
e^ô^y^o.
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Soit .f(a, p, . . . , X, £r) le potentiel thermodynamique du système.
Son énergie in terne .U(a,[:!, . . . , À , £ r ) est donnée par l'égalité ("2()),
qu i devient

i 1 . F(^) .̂n(.^) ii-^-F^^J-

D'après l 'égalité (28), l 'entropie S(a, j3, . . . , X, &) da système
devient

(34) S - i __ à.J
Ë F^ aï'

Dans une t ransformat ion quelconque, effectuée sous l 'action de
forces extér ieures A\ B\ . . . , !,/, ©', le système dégage une quan t i t é
de cha leur rfQ' donnée par

(35) E^-+^^=-ô^-^g' +A'oa+B'ôp+. . .+L 'ô>. .

Si le sysicme se incut l ib rement sous l'action des forces extérieures,
cette égal i té se réduit a

lî r/Q =. - rî p - F(s) ^1 + A Sx -+- B op +.. . + L S-}..

En ver tu des équat ions (25), on a

A rîx -|- B 3(3 +... + L rîÀ == ̂  ôa + — ÔP + ... 4- ̂  o^ = ô-f — ̂  oS.
^a - ̂  ^(3

On a doue

,.<,=.[̂ g]-g..
Dans le cas pa r t i cu l i e r où la modification est isothermique, cette

égalité se rédui t à
„ ,r, î '(&) ^

(37) ErfQ::=Ï<iTs)o^•

D'après les égalités (27) et (3o), les coefficients calorifiques du
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système en équi l ibre ont pour valeurs

/ i. ^ ^ F^) ^^R —,i.\g, ———

P „

•^P———

. . . . . . .

î{'> —

i 1; {^i ) U ^

E F'^) àc^à^
ï F(Sr) ô^
E F'^) à^ô^'

1 F (r?) rPJ
E ¥'^) àïà^
i ( F(3) ̂

(38)

F(^)F^ C 7) ^/
Tn^T^^i'

Nous arrivons ainsi à cette belle proposit ion de M'. Massieu :
Ijorsque les paramètres sont cJiaisis comme noas venons de l'indiquer^

r énergie interne du Hystêrne, son entropie, le{> coefficients mécanù/i/es et
thermiquefî du système en écfuillhre^ s expriment tous au moyen des déri-
vées partielles du premier et du second ordre de son potentiel thermodyna-
mique interne.

Imaginons un système dans lequel les paramètres sont choisis
comme nous venons de l ' indiquer ; lorsque S' varie seul, les forces
extérieures n'effectuent aucun travail; supposons ce système soumis
à des forces A', B', . ' .., I/, qui sont ou ne sont pas celles qui peuvent
le maintenir en équi l ibre ; supposons enfin que, lorsque la tempéra-
ture est maintenue constante, ces forces admettent un potentiel 0,
fonction de a, ? , . . . , 7^ 3', de telle sorte que l'on ait

A^

W :

(W
'""""ô^5

à^
^W

V: ô^
'm'

L'égalité (35) deviendra alors

FJO /^ôVm^--3^^ F(^ ^^^1^ -^oo . ̂"r^i /<- •i \^ 'JMU î • ••-.—" u^ •
()^•Lm" • 0 ^ 2 - T' P^) (^

Mais, clans ce cas, le système admet un potentiel thermodynamique
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total, déf in i par l 'égaillé

(a3)

On a clone
/ • > -. B^ H\l ^V /m'2(.-X;1)) .LrfQ -+-o 7 —-— -==

(I) =: .f + ^2.

<}^,r F(3) ^-j .po)-) ^^-r^F^^^j-'^i^j-^^
Dans le cas par l icu l ie r où "la fonction û ne dépend pas de &, on a

(10.
-^=:0

et cette formule prend la forme beaucoup plus simple

E^Q'+.y^^-ô d>mv
'2

F(^)_ <Mn
FC^J ^J

Toutes nos (brinules se SIIB pli f ient si. nous prenons pour tempéra-
tu re la température absolue el le-même; nous avons alors

^=T, F(&)=T;

si nous nous plaçons, en outre, dans les condi t ions où

©^e--^:=o,
nos formules (33), (34), (3i), (35), (36), (3c)) et (4o) deviennent

u —^-rêV(33 bis)

(•^bis)

^-^

(3i bis)

.— —

a. —

Ï1)Rp ^

T>
ï\\ ——

/"^

I

E

T
E
T

T
E
T
Ë

<^
(^r'
c/2^

()a (^T '
^

c»a r/r '

à^
à\à'S'
à^
ÛT1 '
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( 35 bis) E dQ' -+- <5^ m^ = - ô ̂  - T ̂  ") + A' oa + W d(3 -h. .. + L' ô?,,

(36 bis) KdQ-.VS0-,

(89^) E./Q-4-o^^2 -:- ô(<&-ï^) -To^,

( 4o &/.) Iî ./Q' + ̂  ̂  = - o (^ - T ̂ ).

Ces diverses foririules sont f r é q u e m m e n t employées dans les a p p l i -
cations.

CHAPITRE V.
D'UN CHANGEMENT DE VARIABLES.

Supposons que les paramètres a, [3, . . . , A, & qu i déf in issent un sys-
tème a ient été chois is de manière que la seule var ia t ion du paramèln1

3 n 'en t ra îne aucun travail, des forces extérieures app l iquées an sys-
tème. Soit

^0,...,^)

le potent ie l t l i e rmodynamique in t e rne de ce système.
Posons

^ =/a(a,P,. . . ,?,^) ,ày.

l^=/p(a,P,...,},3),
(^)

^=/),(a,P,...,^3).

Le système sera en équil ibre si on le soumet aux forces extérieures
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ayant pour le travail virtuel

dQ,-=: A Qy. -h B ôp + . .. -+- L ÔÀ,

A, B, . . . , L é t a n t d é f i n i s par les égalités

( A=./a(^,P, ...,^),

) B=/p(a,p, ...,}.,^),

( • • • • • - • • • • - • • • • • -
[ L= /x (a ,P , . . . , X , ^ ) .

Nous savons que les fbnction'sy^/p, .. .,y>, sont des fonct ions //m-
formes des variables a, p, . . . , À, 5.

On peut supposer les équa t ions (4^) résolues par rapport à a, p , . . . ,
} .̂ On aura alors

( a=:-/^A(A,B, . . .,..L,S-),

I P=//n(A,B, ...,L,3),

l }. = / / L ( A , B , . . . , L , 3 ) .

(,,;es équa t ions définissent les va leurs que prennent , à la température 5,
les paramètres a, f^ , ..., "X, lorsque le système est en équil ibre sous
l 'act ion de forces extérieures, ayant pour travail v i r t ue l

cfô, ̂ : A, ôa + B ôp 4- . . . + L ̂ .

.11 peut fort b ien se faire que les fonct ions h^ h^ .. ., /^ ne soient pas
des fonclions uniformes des variables A, B, ..., L, S". A un même sys-
tème de valeurs de A, B, . . . , L, & peuvent correspondre plusieurs
systèmes ou même une in f in i t é de systèmes de valeurs de a, ?, ..., A.

On peu t se proposer d'étudier le système, en prenant, pour le dé-
f in i r , les paramètres A, B, ..., L, &, au l ieu des paramètres a, p, ....
X, £r. Nous allons donner quelques formules générales relatives à cette
étude.

Considérons l 'expression

( 44 ) H. ==: S - ( A a + B (3 + . .. -4- L ' A ) ,

qui est une fonction uniforme de a, ? , . . . , 7\., 3-. Si, au moyen des éga-
lités (43), nous y remplaçons a, ^, .... ~k par leurs expressions en
fonction de A, B, . . . . L, S", nous ob t iendrons une fonction de ces
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nouvelles variables, qui peut fort bien nôtre plus uniforme. Désignons-
la par

5(A,B, . . . , L , 2 r ) .

Si les quan t i t é s A, B, ..., L sont ma in tenues constantes, on aura

A (îa -h B â(3 +. .. + L OÀ == ô ( A a -4- B P + . .. + L À ).

Dans ce cas, par conséquent, les forces extérieures constantes A,B, . . . ,
L admettent un potent ie l

et la fonc t ion
^—- (A5M-B(3-h...4- LÀ),

,< j (A ,B , . . . , L )

est le potentiel ihermodynamùfiie total d'un système soumù anx forces
constantes A, B, ..., L.

L'égalité (44) nous donne

^ — à^ àa à^ à^ • ()rJ (ïk

()A ~ Ja M + ̂  àA + > ' "+ JX "JA

^ A ()ff' B ̂ J r ^À

- . . . — L . . — a.(M
A ̂  - B ̂  -

Mais les égalités (4Q et (4.2) donnent

àf — A —: o,5a

^
3p —B -=. o,

Af ,^-L^o.

On obtient donc ainsi la premicre des égalités

/ „- <)1)

(45)

àA'
à1)
rfB'

--Ê.
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les autres s'établissent d 'une manière analogue; d'où la proposit ion
suivante :

Lorsque, pour un système donné, on connaît la fonction

<j (A,B, ...,L,^),

on peut, par de simples di/fërentiations^ obtenir les valeurs que prennent
les paramètres a, p, .. ., À, lorsque ce système est en équilibre, a la tem-
pérature &, sous r action des forces extérieures A, B, ..., L.

Si les paramètres A, B, ..., L, S- varient de oA, SB, ..., oL, ô&, le
système, supposé constamment en équilibre, éprouve une moclifiea-
t ion i n f i n i m e n t pet i te et dégage une quan t i t é de chaleur in f in iment
pet i te

({(} —, — ( p^ QA •+• pu oB •+• • . . "4- pi, oL -4~ y o5- ).

p^, p^, . . . . p^, -y sont, dans le nouveau système de variables, les coef-
ficients calorifiques du système; y est Ici capacité calorifique relative au
système de variables A, B, ..., L, S'.

On a. év idemment , entre les paramètres

et les paramètres

les relations

IU Rp, ..., B)., C

PA, pc» • • • , PL, y»

/ ,, ()A àB àL,R,,,,:.p,^+p,^+...^p,^,

,, àk àJi àLBr-pA^+pB^+...+p.^,
(^6)

,. à.k à'B àL
Ba=pA-^+pB^+...+pL^.

^ <M. à'B àL
(, ^p,^+p,^+.. .^p,^+y,
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(47)

P.

pu

PI-

7

—Fi ^a

-""di

„ àa.
-lîa^

(?a
-"^T

— R ^a

-Ra^

-1- Rp

-h Rp

+ Rp

+ Rp

,̂3
^Â

^
^B

^
r^L

<^P
^&

-)„ . . . 4-

-+- . . . +

+ ...-}-

4- . . , +

R>,

R),

Rx

R>,

£»?.

JÂ'

d7.
JB'

<)?.
rft'

à\
(Ï3 "

Ces égalités permet ten t de passer des coefficients calorifiques relatifs
à un système de variables aux. coefficients calorif iques re la t i f s à Fartro
système, et inversement.

1/é^ali.té
^ = / ) 4 - " A . a 4 " R ( 3 4 - . . . + L À

donne

^
ày, ô^

„ ^A./^/)
<)y. \/)Â2

^B / à 2 } )
t av. \()\\()h.

-h . . . . . . . . . . .

. ÔL ( ^3/)
ja \^L^A

à^ à^A.
ôK àa à^

(y A+a ̂ ^

dA
+ aï '

()A.
(fi '

àA
cfi '

6)A.^ ^

-h

-h"

<)2/)
dA àK

à2;)
diF

^^Ji
^L OU

ai) y
<m àa

^B
1 àaô^

(m
()3 -1' • • •

<)ïi
^+...

<}P>
^ + . . .

B
^ + - - -

F - 1 - - - -

+ ^2/)
<^A.JL

^^J)
1 ()B àL

, ^5 •
âl^

^^) ^
(>L Ja

, (PL+ À -,—.
àcy, a^

àL
àS^

ÔL
-.,"• 4-ô^

ai.
^+

S J

ô^

^f) \
<JA (fis)

<)^} \
()n

<r2
()L

^)

li\
(Ts)

Si l'on tient compte des égalités (45), certains termes disparaissent,
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et l'on peut écrire

^ _ <^5 (M â2/^ àa à2^ àL
+ . ..ày. à3 (M à3 àx à'B â3 • àa àL à^s av.

à (à^\àA:, ^/^l^6^ ^f^f)}^
àoc\àKJ à^ i" (}a\âïî) 03 ^'"^^{'àL) <Ja

<)A

Mais, d'après les égalités (45), on a

l(à^\__à^__
Ja \àK) ~' ày. ~~~

K^-^^^-o
av. \ àB j ~ àa ~ '

ï) W-^^~o
àv.\àL) ~~~ àa "~

On a donc
J^L — J^ÊL ()^ J^^L ^B „ ^ àL
àa à^ "~ <M. d^ aï + ̂ 3-̂  ̂  -(-...-{- ^^ ̂ ^ ̂ .

D'autre par t , d'après la première des égalités (38), on a

fî _ i FJ^1 ^JL
a~~' E ¥ ' { 3 ) àaà^

On a donc la première des égalités

n - ̂  1 F^ ( à'^ àk ^ -̂ lâ- ^B . .- -É!l- àlj}a-" E r"^) ̂ ï"j& àa àB ()3 à ce '" " " •" àL à^ àa}'

n _ L 1^) ̂ ^ JA . ̂ L (m ̂  ^ à^ ̂^— ^ ^^^ ^^^ ̂  jp t~ ^^ ̂  ̂  -t- . . . -+" ̂  ̂  ̂  y

n ^ 1 mi ( ÈlîL()Ai > à^ à^^ ^ àî^ JLVx ~ E 1^(5-) \^A 6>Sr ()À àiï â^ aï àL à^ à'\ )'

les autres s 'obtiennent de même.
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En comparant ces égalités aux égalités (46), on voit immédiatement
que l'on doit avoir

o -_ 1 W J^_
I A ' E F'(&) àAô^'

(48)

L'égalité

donne

i F(2-) ^/)
pu: E F'(&) dlid^

• F(ï) ^2/)
E F'(S-) JL^

J : = ^ - ^ - A a + B ( 3 - ^ - , . . + L 7 .

^ _ ( ) 1 )
à's ~~~ 'aï

'^
, JA

+")^+(^-?)g-..
/^1) , . '\ à\.
.</L-1- / . )^

ou, en tenant compte des égalités (45),

<}J _ ^<)
^ ~ 7^'(49)

L'égalité (34) donne alors

S--1—L-. ̂
E F'(&) ^'

(ûo) e

On a d'ailleurs

E[U - F(S-)S] ==,y -+- AO( + Tî(3 +. . .-+- L À .

Cette égalité, jointe aux égalités (45) et (5o), donne

w E=^-^-^ ()fî • •

L'égalité

(49) ^-^
6>S- ()&

^T
'^L
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donne aussi

^ — ̂  <^) <}A __^Lr}B à2^ ÔL
ày -- -̂ 4- J^ ̂  ̂  -+- ^3 ̂  -^ + • • • -4- ̂  ̂  ̂  "

On en déduit , en tenant compte des égalités (48),

„. 1 SUÉ} ̂  F^F^) ^(
ÉfF^^ ) ^i' [F^^)]2 ^(

- _ L ^S^l ^â. F^)^^^) ^)
~" E 1^(3) ^2" [F'(S-)]2 <)§

^A r}B ()L4_p,^+p,^+...4-p,^,

ou bien, en tenant compte de la dernière des égalités (38) et de la
dernière des égalités (46),

(52) yz^ 1 .ÏLW ̂  «- F(r?)F"(^) ^) ;
E F(§) ^2 [F^^)]2 ^!

Les égalités (45), (48), (5o), (5l), (Sa) conduisent à la conclusion
suivante :

Si, pour un système, on connaît la fonction

}) (A, B, . . . , L, ^),

^ sait, par de simples diffèrentiations, obtenir les valeurs que les para-
mètres a, [Si, ..., y prennent, à la température 5, dans le système en équi-
libre sous Faction des forces A, B, ..., L, l^ énergie interne du système,
son entropie et tous ses coefficients calorifiques.

C'est à M. Massieu qu'est due cette belle proposition.
Le rôle que joue la fonct ion Q lorsque l'on prend pour variables les

quant i tés A, B, .... L, & est tout à fai t analogue au rôle que joue
la fonction S lorsque l'on prend pour variables les quantités a, (i, ...,
À, 5'. Aussi M. Massieu donne-t-il aux deux fonctions r7 e t ,{) le nom de
fonctions caractéristiques.
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Si l'on prend pour température la température absolue, les égalités
(48), (5o), (5i), (Sa) dev iennen t

(f\S his)

a^.-^ ()î^

pi,=-

,E àAàT

1 ^
' E àWàT'
' • " « • • » • »

1 àï^
E ^Tf'

s -^ l ^
' 1~~"' Ë àT'

^d'-'^-^-^ ^
t (}\^

(^î (n\)


