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MÉMOIRE
SUR LES

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE
( S U I T E ) ,

PAK M. PAUL P A I N L E V E ,
CIIAH&1Î DE COURS A L.V FACULTE DES SCIENCES DE LILLE.

CHAPITRE IV.
DE I/INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DONT L'INTÉGRALE

GÉNÉRALE N^ADMET QU'UN NOMBRE DONNÉ //, DE DÉTERMINATIONS SE
PERMUTANT AUTOUR DES POINTS CRITIQUES MOBILES.

1. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre précé-
dent ne s 'appl iquent jamais au cas où le genre p de l 'équation diffé-
rentielle
( i ) F[y,y,(^)]=o

est nul . Nous allons maintenant traiter un problème dont la solution
embrasse les équations (i) de genre quelconque, en particulier les
équations de premier degré en y

/=R[y,^)].

Nous nous proposons de reconnaître si l'intégrale générale de ( i )
n'admet au un nombre donné n de valeurs se permutant autour des
points critiques mobiles.
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Rappelons-nous, pour traiter celte question, les propositions géné-
rales établies dans le premier Chapitre :

Si l'intégrale est de l'espèce indiquée, elle se laisse définir par la
relation

(^) x^yo^o^^^^r+r'1^-!^^^^)]^
dans cette égalité, R^ désigne une fonction rationnelle de yo, y^\
quant à yo» ,/o' ce sont les valeurs pour x^ de l 'intégrale particulière et
de sa dérivée; ces valeurs vér i f ien t la condit ion

0)' ^L/OîJo» (^o)]^^

Les R/, l\j d 'une par t , les R/, — d'autre part, sont liés par des re-
lat ions algébriques qu'on forme en é l i m i n a n t jo,y^ entre ces quant i tés
et l 'équation (i). Par exemple, si R^ dépend effectivement de la con-
stante d' intégration (yo'Vo)» on P611^ ^o^^* à ces équations la forme

R;:=9[R,«|,
R,=r,[R,(<],
R,=^[R.(^)J,

R^=^[R,,(^):|,

les W, îp étant algébriques en R;.
Quand n est le nombre exact des branches de y qui se pe rmuten t

autour des points cr i t iques mobiles, nous savons qu'il n'existe qu 'un
système dist inct de telles relat ions.

Les fonctions R^(«z*) ont leurs points critiques fixes. D'autre part, on a

R.=R.[yo,Jo»(^)]=row-- lA;[yo,(^)]+r,-^A?[yo,(^)]+...+AW^

Dans cette égalité, les quant i tés A^ sont des fonctions rat ionnelles
enjo* Nous al lons chercher à déterminer une l im i t e supérieure du
degré enyo des deux polynômes dontA-J est le quot ient .

Pour cela, nous ferons usage d 'une seconde forme de l ' intégrale de
l ' équa t ion (i)

/DS7o»(^)] ̂ o.

dans laquelle y est, comme l'on sait, un polynôme de degré mn par
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rapport à chacune des lettres y et yo. Supposons qu'on a i t ramené a
l'unité le coefficient dey^ dans

/Lr»yo,(^)];

désignons par /^ ce que devient/; nous pouvons écrire

/lLy.Jo,(^)^=y^+BJyo,(^)]J^--l-4-...-4-B/,,,[yo,(^)]=--o.

Dans cette équation, les Bf sont des fractions rationnelles dont les
deux termes sont au plus de degré mn en y ^ .

Les mn valeurs de y qui correspondent à chaque valeur de v^ se
décomposent de la manière suivante en m groupes formés chacun de
n valeurs :

A chaque valeur de jo correspondent m valeurs de y\^ Soient s,,
^, .. . , z^ ces m valeurs. A chaque système de valeurs de (yo'.Vo )
correspondent les déterminat ions d 'une même intégrale.Appelons R/1,
BJ, ..., R^ les valeurs de R, qui correspondent a jo; en d'autres
termes, posons

RJ=R,[jo,^,(^)].
Posons encore

x^=x[J,yo^l>(^)]=.r+^•" lRi+r"•~2R^- l^-•••+R^
:=y^y/^i(A^r1 -+-• • • +A,ïr)+.. .4-(A^r"1 +A;i,^"-1 +. . .4-A/Ï)

et de même
X^-X^yo, ̂ , (.^)] =:j.+^-lR^y——-R|^. . .^ ,R^

^^4.J^t(A^^ l+...+AW)4-...+(A^^~ l+.••+A^),

On a ident iquement

(3) /,[y,jo,(^)]=X,X,...X,.

Les coefficients des puissances de y sont, dans le premier membre
de l'équation (3), des fonctions de yo qui sont au plus de degré mn
en yo; dans le second membre, ce sont des fonct ions entières des
quantités A{, et les coefficients de ces fonctions sont eux-mêmes des
fonctions symétriques de 5,, z.^ . . . , z,^ et, par suite, s 'expriment
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rat ionnellement en fonction des coefficients a de l 'équation

F[yo, ̂  O'o)] = ̂ -t- ai [yo, 0,)]^-i-^, . +a^[yo, (^o)] = 0.

On peut aisément, pour chaque valeur donnée de m, calculer ces
fonctions symétriques en fonction des a. Elles sont de la forme

s=2.,p- ^',i ^j ...,
chacun des nombres ^ p/, ...; étant au plus égal à (m — i) il nous
suffit , pour le but que nous nous proposons d'atteindre, de calculer
une l imi te supérieure de leur degré enjo- Diaprés la théorie des fonc-
tions symétriques, une telle fonction S est une fonction entière des
quanti tés a, et cette fonct ion entière est au plus de degré m(m — i) par
rapport aux a. Si n' désigne le degré le plus élevé auquel jo figure
dans l'expression des quan t i t é s a, les quantités S seront au p lus de
degré

v =:: m (/n — j ) n'
enyo.

Dans chacun des deux membres de l 'équation (3), le coefficient de
y^ est égal à l ' un i t é . En égalant respectivement les coefficients de
y^"1, y^-2, . . . , j °dans le premier membre de l 'équat ion (3), aux
coefficients de y^-^y^-2, .. .,j° dans le second membre, nous obte-
nons mn équations, l i an t entre elles les mn quant i tés A-J. Chacune de
ces équat ions peut s'écrire sous la forme suivante

W 2, ̂ .ro. (^)]?^(AÎ, .. . A { . . . A^) == B[yo, (^)],/c
les ̂  désignant des fonctions entières des A-f.

Parmi ces équations, les (m — i) premières sont respectivement de
degré ï , ^, . . . , (m — :i:) par rapport aux A-J. Toutes les autres sont de
degré rn.

Par rapport aux quant i tés y^ les coefficients S/, sont au plus de
degré v, et les quan t i t é s B sont au p lus de degré mn.

D'ailleurs, le système des équations (4) n'est jamais indéterminé,
sinon on pourrait trouver, pour chaque valeur dej<, et de x, une infi-
nité de valeurs des quant i tés A{ vérifiant les équations (4), et la
quantité

f\[y^y^W\.
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qui est un polynôme en y, serait, par suite, décomposable d'une inf i-
nité de manières en un produi t

de m facteurs de degré n en y, ce qui est absurde.
Si donc, entre les équations (4)» nous é l iminons Çmn —i) des quan-

tités A-f, nous obtenons une relation de la forme

G[A-f,yo,(,r)]=:o,

qu i , pour chaque valeur de x, l ie à yo la quantité A^ restante.
Cx est un polynôme en A'̂  et en jo. Son degré en A^ est au plus

égal à
j . a . 3 . . .m/n"1^^.

Mais, ce qui nous importe, c'est de trouver une l imite supér ieure
de son degré en jo-

Pour l ' ob ten i r , nous remarquerons que toutes les équations (4)
sont au plus de degré N par rapport aux variables A-^ c t j o » N dési-
g n a n t le plus grand des deux nombres

mn et ni + ^ = fn(n' -\- i) — fi'.

Le degré auque l figure yo dans le polynôme

0[A^.7o, (^)]

est donc au p l u s égal à
P = N^.

J'ajoute que, si (w -+- v) est supérieur à m/z, cas auquel N est égal à
ç^-^r^\ on peut remplacer N par un nombre moindre , pour les
(rn — i) premières équations, ce qui conduit à prendre pour P une va-
leur moindre.

La fraction ra t ionnel le A^ [y°, {x')\ doit donc'vérifler une équat ion

G[A-Ljo,(^)]=o,

où y figure au plus au degré P.
Met tons G sous forme entière par rapport aux A,7 et aux Vo : le nu-

mérateur et le dénominateur de M doivent diviser les deux coefti-
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cients extrêmes du polynôme en A'J. Z/6<? deux termes de la fraction
rationnelle A^(yo, .-r) sont donc au plus de degré P en y^.

Cette l imi te supérieure de P est très élevée : dans chaque cas parti-
culier, on pourra l'abaisser notablement . Pour deux nombres donnés,
m et n, sans rien supposer sur l 'équation (i), on obt iendra i t une
limite très inférieure à la précédente en opérant ainsi .

On forme facilement, pour wet n donnés, les quant i tés

^( . . .A^. . . )

q u i figurent dans les relations (4)- Entre ces équations (4) on effectue
l ' é l imina t ion de Çmn — i) des quant i tés A"^ en t rai tant les quanti tés
S^yo) comme des constantes quelconques. On arrive ainsi à une rela-
t ion où figure celle des quanti tés A-J que l'on n'a pas é l iminée , K\ par
exemple, et les quantités S/^, B^. On conna î t une l imite supér ieure des
degrés des S/c, B^ enyo; on connaî t ra , par sui te , une l imi te supérieure
du degré en y^ de l ' équat ion qu i donne A\ ; cette l imite est aussi celle
du, degré des deux termes de A\ ; on opérera de même pour toutes les
quant i tés A'J.

La nouvelle l i m i t e ainsi trouvée vaut pour toutes les équat ions de
degré m en y, dont l ' intégrale prend, n valeurs au tour des points cri-
tiques mobiles. Pour une équat ion d i f f é ren t i e l l e particulière donnée,
en exprimant les S/», en fonction de J(P on abaissera encore cette
l imi t e .

Mais le f a i t impor t an t qu ' i l nous f a u t re ten i r pour l ' i n s t an t , c'est
qu'on peut toujours déterminer une limite supérieure P du degré auquel
/o figure dans les A^. Il suffit de prendre

P r̂ : Vf"1'1 '

N désigne le plus grand des deux nombres

mn cl m{n'•+' i ) — / / / ;

n' est le degré en y de l 'équation (î) pour x == x^
Revenons m a i n t e n a n t à l ' é tude des q u a n t i t é s

ï^[/o,yo. (•<! "=y^^[y^W\ -+-• • •+ A-l;yo, (^):1.
D'après ce qui précède, elles sont au plus de degré P eny^.



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 27,3

Si donc on élimine y^ et jy entre les trois relations
R,==R,-[yo,jQ,(^)],

<^R/: _ cl p ,- ^ / \-i
"^'-^ i l^L70î-yo?^)- l?

FEyo^jo^^o)]^0.

l 'équation algébrique et entière en R, -7-; à laquelle on parvient est
au plus de degré Q/, Q^ se calculant aussi tôt à l'aide de P.

De même, si l'on él imine .yo»Jo en^^e 1e5 relations
R,=R,[yo,y,,(^)],

Ry==Ry[ jo ,7o» (^)L

y[yo»ro î (^o)]»
on obtient une équation

d^[R/,R^):|=o,

dont le premier membre est de do^ré au plus égal à Q/y.
Nous pouvons donc écrire un système de relations

(5)

9W.Ï^(^)]=o.
ki |:R.,R,,(^)]=o,

d;/,,JR,J^,,(^)]==o,

où. les polynômes y, ^/j ont des degrés respectivement égaux à Q/,
Q/j-

Exprimons, d 'une part, que l ' équat ion
cp ==: o

a ses points critiques f ixes; d'autre part, que les équa t ions
^J:R,J^(<I=o

définissent un système de (onc t ions RiC'.z')^^), . . . » I.^(^) ^n fonc-
t ion de R, et de oc dont les points critiques sont également fixes; e n t i n
que le système des fonct ions R.,, 'IL, . . . , R.,,, t ransporté dans la rela-
t ion

y^+R.(/...-.l).y/^-l-l-^-•••-^-Ro-:::

défini t l ' intégrale de l ' équa t ion (i). Nous obtenons a ins i un cer-
35Ann. de i'Éc. Normale: 3" Surîc. Tome Vl l î . •— SEP'nîMitnE 1 8 9 1 .
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tain nombre de conditions algébriques entre les coefficients indé-
terminés a(^), bÇx), ... des polynômes y, ^ et leurs dérivées
dci db
dx dx

On reconnaît, par des opérations purement algébriques, si ces con-
di t ions sont compatibles. Quand elles le sont, par quelles opérations
sont déterminés des coefficients aÇx)^ bÇx), . . .?

Rappelons-nous que, si n valeurs se permutent effectivement autour
des points cr i t iques mobiles, il ne saurait exister deux systèmes dis-
tincts de relations (5). Pour éviter toute ambiguïté, supposons que,
dans ^-j, le terme de degré le plus élevé en R,, R, ait pour coefficient
l 'unité, de même que danscp le terme de degré le plus élevé en R/, R^.
Dans ces condi t ions , on a

^J:RoR,, (^):|=IIf[R.,Ry,(^):|,

p étant on certain entier et 11̂  une fonc t ion de R/, R/,(.r) bien déter-
m i n é e , entière et i rréductible par rapport à R / , R/. Il en est de mênn*
pour op.

D'après cela, si les conditions qui assujettissent les a, sont compa-
tibles et indéterminées, c'est que l ' intégrale des (î) prend un nombre1

ri de valeurs inférieur à n autour des points critiques mobiles. II f a u t
donc essayer les nombres n' plus petits que n.

Quand les condi t ions sont compatibles et déterminées, il peut arr i -
ver que p lus ieurs systèmes a, b, ..., les vérifient. Mais il suffit de
chercher les polynômes 9, W,j de degré m i n i m u m . Leurs coefficients
s'obtiennent par des opérations l inéaires, puisqu' i l ne saurai t exister
qu 'un seul système de tels polynômes.

Nous arrivons ainsi à ce théorème :

On reconnaît par des opérations purement algébriques si L'intégrale d'une
équation (x) donnée ne prend que n Dateurs autour des points critiques
mobiles. Dans ce cas, l'équation se ramène, par des opérations également
linéaires, à une équation différentielle dont les points critiques sont fixes.

A cette dernière équation
r"r> d\\ . ,ï|R,^,(^^o
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s'appliquent les résultats de M. Poincaré. Si son genre p ' est nul , elle
se ramène à une équation de Biccati
(6) ^ = M ^ + N ^ + P ;

s'il est égal à l 'unité, elle s'intègre par une quadrature; s^il est supé-
rieur à i, elle s'intègre algébriquement.

Il faut de pins que les fonctions Rj de x, définies par les relations
^yl :R/ ,Ry,(^)]=o,

n'aient elles-mêmes que des points critiques fixes. Cette condition
met souvent en évidence des intégrales de l'équation de Riccati (6),
quand p ' == o.

Si Ry, en effet, ne s'exprime pas ra t ionnel lement en fonction de R/,
R^ par sui te en fonction de t, elle admet, pour chaque valeur de x, au
moins deux points critiques

^o •=• Ko(^')> k^- Ki (-:r)?

et /o, /i doivent être intégrales de (6) pour que Ry n 'a i t pas de points
cri t iques variables.

Quand les Ry ont trois points critiques distincts
/ o "-'"-̂  K. o, 11 --= K. i, L 2 -==• K 2,

l 'équat ion de Riccati s'intègre a lgébr iquement .
Si tous les l\f n 'ont que deux points cri t iques qui coïncident, on

peut toujours supposer que ces valeurs critiques / o » ^ ^^t o et ce (car
t n'est défini qu'à une transformation homographique près), et l'équa-
tion (6) se rédui t à

-- ==: N(.-r),

d'où
/ / = : C N i ( ^ ) .

Si l'on pose C^ == y, p étant un entier convenablement choisi,
toutes les fonctions Ry dépendront r a t ionne l l ement de C

R,==p,[C,(^)] .

C'est ce qui a lieu de soi-même quand, p1 étant nul , tous les Rj
s'expriment rationnellement en fraction de B^, R^.
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Une discussion analogue se présente dans le cas oùjr/== i. Si tous
H / s 'expriment ra t ionnel lement en R/-, 1 .̂, l'équation s'intègre par une
quadra ture , et son intégrale est de la forme

^ + p,̂  ( C, .y)^-1 + ... +- po ( C, ̂  )
+ ̂ -^yy^^^ ̂ ..̂  ̂  ̂ )^^-l^» ...+,.,( C, ̂ )] =o.

Au cas contraire, à un point critique de R/[R/, (^)J, [soitR/==a(;z?)|,
correspond une intégrale de l'équation

^[R,W^x)]=o,

q u i s ' i il t ik g r e a 1. g é 1.) r i q u e m e n l.
En définitive, l'intégrale de (i), quand die prend un nombre donné n

de valeurs autour des points critiques mobiles, s'obtient edgébriquemeni, à
moins quelle ne se lame nielire dans l'une des deux formes suivantes

y ' 1 -1- p.-i (C, .r)^-^ + ... -h p°((;, x)
^ ̂ ^^j^—^^ ̂ ^ ̂ ^ ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂

(auquel cas elle se calcule par une quadralure\ ou

y 1 1 + l^^i (C, ^)r^14".. . 4- Ro(C, x) == o

(auquel cas elle dépend de l'iniegraUon d'une équation de Riccalt).. Dans
ces égalités, les p, r. II désignent des fonctions rationnelles de C.

Ajoutons (|ue nous avons dirigé tout le calcul, en nous servant de
H,|y<»»Jo. ('^)!. II. perii arriver que, dans l'intégrale cherch.éc, B, ne
dépende pas do (yo,,}^). Dans la pratique, il, faudrait donner à i sue-
cessivernent les valeurs i == i, <'=== ^, ..., /.= n, et égaler, dans chaque
calcul, à des fonctions de ,2; indépondanles de la constante, les R/ avec
lesquels on aurait fa i t l'essai infructueusement.

iJn procédé plus symétrique et plus élégant consiste à. introduire la
fonct ion

4yo. 7o. (^o), (-<! -=.Ïa,{x) l{,[yo, y,, (^) (.r):|

que nous avons considérée déjà dans le premier Chapitre. Nous savons
déterminer une l imite supérieure du degré auquel figure jo àms r\
par suite une limite supér ieure du degré en r et r ' de l 'équation

h [ r , r ' , ( , x )]==<>,
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qui est, comme nous le savons, une relation entre les constantes ou
fonctions intégrales. Il faut d'abord que l'intégrale de cette équat ion
ait ses points critiques fixes, quels que soient les a,(^?). Cette condi -
tion remplie, les R, sont liés à rpar des relations

^•[R,,r ,(^)]=o

dont le degré ne peut dépasser une limite connue. Il suffit d'exprimer
que, si l'on substitue les fonctions RJr, (^)j dans l'équation

y ' 1 -4" R/,-i -l- y'1-1 -+-...-+- Ro -= o,

cette équation déf in i t l'intégrale de (i). Dans RJr, (^)l, r représente
l ' intégrale générale de l'équation différentielle

h^r^r'^^o.

Quand ces conditions sont remplies, si l'on a laissé aux a^ des valeurs
qu(dcoiH[ues, R.^, R^, ..., R/^ s'expriment toujours rat ionnellement en r
et r .

D'après cela, Y'équation h == o et, par suite, l'équation (i) s intègre/il
€tlgél)riquemeni quand le genre 0 de la relation entre les constantes inté-
grales est supérieur à F unité.

Quand, ce genre est égal à T , F équation (ï) s'intègre par une quadra-
ture.

Quand ce genre est nul, l'équation (ï) se ramène algébriquement à
une équation de lïiccati.

Si l'on se reporte aux formes que prend l'intégrale générale dans ces
deux, cas, (ormes que nous avons étudiées dans le premier Chapitre, on
voit que ces résultats ne d i f férent pas de ceux que nous avons obtenus
t o u t à Y 11 cure.

2. La, méthode que nous venons d'exposer démontre d'une façon di-
recte que la quest ion posée au début de ce Chapitre se résout à l 'aide
d 'un nombre l imi té d 'opérations algébriques; mais les calculs aux-
quels elle condui t seraient la plupart du temps inextricables. Nous
al lons ind iquer un moyen beaucoup plus rapide de résoudre le pro-
blème.

Quand l 'intégrale y ne prend que n valeurs autour des points cri-
t iques mobiles, le genre CT" de la re la t ion entre les constantes inté"
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grales peut être nul, égal à î , ou plus grand que r . Nous allons cher-
cher à reconnaître successivement si l'intégrale de ( ï ) est de l'espèce
indiquée, rs étant d'abord supposé plus grand que Punité , puis égal à
l 'uni té , puis nu l .

En premier lieu, si -a est plus grand que ï , on a
. .„. P •—T

V5 — î

p désignant le genre de F. Comme nous l'avons déjà remarqué, n est
un diviseur de (p — i). Admettre que la relation entre les constantes
intégrales est de genre plus grand que r , c'est se donner par le point
même une l imite supérieure de n. Le moyen le plus simple de recon-
na î t re si l ' intégrale sat isfai t à ces cond i t i ons , c'est de suivre la marche
indiquée au Chapitre III et de déterminer les courbes de degré 77 -(- r ,
qui correspondent r a t i onne l l emen t à (î).

Supposons main tenan t que p soit égal à o ou à î . Dans le premier
cas, l'intégrale est définie par une relation
(6) G [y, y, «1== P,[y, (.^)].r+...+Po[y, «] = o,

où les P/ sont: de degré rn en y, si. m est le degré de "F en y ' (y désigne
une constante ou une fonct ion de x qui vérif ie une équat ion de Ric-
cati). Il existe une correspondance b i ra t ionnel le entre

GLr,y,(^)]==o

FL;^./^)]^0*
.Remarquons à ce suje t que le genre d/une courbe de degré n en y c tm

en y ne peut dépasser un certain nombre, faci le à calculer pour m et n
donnés. Si le genre p de (r) est supér ieur à ce nombre, m ne saura i t
être n u l .

Par exemple, si m == 2, n == 2, ©' étant n u l , l 'équation di f férent ie l le
qui admet une intégrale de telle nature est nécessairement de genre
nul ou égal, à î .

Dans le cas où ^ == î , on a
7^ p,,̂  (y, x)y^ +. .. + p, [y, (,.r;)]

(7) + ̂ --̂ ^^ [/•,,,.i (y, x)yn-l 4"... 4- r, (y, x)}

= Q [ y . y. W\ + ̂ (7^ryT)7T=r^yTj Q,[y, y, {x)'\
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et aussi
(8) G [j, y, (^)] = P^j^Hr... -h Pô = o,

les P^ étant des polynômes en y de degré m. Quant à y, c'est une fonc-
tion de x qui vérifie l 'équation

^=N(^(7~/)(i-/c^.

Ceci rappelé, plaçons-nous d'abord dans l'hypothèse oùî^ serait nu l
et servons-nous de l'équation (6) à laquelle il faut joindre la condi t ion

y / ^ M y ^ N y + P .

L'intégrale est susceptible d'être mise sous la forme (6) d'une intl-
nité de façons : toutes les équations (6) se déduisent de l 'une d'entre
( î l les par le changement

y-^Zl±A,
a^ 71 -4-^1

a, h, a,, /^ é tan t des fonctions de x. Nous pouvons disposer de a, b,
a^ b^ de façon que les coefficients de l 'équation (6) satisfassent à trois
conditions qui soient caractéristiques d'une équation (6), ou du moins
d'un nombre f in i de ces équations. Par exemple, nous pouvons as-
treindre les P, à ces conditions que leurs trois racines Y()==^'(^)»
Y ^ = À ( . y ) , Ya^^'^')? d'ordre de mul t ip l ic i té le plus élevé, soient
égales a o, :r, 2. On cherche alors à déterminer les coefficients A(^),
B(^), ... des P,, ainsi que M, N, P, de façon que l 'équation (6) défi-
nisse l ' inlégrale de( ï ) . On obtient a ins i un certain nombre de relations
qu i , si elles sont compatibles, sont déterminées, et l 'équation (i) se
trouve alors ramenée algébriquement à une équation deRiccat i .

Quand le genre p de ( i ) n 'est pas nu l , on peut simplifier les calculs
en tenant compte de la correspondance Irrationnelle de (i) et (6),
correspondance qui est une conséquence des conditions que nous ve-
nons d'énoncer. Si nous in t roduisons les intégrales abéliennes de pre-
mière espèce relatives aux deux courbes, on doit avoir

7=/ï

y,w p;[j,y,(^)j
PJ^J^^_ /^l_______

GÇ '' F;..
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Par exemple, si l'équation donnée est de la forme

y ' = ̂  W] + H[y, (^)]^/R[r7Tï)T,
l 'équation (6) sera de la forme

(Aa^-h Aiy 4- Ao)^^.. . -4- La y2 4- Liy 4- Lo := o,

et y devra s'exprimer rationnellement en y et \/R~fy,(^')].
Quand le genre/? de (i) est nul, on se sert de la transformation hi-

rationnelle
y==y[^ (^)],
y==d4/, (,r)],

pour ramener l'équation à la forme

{^ â^^^
H étant rat ionnel en ^.L'équation (6), relative à l 'équation (Y), s 'écrit

( A 2 y 4- A „ ) ̂  + ( B i y -h Bo ) ̂ '-14-... -4- L.i y 4- Lo = o,

ou encore
_ _ .̂ î LEî̂ ^

'" ' ~ Ai ̂ 4-... 4- I.i

Un peut disposer de la transformation homographique qu'il est lois ible
de fa i re subir à y pour donner à y la forme

y — + ch ̂  "t^0 /M""1 "4- • - -tL^' "~ " ^-:ï+ ̂ ^^•^^•^Y- >

l )ar exemple. Il faut dé t e rmine r les coefficients a,, b,, .. ., a,, & , , . ..
et M, N, P de façon qu'en remplaçant -y e t / dans l 'équation

/ :=M:yM-Ny4-P,

celle-ci se t ransforme en l 'équat ion (r). Si la chose est possible, el le
n'est possi 1)1 e que d 'une seule man iè re .

.R .cmarqu .onsque l ' équa l ion (Y) n'est pas p l e inemen t dé terminée .
On peut effectuer sur l une s u b s t i t u t i o n homo^raphique

t^^±±JL./~ a^4-(V
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Cette subst i tu t ion, jo in te au changement de variable x ==<p(^) , est
la plus générale qui conserve à l 'équat ion (î/) sa forme, et aux inté-
grales y leur nombre de valeurs se permutant autour des points cri-
t iques mobiles.

Plus généralement, étant donnée une équation (î) quelconque, on
se servira de la t ransformation b i r a î ionne l t e

jr=(p[^ il, Ç.x}],

y==d4^ a, (^)],
avec

^=9, [.7, y, (.„)],
f.i=: ̂ [y, y, (.z1)],

pour ramener l 'équat ion (i) à la forme la plus simple possible. Par
exemple, si l 'équat ion ( î ) est de l'espèce hyperelliptique, on com-
mence par la. ramener à la forme

0') r^hly, (a')] -h k[y, (^)]\/RLy;Tz-)];

la t rans format ion bomographique

^-.̂ ZL±J^
" ^ijl+pi

j o i n t e au changement de variable x == y(^), n'altère pas la forme de
l 'équation (î"), et c'est encore dans ce cas la transformation la plus
générale q u i jouisse de cette propriété.

Il nous reste à e x a m i n e r le cas où rs serait égal à r . On peut em-
ployer une méthode calquée sur la méthode générale du § '1, et qui
ne donne pas ici de calculs très compliqués.

On part de la relat ion (7), et l'on écrit que

n.9 / ^/ / •> 2\n^ ^-^ Y 9 (>tzl^Q 2 „,„ ( î .,„ y ^ ( i _ / ^ y 2 ) Q ^ =. — — — — — — — — — ,
A 2rt

G étant de degré 2/xenj .
On ob t i en t ainsi, '2n relations qui donnent aisément, pour une valeur

dé te rminée de n, une l imite supérieure du degré auquel y figure dans
l 'équation (7).

Cette équation (7) dépend, comme nous l'avons dit dans le premier
Ann. de i'Éc. Normalt'. 3e Série. Tome VUL— SKPTEMHRE 1 8 9 1 . ô^
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Chapitre, d 'une fonction a{x) arbitraire. On peut à y substi tuer y,
qui lu i correspond par la formule

. ̂  y' \/~(^ ̂ (T^n^iT) 4- av/(T^7^i^—y -- ^ - ^ ^ _ _ .

Disposons de cette fonction a de façon à imposer aux coefficients clé
l 'équation (7) une condition qui la caractérise. La méthode est alors
la même que plus haut ; il faut déterminer les coefficients arbitraires
de (7) et N de façon que l'intégrale de (r) soit définie par (7), quand y
satisfait à l 'équation

ely .___________
^=N(.r)v/(i-72)(r-^^),

Au lieu de se servir de l 'équation (7), on pouvait employer l'équa-
tion (8). On se débarrasse de la fonction arbitraire a (x) de la même
manière, et l'on cherche à déterminer N et les coefficients de l'équa-
tion (8) dont le degré en y et y est connu de façon que (8) définisse
l'intégrale de (i). Quand les relations ainsi obtenues sont compatibles,
l 'équation (i) se trouve ramenée algébriquement à une quadrature.
On pourra tenir compte de ce fait que la courbe (8) correspond à ( r )
par une transformation rationnelle du second ordre; si // désigne son
genre, on a

n — I
// = I -h /1--;—- ?

et ses // intégrales abél iennes de première espèce se transforment
en// intégrales de la courbe (i).

Mais une méthode au moins aussi simple est la suivante : puisque CT
est égal à i, l 'intégrale de (i) satisfait , comme on sait, à une relat ion
de la forme

/ ~——^S[y,y',{x)},
J V^ ( ^ )

a désignant une constante, J une intégrale abél ienne de première es-
pèce attachée à la courbe (i). Nous sommes conduits ainsi à recon-
naître si une intégrale abélienne de première espèce de (i) se ramène
aux intégrales elliptiques par une transformation d'ordre n, problème
classique, qu'on sait résoudre algébriquement de bien des façons. Une
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fois calculées, les intégrales J qui jouissent de cette propriété, on vé-
rifie si l 'une de ces intégrales satisfait à la condition

^J(.r,y,.aQ
———^——=À(^),

quand on remplace y ' par sa valeur tirée de (i), et, s'il en est ainsi,
l'équation s'intègre par une quadrature.

Voici donc, pour des valeurs quelconques de ^, des méthodes de
recherche de l'intégrale générale de (i) qui ne mèneront pas à des
calculs rebutants.

3. D'après ce qui 'précède, on voit que, pour une équation (ï) de
degré donné en y ety', le nombre n des valeurs dey qui se permutent
autour des points critiques mobiles ne peut dépasser une certaine
l i m i t e , sans que le genre ^de la relation entre les constantes intégrales
so-it égal à o ou à i. Pour CT === o et ^ == r , n peut être aussi grand
que l'on veut; les méthodes employées ne fournissent aucun moyen de
lu i assigner, d'après l 'équation donnée, une limite supérieure. C'est
là d 'a i l leurs une difficulté analogue à celle qui se rencontre dans des
questions beaucoup plus restreintes (par exemple dans le problème de
la réduction des intégrales ahéliennes aux intégrales logari thmiques ou
ell iptiques), et cette difficulté n'a pas été surmontée jusqu' ici , même
dans ces cas particuliers.

Quant aux points critiques fixes, nous n'en avons rien dit jusqu'ici.
On peut se proposer de reconnaître si l 'intégrale y ne prend qu'un
nombre l imité de valeurs autour de ces points fixes. Trois cas sont a
d is t inguer , suivant que l'on a

V5 -=0, CT== I, CT > I.

Supposons qu'on ait reconnu que l'intégrale prend n valeurs seule-
ment autour des points critiques mobiles, et qu'on veui l le l 'étudier en
tenant compte des points critiques fixes. Si ^ est plus grand que i,
l 'intégrale est donnée algébriquement en fonction des coefficients
de (i) : la question est résolue.

Si CT == ï , i l suffit d'étudier la fonction
r{^)^Ïai{x)Ri[yQ,y^{^o), (^')]-
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Elle vérifie une équation de genre î , à points cri t iques fixes, qu'on
ramène à la su ivante

^ ̂  N (^) ̂ ^^-[,•^^7.).

Pour que t(x} ne prenne que ;j- valeurs au tour des points c r i t iques
(fixes), il faut que, N(^) n 'admet tant qu'un nombre f i n i de détermi-
n a t i o n s , l ' intégrale

/"N(^)^r

n 'a i t au plus que deux périodes a, ?, liées aux périodes co et co' de
p. ,, , F dt î , .1 intégrale / -=======^^ par les r e l a t i o n s

J \ / ( ï " -^ ) ( ï^ 2 ) 1

m (x -+•- W] p
0.) -.-.-,„.„.. • ' " • • — y

ln î

, / ) ^ r y. '-{•• /H', 6» > —.....„ .̂_«_«L.L— *„.„.,..- -^ , ,

m, m,, /?z', w/p w^ sont des entiers .
E n f i n , quand 'us = o, l 'équation en r, r'se ramené à une équation de

Hicca t i , par su i te à une équat ion l inéaire du. second ordre.
Les conclusions de M. Poincaré, relatives aux équat ions du prernm*

ordre dont l ' in tégrale générale est un i fo rme 011 a. ses points cr i t iques
fixes, subsistent donc pour des équat ions don t Fintés 'rale générale
n 'admet que n valeurs dans le plan ou autour des poin ts cri t iques
mobiles. L'intégrale, dans ces d i f f é ren t s cas, est l iée als 'ébriquernenï:
aux coefficients de l 'équation, ou en dépend par une quadrature, ou se
ramène enfin aux. transcendantes qu / in t rodu i sen t les équations li-
néaires.

Les équations d'ordre supér ieur les p lus simples peuvent, au con-
traire, admettre pour intégrale générale des transcendantes uni formes
(ou à ri valeurs) essentiellement nouvelles. Les conclusions précédentes
s 'appl iquent seulement aux équat ions dont l ' intégrale y dépend algé-
briquement des jo» y'^ ' • • B Soi t , dans cette hypothèse particulière,
F|y,jy,y^ . . . , (x)| == o la re la t ion algébrique irréductible qu i dé-
fini t l 'intégrale. On ne sait plus déterminer une l imi te du degré de F
eny^Jo» • • " * La méthode d ' intégration développée dans ce Chapitre
ne s'étend donc pas aux équations d'ordre supérieur.

{A salure.)


