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THÉORIE
DES

D I V I S E U R S É L É M E N T A I R E S
ET

A P P L I C A T I O N S ,

PAR M.L.SAUVAGE,
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE.

I N T R O D U C T I O N »

I . La théorie des diviseurs élémentaires est due entièrement à
M,. Weierstrass : nous la reproduisons dans ce Travail; mais, de plus,
nous ôclaircissons, nous l'espérons du moins, la théorie des formes
hilméaires, qui est in t imement liée à celle des diviseurs élémentaires^
en fa isant usa^e de la méthode employée par M. Darboux clans la théo-
rie des formes quadratiques. Enfin nous appliquons les théories précé-
dentes à l ' é tude des équations différentielles linéaires^

Les Mémoires essentiels à consulter et dont nous nous sommes
servi sont :

i° Zur théorie der bilineciren und quadratischen Formen, par
M. Weierstrass (Moriaisberichte, 1868);

2° Mémoire sur la théorie algébrique des formes quadratiques, par
M. G. Darboux {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1874).

M. Horn a f a i t usage de la théorie des diviseurs élémentaires dans
ses beaux Travaux [Mémoire sur les équations linéaires aux dérivées par-
tielles (Acta mathematica, 1888); et Thèse, Université de Fribourg,
î8()o|.
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I.

2. Représentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants

An ... Ai

»
Bi, ... ai,.
°//1 • • • ' >nri

»

/.?AH + C/Iîn . . . pAïn -+• q^\n

P^ni + q B,,i ... /^ A,,// -4- q }ïnnA//,i . . . A,,

Le déterminant [P, Q | est une fonction entière et homogène du de-
gré n en p et q, et, sauf le cas où tous les coefficients des puissances
dep et q seraient nuls, c'est un produit de n facteurs l inéaires et ho-
mogènes en p et q, de la forme ap 4- bq, et distincts ou non.

M. Weierstrass a donné le nom de diviseurs élémentaires du dé te rmi -
nant [P, Q] (Elemenlarieiler) aux éléments qui r é su l t en t d 'un cer ta in
groupement que nous allons exposer, lorsque l'on considère les divi-
seurs ap •+• bq du déterminant [ P, Qj .

3. Soit ap -+- bq un quelconque des diviseurs linéaires de [ P, Q]. Nous
opposerons cette expression à celle de diviseur élémentaire de |P, Q|,
chacune des deux sortes de diviseurs correspondant à une décomposi-
tion spéciale du déterminant [P, Q) .

Les mineurs des différents ordres du déterminant [P, Q| soni,
comme [P, Q[ lui-même, des fonctions entières et.homogènes en/? et y.
Soit /CT l 'exposant du. d iv iseur linéaire ap •+- bq, q u i entre dans le p lus
grand commun diviseur de tous les mineurs d'ordre CT'. Ces mineurs
sont du degré n — vs en p et y. Soit 4 l'exposant du même diviseur l i -
néaire ^/?4~ bq dans [P, Q) .

D'abord les nombres ^, l^ 4» • • • n^ peuvent aller qu'en décrois-
sant; car tout déterminant de degré n — cï -+- :r peut être considéré
comme une somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe,
est le produit d'un déterminant de degré n — CT par un élément de [ P, Q].
Donc, tout diviseur commun des déterminants de degré / z — C T ' d o h
être aussi un diviseur des déterminants de degré n — v7 -(-r, et, par
suite aussi, de tous les déterminants de degrés supérieurs à, n — •07-4- " r .
En conséquence, si l 'un des nombres /<p /^ , 4» • • • ^st nu l , tous les su i -
vants sont nuls.
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Ensuite, si l'on considère un mineur de degré n — rs + i, ses déri-
vées partielles du premier ordre par rapporta p et à q peuvent être
considérées comme des sommes de termes dont chacun est le produit
d'un déterminant de degré n — -car par un terme de [P] ou de [Qj. Si
donc les mineurs de degré n — m admettent le diviseur linéaire
cip "4- bq au degré /^ 1e mineur de degré n—rs -+-1 et ses dérivées
partielles admettent en commun ce diviseur linéaire au même degré 4r-
II faut alors que le mineur de degré n — ^ -t- i soit divisible par
Çap+bq}1^.

Soit lr le dernier exposant /qu i ne soit pas nul, on aura les inég-a-
lités

/o>^>4>...>^.
Posons alors

^—^-=(?o , / i — / 2 = e p . . . , Z,.-i—/,."= ^/-i? l,.=e,.;

nous aurons
eo 4- <°i ~i- . . . + e,^i -4- €,.•==: IQ,

et, par suite,

Cap -h ^7/"= (ap + bcjY^ap -h bgY^ . .{ap -h bqY^(ap -+- bqY^

Soient
a^p 4- ^i <7, ^2^ 4- ^2 y? • • • » a^ 4- ^w y

les diviseurs linéaires distincts du déterminant [Py Q]*
Soient l[, /^, ..., Ç leurs exposants. Décomposons ces nombres en

éléments e d'après les règles précédentes, de sorte que l'on ai t , par
exemple,

^=^ 4-^ +. • .+^(^= l , 2 , . . ., w).

Le déterminant PQ pourra être représenté par le produit

'|T(a/^+ biqY'l (^"=1,2, . ..,m;j=o, i, .. . ,/ ' ,).

Chacun des facteurs de ce produit est un cîmseur élémentaire du déter-
minan t |P, Q|. On voit que chaque diviseur élémentaire est essen-
tiel lement caractérisé par le rapport de deux coefficients a et b et par
un exposante.
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4. Dans les théories que nous étudierons, chaque diviseur élémen-
taire jouera un rôle indépendant. Nous pourrons représenter tous les
diviseurs élémentaires dans un ordre quelconque par la notat ion

(a^p 4- &iy)S ^hP -t- ̂ y)S ..., (ciçp 4- b^qY^

Mais les indices i , 2, ..., p n ' ind iqueron t plus que les diviseurs l i -
néaires a ^ p ^ b ^ q , a^p+b^b, ..., a^p 4- b^q soient nécessairement
distincts. Plusieurs pourront être égaux, entre eux. On aura de plus

^1+^4-. . .4-«?p—^

et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires
distincts.

Soit Cap 4- br/y un diviseur élémentaire de [ P, Q | ; ce diviseur sera
dit simple on muhiple, suivant que son exposant e sera égal ou supé-
rieur à Funité.

Supposons qu'un diviseur linéaire ap-^r bq fournisse les diviseurs
élémentaires

( ap 4- bq )'•.-, ( ap 4- b(f ) ' '> , . . ., ( af) 4" b(f )'•''•,

au nombre de r-4-i . Le dé terminant [P, Q| sera divisible par
Cap 4- &^yl,^K>^•l'•••-K'/•. Tous les mineurs du premier ordre seront dm-
sibles par (a/)-h éy)^""1""'4^, . . . . Tous les mineurs de l'ordre / •seront
divisibles par (ap 4- bqy''\

En particulier, si, tous les diviseurs é lémentaires sont simples,
c'est-à-dire si. l'on a e^ = ̂  = = , . . = " = ^== i, on voit que le dé te rminan t
[P, Q] sera divisible par (ap 4- /^/y'"^; ses mineurs du premier ordre
seront divisibles par (ap + bc/y\ . . . , ses mineurs de l'ordre r seront
divisibles paj* ap 4- by.

On voit par là qu' i l est bien indispensable de distinguer la mul t ip l i -
cité du diviseur ah 4- bq, considéré comme dmseur linéaire, de la
multiplici té du môme diviseur considéré comme dmseur élémentaire.
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II.

5. Soient les deux formes bilinéaires

p = ̂ ^P^7?'

Q^ ^^p^arp,

aux mêmes in variables x^ ..., x^y^ ,.., y,,. Les déterminants de
ces formes sont, par déf in i t ion , les déterminants [P | et [Q].

Faisons les subst i tu t ions

a u x d é t e r m i n a n t s H et K supposés tous deux différents de zéro. Les
formes

P(.TI, ...,^,Jji, ...,j,,) el Q(^i, . . .,^ |yi, . . . ,7 , / )

ou, avec une notation plus simple, les formes

P(^|y) et QM,y)
d e v i e n d r o n t

P^|y) et Q^IY).

Nous a l lons mon t r e r que les déterminants des deux formes

pP~}-€/Q el pP'-^-c/Q'

admettent les mêmes diviseurs élémentaires.

6. Supposons que l'on ne fasse d'abord que la première substitu-
t ion. Les formes

-P(^Lr) et Q(^|j)
deviendront

P i ( ^ l y ) et Qi(^ ly) .
Ann. de l ' Ec. Normale. 3e Série. Tome VIII. — SEPTEMBRE 1 8 9 1 . 3^
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Si ensuite on fait la seconde substitution, on obtiendra les formes

P^IV) et Q^IY).

Il suff î t donc de démontrer que le déterminant de la forme

/^Pi+^Qi

a les mêmes diviseurs élémentaires que le déterminant de la forme

/>P+yQ;

car on passera, par le même procédé de démonstration, des diviseurs
élémentaires de la forme

/?Pi+<7Q,
à ceux de la forme

y,p/4^<y.

Nous avons la relation immédiate

|:PuQi:|=[P,Q:|xê5.

Donc déjà les diviseurs linéaires distincts des deux déterminants

|Pi ,Qi] et |;P,Q]

sont les mêmes. Il reste à faire voir qu'ils fournissent les mômes divi-
seurs élémentaires. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur
linéaire est facteur à an certain degré de multiplicité dans tous les
mineurs d'un ordre donné de [P, Qj , il est aussi facteur au même degré
de multiplicité dans les mineurs de même ordre de [P^QJ et réci-
proquement.

Représentons les mineurs de degré [ j , des trois déterminants

[P,Q], 11, [P,,Q,]
par

m^ ^y5, /^yÇ,

y et o dés ignant deux combinaisons quelconques des nombres r ,
2, ..., n, pu is [j. à (x. On a, d'après Cauchy, et en partant de la relat ion

[Pi,Qi:l=[P>Q:|xîl,
la relation

WyS = ̂ JYI m^ 4"- " • • -+• '^{C^'QC-
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Le nombre c est celui des combinaisons ind iquées , et est égal à

n(n — i) . .. (n — p. -h i )
1 . 2 . . . ^ .

Si tous les mineurs m^ admet tent le même diviseur Çap-+-by)1,
m^ admet t ra ce même diviseur pour toutes les valeurs qu'on peut
donner à y et à o.

Réciproquement , si tous les mineurs m'^ admettent le même divi-
seur {ap +• bq)1, il en sera de même des expressions

•^yi ̂ 5i 4- . . v + Y3y<,./?Zof

Mais le d é t e r m i n a n t ST],, T]^. . .Y],.,, est une puissance de H ( 1 ) et
n'est pas n u l . Donc m^, . . . , m^. admet ten t séparément le diviseur
(ah -4- bq)1, et p o u r toutes les valeurs qu'on peut donner à $.

E n f i n , si les m i n e u r s d/un cer ta in ordre de [P, Q] n'ont aucun divi-
seur commun, i l en sera de même des mineurs du même ordre de
| I \ » Q i l » sans T001 l'011 pourrait démontrer que les mineur s consi-
dérés dans [I \Q"] ont , con t ra i rement à l 'hypothèse, un diviseur com-
B n u 1 1 .

II est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du détennincml [P, Q|
ne soni pas altérés par la double subsIfUtlion

.^•i, . . ., x,, \ x\, ..., x\, ; ji, ..., yn, \y\, .. ., j^,

pourvu que les délerminards de cette double substitution ne soient pas
nids.

7. La réciproque de cet te proposi t ion , qui fera l 'objet de plusieurs
parties de ce Mémoi re , est une question très considérable. La pre-
mière solution est de M. Weiersfcrass. L'une des autres solut ions don-
nées est de M. Darboux. I l est vrai que M. Darboux s'est contenté
d ' é tud ie r les formes q u a d r a t i q u e s , mais notre Maître n'a laissé au
lecteur que la peine d 'étendre lu i -même le procédé aux formes bi-
l inéaires . C'est ce que nous avons fait dans ce qui suit .

( 1 ) FKANCKE, Journal de Crelle, Bd. 61.
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La réciproque du théorème précédent s'énonce de la manière sui-
van te :

Soient deuoc couples de formes bilinéaires

P(.r|j) et- Q(;r|y)
et

p^iy) et Q^L/).

Si les deux déterminants [ P , Q | et \ P\ Q' j ont les mêmes diviseurs élé-
mentaires, on peut déterminer 2/^ constantes h et k telles aue les substi-
tutions

> (/, ./-= i , 2, . . . , / / )

changent P en V et Q en ()'.

! 11.

8. Soit une forme bilinéaire aux ^n var iables indépendantes .r,,...,
'-^// » , } i f * * * i .y ii

p=:.SAap'^a•r^
Nous a l l o n s mon i r e r qu 'on peut d ' u n e i n f i n i t é de manière s u b s t i t u e r
aux var iab les x et y d 'autres var iab les telles que dans la nouve l le
forme on ai t A,ap== o pour a 7^ j3. Ce calcul correspond a la r éduc t ion
des formes quadra t iques à des sommes de carrés.

9. Appe lons X ^ , X^, ..., X^ les dérivées par t ie l les de P par rappor t
à .x^, ̂ , ..., ;r,̂  et Y ^ , Y^, ..., Y,, les dérivées par t ie l les de P par rap-
port ày^j^, ..., y,/. Nous aurons

X,=:A(ij,+...+A^j/, /
• , ( c :-:= i, a, . . ., il).

Y/ = Ai/^i 4- ...-+- h-niX^ \

Le d é t e r m i n a n t formé par les n2 coefficients A, et qu i a l 'une des
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deux formes
•An • • • Ai^

A A^nl • - • ^nn,

OU

An . . . A^i

A i /; • • • A /; ̂

2q3

est appelé le déterminant ou Viwariant de la forme P.
On remarquera la relat ion

^iXi4-. . .-i-^X^==:7iYi-t-.. .+y^Y,,-=:P.

10. Appelons Bo le d é t e r m i n a n t de la forme P et formons toutes les
expressions que peut donner le dé t e rminan tBo bordé comme nous a l lons
l ' i n d i q u e r . Posons

Bo:

A,,
A/ti

<'î

A

AI

A/
(•'

<•'

n

1 1 1
iii.

0
fi

«î

«À

0

0

... «?

... <4

... 0

. . , 0

Chaque bordure, la ^i(mle par exemple, dis t inguée par l ' indice supé-
r i e u r /:, est obtenue au moyen de 2n arbi t ra i res formant deux groupes
dist incts , so i en t u^, .... u^ pour la bordure en colonne, et ^f, . . . , ^
pour la bordure en l igne.

Développons Bo par la règle de Laplace en combinant les éléments
des 0 dernières colonnes de tou tes les manières possibles, de manière
à former des m i n e u r s de degré 0, et en mul t ip l i an t ces mineurs par le
m i n e u r de degré n qui reste quand on a supprimé les 6 dernières co-
lonnes et les 0 l ignes choisies. Les produi ts du degré ^ -+- 0 que l'on
o b t i e n t a i n s i renferment des paramètres v provenant de toutes les bor-
dures et sont du degré n — 0 par rapport aux éléments du détermi-
n a n t B().

Donc Bo est une fonction linéaire et homogène des mineurs d'ordre 0 de
Bo, quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et v.

11 . Bo est une forme bi l inéai re , si l 'on considère les 2/1 variables in-
dépendantes u1^ ..., u1^ v\, ..., ^.

12. Bo peut être considéré comme un contrevar iant . En effet, formons
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l 'expression
A=9 <<-=Û

F = PMj) + ̂  ̂ (^i -4-... + ̂ J 4- ̂  ̂ .( Ffyi -+-.. . + (^yj
h = i A- == 1

qui renferme les •2^4-20 variables indépendantes

.TI, . . . , x^ 71, - . . , y,,,, ^i, . . . , ^-0, ( ' i , • • . , ^

et faisons les subsl i tut ions

^^^^'^^
/'

j,=^/^j^

aux déterminants H et K différents de zéro, et

u/,-= u^
ç^.-=: (̂ ,.

Convenons, en outre, de transformer les u1^ ..., u'^ par la su l ) s t i t u -
tion inverse de celle qu'on fai t sur les x, et de transformer les ^', ...,
^ par la subst i tut ion inverse de celle qu'on fai t sur les Y, de sorte que
les expressions

^'^l-t-. . ."+- (^^n

et
.̂yi -+-...+ ̂ yn

se reproduisent ident iquement après une transformation quelconque.
Soit BQ la nouvelle expression Brj transformée, on aura

Bo=BoHK,

car le dé t e rminan t de la subs t i tu t ion complète se r édu i t à HK. On voit
donc que la fonct ion Bo joue le rôle de contrevar iant .

13. Si l'on connaî t le dé terminant [P, Q J , qu 'on peut représenter
parB()(/?, q ) , on voit que la fonct ion BO^ <?) ^t^ entière et homo-
gène en p et q, et, si les mineurs du degré n -— 0 de Bo(/?, y) sont di-
visibles par (op-h &^ys on voit que Bo(/?, y) sera d iv i s ib le par
Cap -4- bq)^.
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Donc, pour quun diviseur (ap -)- bq)^ sou commun à tous les mineurs
d'ordre ô de [P, Q], il faut et il suffit qu il divise la fonction Be(p, q)
correspondante.

14. On pourrait définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] au
moyen des déterminants Bo(/?, q). Ces déterminants ont pour principal
avantage de posséder un grand nombre de paramètres arbitraires. La
méthode employée par M. Weierstrass dans l'étude des couples de
formes bil inéaires présente des difficultés qui semblent précisément
tenir au petit nombre d'arbitraires introduites dans les calculs. Nous
préférons, dans l 'étude de la même question, la méthode de M. Dar-
boux, et nous en donnons ainsi la raison.

15. La deuxième forme Be est

Au

A^i

^

. . . Ai/t

A. . . A^rt

• • • ^

U\

<

0

En la développant, on a

Bi=-^«J^. àK»
ivj^'

Si l'on retranche de la dernière colonne les autres multipliées par
y,,ja, ...,,/„, puis ensuite que l'on retranche de la dernière ligne les
autres multipliées par x^ x,^ ..., sc^, on a

A, «Î-X,

A,, ^-X,
('î-Yi ... v\-Xn -(u;.ri+...+«^)—(^yi+...+^y,,)+(,riXi+...+^X^

Si l'on remplace alors les arbitraires u et ( /par les dérivées X et Y de
la forme linéaire P, on aura

Bi=-BoP.

Cette formule permet d'exprimer P en fonction de B, et de B,.
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16. La fonction BQ+.) est liée à la fonction Bo par la relation simple

Be^==-2

17. La dernière fonction Bo est

îin =(-!)"

^^

x
. . V ,

car toutes les fonctions B,^.// seraient ident iquement nulles.

18. Nous représenterons maintenant la fonction Bo par la nota t ion

B(^S . . . , ^°; v\ . . . , ^)

ou par la notat ion
B(^;^

ou n 'entrent que les éléments les plus indispensables.
Avec cette nota t ion, écrivons la formule

B ( //J "<1, //° ; ̂ °- \^) B ( //j"1, <MO-1•-Î ; ̂ -1, p0"^1 )^u-1, .̂y

i—B(^°-1 , ^°+"1; p°~1, ^)B(^°-S ^0; ^~1. ^0•M)
--= B ( a0 •hî ; p04-1 ) î î ( ̂ °~1 ; ̂ -ï );

nous aurons un théorome connu de la, théorie générale des détermi-
nants. Ce théorème sert de po in t de départ à la fois à M". Weierstrass
et à M. Darboux dans leurs analyses des formes bi linéaires ou quadra-
t iques .

In t roduisons encore dans nos raisonnements, avec M. Darboux , l'ex-
pression

R O ^ I K ^ ^ ^ X Î ^ - ^ Y ) ,

q u i se lire de B^.,..O.,M ̂  remplaçant les éléments de la derniimi bordure
par les dérivées par t ie l les de la forme P.

On a
Ro=o.

19. Cela posé, appl iquons le théorème rappelé plus haut à FeKpres-
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sion B(). Nous aurons

B^/"-0; (^-°) B^-9-1, X; ̂ -o-i, Y) — B^-8-1, X; î^-6) B(^-6; (^~6-1, Y)
== R( ̂ -e-1 ; t^-8-1) BO^-6, X; (^-û, Y),

et, si nous posons
B(^O-I,X;^-°)==UO-M,
B(^-o^,.-e-i^Y)==V6^,

nous aurons la formule

BO.-H B^-o— Uo+iVo+i = B^-o-i RO^

ou, en changeant 0 en 0 — i,

RfjB^-o+i— UoVo =•- B^«eR6~r

Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons aux résul-
tats obtenus une identi té déjà démontrée, et nous aurons

RiB.-U.Vi =o,
lU^l-U-/V2^RlB.-2,

• • • • • • • • • • * • • • • • • • * • • • * »

R,,Bl-u^v, =R^BO,
PBo =~-R^.

Nous tirerons de ces équations

,,_ UiVi U^V^ ^^L^
~ B^B/,̂  B,,̂ B^ '" B iBo 5

à cond i t ion que les dénominateurs ne soient pas nuls.
Or Uoet Vosont respectivement des fonctions linéaires des X et des Y,

et ne renferment respectivement que les variables y^ ..., y^ ou x^ ..., x^.
Les expressions Bo sont des constantes qui dépendent des valeurs don-
nées aux arbitraires u et v. Nous concluons de là qu'il y a une infinité
de manières de ramener une forme bilinéaire P à la forme

i;•A-aa-^aJ^a*

20. Pour que la proposition soit complète, il faut encore considérer
Ann. de V Éc. Normale. 3e Série. Tome Vil.— OCTOBRE 1890. 38
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les cas où les Be pourra ient être nuls. Nous remarquerons d'abord que
l'expression BQ ne peut être identiquement nulle que si tous les mineurs
(F ordre 0 de B(> sont nuls, et alors toutes les expressions précédentes B(),
B,, ..., Bfj_( sont aussi nulles identiquement.

En ef fe t , on peut toujours disposer des arbitraires de manière que Brj
se réduise à l ' u n que lconque des mineurs de Bo. Il suffit de donner
a ces a rb i t r a i r e s les va leurs — 1 , 0 , + i convenablement d is t r ibuées .
Si alors Bo est nu l i d e n t i q u e m e n t , le m i n e u r désigné sera n u l avec l u i .
La réciproque est év iden te .

''tî{. Si BQ nest pas nul, on peut prendre les nouvelles arbitraires qui
entrentdans B()+ , de manière que Bon ne soit pas nul identiquement. Kn
e f î e t , on a

0, „_ V./j.4-l/,0+l (m^
^l———J^, < y j^y

Si Bf},^ é t a i t nul i d e n t i q u e m e n t , on pourrai t d o n n e r aux nouve l l e s
arbi t ra i res les valeurs — 1 , 0 , + r , de telle sorte que BQ.-M se r édu i se a
-—°-3 c'est-à-dire que tous ces mineurs de Bo seraient nuls , ou encore
</A j j

Bo, q u i est une fonct ion homogène des A/y, serai t n u l , ce qu i est con-
traire à rhvpotbcse.

22. Cela posé, considérons le cas ou B(», B|, ..., Bo.^ étant n u l s , Bo,
BQ+,, .... B,, seraient, au contraire, dillerents de %éro. Tous les cas
pour ron t se ramener à celui-là d'après les propositions que nous ve-
nons d'établir . Nous aurons alors

mais on a

H.
S ?

=

-<i
0

An

A/..^
Ŷ,

U,tf)V,(-o
| { o B o ,

... A 1,1

• • • A/^
• • • »';,.

• • • ^
.. - Y»

- ...

^;

<

0

0

0

, UiV,
B,,I{,,,

... a'i

... 4

... 0

0

... 0

•)

X,

X,
0

0

0-
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En retranchant de la clerniëre colonne les premières mul t ip l i ées par
y ^ , ya, ..., y^ et de la dernière l igne les premières m u l t i p l i é e s par.r , ,
^2» • • * » ^'/n nous aurons

R,-.Q^

A

A
('

r
c

1 1

/ / ï
ii

0i
3

... A,,.

• • • A,,,,
• . . <';,

... .'°,

... 0

«î

<
0

0

V 1

. . . </{

... «?„

... 0

... 0

... U^

0

0 !

V1 ï

V6

- P

Les V^ et les yh disparaissent dans le développement, car leurs
coefficients sont des fonct ions l inéa i res des mineurs d'ordre ô — i
de Bo- On aura donc

R,^o=-PBo
et, par suite,

_ l ï^oV^_ UiVi
1 - "BoBo^i ' " ' B,,B,-./

(^ette forme ne dépend plus que de n — 0 variables arbitraires indé-
pendantes.

23. I l v a au moins n—0 variables x^ x^, ..., x,^ et au moins
^ _ 0 var iab les y< , y^, . . . , y,, indépendantes . Car, si l'on pouvait
avoir n — 0 — i variables nouvelles x9 et n -— 0 — r variables y seule-
ment qui so ien t indépendantes , on pourrait exprimer les x au. moyen
des ji -— 0 — i variables x1 et de 0 -4-i variables nouvelles ^ quel-
conques , et les y au moyen des n — 0 — î variablesy et de Û -{- ï va-
riables nouve l les y " quelconques. Par suite, les coefficients des
termes ou pa ra î t r a i en t les variables x ety" devraient disparaître dans
la forme et dans son déterminant B^. Mais alors, dans B;,, il y aurait
0 -+-1 l ignes et 0 + ï colonnes dont les éléments seraient nuls. Tous
les m i n e u r s d'ordre 0 seraient donc nuls, ce qui est contraire à l'hy-
pothèse f a i t e sur Bo.

24. En résumé, si l'on choisit les arbitraires^ et v de telle sorte
que Bo, B, , . . . , BO-I é tant identiquement nuls , aucun des autres B
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ne soit n u l , on pourra ramener ,P à la forme

et il sera impossible de trouver une forme équivalente à P et renfer-
m a n t moins de variables indépendantes que celle-là. Cette forme P'
ren fe rman t des arbi t ra i res peut être obtenue à la suite d 'une i n f i n i t é
de ca lculs différents.

IV.

25. Soient m a i n t e n a n t deux formes bi l inéai res aux inérnes variables
i n d é p e n d a n t e s

/== ^^'ap^ay^

y= ^^a^ayp-

Supposons que le d é t e r m i n a n t de la forme/ne soit pas n u l , et consi-
dérons la forme

F=:/S'-{- y,

qui contient une indéterminée .y.
Le déterminant de F étant

an.s'+Àii ... a^-h^i//
B,(,-)rr, . . . . . . . . . ... . . . . . . . . . .

a^s -+- ^i . . . Un^s -4- b,,,,

et les dérivées part iel les de F étant représentées par X ^ , X ^ , . . . , X,/,
Y ^ , Y^, . . . , Y^, nous avons, d'après une formule établ ie p lus hau t ,

••--/-—^r''-1""'^-"-
26. Considérons, pour un moment, les X et les Y comme, des a rb i -

traires, nous voyons que F sera une fract ion ra t ionnel le en ,y, n u l l e
pou , r^ inf ini , et, par suite, développable en une somme de n f ract ions
siroples. Opérons la décomposit ion par la règle de Lagrange, qui con-
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siste à chercher, pour u n e racine ^ de Bo(^), le coefficient de - dans le
s ' i 4 1 F(^ /4-cr )développement de ^—;——-•,ç — .̂ — o-

Nous aurons , pour la valeur arbitraire À'(+ a" de s,

^Y^
B/jL-i

u^
B , B o '

Considérons a part u n terme que lconque du développement à faire ,
soit

I..J,/_f)-+.l V,,_f)-n

On a. d'abord
(.<? — A 1 , — O-)B( ) I ÎO- I

€l^S -4- ^n ... a i^ .v -4- ôi/, ^; ^0-1 X,

l„j/,,..o...l=B(«o--I^X.;^)
a/,i .y -l- &,,i ... a.,. s -4- bnn u 1 ^r1 •x.

o o

Retranchons de la dernière colonne les n premières multipliées par
y^ y^ • " • » Y n. e(: remplaçons X par

^^A"5 •<, i .
ox <]x

Cette dernii:ire colonne, écrite horizontalement et en, observant que s
doi t être remplacé par^+ cr dans U^o-n» deviendra

(,-^-.^)^ . . . , (^-^-^)-y, US U2, . . . . W.
()X\ UJLf^

En développant le déterminant par rapport aux éléments de cette co-
lonne, on aura

U^o+i -=. (.s- — s, — cr) M'i -i- Ma.

Les coeff ic ients U1 , . . . , U0 sont des fonctions linéaires des mineurs
d'ordre 0 - i de Bo, et M, est égal à IV.O-M. quand on a remplacé
X < , . . . , X,, par

(.-.^.)^, ..., (.-.-.)^.
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I I résulte de là que M , est divisible par la même puissance de cr que
1^, et que IVL est d i v i s i b l e par la même puissance de G- que Be^.
Soient /^ et /e^ les exposants de c dans Bo et Bo_,i . On sait que l'on
a 4-i > 4- Posons /o- i—/Q==(?Q^, ou, pour s impl i f ie r un m o m e n t
l 'écr i ture , posons s implemen t

/o-^ — ^j= ̂ .

On voit que e est l 'exposant d 'un d i v i s e u r élémentaire correspondant
au d iv i seur l i n é a i r e s — ,s\- de B() ( s ) .

On pourra donc écrire

U/,^0+,i == (,s- — .s-/ — cr) cr^Mi -{- o-^-i M^

et M', et M[, ne seront plus d iv i s ib les par cr.
On aura , en outre,

Bo =:̂  Bo,
Bo-i^o-^B^,^

et Bo et BO.-I seront deux q u a n t i t é s ne r e n f e r m a n t p lus cr en facteur.
Cela posé, l 'expression

l..J,/,,»o.)-i V,/_o.41

devient

(.v_.,^,—CT-)î^jB^^

( . S . — . y — — ( 7 ) C 7 2 / O M ; N ^^^^^^^
en appelan t N^ la quan t i t é analogue à M"", p rovenant du c a l c u l de
V//,_o^,, et en négligeant d'écrire les termes qui. ne d o n n e n t pas de
puissances négatives en cr.

On peut encore écrire

.s--~ .y/--o- M\ N'i
af! ^/BoBo^V/i^Bo^

Or M^ renferme l i n é a i r e m e n t y i , y ^ , ... ,y^ et N", r en fe rme l i n é a i r e -
ment x^ x^, . . . , oc,^ II en sera de même des coefficients de leurs déve-
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l oppernen t s par rappor t à T. Soient

—=====: -= £o -4- ti o- 4- £•> o-2 4- . . .,
V^o^-i

Ni
————'-==. == Y) -+•7^ (7 -h Yh '=" + • • • ^

V^oBo-1

Le cocCtic^uil < l e -1- que nous cherchons sera1 cr 1

-- (.s- — .s-/) (co-^-i -+-...+ ̂ -i ̂ o) 4- (to-^.-^ + • • • -+- L'-î'no).

Nous poserons, pour s i m p l i f i e r

^0 •^-.-.i -t- . • • -+- C,-l ̂ o == ( C-n )e'

Nous voyons a i n s i que les termes successifs du développement de
—i.L...—0',...7 ^ o ( i s (| o n n e ro n t
,S' 1--- .S'/ — G"

-(,y-.^)(^)^+(cY))^-,,

-(,s--.s-/)(cr]).,-h-(^).,-i,

l^mr une autre racine ^ de lîo(^) nous aurions

— (.s'—.s-;.)(^),^-l-(^)^-i,

— (.s-—.ç;.)(£yj),^-(cn)^- i,

Au l i e u (le r e u n i r tous ces resullaLs en cons idérant les diviseurs
l i néa i r e s ,v — .y/, . v — . ^ , . . . , considérons les diviseurs é lémentaires
C.ç _ .̂  y\ ('.y _.v. y's . . . , (.v — ^)('', (^ i l impor te peu que les d iv i seurs
l i n é a i r e s cor respondan ts so ien t d i s t inc t s ou non, nous aurons, en ajou-
t a n t to u s 1 e s r é s u i t a t s o I) t e n 1.1 s,

i^p
/;y+?=—y, ̂F =/y + ? ̂ "-^ (•s< — ^ ) (^ )^— (^)^-r

On voit donc (lue c/uufuc diviseur élémentaire fournil son terme dans
le dweloppemeni de F. C'est en cela que consiste l'indépendance des
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rôles de ces d iv i s eu r s élémentaires dans le calcul que nous venons de
f a i r e .

De la fo rmule précédente, on tire

l^-S^)^
( 1 )

f ^ =: 2 ̂ ' ( ̂  ̂  '+" ̂  ( '^ )^ •1 -1 •

II faut remarquer que l'on doit poser

( Eri )e,-i '= o pou r e, ::=:: \.

ï1. Les formules (i) ont été données par M. Weierstrass. Pour
revenir aux, diviseurs élémentaires tels que nous les avons définis dans
les paragraphes précédents, nous allons transformer ces formules en
d'autres non moins remarquables.

Soient^-, h, g\ h' quatre nombres, entiers si l'on veut, tels que le
déterminant gh'—hg' soit égal à l'unité, et posons

/•=^(^p + A O ) ,
^•= f f ' R ^ / f ' Q ^

F =::̂ - (^ ...„.)„ ^) ̂  [(^p ̂  ^Q)^ .,„ (^p ....̂  ^Q)^

Nous en tirerons

en posant
F := f,^ — ^ /) I» 4- {fis - /^)Q •::::: ̂  p -+- 70,

,^—^'.==:^,
^.v-- // :::::: Y.

Nous aurons alors

^ •4" /^/ -=: ( a g + /̂ . ) .s- — ( a^' 4- ^/^ ) -

Supposons que ap ~\-b(f soit un diviseur du déterminant [ 'P,Q| et
remplaçons a et b par des valeurs proportionnelles, de sorte que l'on
ait

aff -h bh •=:. i .
En outre, posons

aff'-^-ôk'^^,
noîis aurons

ap -h bq := .y — .v;.
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I I r é s u l t e de la que, les d i v i s e u r s élémentaires du. dé t e rminan t de la
f o r m e F = = ^ P -4--^Q cor respondron t aux diviseurs é lémenta i res de la
(o rme F — — ( /.v 4~ ^ ). Si Fon résout alors le système d 'équat ions

n^' -|- ^// -==. \,

^•'-.h /W:=.y/,

on ;mra, en in t roduisani : î i n indice pour a el, ^,

IKnIln les eu lia lions
./P.+. //Q =-::—^/-,

^g> +///<):=: o

donneroni,

p 1 1 " 1 " l l ' f / / 0 ::i==^ (<7/4"" ^/K^,— ^^•v/( ï ' / i)-•'- //^ (^) - -<- " i .

0 """ ^ I ' • 1 - .-" ^ "" -: V (^/ " ^•^ ) (^ )„ -!- ^1 V S, ( ̂  ),, -r- .." V ( ̂  •)„ „ i,A.ad ' ' • ' ,(<|MB ' ' '

ou enliii

( • > , } { ' ' ( ( -:= » , ^. . . . , ? ) .
j 0 -V 1A^),, -^(;Yï).,-l1 |r Aa^ ' ' '

'W. O!É vosl . done que, ,s7. P el { } s ( ) ! i i deux formes l } i linéaires telles que le
flef.erminant | P . Q j fie soil pus idenliquernent nul, si ^ el. lî sont deu.v
enfssta.fff.rs (jucirofiffaes, 1 elles (fue le dé. 1er minant de Ici forme y P -4- h Q fie
soi.l pas /Htl, el. e/t/i./i s i . ( a/p •~'r-h,//)'''es't un diviseur élémentaire quel-
conque du. déler/yun.a/ïl [ 1 \ Q [ , on pourra poser les formule ff ('2). Ce
sonl. exactement, a la notation prés, les formules que M. Weierstrass a
données.

29. Le c o e f f i c i e n t de .v^ dans [ [ • \Q | est la v a l e u r de [ P, Q | pour
p -—. ^\ q =~ /( . ; nous le représenterons par ( g , h) et nous aurons

| P, Q j :::.: (^, A) 1"]" {a,p -h b,qY' -= ( ^ . ^ ) IJ (^ - ̂ •)"(•
/• ;

Ànn. de /'/:<•. Nurmalt'. 3° Série.'î'onu! V i U . — OCTOBRE (8 f ) r . 3^
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30. A un exposante correspondent dans P u n nombre e, (le ternies
m u l t i p l i é s par a^ et un nombre ' e , — i de termes multipliés par //.
Donc à un exposant <"/ cor respondent '10,-— \. lermes dans P, et de
même 2<^—-i : termes dans Q, lorsqu 'on d o n n e à P et à Q les formes ( 2 )
qu'on pourra i t appe le r ccinonùjues. Si l 'on a e, = î , le nombre d e »
termes de P se rédui ra à l ' u n i t é , et i l en sera de môme dans Q.

SI tous les nombres e[ se rédu isen t à l ' u n i t é , on aura le cas le p l u s
s i m p l e des f o r m u l e s (2) sous la f o r m e

P "=^ ^iaru 1
/ (<=: i, •>., ..., //.),

0:-=^ I>^i-fii \

3 1 . Dans tous les cas, on pourra un peu simpli f ier les fo rmu les ( 2 )
en posîiïit

^ • = = 1 , //-=:(>, ^'-=::o, ///:==i, si f P ^ i i^^sl, ()i)is ndS ,

^••:=o, // -=•:-—i, ^'/ ;.,.:: i, { ) ' ; ( > , si [ Q ] l î 'csi, pas mi!.
et

32. l^es expressions^ sont des fonctions l inéaires et borno^'imes de
y^, r.>, ..., y^, et les expressions Y] sont des (onctions l inéaires et bo"
mo^énes de x^, x^, ..., x^. Nous allons montî*er qu'on peut récipro-
quement exprimer x^ . .. , .v^ en fonct ions l inéaires et homogènes des
* / ] , e f c y i , ..., Yn en seiriblables fonctions dt^s ^. l^n ellet, considérons
la première des équations 0)

A-—]^ (^).,,

ou encore
^I>•4-^Q:,::::^(^)^.

Nous (ïn tirons
^•P+//.Q) 1

<^î.
^ ( A - P + A Q ) ,..^^ ._, ,̂

(^ 4- y •= </ — i } ?
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et, par conséquent, le déterminant de la IbrmeV (ET] )^ est égal a

et n'est pas nul. Appelons ce déterminant o. Si l'on fait le change-
ment de variables qui change les ^ en y, et les Y] en .r, le déterminant
ô sera multiplié par les deux déterminants de substitutions, que nous
appellerons o,/. et o^. Mais, quand les variables sont <r, j, le détermi-

nant deV (^)c, 0'1 ̂  ̂ '^ -t- ^Q ^^^ (^\ '/J>) <.̂  ost supposé différent de
zéro. On conclut alors de la relation

que o^ et Oy ne peuvent être nuls, et, par suite, qu'on peut exprimer
les ,r en r\ ci le s y en c.

33. l^/i résume, élafit (lofinées deux formes bilinéclires P et Q, si le
delerrriiruinl de Ici forme //P 4- </Q ci p diviseurs élémentaires

(a^p -l- ^i</y\ • . ., (a?/^ 4~ br^/Y^

ci il irnfïorle peu ({Lie les binômes' a\p -\- b^ y, .. ., a^p +- ^py soient dis-
fincis ou, non, on peut déterminer n fo ne lions linéaires et homogènes
des y, soif

c^ ^ . . . , ^-i ( ^= : i , 2 , . . . , p )

e( n fondions linéaires ei liomo^ênes des x\ soit

^, ri\, . . . , r]^_i (^=: i, -.;<, . . ., p),

/elles au^e, pour des valeurs données des constantes ^ et À, et pour des w-



leurs convenables des rapports — ? on puisse construire les nouvelles /ormes
U i

P-.^[a,('i-fi^-/i(^),,_t\,
f

0=^1.:^(^).,+^(^).,-,,|,

e l , réeipf'()nue7ne/il, on pourra exprimer les x el les y au move/f des £ el
des r\ de tnaruere à reproduire les for/nés prrmi//^es.

3 1 . Soient, maintenant, deux couples de tonnes hi i ineîniTs

S ^ C . r - l r ) , Q ( . r \ v )

P ' t . r ^ Y ' ) . i ) ' ( . r ' /),

el s u j ) j ï o s o ê i s <|i.ie les deux delennii i î i i î ls I I ^ Q J e j l l 1 1 ' , ^ ) ' ) î i i ^ î i l les
in ê m es d i vi se is rs e 1 éin e 1 2 la i t'es.

Nous delerrniiKTons, d'une |)ÎH'I,// fone l ions l i î ie î i i i ^^s ej, hoino^'mrs
de y,, y,, ..., y,,

C'^ . . ., C^., (/-:- I, • < , . . . , p )

el //. (biKilions l inéaires el homogènes de .r , j'.., . . ., .r^

•rj;p . . ., Y / ^ ^ i (/•:;: i, •>,, . . ., ù ) ,

el, d'aiiire [>aê ' l , ri fbnelions l i ne îHs^^s (^ liosno^enes de y,, y.',, . . . , y^

(4 n fonctions linéaires cl homogènes de .l'p ^'/,, . ..,, •r^

•n^ . . . , YJ;.< ,,

l(dles que l'on (î i i isse moltre ï\ Q, l^, (/, en empiovani les inenjes va-
leurs de g', /<?-, a, h sous les formes

p '= :Sla /(^) /•<w- / /(^) (-- l^
/

Q=^[/A-(^),,,+,,"(^),,,_,J
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Cl

pr=^^/^'f]'^-/^cfr]f^l'"^
i

^^S^-^^'^^^'^^'^-11'

1 1 est évident que P et P\ Q et (V ne différeront que par Ici notation et
se translonneront les unes dans les autres en posant

£ := ̂  •n = Y]'.

Mais ces eq nations sont des relations enire x^, ..., .r,,,, ^\ , • . • • > ̂  d (.me
part, et y,, ..., y,/,.y^ ..., ./;/ d'autre part. On a vu qu'on peutles ré-
soudre soil par rapport aux rret auxj, soit par rapport aux^' et aux y.
VA\ out.re, les fo rmes P, Q, P', (T, une Ibis qu'on a choisi g et A, ne de-
pcndeni, que des div iseurs elenienlaires de [P, Q] et [P, Q]. On a donc
ce théorème delini t i r :

l^our ( i n c deux /ormrs In'Un cairrs P ri Q -sr cliafigeni wmdlciném.enf en
(Icnx a i i f r cs /or/ncs P' cl Q' an. mvye/^ de subslùulions convencibles des ;r'
aux .r cl des y' aux Y, f'I /au/ ef il suffll que les déterminants des deux
formes

/^P-4-/<), pP'^qQ'

nient les mêmes diviseurs élémentaires.

MF). Dans le cas particulier où l'on a

Aafi -•::; A^, I^^i ̂  n^ A^ ̂  A^•f BaP :=:: B^ï

on pourra prendre pour ^ la même fonct ion desy que Y] fonction des^.
r( |)our ï' la niesne lonction des '/ qoc ïi' fonction des x'\ Dans ce cas,
l < - s subsl i tut ions (jiii ctian^^-nl: l^'en P' et 0 en Q- auront les formas

^/^^^/y-7 ' / -
/

fi, =-^/<1/^'^
/

:}(•). Pour «ppliqucr le (.li(';orèrne général précédent, il n'est pas né-
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cessaire de décomposer effect ivement les deux dé t e rminan t s |P ,Q [ cl
[ P', Q'| en diviseurs é lémentaires . Si l 'on cons idère les formes/i- -+- o,
/ ' s -h- o", on dé te rmine ra , pour chaque ordre de mineurs , les p l u s
grands communs diviseurs de ces m i n e u r s . En leur s u p p o s a n t un coef-
f i c i e n t é^al a l ' un i t é , et en les a p p e l a n t ,

n,(.s-), Il,(.s-), ÏL(.s-), . . . ,

R;,(.s-), H,(.s-), li,(.v), . . . ,

l ' indice o correspondant au déterminant principal, et l'indice /' aux
mineurs d'ordre /:, il sera. nécessaire et suftîsaul que l'on ail, identi-
quement

IU^)=H^) ( Â - = = ( S i ,^, . . . ) .

M7. Dans notre analyse», nous avons laissé de côté le cas où l'oiî ne
pourrait pas trouver deux nom..hres ^ et li tels que la (orme ^-P -{"//O
ail uii déterminant dill'éreut de zéro. f l en résulterait que le détermi-
s i a u t de cette forme serait identiquement nul, quels que soient les
nombres ^•oii h, ou encore que les coeff ic ients du. î léveloppemeut en p
e t / y du déterniinant [ P, Q| seraient tous identiquement nuls. Ce cas

' ne se présentera jamais si l'un au moins des deux (léterinin;s,nts [ P | on
|Q| u'est pas nul. Nous ne traiterons pas ce cas exceptionnel, pour le-
quel on pourra, consulter les Mémoires de MM. Darboux et, Jordan
( Journal rie Mat/iérnafK/ucs p l i r es et appliquées; sH^i ).

V.

^8. éludions m a i n t e n a n t les rem arqua 1)1 es formes

P=^|.:^(^)<,-//(^),,,-,L
/

^=^[^i(^),,-}-ff('^ )„,_,[,
/

ol ) t enues [ ) r écédemment , et supposons que l ' o î i a i t
^ ̂  ^^ ».|» _ ^ .,).„ ^^ ̂  f^

H'ai~\- hbi—=. i (( •= î , a. . . ., p).



T H É O R I E DF.S DÏVISEimS ÉLKMENTAHŒS ET APPLICATIONS. .:) î 1

Nous allons mon t re r ([lie les d iv iseurs é lémenta i res dii d é t e r m i n a n t
[ P, 0 ) sont , comme cela doi t être, les expressions

( n i p -t- ^i 7 ̂ s . . ., ( a^) -+- /^p 7 )''?.

39. Posons

?/•= ///(^)«-- //(Ïri).,-i, Q<-= ^(^)<-,+^(^)<,-i.

noiss {lurons

/^> / -h7Q,=( f t /^ + ̂ /v)(crj).,-4-(,^/ - /ip)(c-n)^-i'

Soient î i lors
r / / /^ + ^/•</ — f'h A'7/ — /^ '== t^

///• e,t e seront deux v a r i a b l e s indépendan tes avec/^ et q, puisque le dé"
h T m i n a n t ^/+ hb, n 'est pas nu l .

Par s u i t e , le d é t e r m i n a n t de la forme pP,+ yQ, pourra s'écrire

{> a, . . . o o o

u.o . . . ooo

Si nous cherchons de mesne le déterminant de la forme pP -h^Qen
posan t

I> — V P/, 0 -= Y Qo ^ip + ̂ /^ ̂  ̂ ^

nous trouverons

P, 0

o < » . . . e ̂ i

(K) . . . I l \0

i'^l . . . 00

^ 1 0 . . . 0 0

( ) ( ) . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

0 0 . . . C U^

00 ... U^O

V li^ ... 00

u^<y ... 00
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et nous en conclurons que l'on doit avoir

l:î\0:|=||[l\',Q/:l.
/

Or on a évidemment [ P/, Q, [ = ± r^", el ^'/' sera le seul diviseur
('ï leinenlaire de [ 1\-, Q / | ; c a r , s i l'on relî'a.nclie la ( lerniere l'inné < t l Isi
dernière colonne de eo (lé^'î'rn.inîini, on a un mmeur dn premier ordre
o^';il is ±: ( A - 1 . Mais e esl; independani de ///, el {/''i~î ne peut eire d iv ise
|)ar //,•,

Si l'on a (',= i, u, est, évidemment le seul diviseur elén'sentaire de
I ̂ h 0/h i^n s< t î 'eduiâ; dans ce cas part,iciilicr a [^/ | .

On anra Cilsuil;(k

[ S.^, 0 \ :=. •± (i^ i i ^ . . . n^ = j | (^//> -+- l > i <iY. ;

on en conclul (jiie les diviseurs elernenlaires de | \\ Q| ne pesiveni elrc
que les [)n.iss;(iices des diviseurs linéaires a,p -h b^/. Il reste a deler"
ininer leurs exposais l,s.

10. (^lfiere,!.i(Hês les delerrninanî.s d/ordrî^ ^ de l P, Q|. Clia.cun d 'eux
corres()ond a. une suppression de vî lignes <;(', de vî colon nés dans le
delerniinaril, [)rincipal. Cehii-ci peul elr^; rejH'eseîî lé selîéinaiiqïiernenl.
par Ia/?^. § C()jnp(^se(., l> : 1 ° de» carres noirs ayani one d.ia.^ona.le cosn-
jnuri(i ave(* le carre principal; 2° de carres el, de reclan^'Ies blancs
(y^. r).

Les |)îH'Lies blanclies correspondent a, des éléments toiis nuls du. de-
< k r rn ina^ l [ I\ Q j et les carres noirs correspondenî; aux. déterminants
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| P/, O/ |. ÎAda posé, si l'on supprime nj lignes cl OT colonnes de | P, y |,
on aura un mineur que l'on pourra représenter sclH'^natiqnement par
la //^'. 2, analogue a la précédente.

Mais, da.ns c e t t e nouvelle figure, il [)oisrra se présenter des recla/i^'l^s
noirs. Supposons {\\\^ celle c i r cons îance si1 produise, e t , ponr •(ixer les
ideî^, imaginons ( (ne la première part ie noire soit un rectangle ren-
fermant /• l i^' iK^s et, /•' eolonnes, et allongé dans le sens horizontal,
e'est-a-dire ( j ne l'on a /' ^> /'.

Dans un elenK1 ! ! ! , ( jUtdeorKj iK 1 du déterminant, représenté par la//^'. .2
î^ i î reronî (ore-énK^nt un é léux^uf non nul de la première li^ne, un élé-
ment non nul de la seconde li^ne, . .., un élément non nul de la >î•'(l"l(l

l i^-ne, et , a cause de la (orme de la//,,'-. 2, ces éléments devront appar-
ten i r a /• des /•' premières colonnes. Mais il restera encore k'— / 'des
premières colonnes dans chacune, desquel les il faudra prendre im élé-
ment, et cet é lément , devant ê t re pris en dehors des k premières lignes,
appar t iendra a une part ie blanche de la/^'. 2 et ne pourra être qu'un
/éro. Nous en concluons que, dans le dévelop|)ement du mineur con-
sidéré, tous les é léments sont nuls et, par suite, que ce mineur lui-
même est ident iquement nul.

1 1 . Nous sommes donc au to r i sés a. ne considérer que les mineurs
d e l P . O l tels que, dans la//.^. 2 correspondante, il. n'y ait que des
rarres / l o i r s . Si nous représentons par | P/, Q/)^ un mineur quelconque
d'ordre m de 1 1 \ - , Q,L ou ce déterminant lui-même si m == o, tous les
mineurs non nuls de [ P, Q| et d'ordre CT pourront être mis sous la
forme

fi B r P n |i / f '^| | | « n u/ J ' •'

Afin. da /'/;/•. ! \ o r i n a t e . ;i« Se rœ. Tonic V I I I .— 0(,-ioiîiu'. i ^ 'y i . •4°
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on l'on a

IL^^^
/

et, il suffira, dans la sui te, de considérer les mineurs do [ P, Q| qu'on
peut mettre sous ce t te forme.

Cela posé, soi t a p - { - h r / (in quelconque des diviseurs linéaires de
[ P, Q [, et soient: t irés des déterminants [ P/, Q/[

(np |- /^/ )''.., ( n f ) -h /^/)c>, . . ., (^ -+ /^/)'-'-•

tous les diviseurs é lémentai res correspondants. iNous supposerons que
les nombres <^, c,, ..., (',. n'aillent pas en croissant.

Si nous prenons w^== ( , pour les valeurs o, i, . . ., r d< t l ' indiec* /, et
(|ue nous prenions précisément le mineur de ( I\-, Q/| obtenu en sup-
primant la, dernière li^ne et la dernière colonne, le mineur de ( P, Q [
qu'on formera ainsi en supprimant dans |P,Q| au moins /•-+- i lignes
e(; r 4- ï colonnes ne pourra pas être divisé par dp 4- bq. Donc les mi-
neurs de [P , Q| d'ordre é^'al ou supérieur a r --[- ï. rfadmelteni pas en
commun le diviseur l inéaire, a/) +- l)(f et, par su i te , il n'y a pas plus de
/" •+- ï diviseurs élémentaires fournis |)ar le diviseur l inéaire (w + l u i .

Cherchons maintenaul l 'e,x()osanl du diviseur ap -+- hff dans les mi-
neurs d'ordre rîT, inférieur a /• +- ï . Soit p l( t noml)re total des déter-
mina ni s ( P/, Q / l , on a

0 - - 77? 1—1 . : ('0 -..- / • — I j -.1- ( r ...... TÏT - l l - 1 ).

Puisqu'il n'y a pas plus de TTT nombres ///(,, / / / , , . .., m^ ((ni ne soient
pas nuls, il y en a au moins p ~- ̂  ou (^ncore

(p — /" • - ï ) -{-1- ( / • -~ m -~\- ï )

qui le sont. On pourra bien prendre nuls les p •— r — ! nombres///- qui
ne correspondent pas aux indices o, î , . . . , / ' ; mais, parmi ces der-
niers, il faudra encore en prendre au moins r - rrs -+- ï qui soient nuls.
Donc, dans le produit

II I ?• 0 • V ' " ^1 " j ?

a p p a r a î t r o n t au moins r — ^ -+• i des déterminants | 1 \ , Q / | où / e s t
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égal a o, î , . .., r. Par suite, chaque mineur de l'ordre CT do [P ,Q |
sera divisi,,l)le par une puissance de ap -4-- Inj dont l 'exposant sera la
somme de /• — ^ 4- r des nombres <^, ^,, „ . . , ,̂. Cet exposant ne sera
pas plus petit que la somme ^4- e^^, 4-.. .-+- e^

D'ailleurs, si on égale a Fumté les nombres ///, auxquels correspon-
dent les exposants <'?„, <- , , .. ., ^_, et a zéro les ant res nombres //^, on
peut former un. mineur de | P, Q j ( (a i admet te ap -(-- hq comme diviseur
exactement au degré ̂ ,+ ̂ ,.., -+-. ..+ e,, et qui soi t d\)rdre OT. On en
conclut que (ap -4- /^y--1-"-'-^ ( » s t la j)l(.is haute puissance de ap 4- /^/
qui divise a la fois tous les mineurs d'ordre nr de | I \Oj.

Posons alors
/o =r £'„ — 6'i -h . . . -L- ^rr 4- . . . -\- 6^.,

/<i ••-- ^<, — /î ^i 4- . . . -!- ^'i-4-1 . . . -4- < ' r .

l^-\ — Cm - î = ^rî ~:• ^rï 4- . . . 4- C ' r - >

//. î — <^.,..,i —^ //. -„ e,.,

ou encore

/o— /, —z. e^, l^ — l.^ •-'•:. c^ . . ., //.„, — //. :-zz e,^ /,. -=€,..

4, /,,...,/,. s( tront les plus liants exposants des puissances de a/) 4- bcj
respectivement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du.
premier ordre, ..., dans ses mineurs de l'ordre r. Si. l'on se reporte
aux définitions posées au premier paragraphe, on voit que

sont les div iseurs élémentaires de |P ,Q | qui correspondent au divi-
seur linéaire a/) 4- h<y.

1:2. Puisque les formes rédui tes de deux formes bilinéaires P et Q
ne dépendent que des d iv iseurs élémentaires clu. déterminant [P,Q|
et de deux constantes arbitraires y et A, on en conclut que, si l'on
/ail une double sulfslil.uliofi générale dcuis des formes réduites construites
a priori, on obliendra les formes Inli/léaires les plus ^'énéredes correspon-
dant Clux diviseurs éléfneiitaires (lue l'on ci choisis.
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43. Dans le cas ou le déterminant, [ P, Q] a // d iv iseurs é lémentai res,
plusieurs pouvant provenir (le diviseurs linéaires égaux entre eux, les
exposants e^ ^, .... e,, sont tous é^aux a Punhé. Les formes réduiles
deviennent simplement

1 ) — ^/i c\ 'n 14- • • • -i- ( ( „ IM '^n.
Q •:-=: /^ ^i •{\ i '[- ... -h ^/, Cn 'f\n •

Héeiproqueïne,n(, le déterminant (le la forme

^p ̂  ^^) -^^ (<^,^ .4.-. h^{}"^-{\,

admet les ( l iv iseurs é lemt^nta i res a^p-^-h^/, . . . , (t,, -h /^^/. II l a u S
done, [»our que P et Q puissent prendre les formes précédentes, que le
déterminani [ P, Q| possède /// diviseurs élémentaires. Mais [P, 0 | ren-
ferme cliaeun de ces diviseurs a la première puissance ; tous les ex-
posants ^ sont e^aux a Fun i î e , e t , pour un même diviseur l inéaire de
|P ,Q| , on a

lui conséquence, un même d iv iseur l inéaire du (le^'re /o de mult ipl i-
c i té fournit 4 d iv iseurs élémentaires dont les exposants c sont e^'aux a
l 'unité, et ce diviseur l inéai re est commun a tous les mineurs d'ordre
/ . - î .

On a donc ce théorème :

l^mr (fuc les /w///c.v P cl Q paisse fil s ecf'irc

}ï"~-^alct'flh Q=^ b i c i ' f l l '
i i

Ï, cl TJ, éla/U respective metU des fo ne lions linéaires et lioniogénes (fes y et
des x, UfafU ei il suffii (/ne toui diviseur de \ P, Q | (pd entre comme divi-
seur linéaire au degré 4 ^> i ^0^ (>^ même temps un divisear commun de
tous les mineurs de l'ordre /„ — i de \ P, Q |.
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V 1 .

•^•l. Il ne s'agit pas maintenant de refaite la théorie des formes
quadratiques, sur laquelle on peut consulter, en particulier, le Mé-
moire publie par M. Darhoux (MI iS^i. Nous voulons seulement, en
déduisant, les principaux théorèmes sur les formes quadratiques des
raisonnements précédents, mettre en évidence le rôle des diviseurs
élémenta i res.

1."). Soi t la forme quadra t ique

J^ Aaa-rî. -1-- 1>- ̂  Aa^'a-^ (a, ^ -, i , 2, . . . , // ),

dont le (Ulcrtninafif
An . . . A , / /

est symétrique. A cette forme quadratique correspond une forme bi-
linéaire

^ Aap.2-a7fj,

admettant le même (UterinifiarU. Appelons P la forme bilinéaire, e t 0 '
la forme quadrat ique, nous aurons

s » Y ! (w"-is^.»
1/introduci ion dc la forme P dans l'étude de ^ permet de démontrer
facilement, les théorèmes qui vont suivre.

1 (). r 1 ' 1 1 v. o i \ K M K 1 . - - Si /a sa l^sf iln/iofi

•''-^^^•'y
y

Iransfonne les deux formes (/uadraLulues ^ ei i:}) en deux autres ^ el ç',
el si le déierinificifii de celte sahsiUaiion n esl pas nul, les déterminants
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des ({eux formes p^ -i- y^ et p ^ ' 4- (f^ ont les nie mes diviseurs élémen-
f a ires.

Si nous considérons les formes bilinéaires P, Q, P\ Q'qui ont mêmes
déterminants que les formes quadratiques proposées, comme ces déter-
minanl's sont symétriqiies, on passera de P a P' et. de Q a y en rem"
pi a ça né: Ics.r par les fondions données des .r\ et les y par les mêmes
fondions des y\ Mais alors les déterminants [P, Q[ el |"P\ Q'| ont
les niérnes div iseurs élémentaires, et, comme ces déterminants son(
aussi ceux, des formes p^ -4- q "f) el ^oy-h-y^, le tiléoréme < ï s ( dé-
montré.

17. TIŒOHS^Œ II. - Kn supposant (fue le deierminanî [ <j.\ ^| de 1 ( (
forme (/(iadralù/ue p^ -i- y^ fie s annule pas pour t ou les les râleurs de p
el de y, et (fue

( n i p -l- b i q )(>., .. ., ( r/p a + ^p y ) ''?

soient ses diviseurs élémentaires, en appelant de plus ^ el // deux nomin'es
(fin ii a.tiiiulent pas ^'T 4- /r:^, ^/ rv/, admettant (/ue. les eonslan/es a el h sa-
tisfassent aux eondilLons

^•€/f -}- hf^, -=: I ( l :::= 1 , 'A, . . . , p ),

on peut déterminer n fonctions

c;,, . . . , ,̂,-..., ( / — ï , - î , . . . , p ) ,

linéaires et homogènes en x^, .. ., .z/̂  /^//^.y (pie l'on ait

all""::2[rt/ao"-//(^^ 1 1 ?

^-•=^[^/(?a^+^(^).,-.,,|,

açe.e la condition
{î^')c,--\"==-() P<mr Ci^. f .

En effet, à cause de la symétr ie des d é t e r m i n a n t s des formes h i l i -
néaires P d Q, les Ç son t o n y,, • • • ? J ^ l^ mêmes f o n c t i o n s que les
YJ en x^ . . . , x,^ On a a lors $ =-= yj pour ja= ^aî mais a lors P et Q de-
v i e n n e n t ^ et ^.
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1<S. THEOREME III. — Ce théorème est réciproque diâ théorème 1 .

Si les formes a', '5, <iv, ^ sont ielles que les détermina fils de p^ + y^ ̂
de p^' -+- y ̂  aie/il les mêmes diviseurs ëlémenlaires ( a,f) 4- />/(y)^. p^
/>^/// déterminer {les constantes hy.^ telles yue la sulfsliffaio/i

•ra:l:::^ //^^-

ramène <r a <.l/ <"/ ^ a f)'.

Hn (^Ïel, ( lé ter i t ï ino l îs les //. fbnetions

d(*s quanlilés x\, ..., .r^, tel les ()ue l'on î.iit

^- ^[^(^^^«-//(rc-)^,],
1..3 /-^[^(r^)<•,+^(c /r /),, - i . l ,

rt ( ( î s /^ Ib iset io lss
-̂/ ^_

^(-s (|i i;(îi[,ités .r,, ..., .r,/, tel les que ^ et ^ prennent des formes sem--
l) l î i l) les, et posons

Nous savons (ju/on [)euL résoudre les fi équations tirées de là par rap-
pori, î î u x /r,, , . . , ̂ . iNous formerons alors la substitution indiquée
dans l 'énoncé et qui change ^ en y et '^en ̂ .

19. THEOKÈME IV. — C( t théorème est réciproque du théorème 1 1 .
Prenons les nombres e^ ..., e^ et les constantes ^-, /z, a/, &/ sous les

rond i î i ons 2;,.,=«,
^Y/,-}- A^/= i,

rt [ tosons
(i>/ - -- ^ / ( 'ce ) / , ""•- // ( ci: )., - 1 , '5./ = ^/ ( ̂  ) < . + ,̂  ( ̂  ) ̂ -1.

-=^ 5-2^-
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Les variables étant les ^, le déterminant [^/, •,^/J aura pour unique
diviseur élémentaire Ça^p 4- h^/Y', et ce diviseur sera aussi diviseur
élémentaire de [CP, ^|.

Si l'o/i prend alors pour les t, (les fonctions ciriHtraires, indépendantes,
linéaires des vancdiles x^ . . . , x,^ on aura les formes quadratiques <j.\ ')
les plus générales, (elles c/ue le détermincint [$, ^| au pour diviseurs élé-
m en/aire s

{aip-}- /^.^)c, (<.-=i, •î, . . ., p).

50. l'dÉonKMR V. — Si le nofnl)re des dwseurs éléfnenlaires de \ (Jl), ^ | esf
/ / , el. par s u i l e , si efuK/ue nombre e est é n'ai à ï , on aura, d'après le théo-
rème //,

^ •=ia^c\ 4- . . .4- ^,/c:;;,

^"^i^-+-...+/>//^.

5 1 . Tisi^oni^iF. VI. — (A'Ï t t îéorome est réciproque du précédenl.
Si (.C et .̂  se [ireitt des carrés de fonctions linéaires en .r^ . . . , .r,/,

les nombres e doivent élrc é^'aux a i, et, par suite, pour c/ue ^ el ^ se
ramené/a par une même sid)Slilfaion linéaire à des sommes de carrés po-
sitifs ou négatifs, i l faut et i l suf/it r/ue tout diviseur linéaire de [ 'i\ ^ l ,
d'un ordre l de rnidfiplieité\ soit aussi un diviseur commun des mineurs
d'ordre l — i de [a', ^|.

52* TîiÉoiîÈMK Vil. — M. Weierstrass a montré directement dans les
Monatsberie/tle de 18.*') 8 que la eonditio/i nécessaire pour l'applicfftio/t du
théorème VI est toujours remplie quand les deux formes (puidratufues T
el ;;) sont a coefficients réels, et que l'on peut {.rouver une forme ^'^ -•{- li ')
qui ne pliisse s'annuler pour des valeurs réelles de .r,, . . ., .r,/ (fu en éga-
lant /ou/es ces variai} les a zéro.

Voici la nouvelle démonstrat ion de ce théorème, que M. Weiersirass
a tirée des théorèmes précédents.

On peut écrire

^^^-//^"^(cc).,.
/

Supposons que g, A, g\ li soient des valeurs réelles arbitraires sa"
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t isfaisant à la condition gli — kg = i. Supposons encore que la forme
g^ 4- h:^ ne puisse s'annuler sans que toutes les variables .r,, . .., x,,
aient été égalées à zéro.

Pour une valeur déterminée de l'indice /', le quotient-^ pourra être

réel ou imaginaire. Supposons-le d'ahord réel. Alors a, et &/ seront
deux quantités réelles, puisque l'on a

gcii-\- îib,-= i .

H e s n a r q u o n s m a i n t e n a n t que, dans la fo rmule

M- , ,
VBo^o- . i

qui sert dans lo § IV au calcul des Ç, il ne s ' introduiÈ qu'une irration-
nelle. iNous la re|)résen(erons par \/c, c étant le même pour tous les £,
quels que soient leurs indices inférieurs. Nous pouvons donc poser

C^ --\/C1^ ( /== I , 9., . . ., p) ,

et ç-^ sera. u n e fonct ion l i n é a i r e a. coefficients réels de x^ . . . , A"^. Mais ,
d a n s les p r o d u i t s q u i f o r m e n t (^)e^ 1<" radical d i spara î t et l 'on a

(£0^^aT)cp
en posant £, -===±: i .

Supposons maintenant que le quot ient—' ait une valeur imaginaire.
Ct^

Alor s au d i v i s e u r é lémenta i re (ci^p •+- è^y)^ de [<?, ^] en correspondra
u n au t r e ( a ^ p + b^y^ con jugué du premier. Donnons alors à \lc1 et a
\/c1 des valeurs conjuguées, et posons

£i-^+V/^T^,
^^^rr^,

les '̂  et les '^ seront des fonct ions l inéai res à coef f i c ien t s réels de
;2^, . . . , ,z^, et nous aurons

aa< + (^)e. = ̂ ^% - ̂ ^^).r
En conséquence, si, p a rmi les q u o t i e n t s ^? i l y en a a réels, el par

Âim. de l ' K c . Normale. 3° Série. Tome VII. — OCTOBRE 1 8 9 1 . 41
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suite F —• cr imaginaires conjugués deux à deux, ^—a sera un nombre
entier , et g'9 4- À^ prendra la forme

^4-/^=^£^a, ( ^ = = 1 , 2 , . . . , ^ )

+^[(^%-(TOJ ^-o•+I,a4"2,...,o•+p^y

et, aux valeurs réelles des variables in i t ia les x ^ , ..., x^ correspondront
toujours des valeurs réelles des variables S; et inversement , et les unes
s 'annuleront avec les autres.

Maintenant , si l'on a e^^> i pour une des valeurs j , 2, ..., G" de i,
on pourra annu le r g^S •+" À^ en égalant à zéro tous les S; et les ̂ , sauf^o.
Si i est l 'un des nombres a + î , a-{- '2, ..., a- + "-—^5 et si l'on a
Ci > i, et même si l 'on a^ == i , g^ + A^s 'annulera encore en éga lan t
à zéro les i;, les ̂  et les ^, sauf ^ et ^ qu'on prendra égaux entre
eux .

Il résul te de là que , si parmi les formes g^ 4" Âs^, i l y en a une qu i
ne devienne n u l l e pour aucun système de valeurs réelles de x^ ..., x,^
ou, ce qui revient au môme, pour aucun système de valeurs réelles
des ^, le déterminant ["$, ^] aura nécessairement n diviseurs élémen-
taires à coefficients réels.

1/équation écrite plus hau t doit donc se réduire à

ff(£^h^^^£^f (,=ï,2, . . . , /Z ) ,

où ^ est écri t pour ̂
En outre, tous les nombres ^ devront avoir la même valeurs, car,

sans cela, ^$+A^ pourrait s'annuler pour certaines valeurs réelles
non nulles des ^, ou encore des x.

Enfin, à cause de l 'équation
fyl (P -L- // CS) —— 'V s, ç . Ï 2g ^ ^-/^ ^—— j ^ i i c > i 7

on aura
W=^a^,

%=e^^
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avec £ == ± i, les variables ^ étant des fonctions linéaires et à coeffi-
cients réels des variables x^ ..., x^ et les constantes a; et b, des
nombres réels.

VII.

53. Considérons maintenant un système fondamental d'intégrales
y ^ , ...,y^ d'âne équation différentielle linéaire et homogène d'ordre n.
Le système d'intégrales y\, ..., y\, déterminé par les équations

(i) y', = C,iJi4-...-h-C^J/, Çi=i, 2, . . ., n)

sera aussi fondamental si le déterminant des constantes C est dif férent
de zéro.

Quand la variable fait le tour d'un point singulier, les nouvelles va-
leurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations

( ' . ï ) Y, .•=0,171-4--. ..4-^y/, ( ^=1 ,^ , ..., n),

où le déterminant des constantes a est différent de zéro. De même, les
nouvel les valeurs Y' des intégrales y sont déterminées par les équa-
t ions
(3) Y;.=:a;-i7i-4-...+^y;, O'=i,2, . . . , / i ) ,

où le déterminant des constantes a' est différent de zéro.

54. Cela posé, considérons les deux formes linéaires

i P ==:.z>lJl+.. .4-^,yn»
(4) ( p^^yi+.-.+^j;,.
On peut ramener P' à P par la substitution (i) et par la subst i tut ion
inverse qui. ramené les x ' aux^r.

Considérons de même les deux formes bi linéaires
Q = ^iYi 4-...-+- ^Y^,
Q/=:.<Y^...+<Y,,

et remarquons que l'on a
(6) ! ! Y;.=C,iYi+...+C^Y/,,
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équations où les coefficients G sont les mêmes que dans les équa-
tions ( r ) . Donc le inêine calcul qui ramène P/ à P ramène aussi Q' à Q.

Or, pu i sque les intégrales de l 'équation ( r ) ont la propriété de satis-
faire aux équal ions (2) et (3), si l 'on exprime Q et Q' respect ivement
au moven des y et des y\ on aura

' " ' ./ n/ <„'

Q ^^^y-^y^
'7

Q'=]̂ ;.,.r;.y;..

/'/'

et les var iables x et x1', y et y étant les mêmes que celles qui, ent rent
dans P et P^, les y et les y1 é tant liées dans les deux cas par les équa-
t ions (:r), on voi t que les mêmes substi tutions ramènent à la fois les
deux formes P' et Q^ aux deux formes Pe t Q, e t , par sui te , que les deux
dé te rminan ts | P, Q] et ( P ^ O / j o n t les mêmes div iseurs é lémentaires .

On p e u t encore dire que les dé te rminan t s dos deux formes
Q—r.)P, Q^wP'

ont les mêmes diviseurs élémentaires» Ces dé t e rminan t s sont
a^ i -— r,) ... a^, a\ ^ •— r,) . . . ci\ /,

R ( , ) ) = = . . . . . . . . . . . . . , R,^))^ . . . . . . . . . .
a ai . • . ff'nn. — ^ €1',^ . . . 0'^ — (,)

De la ce théorème ;
Les diviseurs élémentaires de R(û.)) ne dépendent pas du choix du sys-

lêrne fondamental d'intégrales d'où l'on est parti, et qui fournit les
coefficients ci quand la variable tourne autour d/un point singulier.

55. En égalant à zéro le déterminant B,(o)), on a V équation fonda-
mentale relative au po in t singulier considéré. Cette équat ion sert de
hase à la théorie de M. Fuchs pou r l 'é tude des intégrales dans le do-
maine du point singulier.

56. Considérons main tenan t les relations
Y;.=a^y^-+-...4-a;^y^ (^= : r , 2y . . ., n)

qu i fournissent le dé te rminant R^O)). Composons un dé te rminan t R(oo)
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ayant mêmes diviseurs élémentaires que lui et de la forme

û) i — G) 0

1 C») i — fi )

ï G) i — &)

.(0))= G)2 — G)

1 0)<» —— C,)

(DS— G)

0 dé te rminan t se ramené immédia tement à la forme du. déterminant
| P, Q| du § V, au moyen d'échanges faciles entre les lignes. A ce dé-
terminant B(oj) correspond un choix d'intégrales pour lequel on aura

Y,
Y.

=^iji,
•=u,rî • y i »

(8)
j Y/,. =:c,jiy^ -4-j^_,,

^ Y/,^-i ==û)2y/,^i,

Y/,-,4-2 ':= ̂ ay/fi + 2 -+" y fi, -4- 1 î

^ /t-i-h/Ci ::::::: ^a.yA-i -4--A-2 •4-y/ri 4-/.-Ï - h

Les diviseurs l inéai res (^^ — CL), coa — co,
men t dist incts .

ne sont pas nécessaire-

57. P u i s q u e R(o-)) et R/(oJ) on t les mêmes diviseurs élémentaires,
on peut passer par des substi tutions des équations (3) aux équations
(8), c'est-à-dire que l ' o n peut, étant donné le système fondamental
d'intégrales y\, y',, . . . , y^, en tirer le système y ^ , y^, ..., y^ qui, satis-
faisant aux équations (8), se comporte plus simplement que le précédent
dans le mouvement de la variable autour du point singulier considéré.

La loi déf inie par les équat ions (8) a été découverte par M. Fuchs.
On en a donné plusieurs démonstrations. Celle que nous présentons
ici nous paraît être la p lu s naturel le .
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58. II est intéressant de considérer tous les groupements d'inté-
grales qui correspondent à un même diviseur linéaire co^—a)deR(aï ) .
Soit/le degré de multiplicité de ce diviseur considéré comme linéaire.
Supposons qu'il y aitr-4- ï diviseurs élémentaires

(c») i— €.))'% (G)i--G))S ..., ( r^ i—cx))^ ,

on aura
CQ 4- et -4-. . . -h €,. == l.

Posons
//. = Or,

/,.„. !==<?,. 4- (?/.-i,

• • • • • • • • * • • • • • ?

/ == f^, + e,.^i 4-.. . -h <?o»

les nombres / satisferont aux conditions

l>l,>...>ln

et nous voyons (^aucune condition nest imposée aux nombres e.
Appelons groupe de m intégrales l'ensemble des intégrales y^

y^, ...,y,^ qui satisfont aux conditions

YI =0)71,
Ya =G.>y2 +yi,

Y^=: a)y „/,"+" ym-r

Nous voyons qu'au diviseur l inéaire o^ -— 00 d'un ordre de miil t iplicité /,
se décomposant en diviseurs élémentaires (o^ — œ)''", ((^^—a»)01, ...,
fo.) ï — oj )^", i 1 co rre s p o n d r a

un groupe de e^ intégrales,
un groupe de e^ intégrales,

un groupe de Cy intégrales,

et les nombres e^ e^ . . . » e^ n'auront entre eux aucune relation néces-
saire, ce qui assure l 'indépendance des diviseurs élémentaires

(œi—&))^, ..., (&)i— c.))^.
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59. Pour qu'il y ait un seul groupe d'intégrales, il faut que les
nombres e se réduisent à un seul, c'est-à-dire que le diviseur o^ — co
ai t le même degré de multiplicité comme diviseur linéaire et comme
diviseur élémentaire.

60. Au contraire, pour qu'il n'y ait que des intégrales satisfaisant
a la seule condition

Y = = o ) i y ,

i l faut que chaque nombre e soit égal à r , ou encore que co^ — co soit
un diviseur de tous les mineur s de l ' o rdre /—i dans R(co). Dans ce
cas, tous les diviseurs élémentaires co^ — co sont simples.

Les deux cas particuliers précédents sont les deux cas extrêmes qui
puissent se présenter,

61. Il est facile d'étendre les théorèmes précédents aux systèmes
d'équations différentielles l inéaires et homogènes à une ou plusieurs
variables indépendantes. Supposons, par exemple, qu'il y ait une seule
variable indépendante , et considérons le système d'équations

(9) ^-=A/iyi4-...+A^r^ (^=i, 2, . . . , /z ) .
Cl00

Soient n solutions

yih y^ • • - . y^ ( ^ = 1 , 2 , . . . , / Q ,

formant un système fondamental. Le système de n nouvelles so lu t ions
déterminées par les équations
(Y) y^=^iy/.i^---+c^7/^ (A^=:i, 2, ...,^)

sera aussi fondamental, si le déterminant des constantes c est d i f -
férent de zéro.

Quand la variable fait le tour d'un point singulier, les nouvelles
valeurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations

( ï ' ) ~Y/u = ̂ i\yh\ +.. • + ctuy/zn,

où le déterminant des constantes a est différent de zéro. De même les
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nouvelles valeurs Y' des intégrales y sont déterminées par les équa-
tions
( 3' ) Y;,, -= a^ +.. . -h a1^ 7;̂ ,

où le déterminant des constantes a! est différent de zéro.
Cela posé, considérons les deux formes bil inéaires

W)
P = ̂ i y^ -(-...-+- ̂ ,y/m,
Î  =:^y^ •+•...+.<rL-

On peut ramener P' à P par la substitution (ï/) et par la subst i tut ion
inverse qui ramène les x ' aux x. De plus, les coefficients de ces sub-
st i tu t ions ne dépendront pas de F indice h.

Considérons de même les deux formes bil inéaires

^')
^ Q =^YAI+...+^Y^,,

f Q/^Y^+...+.<YL,,

et remarquons que l 'on a

( ( ) / ) Y;,, = c/i Y/^ -t-... 4- eu Y/,,,,

équations ou les coefficients c sont les mêmes que dans les équat ions
(V) et sont indépendantes de l ' indice À. Donc le même calcul qu i
ramènera P' à P ramènera Q' à Q.

Or, puisque les solutions du système (9) ont la propriété de satis-
fa i re aux équations (a7) et (3'), on peut exprimer Q et Q' respective-
ment au moyen des y et des y, et l'on aura

f) :=^ a U X ! y h j .
i

Q'--=2^<r/v.
V

et ces variables ̂ ,y, ^\y1 sont les mêmes que celles qui entrent dans
P et P\ Par conséquent, les y et les y sont liées par les relations ( ï / )
et les x et les<x?' sont liées par les relations inverses.

On voit donc que les mêmes substitutions ramènent à la fois les
deux formes P' et (Y aux deux formes P et Q, et, par suite, que les
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deux déterminants des formes
Q — û j P et Q ^ — ^ P ^

ont les mêmes diviseurs élémentaires, quel que soit l 'indice A.
Donc les diviseurs élémentaires du déterminant

329

a^i — G)
R ( œ )

ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions d'où l'on
est parti, et qui fournit les coefficients a quand la variable fait le tour
d'un point singulier.

62. En poursuivant le raisonnement comme précédemment, on
montrera qu'on peut ramener un système fondamental quelconque de
solutions à un système fondamental particulier pour lequel on aura
les relations simples

^ / i l = ̂  1.7 A l »

Y/,â == G.)ir/,2-hj'/,i

( S ' ) { Y/,/,, == ^ijM-, + y/^-.i.
Y/^+l^ "SijM-rM»

Y/U-1-+-2 •̂  ^J'M'i-t-S -{-•J'A/ri-M»

Les diviseurs linéaires o^ — œ, co^ — a ) , , ... ne sont pas nécessaire-
ment distinctes.

63. Pour qu'il v ait un seul groupe de solutions, il faut que le divi -
seur oi»i — œ ait le même degré de multiplicité comme diviseur linéaire
et comme diviseur élémentaire.

64. Pour qu' i l n'y ait que des solutions satisfaisant aux condi-
tions , , .

Y/^.==^y//,/c (A=r^ ...,^, A - = r , 2 i . . . ,A- i ) ,

il faut que œ^ — œ soit diviseur de tous les mineurs d'ordre / — i
dansR 0), /étant le degré de mul t ip l i c i t é du diviseur linéaire œ. - <o

Ann, de i 'Èc . Normale. 3° Série. Tome VIII. -- NOVEMBRE 1891. 4^
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dansR(o) ) . Le diviseur l inéa i re o^ ---co d 'un ordre de m u l t i p l i c i t é /
se décompose, dans ce cas, en / d iv i seurs é lémentaires simples.

65. Considérons main tenan t , les systèmes d 'équat ions dif férent ie l les
l inéaires et homogènes, à solutions régulières de la forme

(10) x€^ -=. a^y^ 4" . . . 4- a^y^ • (/-:.-.: 1 ,2 , . . ., n),

où les coeff ic ients a sont un i fo rmes , c o n t i n u s dans le doma ine de
l 'or igine, ou encore développables en séries entières à coefficients
constants de la forme

au, == a^, 4- xa},, 4- .r2 a^ 4- ....

Cherchons à former un système fondamenta l de n solut ions qu i con-
v i ennen t dans le d o m a i n e de l 'or igine.

*

66. Nous d i s t inguerons deux cas, suivant que les racines d i s t inc tes
de l ' équa t ion

<-r .. . ^
F(r):= ....... . . . . . . . ::.-:. o

^i -• a0 , , ,—/'

au ron t ou non des d i f férences non entières. Nous commencerons par '
é t u d i e r le cas où d e u x racines d i s t inc te s que lconques de Vf r ) == o ne
d i i ï e r en t jamais d ' un nombre en t i e r .

Ce premier cas se subd iv i se en d e u x autres. Considérons le déter-
m i n a n t F(r). Nous a l lons m o n t r e r que :

1° A un d iv iseur é lémenta i re s i m p l e de F(r) correspond une solu-
t ion don t les é léments ont les formes

les séries
.z-^i, A1^, . . . , x'^n.

9,::::: ̂  .4- x^\ -4-- .z^ç/j^-h . - .

é tan t convergentes dans le d o m a i n e de l ' o r i g i n e ;
2s0 A un d iv i seur é lémenta i re m u l t i p l e de F(r) correspondent plu-

sieurs so lu t ions dont les éléments sont des polynômes en log.r, à coef-
ticients holomorpbes dans le domaine de l 'or ig ine .
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67. Soit d'abord r — r,» un d i v i s e u r é lémentaire s imple de F(r).
Supposons que F(r) possède encore ; x — i diviseurs élémentaires
simples ou non, égaux à r — 7\,, il en résultera que les mineurs de
F(r), jusqu'à ceux de l 'ordre p., seront tous d iv is ib les par r — r^

Posons
ji ̂  ̂ ro ?i ? • . • , 7/<. = ^/la y/.,

et portons ces valeurs dans le système (10), nous aurons, en ident i -
f iant dans les deux membres de chaque équat ion les coefficients des
mêmes puissances de x,

A-yf := < of + . . . 4- ( ̂  - r, ) ̂  4- . . . 4- a], ̂

4" a^ o^--1 4- ... 4- a ] ^ ] - ' 1 4-- . . . 4- a^cpî-1

4~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
-4..-. ri '* fn ̂  -4— —1-. r/ ̂  rr, *> —J— —,L_ ri c rfi 0i a^ ^^ -+-... ( ^ i i ^ i -t- . . . r~ ( t t n ^'n.

(/i-: I, 2, . . ., n; /• == 0, ï , '2, . . . ).

Ce système d 'équat ions est du premier degré par rapport aux coeffi-
cients ^', ^î, . . . , e^ et permet de les dé te rminer en fonct ions des coef-
f icients ^ dont l ' i n d i c e supé r i eu r est moindre . En etïet, le d é t e r m i n a n t
des coefficients de ces i nconnues est

F( r ,4 -A- )

et ne peu t s 'annuler pour a u c u n e va l eu r de /c , puisque aucune racine
de V ( r ) == o ne d i fTère de r^ d 'un nombre entier.

Quant a u x coeff ic ients ^p . . . , o/% ils satisfont aux équa t ions

a?, 9; 4- ... 4- (^/- /•o)9? 4- . . . 4- a?, 9;,=: o.

Puisque le déterminant F(r) et ses mineurs, jusqu 'à ceux de l'ordre p.,
admet tent tous le diviseur r — r,p ce d é t e r m i n a n t et: les mineurs consi-
dérés s ' annuleront tous pour r=r^ et, par su i te , on pourra exprimer
cp°, . . . . o^, au moyen de a q u a n t i t é s a rb i t ra i res A , , ..., k^ en vertu
des équa t i ons précédentes. En remontan t de proche en proche, on voit
que, q u e l l e que soit la valeur de l ' ind ice k, les coefficients çf seront des
fonc t ions l inéai res et homogènes des (x arbi traires À | , ^, .. ., k^ et,
par sui te , que la so lu t ion

yi r= .z-'-uoi, .... y/, =^0^
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pourra être construite de telle sorte que les séries cp dépendent de
[j. arbitraires. En donnant à ces arbitraires [j. groupes de valeurs indé-
pendantes, on formera (A solutions l inéairement indépendantes et de
la forme précédente.

On peut dire que chacun des p- diviseurs élémentaires égaux à r— r^
fourni t une solution de la forme que nous venons de construire, et,
en particulier, qu'un diviseur élémentaire simple r -— r^ quelconque
deF(r) fournit une solut ion indépendante et de cette forme.

68. Examinons ma in t enan t le cas où r—r^ est un diviseur élémen-
taire de F(r) d'un degré e de multiplicité.

Nous allons voir qu'il existe, dans ce cas, des solut ions de la forme

^ _ i
y 1 ' ^ •2>/'0 ̂  p^10^21")""^'1 (^ .f , ^ . . • , ^.),

V-rsO

les coefficients ep^ étant développables en séries convergentes dans le
domaine de l 'origine, à coefficients constants, et de la forme

cp^ -= ̂  4- ^9?y + ̂  9^ +....

En elïet, portons les valeurs précédentes dans les équations (10),
et identif ions dans les deux membres de ces équa t ions les coeiïicients
des mêmes puissances de log^. Nous aurons d'abord, en supposant
/"o = o,

"Ë = 2 ̂  ("".-"-- -'- ; 2; c- - - - • w'^y—
a/iji-4-. . .-I- ainYn^ ̂  (^ / i9 iv+. . .•4- ^//.y/^/îCIOg.Z")^^"11

et , par suite,

,y ::^. „)...„.., ( f; .„..„. v ) ̂ ^^ ̂  ̂  r^^ -F . . . 4... ai,, 9/,v.

En fa isant successivement v = = o , i , . . . , e — î , et en remarquant
que, p o u r v u e , ^^\ doi t être remplacé par zéro, nous aurons u n
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système de en équat ions

^?<o ^x-d^ - liaik^^
h

do,. ^•-^-^-~-:2.^Â•^l-(6J-f^/oî

c/o^ î
,r ̂  =: J^ a .̂ ©/,,, — ( e — y ) ®,,v-i,

A-

^y/,^-i 'YI,r "^- == ̂  ̂ •?^6-i— ?/,t-2.
/r

Ces équa t ions sont analogues aux équations (10), et on peut leur
appl iquer les r a i s o n n e m e n t s ordinaires donnés plus hau t pour la dé-
te rmina t ion des coeff ic ients ç^ dont l ' indice supérieur est p lus ^rand
que zéro.

Quan t aux coefficients cp^, voici la méthode ingénieuse que M. Horn
a employée pour les déterminer .

69. Les coefficients ̂  sa t isfont aux équations linéaires

^«^0,

A-

V<.^i=(e-i)9;.^

V a^ ci/",, -= ( e — v ) o,°ï_i,

I;^.y?,.-i==?L-,

(;, !{•=-- i, 2, 3, . . ., n).

Mult ip l ions les n équations définies par chaque l igne précédente
par des indéterminées, et ajoutons; nous aurons, pour une valeur
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quelconque de l ' indice v,

^ aîk i i i yL == ( e — -y ) ̂  M, y;;,̂ .i.
/•À- /•

Considérons alors les deux formes bi l inéaires

/ ̂  ̂  ̂ aya,
a

9 -" ̂ ^p'^rp?
ap

' d o n t la première/ a un dé te rminan t d i f f é r en t de zéro. On a. v u , au
§ Î V , qu'en appelant s une nouve l le variable, cl (^ — ^/)^ les d iviseurs
élémentaires du dé te rminan t de la formel' -+- ç, on a

/^-^(^)<,,

9-=: ^^(^)e,^^(^)^-.r

Si l'on a ^== o pour 'une va leur particulière de i, on aura

/:r.-(^), -^(^).,,

? ̂  (^)<--r4- 2^(^)<-.+^ (^)<',-i.-

Mais rien n'empêche de transformer de la même manière que o la
forme bil inéaire

^4^?^
ik

qui ne difïere de ç que par la notat ion. De môme, on peut mettre la
forme bilinéaire

^^9?,v-i
/

sous la forme de/. Pour cela, on formera des fonctions l inéaires et
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homogènes deu,, . . . , u^ qu'on appellera U , , . . . , U ^ . Puis on formera
des^ expressions Vp,, . . . , V^ linéaires et homogènes en ç^, . . . , ç;;,.
Enfin on formera des expressions V,,,_^ . . . , V,̂ .., l inéai res et homo-
gènes en 9i%_^ ..., ç^p Les U et les V remplaceront , aux signes près,
les $ et les TJ dans les formes / et ç. On remarquera que, r — ^ étant
supposé d iv i seu r élémentaire au degré e de mul t ip l i c i t é dans F(z-), et
Fo étant pris égal à zéro, r sera un diviseur élémentaire du degré e
dans F(r), ou encore dans le d é t e r m i n a n t de la forme/A- -f- ç.

On pourra donc poser

^ ff& «; y^ = ( U, V,-, ,v + . . . 4- U,,_, Viv ) 4-. . .,

M,9^_i=(U,V^_, +...+ U«Vi,,_0 +...,

2
2

et, par suite, on aura

( U, V<,,_i,, +... -i- U,,,_, Viv) +... = (e - ̂  [( Ui V^v_i -+-... -h U,Vi,<,-i ) +.

Nous satisferons ident iquement à celte condition en posant

o== Vi,v_i,

V,,=(e-v)V,,,_,,
. . . . . . . . . . . . . . . . . ^

V A - - I , V = = ( ^ - - ^ ) V / , , , _ I ,

V —— / ^ __ y ^ VV ^>—.^\/ —- ( C-- J ) V (. y_ i ,

Ces équations s 'obt iennent en i d e n t i f i a n t dans les deux membres de
la condit ion les coefficients des mêmes indéterminées U, Le nombre
des équat ions précédentes est n, et l'on sait, d'après la théorie de la
réductio'n des formes bi l inéaires , que l'on peut résoudre ces équat ions
soit par rapport aux inconnues y^v-i, soit par rapport aux incon-
nues^.

Dans les équat ions précédentes V^y-^ peu t être pris arbitrairement.
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Donnons à v successivement les valeurs o, ï , ..., e -— i, nous aurons,
en ne tenant compte que des e premières équations,

V^o ::=o, .. ., V^i ,o =: o, V,.u arbitraire,

Vu-=:(e-"i)V2o =0, ..., V^i,i==(e»—i)V,o, V<,i arbitraire,

•V\a •= (£? — 2 ) V'ai =•0, .. ., Vc,i,2 ::=(<? — a ) V^, V<,2 arbitraire,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . ., . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vi^^i~rV2,,-2. • . ̂  V^i,,-i===V<.,c-2, V^,,»i arbitraire,

ou encore, en résolvant ces équat ions ,
V,^,^(^-i)V,o,

V.-l,2^ (^ -1- ^)V.l, V"^2,2= (^ —— ^) (<- ~- QV.O.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . , . . , . . . . . . . . . . . . . . . . .
v^,, ,.„., :.::. y,, ,^ ..., v,. ,̂  == (1 ̂  - -< ) v<,, v,, <,̂  = ( i, ^ -1 ) v,.,

l 'expression ( î , < ? — i) remplaçant le produit Ce — î ) ^ — 2 ) . * . r , et
tous les V qui ne sont pas dans ce Tableau étant pris égaux à zéro.

I l résulte de là que, les expressions V^p ..., V,^.^ é t an t arbi t raires ,
on aura pour y^ des expressions l inéa i res et homogènes de e constantes
arbi t ra i res .

En remontant dans les calculs précédents, on voit que les expres-
sions

yi^^^^^y^-'1
V ;:= 0

dépendront de e constantes arbitraires. On pourra donc trouver e so-
lutions de la forme précédente correspondant au diviseur l inéaire
( r— r^Y de F(r), et où r^ est nul .

70. En combinant l inéai rement ces e solutions, et en choisissant
convenablement les constantes introduites, on obtiendra e solutions li-
néairement indépendantes et de la forme

7^=9^
7,=îp,olog-^ 4-9/1,
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71. Supposons que le diviseur linéaire r — j\ de F(r) fournisse les
diviseurs élémentaires

f
( r — /-o)S ( /• - ̂ o)S . . . . ( ̂  -- /•o )^.

On répétera le raisonnement précédent avec le diviseur linéaire
(r — ro)^""4"^. Mais, comme dans les formes f et cp les $ et les y] sont
indépendants, chaque diviseur élémentaire (r—r^o fournira e^ solu-
tions non seulement indépendantes entre elles, mais encore indépen-
dantes des solutions fournies par un autre diviseur élémentaire tel que
(r — ^o)^s l"̂  exemple.

72. Nous avons supposé /-o === o. Rien n'est plus facile que de ra-
mener tous les cas à celui-là. En effet, dans les équations (10), posons
Y - ^ x ' ^ ^ y , et remplaçons les équations (10) par des équations (ic/)
analogues, où les inconnues soient les y ' ' . Dans le nouveau système,
il y aura le diviseur r au lieu du diviseur r — r o , c'est-à-dire que r^
sera nul.

73. Il nous reste à é tudier le cas où le déterminant F(r) aura i t des
diviseurs qui différeraient entre eux de nombres entiers non nuls.

Soient r°, r\ . . . , , r^ des racines de F(r) = o différant entre elles
de nombres entiers et rangées dans un ordre tel, qu'aucune des dif-
férences

,, .J .,., ,.!' y. ___ ,>(/>•)
/ ^ ————— f ^ f ^ ————— / ^ . . . ^ / y ————— /

ne soit un nombre entier négatif. Supposons, en outre, que ^ ne dif-
fère pas d'un nombre entier de toute autre racine de F(r)==o. On
pourra appliquer les raisonnements précédents et construire e solu-
tions indépendantes de ( îo) , si e est le degré de multiplicité de r — r^
dans F(r).

74. Apres des calculs que j'ai indiqués ailleurs ( ^ ) , un peu modi-
fiés en vue de la théorie des diviseurs élémentaires, on pourra obtenir
un système d'équations (W) renfermant e équations et e inconnues

( i ) Ânlict.les de l'École Normcdc supérieure, 1886 et 1889.
f i

A/m. de l'Èc. Normale. 38 Série. Tome VÏII. — NOVEMBRE 1891. 4°
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de moins que le système (10). L'équation F^r) = o correspondante
aura des racines correspondant à r\ /7/, ..., r^ et à toute autre racine r
qui ne soit pas r°. On raisonnera alors sur le nouveau système (ïo")
comme sur le système (io),et on continuera ainsi jusqu'à épuisement
des racines r°, r ' , . . . , r^\ ou des racines nouvelles qui s'en déduisent .

En résumé, on verra que, dans tous les caSy à chaque diviseur élémen-
taire d'un degré e de multiplicité de F(r) === o correspond un groupe de e
solutions indépendantes.

75. En quoi dif ïereront les formes des solutions correspondant aux
diverses racines Fo, r', . . . , r^ de F( r )===o , qui ne diffèrent entre
elles que de nombres entiers?.La réponse à cette question a été donnée
par M. Grùnfeld (r) dans le cas le plus ordinaire. La méthode de
M. Grùnfeld a été perfect ionnée sur un point, et dans le cas par t icu-
l ier de n == 3, par M. Horn (Thèse de rUrwersité de Fribourg).

76. Pour donner un exemple des modifications introduiles dans les
formes des solutions par l 'hypothèse que des racines r ont des d i f -
férences entières, nous énoncerons le résultat démontré par M. Horn,
dans le cas de trois équations différentielles. Soient r% r', r" les ra-
cines de l 'équation F(r) =^ o.

I. Les trois diviseurs r — r°, r — r\ r — r" sont simples et d i s t inc t s
ou non :

a. S'ils ne diffèrent pas entre eux de nombres entiers non nuls , on
posera

yf^^\cf,)\

y\ =,^'(9, )\

y ' [ ^ X ' " ^ i ) \

[j. La différence r ' — ^ est un nombre entier positif, et les deux
autres différences r°— r\ r° — r" ne sont pas entières. On posera

^^^°(ç^,
y ^ ^ ' W ,
y ' ; '^ .^(y,)^^(o,y log^.

(r) DônkschrîjtGn cler Pl^iener Âkaderniey matli.-nat. /</., 1888.
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y. Les différences r° — f et r ' — r" sont des nombres entiers positifs.
On posera

y?^7-0^)0,
y\ -=.^'((p,.y^kx^^i^^x,

y ' i == ̂ "(^y-t- /^"(y.y log^ + ̂ ^"(y,)0 log2^.

II. Le diviseur élémentaire r -— r0 étant simple, le diviseur élémen-
taire r — r ' est double et diffère ou non de r — r° :

a. La différence r° — r' n'est pas entière. On posera

j;==^°(9,)^

j,< =:^(<p,- y,
y", :=^'(9,,y+^(9,^10^.

[j. La différence r0 — r' est un nombre entier positif. On posera

j?^7-"^)0,
y; == .î ' (9, Y 4- A" ^'"(o^0 log1^,

y;' ̂ ^(y,)^ /^'((p,/ log^+/c /^ ro(9^)olog2A l.

y. La différence r0—r1 est un nombre entier négatif. On posera

y^x^^i ^/^''(^yiog^
y[ =:^(y, y,

y ' ; =: ̂ "(^y -h ^'(9,2)' io^.

I I I . Le diviseur élémentaire r —" r° est triple. On posera

y 9= ,^(9,, y),

y; ==.^"(9^)o+^(9^)°log^

y; = ̂ (^i,Y^r^W^^ + ̂ •0(^3)0 l0^^-

Dans ces formules, les constantes k peuvent s'annuler. Alors les
logarithmes disparaissent. Si les différences entières des racines r°,
r , ^ deviennent nulles, certains de ces nombres k se réduisent à
l 'uni té . Enfin la notation (y,)° on (ç^)0 indique, dans les formules
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précédentes, que le calcul de la série ^-ou cp^ se rattache à la racine r°.
De même les accents ' e t / / rappellent les racines r' et r\

On voit que les différences entières entre les racines de F(r) == o
font apparaître les logarithmes, en général, plus tôt que si ces dif-
férences étaient quelconques. Mais, dans tous les cas, chaque diviseur
élémentaire de F(r) fournit son groupe de solutions.


