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SUR IA VALEUR
DE LA

COURBURE TOTALE D'UNE SURFACE
AUX. POINTS D'UNE ARÊTE DE liEBROUSSEMENT,

PAR M. X. STOUFF,

MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

Une surface S qui admet une arête de rebrousseraient peut être
considérée comme engendrée par une courbe mobile C qui, a une
enveloppe. Cette courbe peut être représentée par deux équations

(i) pC^jî ^ a) ==°?

( o ) ! ^(^^^)-ov ' / , ' ~"" "àa "-il " ?

a é tant un paramètre variable. En é l iminant a entre les équations ( î )
et (2), on obtient une équation
(3) F(.r,y,,s):=o,

qui représente la surface S. Enfin on obtiendra les équations de l'arête
de rebroussement en é l iminant a entre les équations (î), (2) et l'é-
quation
m W^ii^û. -o^u - ^ -^

Désignons par R et R'les deux, rayons de courbure principaux et po-
sons . ^

II, = i / — ) -M — 4- "F ?
V \^7 \ày/ \à^
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la courbure totale est donnée par la formule connue
à¥.̂F

àx2

^F
ûy à oc
^F

àz àx
àV
àx

^F
àx ày
^F
àf
yv

àzày
àV
jy

(PF
àx (j-z
rPF

àyà^
y'F
%2

à'F
àz

~àx
à¥
àyJP_

Riv àv
àz

On peut imaginer que la fonction F(.r,j, z} a été obtenue en portant
dans o(^,j, -s, û) la valeur de a en ;r, j, -s tirée de l 'équation (2).
On a ainsi

r)F __ f}y ^9 ̂
àx àx à a ôx

et, en vertu de l'équation (2),

àF _ (h
ôx Ar/"'

()F _ à^
()y — Jy'

(JV f)(f
j,=^

on aura de même
^F
.̂r2

^F
<^y da?
^^F

cl̂  àx

^? ,
" r^12 •

àîo

ày àx
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â^
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^9

à a àx
^ ^9

à a àx

àa
àx
àa
W
àa
à^

cr-v
àxày
^F
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as ày ~

â^
~~ àx ày

^0)
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- àz ày

<)'o
àa ày
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()a (̂ y
r)2^
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à^V
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à^o
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~ ày àz
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""" à^

à^^
àa ().:'
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à a ()z
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an àz

àa
à^
àa
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àa
àz'

D'ailleurs les valeurs de c a ( a ^ s'obtiennent par les équations

d'2®
àaàx

à^ àa
()a2 àx

Ô^Q àci _
àa ày àa2 ày w 9

^2® à^Q à a" __i_ i _ ^^_^ ^_ — y1*
àa as àa2 àz ~ '1 f

obtenues par la différentiation de l'équation (2). En portant les va-
leurs (6) dans la formule (5), on arrive au résultat suivant . Dési-
gnons par^Ç, Y], Ç) la forme quadratique

ô\ à^. à'^à^.^.wl'."=ëe+î7''•+yp+'^^ ^^
' as àx Ç^

à'^ ..- 2 .-——^rj,àx ày^
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et prenons pour ^,

il vient

II4(7) nu7-

\ DE LA COURBURE TOTALE D

/], *( les valeurs

;„ ()o /)29 ào f)2 9
^ —- ̂  j^ ̂  ^ ̂  ̂

<)© rPo <)cp ^cp
àz àci àx àx à ci à^
ào ^29 à a) à^o

' àx à a ày ày à a à,

(^(p â2^ ô^^ (JQ
àa^ àx ày à^' ()z àx
^2 y f)ï^ ()^^ f)rQ

à y à'r ûy^ à y àz à y
f)2^ cPo r)2^ ào

'àz'à^ à^ày à^ ^
()(? ô^ à^
().v ày à^
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-^

" y

L'

^ ^(^0
j2 9
'ôa1

Cette formule donne la courbure totale en. un point quelconque de S.
Sur rareté de rebroiissernent, ^l'est nu l . J n'est pas nul en général .

Donc, en général, quand une surface possède une arêle de rehroiwc-
rne'nl, en lou.l poini de celte arête la courbure totale est in/ime.

11 y a exception si ^ == o. Il est fac i le d'interpréter géométrique"
nient l 'équation ^ = = 0 quand, elle a l ieu en chaque poin t de l'arête
de rebroussernenL

Des équa t ions (i), (2), (4) on peut tirer .r, y, z en fonction de a,
et exprimer ainsi, les coordonnées de chaque point de l'arête au moyen
de ce paramètre arbitraire. Suivant cette manière d'envisager les
choses, d i f ïerent ions les équations (ï) ,1 (2), (4) pâ.r rapport à. a, il
v ien t

i)^ dx à^ dy<)^
àx
^

àfï /te

dy
? -,-" ?da

d,r ^.
da
dx i
dct

€h\
da)^

c}y
ày
^Q

ôaày

àff d^x
àx cU

^.,
da
dy
da

? '!

f)ç
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^ ô^
àa àz

()(û d^y
ày dc^

dz
da
dz
dci

-^
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mières de ces équations montrent que, en désignant par X une certaine
quantité, on a

dx dy dz
da _ da _ da _ -
T~ ~" "̂ T — ç •— ?

et la troisième équation donne alors

^^ ^ ào d^x cb d^y ào d^z
P^^0+ ̂  ̂  + ̂  ̂  4- ̂  ̂  -o.

SiSestnulle^ ce qui est nécessaire pour que la courbure totale ne
soit pas infinie, on a aussi

/ , - , Ô(D d^x ô^ d ' ^ y ào d^zt § ) -™L __ -(- _'- ——'-. ~(- _i .,„„...-...„.. -^ Q
à^ da"2 à y dct2 as cla1

c'est-à-dire que le plein tangent à la surface le long' de V arête clé rebrous-
sèment est le plan oscillateur à cette arête.

Ce cas est donc le cas d'exception principal au cas général, dans
lequel la courbure totale est infiîiie. Je suppose remplie la condi-
tion (8); je me 'propose alors de démontrer que la courbure totale a
une valeur finie et bien déterminée en chaque point de l'arête de re-
broussement. Considérons la fraction - ^ ^ pour un certain poin t M de

Jcê
la surface, et voyons si cette fraction tend vers une limite quand ce
point se rapproche indéf iniment d'un point P de l'arête de rebrousse-
ment.

Imaginons que .r, y, s représenlent les coordonnées du point P, a la
valeur du paramètre relative à ce point ; par le po in t M. passe une des
courbes C correspondant à la valeur a+da du paramètre. Soient
x -+• ' d x , y 4- dy, z -4- dz les coordonnées du point M- Nous traitons dx^
dy, dz, da comme des in f in iment petits du premier ordre, et nous
négligerons les inf iniment petits du second ordre. 11 faut toutefois
remarquer que dx, dy, dz sont des infiniment petits par rapport à da^
tant que la direction PM n'est pas voisine de la tangente en P à l'arête
de rebroussent) en t.

/ N o u s supposerons, dans ce qui va suivre, que la direction MP est
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in f in iment voisine de cette tangente. Cela suffit, si la limite obtenue
finalement pour la courbure totale varie d 'une manière continue le
long de l'arête de rebroussement. En effet, si l'on aborde le point P
par une route sur la surface qui ne soit pas tangente à l'arête, on ob-
tiendra nécessairement la même l imi t e ; car les courbes C qui passent
par les positions successives du point M touchent l'arête de rebrousse-
ment en un point Q qui. tend vers le point P. La courbure totale en M,
est i n f in imen t voisine de la l imite de la courbure totale en Q, obtenue
par un déplacement suivant la courbe G qui passe à la position ac-
tuelle du point M, et si cette l imi te varie elle-même d 'une manière
cont inue le long de l'arête, sa valeur en Q est i n f i n i m e n t vo i s ine de sa
valeur en P.

En désignant par rfî un certain rapport in f in iment peti t , nous au-
rons

dj'^î,d9, dy-^ndQ, dz = Ç dO,

et, en remarquant que sur l'arête de rebroussement ̂  est n u l ,

^cp (P(D , ^o , ^9 / 6PC? i
1^ == J^ dx + Ja^y ̂  + ̂ dz -4- ̂ da'

^ ^ - ̂ -^P- +.,J^+ç^W,-Çîrfa,
^) àa* ~ V àa1 Ox àa1 ày ' àa1 as) àa'' •

on a, de même, en remarquant que, par hypothèse, § est nul sur cette
arête, et en désignant par dî,, dr\, d'C. les variations de ̂  •/], '( produites
par le changement de x, y , z, a en x -+- dœ, y + dy, s 4- dz, a -+- da,

.^,,,^p<S)-..-<^)^-<^)—^(^)
-«<,S)-̂ (̂ )

(<r-<s,. (Pca y Vf \ .;,^\ . +a(^('+^Yl+^îrç

+,f^^Ç5.,+-^-ç)^
\ày àx ' ày^ à y àz ]

( ^ç - à^ . ^9 ̂ \^^ 3 ( V T ^ + —T •/) + —„• Ç d^
\<)z()x~ ûzàr à y }
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Posons

'.^•"-^^s^3^^
^^•^^•^S^<)^ ̂ 2

<Pcp
àx à y û^ '

9 ^9 ^ 9 ^3? •r a r ^3Q<)^ 'r r^ ^—„—^— ç "" Y2 "T- ^ — . • . . ,, cU " "T~ 0 • ' ' " ">""ç " " y" c TJ ç 5
A2"2 Jy 6?.̂ ' âY" u x à y û^6?.̂  àf2

/)3cp
J-L.T .̂ ?"2
t... J-9. '=•

^ / - .-v ^3(p >» à^cû ,
^^^^-ja^^^do^^ (}a àz2

àci àv àz ' l^ " à a. àz àoc "
rPcp „ à'^ ^ à'^3 —. T r^ç + a .—...T— Ç^ 4- a .-—-—..T-̂ ^^ ^r],

d^ à v çîz à ci. as àx •3 à a à.c ày "

l 'équation (10) devient

^(^ ̂  0 = <y(^ T], Ç) ̂  + ̂ ^ + ̂  ̂ 1 4-, ̂ ^Ç + ̂  (^ Y), Ç) ^a.

Mais on a, par un calcul facile,

c^-= 1 à^ /21Î» _ L â^ . à^ î à^ ^1 _ L ̂  ^lA m
'2 àr\ à a cb a dÇ da ̂ y a 6[/ Jç a <).3 à'n )

/f)y r^^ ^9 r)3^ '
\^/ ^a2"^ ̂  Jz J^'J^ l ^a»

par suite

èS y, ()S , àS ,.^ ̂  d-f\ + -Y. clÇ :
à£, ' à'n ô^ dQ

à(f à(f à^
àx cly àz

^ à^i î àSi î ô§^
2 à'c, 2 on a àÇ

àS àS êS
J( 'an àÇ

à(f â^ àdf
àx ' ày as

cPy <P9 ^y
àa1 ôx àc^ ày àa^ as

^ às ^ '
^ an (K

dct»
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Nous aurons donc
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' ()a-
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0

ày ' ^

1Ï i^ [ -1-

^a)
àa^ (h

()o
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{

ào
ày
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à.i
à'n

<PQ
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ï)o
ôz

^0

ila^àz

^
(K

îc dis ((ue la, t rac t ion qu i f igure dans le second membre est indépen-
dan te de la valeur de ~- En effe t , si, l'on considère un point de l 'arèle
de rebroussement et les coordonnées x, y, z de ce po in t comme (onc-
tions du paramètre a, définies par les équat ions (i), (2), (4), on
ob t i en t par des dif ierent ia t ions

(}o dx
àx da

^9
àa àx

(P^
àa^ Ose

dx
da

4-

dx
da

dx
da

()o cl y ôo dz\ ./ i • i — o
()y dci à^ da ~" ?

(J^o dy <)2cp dz
l T • i^, ' -——

àa à y da ôa àz da

()^ û? dy Ô^Q dz
^ ôcê ày da 'Jr àa^ ()s da

^9
Jc^

% ^ ^.^ ^0 ^rc àc^ àx àa1 ày

Û,

6^9
L î —— ^-r- . ..—. o

àa"

^cp 5

àa2 ôz

( î 2 )

et les valeurs analogues pour ^ : r?<—-
Anit. de l * Kc^ Normale. 3e Série. Tome ÏX . — M A R S 1^92. i3
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On en déduit, après quelques simplif ications,

d3®̂

^/o ., 6^0 6^ ^C-

( î 3 )
^ ôa'1 nj' ( ) a ï ( ) y ' d a ^ ô z

ô^
dx d

loi.
//<"/ da r> . ^/^ ('̂ ^^ „— ,..}.„. ^ „ -(.„ ^ -̂.,..,_.-,,-

' c/^- a.r oa" ( ) y (îa- <):•

Tout le long- de l'arête de rel)î'oiissemenl, on a d'ailleurs, par hypo-
thèse,

et en d i f f e r e n t i a n î ,

04)

f dx dr c/z ^
. da fia r/a j

4"

ô^ d^r
/ <lx '\ ( ( « ' i

\da)

()^ d;1:....^
[ 7i(t )

A l'aide des valeurs ( î3) , on (rouve

à^ d1 .r ()^ d^ v
. / d < ï ' \ da- / d'y \ da- , / d , z \ da"'
ô[ -,- ( ) ( -/- ()( —
\ da f \ da j \ da 1

ù'1^
^î ()^ d'fi

<P^ à^Q , <)'•'• (D___i__ !„. y, ,___L_ __i y ^__ .....,„•„„,„
; à a1 Ox ()a2 à y ^ ()a1 (îz

. / d.x' \ da J dy \ da ,( d ^ " \ da0 — ()[ — ( ) [ ...
\ da j \ da 1 \ da I

D'ailleurs

J _à^_ <Py î (}J ^^y ^9 d ( à"1^
91 )(ÎL\ ^a(^ tî /^v^^^^^;^^

( \da) ( \7U()

f)o d f /^o <s

( ) z da \()a à y ^
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et,, en r emplaçan t dans le second membre de ( i / i ) —, ^î? ^—mr leurs1 •' / da da ( l a l

valeurs ( î ô ) , i l vient

àS
/ clx
{ 'da.

d'2 x
~d^'

+ •
^î
' d Y \
da i

d^r
d^'

à.i
' d z '
</a,

d^z
'da1

à^Q
ôa'^

.. (P^ d'''^ ,. ô'^o
"' à a'1 J.r ôa^ à y àa^ ô^

00

(ÀÏ

ri ( à^Q t''
da \ àa àx j

\^

<¥)\ da 1

()y
^

{ 0^0 \

î \ à a à y }
ai"^)

ào
7h

d / à^ \
da \ à a as )

0^^')
(U l ' équa t ion ^1:4) donne alors, en remplaçant — 5 — » (— par leurs
valeurs (12),

^y^'^O 4-^i(£,rj, Ç)
". (P^
"ï àa^ J.r

1 1 ;- ^9
^Ja2^

^çï ./. T
-) ' '^c»»-'

^y
' /^â ôy

^ à'^Q \ Ï ^(R
hî J^'2 <)^ / 2 ôd^

. ^? '\-'^^/

as à^ ()(Q
ôx . ày àz
à'^v) à^Q à^ ®

àa2' àx ()a2 ày ad1 as
à^ àS àS
ai an à^

ÔQ à^ ào
à.v àr àz

à^i àS\ à^i
aï àri 0'^
àS àS àS
àc on fK

(Yesl précisément la condit ion pour que la f ract ion qui figure dans
p . .1 H4 . . i . i . i ^1 expression de ..,.7 soit indépendante de •,••--

Parmi les surfaces les plus intéressantes qui présentent une arête de
rebroussement, sont les surfaces des centres de courbure des surfaces
min ima; les deux nappes de la. surface qui aboutissent à cette arête
sont applicables l'une sur l'autre. On sait d'ailleurs que ces surfaces
sont toutes applicables sur la surface de révolution engendrée par la
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développée d'une chaînette. Tout le long de l'arête de rehroussement,
la courbure totale reste f in ie , de sorte que ces surfaces présentent
notre cas d'exception pr incipal , et le plan oscillateur de l 'arête de
rebroussement est aussi le plan tancent de rebroussement ( < ).

( 1 ) Comparer la note de l'auteur (Annales de Grenoble; i(S()o). Voir aussi, sur ces
surfaces, un article de M. Razzaboni {Journal de Batta^lini ; 1^90).


